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Besvarelse af MASO 2013A

Opgave 1
Da ) >~ 1 75 er konvergent for p > 1, er raekkerne S nf g Yoo, n2 begge konvergente. Sa er deres sum ogsa
konvergent

Da [ mdz = In(In(z)) og In(In(z)) — oo for z — coer ) 7, nln(n) divergent ifglge Integralkriteriet.
Opgave 2

(a) Rigtigt! P(z) og Q(z) er produkter af forstegrads polynomier. Alle faktorer fra Q(z) er faktorer i P(z). Poly-
nomiet R(x) er produktet af de faktorer i P(x) som ikke er faktorer i Q(x).

(b) Hvis 22 +2=0,dvs 22 = =2, sder 2* — 322 —10 =4+ 6 — 10 = 0.

(c) Jeg tror pa (a ) Jeg finder at ¢ — 322 — 10 = (22 4 2)(2% - 5).

(d) z* —22% — 322 — 42— 10 = (2* — 322 — 10) — 22(22 +2) = (2% +2)(2® = 5) — 22(2%? + 2) = (2® +2)(2? — 22— 5).

(e) Rodderne er +/2i, 1 + /6.

Opgave 3
(a) Ja.
(b) Funktionen F': R® — R givet ved F(p,s,i) = U(p,s) — E(p,i) har Jacobi matrix

oF__or or _ou o ou _op,
d(p,s,i) ‘Op’A(s,i)) ‘Op Op  9s’ Oi

Her er %F = 8—57 5, antaget at veere positiv. Punkt 1iImplicit Funktion Seetning siger nu at ligevaegtsligningen,
F(p,s z) 0, kan lgses for p som en funktion af (s,4). Det betyder at der lokalt findes en prisfunktion p(s,7) sa

F(pvsvi) =0 p:p(s,l)
(c) Punkt 3 i Implicit Funktion Satning siger at

op __(aj)_l OF iy -5 98 )
d(s,i)  ‘Op’ 0O(s,i) \2U _9E’0U _9E

Jp dp Op dp

(d) Punkt 4 i Implicit Funktion Saetning (eller Lineser Approksimation) siger at

_ ou As — 2E(p* *)Ai
p(s* + As,i* + Ai) ~p oF 18F) <A8> o os (7 8T)As — FE(pT i) A

- (%) 8<S7Z Ai %(p S ) - %(p*a,ﬁ)

Opgave 4

Det relevante optimeringproblem er
(P) Maksimer f(z1,22) = 1021 — 327 + 5x9 — 223 under bibetingelser 2, 4+ 2o < C, 21 > 0, 13 > 0
da den samlede investering er hgjst C. De mulige lgsninger er
M(P) = {(z1,22) | ®1 + 22 < C, 21 > 0,22 > 0}

(a) Hvis investor lgser (P) bliver investeringens afkast maksimalt.
(b) Magnden af mulige lgsninger M (P) er
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Ja, for M(P) er afsluttet som faellesmaengde af tre afsluttede maengder. Graensen for en konvergent fplge i en

afsluttet meengde ligger i maengden.
Ja, M(P) er ogsé begraenset, altsd kompakt. Ekstremvaedisaetningen giver at den kontinuerte funktion f(z1,z2)

har et maksimum pa M (P).
1 -1 0
1/7\0 )\ -1

Gradienterne for bibetingelserne
er konstante i M(P). Gradienterne for de aktive bibetingelser linesert uafheengige i alle punkter i M(P) da
ikke alle tre bibetingelser er aktive noget sted. Karush—Kuhn—Tuckers ngdvendige betingelser siger nu at hvis
(z1,22) er en optimal lgsning til (P) sé findes v, u1, ug s

e v>0,u >0, uy >0 (positivitet)

o 21 +x2 <C,x1 >0, x5 >0 (bibetingelser)

o v(zy +29—C) =0, upzry =0, uszy = 0 (komplementzer slek)

10-6z1) (1 -1 0 S
<5 _ 4m2) =0 (1) + U ( 0 ) + Uy (_1) (optimalitet)
(Vi kan med det samme se at (0,0), (z1,0) med 0 < z; < C, (0,22) med 0 < x5 < C ikke kan vaere optimale.
Lad os feks antage at (1,0) med 0 < 21 < C er optimalt. Da er u; =0 og v =0 og

(*5") = ()

giver at 5 = —ug < 0, hvilket er en modstrid. De optimale punkter for (P) ligger derfor i det indre af M (P)
eller pa linjen 1 + 22 = C.)
Antag at (z1,z2) er en optimal lgsning til (P). S er

W+ 3v 21>0,22>0 (da uy = 0 = uy)

5 1

2 — 20 1 =0,20 >0 daus =0
1+ T2 = Alio 41 ' ? ( ? )

T gV 1> 0,20 =0 (da uy = 0)

0 .13120,332:0

I alle fire tilfeelde er 1 + a0 < H.
Antag at C > H. Den forste bibetingelse kan ikke veere aktiv i en optimal lgsning (z1, z2) fordi z1+29 < H < C.

Altsd er v = 0. Dermed er
10 — 6.’1,'1 —Uu 0
= <
(5-u) = () < ()

sd x1 > 0 og x3 > 0. Komplementaer slaek giver at uy = 0 og us = 0. Dermed er z; = % = % 0g To = %. Den
investerede kapital er z1 + o = H. (Alternativ: Den konkave funktion f har absolut maksimum i (%, g) Dette
punkt er derfor den optimale lgsning til (P) nar det er en mulig lgsning, dvs nar C > H.)

Antag at C < H. Antag v = 0. Som ovenfor er 10 — 6x1 < 0 og 5 — 4x5 < 0. Det giver x1 + 22 > H. Sa er
C>x1+x0>H>C. Altsd er x1 + x5 = C. Hvis v > 0 er z1 + x5 = C ifglge komplementaer slaek. Vi har
altsd at 1 + z2 = C' 1 begge tilfeelde.
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Antag at (x1,22) = (0,C). Da er us =0 og

(%)= (")

giver 10 =v —u; <v=>5—4C < 5. Modstrid!
Vi kan altsa sige at de optimale lgsninger ligger pa linjen x7 + x2 = C' og at x; > 0; der er altsa investeret i
projekt nummer 1.
(i) DaC < H er x1 + 29 = C og x1 > 0. Antag at x5 = 0, altsd (x1,z2) = (C,0) er optimal. Da er u; = 0 og

10-60\ [ w
5 T \v—us
giver 5 =0 —up = 10 — 6C — ugy < 10 — 6C og dermed C' < 2. Vi har vist at C > 2 = x5 > 0.

Opgave 5

Det primale program er
(P) Maksimér ¢z under bibetingelser Az < b, x >0

hvor = € R, ¢t = (7,6,5,-2,3), bt = (4,3,5,1) og

13 5 -2 2
4 2 -2 1 1
A= 2 4 4 -2 5
31 2 -1 =2

(a) Det duale program er
(P’) Minimér y'b under bibetingelser y*A > ¢, y* >0

hvor y € R*.

(b) y* = (5,8,0,0) er en mulig lgsning til (P’) og vektoren x fra det neeste spgrgsmaél er en mulig lgsning til (P).
Da begge systemer har mulige Igsninger, har de ogsa begge optimale lgsninger.

(c) Objektfunktionens veerdii z er ¢z = 8 og

4
3
14/3
1

Az =

Antag at z er en optimal lgsning til (P) og y en optimal lgsnng til (P’). Sa er y'b = 8, (¢! — y'A)z = 0 og
y'(Az —b) = 0. Altsa er y3 = 0 da [3]Az < [3]b. Da w2, x3 0g x4 er positive, y* A[2,3,4] = ¢'[2, 3, 4]. Vi har altsa

3 5 =2 4
2 2 1 3 .
(y17y27 0) y4)(A[2,374]7b> = (yla y27oay4) 4 4 -2 5 = (C [27374],8> = (67 5) _27 8)
1 2 -1 1
Det giver
0O 3 -4 11
1 1 -2 3
(y1,y2,0,y4) - (6,5,—2,8) 2 3 _5 8 - (1717071)

0o -2 3 =8
Men y*A5] = (1,1,0,1)A[5] = 1 < ¢![5] = 3 sa y er ikke en mulig lgsning til (P’). Derfor er x ikke en optimal
lgsning til (P). (Lgsningen y til ligningen 4*A = ¢! er en optimal lgsning til (P’).)



