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1. SUMMARY

This paper is a Master Thesis in mathematics at The University of Copen-
hagen. The subject of the paper is The Poincaré Conjecture and its gene-
ralization to higher dimensions. The main part of the thesis is devoted to
an explanation of the proof of the conjecture in dimensions greater than
four. The rest of the paper introduces the theoretical background behind the
proof and comments on the history of the conjecture in low dimensions. It
also explains the reason why the highdimensional technique breaks down in
dimensions three and four.

It is a main point of the paper, that it is possible to follow the ideas in
the proof of the generalized conjecture without going through all the techni-
cal details.

The main theorem proved is the h-cobordism theorem in dimensions greater
than five. The basic requirements for reading the paper without too many
problems is some knowledge of topology and familiarity with the concept of
differentiable manifolds.
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2. INDLEDENDE BEMZERKNINGER

Dette er et speciale om en matematisk formodning. Formodningen har trods
sin korte og relativt simple formulering overlevet i naesten 100 ar, uden at den
endnu er blevet bevist eller modbevist. Der er tale om Poincaré formodningen
(PC), som Henri Poincaré fremsatte i sin artikel ”Cinquiéme complément &
Panalysis situs” fra 1904, se Poincaré ([18], s. 498). P4 sidste side skriver han:

Est-il possible que le groupe fondamental de V se réduise
4 la substitution identique, et que pourtant V' ne soit pas
simplement connexe?

Han slutter siden med kommentaren:
Mais cette question nous entrainerait trop loin.

Hans formodning drejer sig om 3-dimensionelle mangfoldigheder, og det fgr-
ste citat ville lyde omtrent som fglger p4 moderne matematikerdansk:

Er det muligt, at en lukket 3-dimensionel mangfoldighed, V,
har triviel fundamentalgruppe, uden at V af den grund er
homeomorf med den 3-dimensionelle sfaere?

Vi skal se pa fglgende generalisering af Poincarés oprindelige formodning
kaldet Den generaliserede Poincaré formodning (GPC). Vi vil omtale PC og
GPC synonymt.

Poincaré formodningen 2.1. Lad M vere en lukket enkeltsammenhcen-
gende kombinatorisk n-mangfoldighed med samme homologi som S™. Da vil
M wvere homeomorf med S™.

Forklaringer pa formodningens ingredienser findes i afsnit 4.1 og afsnit 9.
Der vil igennem specialet ogsa blive benyttet en sekvivalent formulering.

Poincaré formodningen 2.2. Lad M vere en kombinatorisk n-homotopi-
sfeere. Da vil M vere homeomorf med S™.

At de to udsagn er skvivalente, vender vi tilbage til i afsnit 4.1 om homotopi
og homologi. I stedet for vil vi se Igst p&, hvad formodningen handler om. Det
kraever fgrst en kort omtale af nogle begreber samt en skitse af formodnin-
gens historie. Det er dog pa sin plads at navne den for mange overraskende
kendsgerning, at den generaliserede formodning er blevet bevist i alle andre
tilfzelde end det oprindelige.

For dette speciale geelder medmindre andet naevnes, at alle rum er topo-
logiske og at alle afbildninger er kontinuerte. Der vil hovedsageligt blive talt
om tre forskellige slags rum, nemlig de topologiske mangfoldigheder, de kom-
binatoriske mangfoldigheder og de glatte mangfoldigheder. Deres indbyrdes
forhold kan udtrykkes ved, at de glatte mangfoldigheder udggr en delkategori
af de kombinatoriske, som selv udggr en delkategori af de topologiske. Det er
ngdvendigt at forsta disse indbyrdes forhold for at forsta de vigtige milepacle
i formodningens historie, som vi nu skal se pa.

Formodningen blev fremsat af Poincaré i 1904. Den skal ses i lyset af, at
Poincaré i sin artikel viste, at der findes en lukket 3-mangfoldighed med
samme homologi som sfzeren, men uden at den er homeomorf med sfaeren.
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Den oprindelige formodning drejede sig om kombinatoriske mangfoldigheder.

I begyndelsen af 60’erne skete et stort gennembrud. Stephen Smale viste
i 1961 den generaliserede formodning for dimensioner stgrre end 4. Lignende
resultater blev opnaet med andre metoder af John Stallings og Christopher
Zeeman. Smale beviste formodningen for glatte mangfoldigheder. Derefter
generaliserede han sin metode til at omfatte de kombinatoriske. Resultatet
af Stallings og Zeeman blev i 1966 udnyttet af Maxwell Newman til at give
et bevis for den topologiske udgave af formodningen.

Efter intensivt arbejde med 4-dimensionelle mangfoldigheder lykkedes det
i 1982 Michael Freedman at vise den topologiske og dermed den kombinato-
riske udgave af formodningen. Den generaliserede formodnings sandhed var
kendt i 1 og 2 dimensioner inden Poincaré fremsatte sin formodning i 1904.
Altsd har der siden 1982 kun veeret et uafklaret tilfeelde, nemlig n = 3.

Der er siden foréret 2002 blevet fremsat mindst tre pastande om en afgg-
relse i det 3-dimensionelle tilfeelde. I april 2002 fremsatte Martin Dunwoody
et bevis. Der har imidlertid vist sig at vaere et hul i argumentationen, som
endnu ikke er blevet lappet. I oktober 2002 fremsatte Sergey Nikitin et be-
vis, som hurtigt blev gendrevet bade pga. en fejl i en definition og via et
modeksempel til en af de beviste seetninger. Den seneste pastand om en mu-
lig afggrelse er fremsat af Grisha Perelman. Den baserer sig pa4 Thurstons
geometriseringsformodning, som vi vender tilbage til i afsnit 10.

Disse forsgg pa at bevise formodningen er naevnt pa dette sted for at il-
lustrere, at der er tale om et aktivt emne. Aktiviteten skal ses pd baggrund
af to ting. For det fgrste er 100 &r gamle problemer altid en torn i gjet pé
matematikersamfundet. For det andet har Clay Mathematics Institute ud-
navnt problemet til et af syv vaesentlige ulgste problemer i matematikken
ved indgangen til dette artusinde!. I den forbindelse har instituttet udlovet
en pris pd en mio. dollars for en afklaring af formodningen.

Det historiske vue leder over til spgrgsmalet: Hvad handler formodningen
om? Lgst fortalt pastdr den, jf. formodning 2.2, at homotopi er brugbart
som vaerktgj til at undersgge, om to mangfoldigheder af en specielt simpel
type er homeomorfe. Det er et fornuftigt spgrgsmaél, fordi det i nogle tilfzelde
er muligt at beregne homotopigrupperne for to mangfoldigheder, mens det
ikke er muligt at se direkte, om de er homeomorfe.

Den sidste del af denne indledning er en lzsevejledning til specialet. Spe-
cialet er tzenkt som et projekt i formidling af matematik® Det er meningen,
at en leeser med en ide om differentiable mangfoldigheder, en smule algebra-
isk topologi og en vilje til at acceptere homologi- og homotopigrupper som
vaerktgjer kan forstd store dele af specialet uden en uoverskuelig arbejds-
byrde.

Lwww.claymath.org

2Formidling bruges Igst i denne sammenhang og deekker ogsd over undervisning.
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Der ligger en grundleeggende konflikt mellem formidlingens hang til, at mod-
tageren skal fascineres og den moderne matematiks hang til, at udsagn skal
bevises. Det udtrykkes ogsé af William Thurston ([22], Readers Advisory):

The most efficient logical order for a subject is usually dif-

ferent from the best psychological order in which to learn

it.
Da den moderne matematiks struktur ngdvendigvis er central i et matema-
tisk speciale, er formidlingsaspektets indflydelse begrzenset til opbygningen
af specialet, samt at en rackke resultater bliver forklaret med henvisning til
beviserne. Det sidste betyder, at de szetninger, lemmaer osv. der navnes,
forhabentligt kan forstds som udsagn uafhaengigt af deres beviser. Hvis dette
ikke er tilfeeldet, har man som laser to muligheder; at forfglge referencerne
eller at have tdlmodighed og se om forstielsen ikke kommer, nir udsagnet
benyttes eller nevnes senere i teksten.

Opbygningen af specialet er teenkt sddan, at leseren kan valge at springe
mellem de forskellige afsnit. En mulig vej gennem specialet er afsnit 3, 6,
7, 8 og 10 i naevnte rackkefglge. De resterende afsnit er teenkt som tekniske
afsnit, som man kan leese, ndr de naevnte begreber dukker op i teksten. Af-
snit 9 indeholder ogsd en introduktion om forholdet mellem differentiable,
kombinatoriske og topologiske mangfoldigheder. Vi benytter den sproglige
konvention, at begreber opkaldt efter en person skrives i to ord og det forste
staves med stort f.eks. Morse funktion. En sidste konvention: I afsnittene 3,
5, 6, 7, 8 og 10 er mangfoldigheder og afbildninger glatte, medmindre andet
er naevnt.
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3. HANKE O0G MORSE TEORI

Vi skal hovedsageligt beskaeftige os med Morse teori i dette afsnit. Det in-
teressante for os er Morse teoriens sammenspil med hankelegemer. Derfor
tager vi en kort beskrivelse af begrebet at pasatte en hank. Den mere tek-
niske og uddybende gennemgang af dette begreb kan findes i afsnit 6 om
hankelegemer.

3.1. Notits om hankelegemer. Vi minder om konventionen fra indlednin-
gen. I dette afsnit er alle mangfoldigheder og afbildninger glatte, medmindre
andet navnes. Det betyder bl.a., at de to symboler = og =p;;; tilleegges
samme betydning. Denne konvention til trods vzelger vi visse steder at un-
derstrege glatheden, fordi den enten er central, eller fordi den ikke er auto-
matisk for et bestemt objekt. Vi minder om, at en omtale af de benyttede
begreber kan findes i afsnit 9.

Lad M veere en n-mangfoldighed med rand dM. Lad D" veere n-disken
med rand S"! og med en S*~! indlejret i randen, 0 < A < n. Vi benytter
konventionen: S~! = (). Lad h : S~ x D"~ — QM vzere en indlejring. Vi
opnar M pasat en \-hank, H*, ved

MUH» = (M — k(S x {0})) UL (D" — $*1),

hvor ~ er en identifikation af tubulzere omegne af S*~! og h(S*~! x {0}), se
evt. afsnit 9 for definitionen af en tubuleer omegn. Selvom notationen ikke
udtrykker det, skal man veere opmserksom pé, at M U H* afhesenger af h.
Hvis A = 0 giver vores konstruktion den disjunkte forening af M og D™.

Man kan vzlge en anden tilgang til begrebet, som maske er intuitivt let-
tere at forstd, men som efterlader et teknisk problem. Givet en indlejring
A 8M 1 x D" — 9M kan vi klaebe en n-disk, D* x D", sammen med
mangfoldigheden M via f*, dvs. M U A D> x D", Det giver en mang-
foldighed, der minder om M U H*, som vi betegner M + (f*). Vi vil i det
fglgende tillade os at regne de to konstruktioner for sekvivalente. At vi kan
tillade os det fremgér af den tekniske beskrivelse i afsnit 6, hvor vi ogsa ser
pé det tekniske problem knyttet til den sidste af konstruktionerne.

Vi kalder en mangfoldighed pasat en hank eller flere ved en af de to me-
toder for et hankelegeme. Vi betragter to hankelegemer som ens, hvis de er
diffeomorfe. Fordi de to konstruktioner er &kvivalente, kan vi benytte den
sidstnzevnte til at visualisere lavdimensionelle hankelegemer, f.eks. kunne D3
pasat en 1-hank, D' x D?, se ud som pa figur 1. Og en solid torus kan, som
figur 2 viser, sendres til en 3-disk, ved at man pasaetter en 2-hank. Det skra-
verede omrade pa bade torussen og disken svarer til S' x D?  som er de
omrader, der identificeres.

Bemeerkning 3.1. Figurerne viser samlet, at hvis vi tager en disk, D3, og
pasetter en 1-hank, giver det os en mangfoldighed, som er diffeomorf med
en solid torus. Herefter kan vi pasatte en 2-hank, hvilket giver os den oprin-
delige D3 tilbage. Dette er et forste eksempel pa, at to hanke kan annullere
hinanden.
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FIGUR 1. En 0-hank pésat en 1-hank.

—
* []

=

FI1GUR 2. En solid torus pésat en 2-hank.

Hvis en mangfoldighed, W, er diffeomorf med M + (f*), hvor sammenklaeb-
ningen foregar vha. en indlejring f*, kalder man M + (f*) for en przesen-
tation af W. Det kan naturligvis vaere vaesentligt at holde styr pa, hvilken
sammenhzangskomponent af randen f* rammer. I de situationer benytter
man notationen V = x(M,Q; f*; \), hvor Q er den sammenhzengskompo-
nent af M, som indeholder billedet af f*. I tilfeeldet A = 1 skal man veere
opmeerksom pa, at billedet kan ligge i to sammenhzngskomponenter, da S°
ikke er sammenhaengende. Hvis det ikke er forvirrende, tillader vi os nogle
gange at undlade indekset \ i notationen f*, nar )\ i sammenhzengen er vel-
kendt.

Man kan naturligvis udvide begrebet og pasatte k£ A-hanke. Dette noterer
man som

W= x(M,Q;fi,...,[r;\) eller
W= M+(f1>\)++(f]£‘) eller
W = MUHl)\U"'UH]i‘.

Vi skal senere se, at rackkefglgen er underordnet, jf. lemma 6.9. Hvis man
velger M = D", fa&r man en speciel klasse af mangfoldigheder. Elemen-
terne i denne klasse kalder vi for elementeere hankelegemer, og vi skriver, at
H € H(n,k,\), hvis H = x(D"; f1,..., fx; \). Det var den korte intro om
hankelegemer, nu vender vi blikket mod Morse teorien.
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3.2. Morse teori. Der findes nogle funktioner fgrst beskrevet af Marston
Morse, som er utroligt nyttige, nar det drejer sig om at studere glatte mang-
foldigheder med vores hensigter. De kaldes Morse funktioner. I det fglgende
skal vi se pd dem og nogle resultater, som forbinder dem med teorien om
hankelegemer.

Vi minder fgrst om, hvad der forstids ved et kritisk punkt for en funktion
pa en mangfoldighed.

Definition 3.2. Lad M vare en mangfoldighed og lad f : M — R vaere en
funktion. Et punkt p € M kaldes et kritisk punkt for f og f(p) for en kritisk
veerdi, hvis D, (f) =0, hvor D,(f) : T,M — R er differentialet for f i p.

En interessant delmaengde af kritiske punkter er de ikke-degenererede.

Definition 3.3. Hvis f : M — R er en funktion pd n-mangfoldigheden M
og p € M er et kritisk punkt for f, s siges p at veere ikke-degenereret, hvis

Hessian matricen 82f
1) = (5o
A

er ikke-singuleer, dvs. invertibel.

Hessian matricen i et punkt p € M, Hy(f), er en symmetrisk matrix. Altsa
er den diagonaliserbar. Hvis f har et kritisk punkt p, kan man definere et
begreb, man kalder f’s indeks i p.

Definition 3.4. Lad p vere et kritisk punkt for f : M — R. Man definerer
f’s indeks i p som indekset af H,, dvs. antallet af negative egenveerdier.

Den egentlige definition er ikke s& interessant for os. Det er derimod fglgende
lemma af Morse, som beskriver betydningen af et punkts indeks tilstrackkeligt
til vores senere brug.

Lemma 3.5. Lad p vere et ikke-degenereret kritisk punkt for f : M — R,
der ikke er et randpunkt. Da findes et kort ¢ : U — R"™ omkring p, sd

fol=fp) —a® = —a o+
hvor A er f’s indeks i p.

Vi tillader os for det meste at skrive f i stedet for f¢~!. Beviset for lemmaet
kan ses i Milnor ([12], s. 6).

Definition 3.6. En funktion, f : M — R, hvor alle kritiske punkter er
ikke-degenererede, kaldes en Morse funktion.

Man ser af lemma 3.5, at de kritiske punkter for en Morse funktion er isole-
rede fra hinanden. Der kan ikke vaere mere end et kritisk punkt i omegnen U
givet i lemmaet. Hvis M er kompakt, fglger det derfor, at en Morse funktion
kun kan have endeligt mange kritiske punkter. Ved det i’te typenummer, c;,
for en Morse funktion forstdr man antallet af kritiske punkter af indeks 7.

Det fgrste interessante for en matematiker er naturligvis, om der findes Morse
funktioner. Der findes nogle eksistenssatninger, se f.eks. Kosinski ([8], s. 67)
for et bevis af fglgende.
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A

Y

FicUR 3. En hgjdefunktion pa torus.

Saetning 3.7. Lad M vere en n-mangfoldighed med kompakt rand, OM, og
antag, at OM = Vo U V1, hvor V;’erne er disjunkte og afsluttede delmengder
af OM . Sé findes der en Morse funktion f: M — R, som opfylder:

(a) f har ingen kritiske punkter i en omegn af OM;
(b) f7H(i) =Vi, i=0,1.

Eksempel 3.8. Et mere konkret eksempel pié en Morse funktion kan ses pd
figur 8. Hgjdefunktionen, der svarer til projektionen ind pd z-aksen, er en
Morse funktion. Man ser, at der er fire kritiske punkter, som har netop den
lokale opforsel, der forudsiges i lemma 3.5.

Ved at sammenligne f.eks. f ~![—o00, —¢] og f~![~00, €] for en Morse funktion
kan man danne sig et godt indtryk af, hvordan M er opbygget. Der galder
bl.a. naeste vigtige seetning, se Milnor ([12], s. 12). Inden formuleringen min-
der vi om notationen:

M} = f'[-00,a] og Mib = f~Ya,b] for a < b,a,b € R,
hvor f kan undlades pa venstresiderne, hvis der ikke er mulighed for tvivl.

Satning 3.9. Antag, at f : M — R er en Morse funktion uden kritiske
veerdier i intervallet [a,b] med My, NOM = 0. Sd er M, = M, og M, er en
deformationsretrakt af M.

Tilsvarende findes en satning, som forteller, at M,; = f~1({a}) x [0,1].

Bemeerkning 3.10. Der findes nogle simple operationer, som ikke @ndrer pa,
hvorvidt en funktion er en Morse funktion. Af definitionen ses bl.a., at hvis
f er en Morse funktion, og k er en konstantfunktion, s& er f + k og kf ogsa
Morse funktioner.

Vi kan ogséd sndre funktionsveaerdierne i omegnen af et enkelt kritisk punkt.
Hvis © € M er et kritisk punkt, da findes omegne, U,V,s& U C V, og V er
kompakt, samtidig med at x er det eneste kritiske punkt i V. Der findes en
funktion p: M — R, s& p |[y= 1 og p |m—v= 0, da M er et lokalkompakt
Hausdorff rum. Vi kan antage, at u er glat, jf. ssetning 9.7. Nu er f + cu ogsa
en Morse funktion for ¢ passende lille. Uden for V' og pd U har vi nemlig
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F1GUR 4. Beskrivelse af M omkring et kritisk punkt.

ikke @endret pd de kritiske punkter. P4 resten kan vi kontrollere effekten fra
u vha. ¢, mens f er uden kritiske punkter. Funktionen er kun forskellig fra
f pa en omegn af punktet z. Den har de samme kritiske punkter. Denne
operation kan benyttes, hvis man gerne vil have alle de kritiske punkter
for en Morse funktion pd en kompakt mangfoldighed til at have forskellige
funktionsveerdier.

Det nzaeste resultat udnytter forrige seetning til at beskrive koblingen mellem
hankelegemer og Morse funktioner.

Saetning 3.11. Antag, at f : M — R er en Morse funktion uden kritiske
punkter i f~'[—e, ] = N for ¢ > 0 paner netop et af indeks A pa f~1({0}),
samt at N NOM = 0. Sé er MI = M! U H*.
Bevis. Lad p vaere det kritiske punkt af indeks A, da kan man valge et kort,
U, omkring p, si

f=—af— =23 +a3 4+ +al.
Ifglge antagelserne har f ikke andre kritiske punkter end p i f~'[—¢, €],

derfor er f~'[—e,e] = f~—e1,e1] for €1;0 < €1 < ¢, jf. setning 3.9. Vi
kan derfor veelge €, s& Dy C U, hvor Do, er den afsluttede kugle med ra-

dius 2¢ og centrum p. Hvis vi benytter notationen x) = (x1,...,x)) og
T, = (Tag1,--.,Tn), dvs. at 23 = 23 + -+ + 23 og xi = a3+ +al,
sder f = —xi + mﬁ Man bemeerker, at x) spiller en dobbeltrolle, som ikke

burde lede til forvirring. Situationen er skitseret pa figur 4: For at studere
den nzermere indfgrer vi en funktion ¢ : R — R, som opfylder

#(0) >¢, @) =0fort>2c0g —1< ¢ (t) <0 for alle .
Sadan en funktion findes. Vha. ¢ kan vi definere en funktion F' : M — R

i £(z) — 9(a3 +202)
z) — ¢(ay +2z,) ,x €U
€T —
{ f(x) o ¢ U.
Man bemeerker, at F' og f stemmer overens uden for ellipsen pa figur 4. Man
ser, at F er glat, da den er glat pd den abne overdaekning U, M — Ds.. Vi vil
gerne vise tre pastande om forholdet mellem F og f.
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F
M-¢
Ficur 5. MF.
Pastand 1: Der gelder, at M = M/ . Pastanden er sand uden for el-
lipsoiden x%\ + 23:3 < 2¢, hvor f = F. Inden i ellipsoiden er
1
Fgf:—xi—l—mig ixi—l—mige.
Altsa er ellipsoiden med i begge maengder.

Pastand 2: Funktionen F' har de samme kritiske punkter som f.

Da 5672 = —1—¢'(23 +223) <0, og 5871% =1—2¢/(«3 4 2z}) > 1, ser man,
af at dF' = %dwi + %dwi, at F' kun har kritiske punkter, nar da:?\ og dmz

forsvinder samtidig. Det sker kun i origo, som er lig p, det kritiske punkt for f.

Pastand 3: Der geelder, at M = MF.
Man observerer, at F'(p) = —¢(0) < —¢, dvs. at F' ikke har kritiske vaerdier
mellem —e og €. Szetning 3.9 giver derfor det gnskede.

Vi vil gerne vise endnu en pastand: Skeeringen mellem MY, og u-planen
for et givet x) = ¢ er diffeomorf med en disk med radius r(q) > 0. Funktio-

nen r(q) er glat, og r(q) = (q2 — g)% for ¢2 > 2e.

Vi ser pa (zx,z,), hvor z\ = ¢, og —¢* + xi — ¢(q® + 23:3) < —e. Hvis
vi seetter t = ¢% + Qxi, s& er mangden kendetegnet, ved at

t 3,
— — —q° < o(t).
5 te— 54 <o)
Da ¢/(t) < 0, er ¢(t)— £ aftagende, derfor geelder uligheden for ¢ < tg, hvis ¢o
opfylder ¢(to) = & +e— %qQ. Vi ved, at ¢ findes, da ¢(t) = 0 for ¢t > 2¢. Man
bemaerker, at ¢y er en glat funktion af ¢ ifglge implicit funktionsseetningen,
da ¢(t) — % er glat med ¢/(t) — 3 < 0. Da uligheden er sand for ¢ < ¢, bliver
kravet til z,, at xi < %(to — ¢?). Pga. greenserne for ¢/(t) geelder det ifglge
middelveerdisaetningen, at ¢(t) — ¢(0) > —t. Altsé er
t 3
504-6—5(12 = ¢(to) > ¢(0) —to > € — to,

dvs. at to > ¢, hvilket viser, at r(q) = (%(to—qz)%). Da tg er en glat funktion
af g, ses det, at r(q) er en glat funktion af g. Derfor fglger det af, at ¢(t) =0
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for ¢t > 2¢, at

=

rla) = (3 (-2 + 38— )} = (¢~ o

for ¢> > 2¢, da ty > ¢ > 2e.

Nu er vi parate til at vise den afsluttende pastand: Delmzengden M’ er
diffeomorf med M/ (U H

At fglgende konstruktion er fornuftig diskuteres i afsnit 6, se definition 6.2.
Vi konstruerer M/ U H?* som (M7, — S)U. (D" — 8*1), hvor S er (A—1)-
sfeeren bestemt ved x?\ =€ og a:z = 0, med relationen

(:E)\’ ‘T,u) ~ hOé(CL‘)\, CIT“),

hvor

1
ha : {(mA,xﬂ) e (D" — S)‘_l) | mg\ > —} —

5 (xx, ) € (Mf

—€

=

Lad os definere en afbildning

v:M UHY - ME,

—€)

O'(x)\,xy,) = (l‘)\,xﬂ\;(;;%) s T € Mfe — S
A

_ r(v2ex)) A—1
T(zx, 2p) = (V2exy, x, \/lj—é ), x€D"— S
Ved at regne efter ser man, at cha = 7 for 1 > a:?\ > %, dvs. at v er velde-
fineret. Man ser, at o og 7 er glatte, da r(q) er glat. Den inverse afbildning
er givet ved:

SRR - MLUH)‘

(zx,2,) +—

[2
(mA,mH%) , x§\>e

x \/267372 2
(Voo Ve vy ) @ < 26

Altsa er «y en diffeomorfi pa en dben overdaekning, dvs. at v er en diffeomorfi
pa sit billede ifglge lemma 5.11. Vi mangler et argument for, at v er surjektiv.
Hvis man ser pé skeeringen mellem M 7 .—9S ogen plan med z) = ¢, sd er den

(zx,2,) +—

en disk med radius (¢ — e)%, men si bliver billedet af denne skzering en disk
med radius 7(z)), hvilket viser, at o*(]WicE —8)=ME N {(xr,z,) | 23 > €}

Hvis man ser pa skeeringen mellem D™ — S*~1 og en plan z), = ¢, s& af-
bildes den over pa skeeringen mellem M’ og en plan med z) = v/2¢q. Der-
for ser man, at skeeringen bliver en disk med radius r(zv/2¢), hvilket viser
at (D" — S*1) = ME_ N {(zy,2,) | 22 < 2€}. Altsa er v surjektiv. Det
afslutter beviset for setningen. O

Da de kritiske punkter er isolerede, kan satningen udvides til £ kritiske punk-
ter med samme indeks \. For hvert punkt p; findes ¢,,, og man kan benytte
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F=f—¢p — - — ¢p,. Punkterne kan naturligvis have en funktionsveerdi,
der er forskellig fra 0.

Inden vi gar videre med Morse teorien, vil vi anvende satningen til at opné
et resultat, der beskriver sfeeren. Resultatet bliver ganske nyttigt senere.

Saetning 3.12. Antag, at M er en sammenhengende lukket n-mangfoldighed,
samtidig med at f : M — R er en Morse funktion med netop to kritiske punk-
ter. Sd er M homeomorf med n-sferen.

Bevis. Da. M er kompakt, mé de to kritiske punkter veere henholdsvis mak-
simum og minimum. Vi kan uden tab af generalitet antage, at f(p) = 0 og
f(q) =1, hvor p er minimum og ¢ er maksimum. Det skyldes, at f’s billede
er et afsluttet interval, da f er kontinuert, og M er kompakt og sammenhaen-
gende. Intervallet kan tilpasses til enhedsintervallet vha. bemzerkning 3.10.

Da de kritiske punkter er ikke-degenererede, kan man ifglge lemma 3.5 veelge
passende omegne U om p og V om q. For f i U gelder

f:$12—|—"'—|—l‘n2,

dvs. M, = D" for ¢ > 0 passende lille. Der findes nemlig en sammen-
heengskomponent af M, i U diffeomorf med en disk, og hvis M, havde flere
sammenhangskomponenter, ville det veere i modstrid med antagelsen om
netop to kritiske punkter.

Tilsvarende er Mi_.; = D". Nu fglger det imidlertid af szetning 3.9, at
M, = M, _., da der ikke er kritiske punkter i M, ;_.. Det geelder derfor, at

M=M_ UM 1= D"Ugn1 D" =14, S",

hvor man skal veere opmaerksom pé, at det ikke er sikkert, at der er tale om
andet end en homeomorfi i den sidste skvivalens. O

Vi har vist, at en Morse funktion pa en mangfoldighed giver mangfoldigheden
en struktur som en mangfoldighed pasat en hank. Omvendt vil vi gerne kunne
udvide en Morse funktion pd en mangfoldighed til en pd mangfoldigheden
pasat hank. Det ggr vi i neeste saetning. I beviset benytter vi notationen 0,
til at angive randkomponenten, som indeholder en pasat hanks rand.

Seetning 3.13. Lad M = V X [—2¢,—¢|, hvor V er en lukket (n — 1)-
mangfoldighed. Antag, at vi pdsetter en A\-hank pié V x {—€}. Da findes
en Morse funktion pd M U H* med netop et kritisk punkt af indeks \. Morse
funktionen kan velges konstant pa de forskellige sammenhengskomponenter
af randen.

Bevis. Vi pasatter en hank H* langs en (\ — 1)-sfaere, &, via en tubuleer
omegn, T, for 3 i M. Se pd mangfoldigheden M 7 . fra beviset af szetning
3.11. I denne mangfoldighed er S = {z € Mfe | 7,2 = —¢} en indlejret
(A — 1)-sfaere med tubuler omegn 7' = {z € M’ | 2,2 < 2¢}. Som

Antoni Kosinski ([8], s. 130) anfgrer, er T' og 7" diffeomorfe via en diffeomorfi
d: T — T, sa d(z,t) = (z,2,) og fd(z,t) = t, hvor f = —a3 + xi
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Funktionen Gy : M — R; (z,t) — t kan derfor opfattes som
G13Q'—>{ t q=(x,t) e M =T

—m%\ —i—mz ,q=(zr,zy) €T
Det er denne funktion, som vi vil udvide til en pasat hank. I fgrste omgang
kan vi antage, at H” paseettes via forskriften ha fra beviset for seetning 3.11.
I dette tilfzelde kan vi udvide f vha. F: M¥. - Rog y: M/ UH» — MF,
igen fra beviset for seetning 3.11. Udvidelsen er

‘ t q=(x,t)eM =T
G'qH{ Fy(q) ,q€D™—8*"

Man ser, at G kun har kritiske punkter svarende til F’s med indeks . Man
bemerker, at G |5, (pupr = —¢. Tilbage er der at overveje tilfeeldet, hvor H A

pasattes M/ . via en anden diffeomorfi mellem tubuleere omegne. Forskellen
kan beskrives ved en automorfi af S*~! x R"™*, jf. proposition 5.19. En
sadan automorfi kan ifglge bemzerkning 5.20 reprzesenteres ved v : S~ —
O(p). Altsd kommer forskellen an pa rotationer i de p sidste koordinater,
og en rotation bevarer afstanden z,%. Da F kun afhenger af z,, betyder
denne rotation intet for udvidelsen G. Derfor fglger udvidelsen for en generel
pasattelse af vores specialtilfeelde. O

Seetningen kan udvides til at omfatte £ A-hanke, som paszettes en mangfol-
dighed.

Vi slutter afsnittet med at omtale en speciel type Morse funktioner, som
vi senere stgder pa. Det er de pane funktioner. Betegnelsen dakker over en
Morse funktion, hvor funktionsvaerdien i et kritisk punkt er lig indekset af
punktet. Neeste lemma fglger af seetning 3.11.

Lemma 3.14. Lad M vere en sammenhengende kompakt n-mangfoldighed.
Antag, at f : M — [a,b] er en surjektiv pen funktion. Da er

M), = X(M)\—l;ff\,"' 7f/§\/\’>‘)

for X € {0,...,n}, hvor M_1 = f~1({a}) x [0,1], hvis M er med rand og
M_1 =0, hvis M er uden rand.
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4. HoMOTOPI 0G HOMOLOGI

4.1. Resultater om homotopi og homologi. I dette afsnit er samlet de
resultater, vi har brug for med hensyn til homologi og homotopi, samt knyt-
tet nogle kommentarer til de enkelte szetninger. Vi vil ikke g nsermere ind
pa, hvordan de to begreber defineres, se afsnit 9 for en kort omtale, men ng-
jes med at udnytte dem som redskaber til at studere mangfoldigheder med.
Resultaterne stammer hovedsageligt fra Hatcher ([5]). I dette afsnit benytter
vi konventionen, at rum er topologiske, og at afbildninger er kontinuerte.

Det fgrste vi ser pd er nogle resultater om homotopi. En virkelig brugbar
seetning til beregning af fundamentalgrupper er Seifert-Van Kampens sat-
ning. Vi skal kun bruge fglgende reducerede udgave.

Saetning 4.1. Antag, at X er en forening af to dbne kurvesammenhengende
delmengder A1 og A, der begge indeholder basispunktet xo. Hvis A1 N As er
enkeltsammenhengende, sd gelder det at

7T1(X) ~ 7T1(A1) *7‘(‘1(_/42),
hvor x symboliserer det frie produkt.
En vigtig setning af Henry Whitehead er:

Saetning 4.2. Hvis en afbildning f : X — Y mellem sammenhengende
CW -komplekser inducerer isomorfier f, : mp(X) — m,(Y) for alle n, sé er
f en homotopiekvivalens. Hvis f tilmed er inklusionen af et delkompleks X
1Y, sd er X en deformationsretrakt af Y.

Beviset, som vi udelader, bygger pa et lemma, som er naevnevaerdigt i sig
selv.

Lemma 4.3. Lad (X, A) vere et CW-par og lad (Y, B) vere et par med
B # 0. Antag, at m,(Y,B,yo) = 0 for alle yo € B for n, nér X — A har
celler af dimension n. Sé er enhver f : (X, A) — (Y, B) homotop rel A med
en afbildning X — B.

Sidste udsagn i setningen ses at fglge umiddelbart af lemmaet. Hvis inklusio-
nen er en isomorfi p4 homotopigrupperne, fair man af en lang eksakt fglge for
parret (X, A), at m,(X, A) = 0 for alle n. Derfor giver lemmaet anvendt pa
identiteten, at id : X — X er homotop rel A med en afbildning r : X — A.
Altsa er A en deformationsretrakt af X.

Seetning 4.4. (Hurewicz) Hvis X er (n — 1)-sammenhengende, n > 2,
sd er Hi(X) =0 for alle i < n og m,(X) = H,(X). Hvis et par (X, A) er
(n — 1)-sammenhengende, n > 2 med A # () enkeltsammenhengende, sé er

H;(X,A) =0 for alle i <mn og m,(X,A) = Hp(X, A).
Via Hurewicz’ seetning kan man fa et nyttigt korollar:

Korollar 4.5. En afbildning f : X — Y mellem enkeltsammenhengende
CW-komplekser er en homotopicekvivalens, hvis f, : H,(X) — H,(Y) er
en isomorfi for alle n. Hvis f : X — Y er inklusionsafbildningen, bliver X
endda en deformationsretrakt of Y.
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En veesentlig ingrediens i Den generaliserede Poincaré formodning er begre-
bet en homotopisfeere.

Definition 4.6. En lukket sammenhaengende n-mangfoldighed kaldes for en
n-homotopisfeere, hvis den har samme homotopi som S™, dvs. hvis der findes
en homotopizkvivalens f : M — S™.

Vi kan nu argumentere for sekvivalensen mellem de to formuleringer af Po-
incaré formodningen, som tidligere er blevet navnt. De to formuleringer er:

Poincaré formodningen 4.7. Lad M vere en lukket enkeltsammenhen-
gende kombinatorisk n-mangfoldighed med samme homologi som S™. Da vil
M vere homeomorf med S™.

Poincaré formodningen 4.8. Lad M vere en kombinatorisk n-homotopi-
sfeere. Da vil M vere homeomorf med S™.

Antag, at formodning 4.7 er sand, og at M er en mangfoldighed omtalt i
formodning 4.8. Altsa findes der en homotopizkvivalens f : M — S™. En
homotopizkvivalens inducerer en isomorfi mellem homologigrupperne. Da
en homotopisfeere er enkeltsammenhaengende, giver formodning 4.7, at M er
homeomorf med S™.

Antag omvendt, at formodning 4.8 er sand, og at M er en mangfoldighed om-
talt i formodning 4.7. Sa fglger det, at alle homotopigrupperne op til 7, (M)
er trivielle, fordi sztning 4.4 giver, at den fgrste ikke-trivielle homotopi-
gruppe er isomorf med den fgrste ikke-trivielle reducerede homologigruppe.
Altsd er m, (M) = Z, dvs. at der findes en afbildning f : S™ — M, s& [f]
frembringer m,(M).

For denne afbildning har vi fglgende diagram

De to sider i diagrammet er isomorfier ifglge seetning 4.4. At toppen ogsé
er en isomorfi skyldes, at m,(S™) er frembragt af [id], mens 7, (M) er frem-
bragt af [f], samtidig med at f,[id] = [f]. Alts& er bunden ogsd en iso-
morfi. Da f, : Ho(S™) — Ho(M) ligeledes er en isomorfi, geelder der, at
fe : H(S™) — Hy(M) er isomorfi for alle n. Hvis man husker pa, at kom-
binatoriske mangfoldigheder, specielt er CW-komplekser, jf. afsnit 9, fglger
det af korollar 4.5, at f er en homotopizkvivalens. Nu giver formodning 4.8
det gnskede. Lad os formulere det viste i en bemeerkning.

Bemeerkning 4.9. Der gelder, at en kombinatorisk mangfoldighed, M, er en
homotopisfaere, hvis og kun hvis den er enkeltsammenhangende, og den har
samme homologi som sfzeren.

Vi har ogsd brug for nogle resultater om homologi, som vi neevner i det
fglgende. Et nyttigt redskab til beregning af homologigrupper er den lange
eksakte fglge for et par (X, A).
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Seetning 4.10. Givet et delrum A C X er folgende folge eksakt:

i

e Hp(A) —2 Hoy(X) —— H(X, A) —2 = H, 1(A) ——

HO (X’ A) —0.

Et andet nyttigt redskab til beregning af homologigrupper er Mayer-Vietoris
fglgen.

Saetning 4.11. Hvis X kan skrives som foreningen af det indre af to delrum

A og B, sd er der en eksakt folge af homologigrupper af formen:

. — = H,(ANB) _°. H,(A)® H,(B) v Hy(X) 2

H, 1(ANB) Hy(X) ——0.
Et tredje veerktgj til at bestemme homologi med er excision.

Saetning 4.12. Givet delrum Z C A C X, sddan at afslutningen af Z er
indeholdt i det indre af A, sd inducerer inklusionen (X —Z,A—Z) — (X, A)
isomorfier H,(X — Z, A —7) — H,(X, A) for alle n.

Vi har ogsé brug for to resultater vedrgrende sammenhangen mellem homo-
logi og kohomologi. Den fgrste kaldes for Poincaré dualitet.

Saetning 4.13. Antag, at M er en lukket orienterbar n-mangfoldighed med
fundamentalklasse [M] € H, (M), sé er afbildningen

D:H*M) — H,_ (M)
a — [MnNna
en isomorfi for alle k.

Der findes ogsa en udgave af Poincaré dualitet til tilfeeldet, hvor mangfoldig-
heden har en rand.

Satning 4.14. Antag, at M er en kompakt orienterbar n-mangfoldighed
med rand OM = AU B, s¢ 0A = 0B = AN B. Sd giver cap-produktet med
fundamentalklassen [M] € H,,(M,0M) isomorfier

D:H¥M,A) — H,_(M,B)
a — [MnNa
for alle k.
Den naste szetning er kendt som Alexander dualitet.

Seetning 4.15. Hvis K er en kompakt, ikke-tom cegte delmangfoldighed af
S", sd er Hy(S" — K) = H" 1K) for alle i.

Bemeerkning 4.16. 1 beviset for setningen udnytter man kun sit kendskab
til S™’s homologi. Da homologien er den samme for enhver homotopisfere,
jf. bemeerkning 4.9, gaelder udsagnet for en vilkarlig homotopisfzere.



POINCARE FORMODNINGENS SKABNE I NASTEN ALLE DIMENSIONER 19

Ovenstaende tilhgrer de grundlaeggende resultater om homologi. Noget mere
specifikt, som vi har brug for senere, er fglgende lemma.

Lemma 4.17. Lad M vere en kombinatorisk n-homotopisfere. Sé er M — D
kontraktibel, hvor D er en indlejret disk.

Bevis. Da D opfylder kravene i setning 4.15, fglger det af bemaerkning 4.16,
at

H;(M — D)= H""Y(D) 0.
Derfor bliver inklusionen af et punkt i M — D til en isomorfi p4 homologi-
grupperne, dvs. at korollar 4.5 giver, at M — D er kontraktibel. O

4.2. Euler karakteristik. Man kan definere Euler karakteristikken péa flere
méder. Her har vi valgt en homologisk tilgang til invarianten, hvilket betyder,
at vi tager udgangspunkt i fglgende.

Definition 4.18. For et CW-kompleks med endeligt mange ikke-trivielle ho-
mologigrupper, der alle har endelig rang definerer man Euler karakteristikken
ved

(X) = S (1)"rang Ho(X).
Hvis A C X, definerer man den relative Euler karakteristik ved

X(X,A) =) (~1)"rang H,(X, A).

Bemeerkning 4.19. Man kan vise, at x(X) = > (—1)"dim H;(X;A) for et
legeme A, hvis H, er endeligt frembragt, jf. Bredon ([1], s. 285).

Man bemerker den dobbelte brug af notationen x til bade at notere en
realisation af et hankelegeme og som tegn for Euler karakteristikken. Be-
tydningen af symbolet fremgér fremover af konteksten. Som et eksempel pé
Euler karakteristikken bemaerker vi, at der gaelder

x(S™) = 0,n ulige og x(S™) = 2,n lige,

hvor vi kunne erstatte S” med en n-homotopisfeere. Vi skal bruge fglgende
seetning om forbindelsen mellem Euler karakteristikken og typenumrene for
en Morse funktion.

Sxtning 4.20. Antag, at f : M — [a,b] er en pen funktion pé en kompakt
mangfoldighed af typen (co, . ..,c,) med Vi = f~ ({a}). Lad F veere et legeme
og Oy vere dimensionen af Hi(M,V1; F). Sé er

(=D =Y (=1)" By = x(M, f ' ({a})).

Bevis. Vi har, at M, = x(Ms—1; f{,..-, fi;s), s € {0,...,n}, jf. lemma
3.14. Lad os definere

a(i, s) = dim H; (Mg, Ms_1; Q).
Vha. af excision far vi
H;(Ms, Ms—1;Q) = H;(UD; ,00D3 ;Q),
jf- lemma 6.11. Altsa er

. Cs ,8=1
a(z,s):{os i
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Definer ogséd ((i,s) = dim H;(Ms, V1; Q). Man bemerker, at 3(i,s) = 0 for
1> s, da Mg opnés fra V] ved at tilfgje celler af dimension mindre end eller
lig s. Derfor far man for hvert s en lang eksakt fglge

0— Hn(Ms—th;@) - Hn(M&Vl;@) - Hn(MSaMs—N@) -
— Hy 1 (M;—1,V1;Q) — — Ho(Ms, M;_1;Q) — 0.

Da der er tale om vektorrum, far man, at

n

Z(_l)l(ﬁ(z7s - 1) - ﬁ(Z,S) + a<i78)) =0,

=0

Y (D = Y (=1 ali;s) =Y (1) (8(i,n) - 5(:,0))

1 s

= D (1) = x(M, ).
O
Korollar 4.21. Antag, at [ er en funktion som i setning 4.20. Hvis Vi = (),

sd er
X(M) =D (=18 = D _(~1)e
Bevis. Da H;(M,0) = H;(M), folger korollaret af, at x(M) = x(M,0). O
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FIGUR 6. Den sammenhangende sum af to sfeerer opnas ved,
at de to mundstykker klebes sammen.

5. SAMMENSZATNING AF MANGFOLDIGHEDER

5.1. Sammenh®ngende sum. Der findes en grundleggende metode, nar
man vil klistre to mangfoldigheder sammen. Den kaldes sammenhzngende
sum, og den noteres M;§My, hvor M; og Ms er ssmmenhaengende n-mang-
foldigheder. Den definition, som vi vil benytte, er ikke den simpleste, men er
valgt, fordi den giver bedre mulighed for praecise argumenter. Derfor ser vi
pé et eksempel inden selve definitionen.

Eksempel 5.1. Lad ST og S5 vere to n-sfere. Antag, at vi har to indlej-
ringer

Ji:R" — ST og f2: R" — 53,
hvor fi bevarer orienteringen, mens fo cendrer den. Se pd den disjunkte
forening

M = (57 = (DY) U (52 = f2(D1)),
hvor D% C R™ er n-disken med rand S"~! med radius % Kvotientrummet

3
af M, som fis ved identifikationen af fi(tx) med fo((1 —t)x) for % <t< %,
x € 8", kalder vi for den sammenhengende sum af ST og SY. Det skri-
ves STHSY. Figur 6 illustrerer konstruktionen. Det er vesentligt, at identi-
fikationen sker som anfort, ellers bliver kvotientrummet ikke ngdvendiguis
Hausdorff, hvilket er et krav, hvis vi gerne vil opnd en ny mangfoldighed.

Bemeerkning 5.2. Summen i eksemplet baserer sig pa fglgende generelle ud-
sagn, som er taget fra Brocker og Janich ([2], s. 103). Lad X og Y vare
mangfoldigheder med &bne delmangfoldigheder X og Yy. Hvis 6 : Xg — Yj
er en diffeomorfi, s& det topologiske rum X Ug Y er Hausdorff, da bliver
X UgY en mangfoldighed.

Nu er vi bedre rustede til den generelle definition. Det kan veere en hjalp,
hvis man hele tiden holder sig for gje, at definitionen handler om at lime to
mangfoldigheder sammen langs en delmaengde.

Definition 5.3. Lad M;, M5 veere to sammenhaengende n-mangfoldigheder
og lad h; : R™ — M;, i = 1,2 veere to indlejringer. Lad « : (0,00) — (0, 00)
vaere en orienteringsaendrende diffeomorfi, og definer
ay iR — {0} — R" — {0}; v — a(uvu)””—”.
v

S& definerer man den sammenhengende sum, M;§Ms(hq, ho, ), som kvo-
tientrummet af M7 — {h1(0)} og Mo — {h2(0)}, hvor hj(v) identificeres med
ha(ap(v)) for alle v € R™ — {0}.
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Den sammenhangende sum kan ogsa skrives

Mi§Ma (hy, he, ) = (My — {h1(0)}) Ug (Mz — {h2(0)}), g = haanhi".
Hvis bdde M; og M er orienterede, vil vi ogsd gerne kunne orientere den
sammenhangende sum. Derfor kraever vi i det tilfeelde, at h bevarer orien-
teringen, mens ho sendrer den. Som vi skal se, giver den naeste sztning os,
at vi i stedet for M1§Ms(hi, he, ) kan ngjes med at skrive M;§Mo.

Saetning 5.4. Der geelder, at MiMs er en glat sammenhengende n-mang-
foldighed for n > 1, samt at den er orienterbar, hvis bide My og My er det.
Summen afhenger ikke - op til diffeomorfi - af hy, ho og a.

Bemeerkning 5.5. Vi vil undlade beviset for setningen og ngjes med at ud-
drage fglgende detalje. For at vise konstruktionens uafhaengighed af h; og ho
veelger man £, t9, s& 0 < t1 < t5 < 1. Hvis man benytter notationen

Rn(to,tl) = {U e R" ’ to < HUH < tl},
sd er ay, (R™(to,t1)) = R™(a(t1), a(tp)).- Man bemaerker, at kvotientrummet
(My — hi (D)) Ugr (Ma — ha(Dgy,))),

hvor ¢’ = hzanhl_l | hi(R7(to,t1))> Siver os en mangfoldighed, som er diffeomorf
med MlﬁMQ.

Eksempel 5.6. I eksempel 5.1 klistrer vi to mangfoldigheder sammen langs
R(3,2) og R(3,2) via an(v) = (1 — |jv]| o+ Dette er i overensstemmelse

)Mo
med definition 5.3, da o : [+, 2] — [g,g‘ v — 1 — v kan udvides til en
(

373 ]
orienteringsendrende diffeomorfi pd hele (0, 00).

I det folgende skal vi vise nedenstdende:

Saetning 5.7. Mengden af diffeomorfiklasser af n-homotopisferer udgor en
abelsk gruppe med kompositionen sammenhengende sum, n > 5.

Gruppen i sztningen betegnes A". Vi har ikke brug for sstningens fulde
indhold, kun eksistensen af inverst element. Vi valger alligevel at vise hele
seetningen, da det ekstra arbejde ikke er si stort, mens det giver os en koncis
made at udtrykke vores viden om sammenhangende sum pé. Samtidig er
resultatet interessant i sig selv. For at vise ssetningen ma vi fgrst undersgge,
om kompositionen er fornuftig. Altsd mangler vi at vise, at den er stabil.

Proposition 5.8. Den sammenhengende sum M1t My er en n-homotopisfere,
hvis og kun hvis bide M1 og M er det for n > 3.

Bevis. Lad os fgrst bevise hvis. Antag, at M; er en homotopisfeere. Hvis
man benytter notationen A; = M; — {h;(0)}, folger det af saetning 4.1, at
w1 (MigMy) ~ 71 (Ay) * m1(Az). Derfor er MM, enkeltsammenhaengende,
da MMy = Ay U Ay, 0og A1 N Ay = R™ — {0} er enkeltsammenhangende,
samtidig med at A; er kontraktibel ifglge lemma 4.17. Se pa4 Mayer-Vietoris
fglgen for (A1, As):

é ¥
= Hy (AN Ay) —2= Hy(Ay) @ Hy(Ag) ——= H,(My#My) 2~

Den viser, at MM, har samme homologi som S™. Igen benyttes det, at A;
er kontraktibel. Altsd giver bemaerkning 4.9, at M;§M> er en homotopisfaere.
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Hvis vi omvendt skal bevise kun hvis, s& folger det som ovenfor af Seifert-Van
Kampens sztning, at A;’erne er enkeltsammenhangende. Derfor er ogsd M;
enkeltsammenhangende, da den er foreningen af A; og en disk. Der er to in-
teressante dele af Mayer-Vietoris fglgen. Den fgrste fortzeller, at Hy(A4;) = Z.
Den anden ser saledes ud:

0—— H,(A1) ® H,(A2) Y/ Y/ 0, n>0.

En surjektiv homomorfi fra Z til Z er automatisk en isomorfi. Derfor er
H,(A;) =0fori=1,2, dvs. at A;’erne er acykliske. Da M, kan skrives som
forening af to acykliske delmaengder, har den samme homologi som sfzeren,
se evt. Mayer-Vietoris fglgen i hvis-delen. Altsa giver bemerkning 4.9 som
ovenfor, at M; er en homotopisfaere, i = 1, 2. O

Vi har altsd en fornuftig komposition af homotopisfaerer. Indholdet af naeste
proposition er, at denne komposition er associativ og kommutativ.

Proposition 5.9. Lad My, My vere sammenhengende orienterede n-mang-
foldigheder uden rand. Da geelder det, at

a) MMy = Mo My;
b) (MifMy)gM3z = Mif(MafMs).

Bevis. a) Hvis vi benytter hq, hy til at danne M;§Ms og betegner refleksio-
nen i fgrstekoordinaten med h : R® — R", si er hih orienteringsendrende
og hoh orienteringsbevarende. Derfor kan vi danne MstiM; via h;h, ¢ =1, 2.
I denne situation er MsfM; = My — {h2(0)} U M1 — {h1(0)}, hvor man
klistrer via x1 ~ hlhoznh_lh;l(mg) = hlanhgl(mg). Da h(0) = 0, opnér vi,
at identiteten er en diffeomorfi fra Mot My til MygMos.

b) Da summen (M;§Ms)gMs ifglge setning 5.4 er uathengig af indlejrin-
gerne, kan vi vaelge at benytte hy, ho til at danne M;fiMs, og vi kan veelge
hy : R™ — (My — ho(R™)), by til at danne (M;8My)fMs. Med dette valg
af indlejringer kan man ogsd konstruere Mif(MsfMs), derfor geelder det, at
identiteten er en diffeomorfi mellem de to summer. O

Vi vil gerne vise, at S™ er neutralt element for den omtalte komposition.
Som s& ofte, ndr man studerer mangfoldigheder, felger det generelle, ved at
man i fgrste omgang kigger pa tilfzeldet R™. Det gaelder ogsa her.

Lemma 5.10. Der findes en diffeomorfi R"4S™ — R"™, som er identiteten
uden for en kompakt delmengde.

Bevis. Se pa den stereografiske projektion. Indfgr fglgende notation for de
to poler ayx = (0,...,0,+1) € S* ¢ R"!, oglad pi : R® — S™ — {as}
veere de inverse til projektionerne hy : S™ — {aL} — R™. Der gelder, at pi
er diffeomorfier, samt at p_ vender orienteringen, hvor S™ har orientering
arvet fra D"*! med indadvendt normalvektor pa S™.

Benyt h1 = id : R* — R", ho = p_ og o = % til at danne R™4S™. Se
pa folgende diagram:
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FIGUR 7. Den stereografiske projektion.

R” R™ — {0} S —ay

R™ — {0} ——R" — {0}

Vi har altsd (R™ — {0}) U~ (S™ — {a4+}) og kan definere
x x € R" — {0}
R™MS™ - R™ z+— _ ’

B R {p+1(ac) LzeS"—{as}.
Definitionen har mening, da pllp,ozn = id. Derfor er der tale om en dif-
feomorfi ifglge lemma, 5.11, da pjrl er en diffeomorfi, samtidig med at 3 ses
at veere en homeomorfi. Man ser, at diffeomorfien svarer til identiteten for
x # a_ € S — a4, hvilket viser den sidste kommentar i lemmaet. O

Lemma 5.11. Antag, at f : M — N er en homeomorfi, (U;) en dben
overdekning af M og fi = f |u, en diffeomorfi U; — f(U;). Sé er f en
diffeomorfi.

Bevis. Da M er en mangfoldighed, geelder det, at f er glat, nir de respektive
restriktioner til en &ben overdakning er det. Altsd er f glat. Da f er en
homeomorfi, er (f;(U;)) en &ben overdaekning af N. Derfor giver en gentagelse
af argumentet, at f~! ogsa er glat. O

Nu kan vi vise.

Proposition 5.12. Der geelder, at M{S™ =2 S"{M = M, hvor M er en
sammenhengende orienteret n-mangfoldighed uden rand.

Bevis. Vi behgver kun at vise, at M#S™ = M, da kompositionen er kom-
mutativ. Summen M$S™ foregar via hy : R™ — M. Vi kan derfor definere

) n ) B(x) , z e R"S"
~v: M#S —>M,:L‘+—>{ N e M—hi(0),

hvor 3 er diffeomorfien fra lemma 5.12. Da 3 er identiteten veek fra et punkt,
fglger det, at v er en diffeomorfi. O

Tilbage er der at vise eksistensen af inverse elementer. Det indebaerer no-
tationen —M, hvor M er en orienteret mangfoldighed. Det antyder, at vi
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FIGUR 8. Indlejring af R'fR!.

teenker pd den samme mangfoldighed, men at den er orienteret modsat. Vi
skal benytte fglgende observation.

Proposition 5.13. Der findes en indlejring of RT4(—RY) i R" x [—1, 1], hvor
hi(R™—{0}) = ho(R" —{0}) indlejres som en cylinder omkring {0} x [-1, 1],
mens resten af R} indlejres via h(x) = (x, (—1)").

Bevis. 1 det 1-dimensionelle tilfelde indlejrer vi RIf(—R1) som hyperblen
322 — y? = 1. Denne hyperbel kan vi justere vha.

x4 — 2
@,yw(:c,%);g(x):{ “3;7 j xzi.

Det giver os den gnskede indlejring af R'#(—R!), se figur 8. En rotation
omkring y-aksen i R? giver det gnskede for n = 2. Det svarer til, at man
ser pa4 mangfoldigheden 3(x? + 22) — 42 = 1 med en tilsvarende justering.
Hvis man ser p& delmangfoldigheden bestemt ved 3 |z||* — 32 = 1 ¢ R™!
og foretager den tilsvarende justering, sd opndr man den gnskede indlejring
for n > 2. O

Bemaerk, at hvis man ser pa den del af komplementermengden til R™f(—R"),
W, som ligger uden for cylinderen, s har den R” — D" som deformations-
retrakt via projektion. Vi kan generalisere proposition 5.13 til andre mang-
foldigheder.

Proposition 5.14. Lad M vere en orienteret sammenhengende n-mangfol-
dighed. S& kan man indlejrer M#(—M) i M x [—1,1], hvor man indlejrer
hi(R™ —{0}) = hao(R™ — {0}) som en cylinder omkring h;({0}) x [—1,1] og
resten af £M via v — (z,F1).

Bevis. Man kan indlejre M — hy(R™) i M x {—1} via inklusion og tilsvarende
(=M)—ho(R™) 1 M x{1}. Resten af M§(—M), hi(R"—{0}) = ha(R"—{0}),
kan sd indlejres som i proposition 5.13. O
Da en homotopisfeere specielt er en sammenhaengende orienterbar lukket

mangfoldighed, kan vi benytte proposition 5.9, proposition 5.12 og proposi-
tion 5.14. Den sidste proposition har fglgende korollar.

Korollar 5.15. Hvis M er en homotopisfere, sd findes en kontraktibel mang-
foldighed W med OW = M#t(—M).
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Bewvis. Som det blev bemaerket fgr, afgraenser R”§R" en mangfoldighed med
deformationsretrakt R™ — D™. Tilsvarende fglger det, at M{(—M) afgraenser
Wi med deformationsretrakt M — D™. Da M er en homotopisfeere, gzelder
det imidlertid, som det vises i lemma 4.17, at M — D™ er kontraktibel. Altsa
er W), selv kontraktibel. O

Konklusion: Hvis M er en n-homotopisfere, n > 5, fglger det af lemma
5.25, at Mt(—M) og S™ er h-kobordente, da Mf(—M) er enkeltsammenhaen-
gende ifglge proposition 5.8. Man bemaerker, at der er tale om en kompakt
h-kobordisme, se evt. afsnit 5.3. Derfor giver sztning 7.1, at de er diffeo-
morfe. Nu har vi vist, at alle kravene til en abelsk gruppe er opfyldte. Altsa
er beviset for setning 5.7 ferdigt.

5.2. Sum langs randen. Vi har brug for to andre former for sammenhaen-
gende sum. Den fgrste beskriver situationen, hvor de to punkter, vi veelger,
ligger pa randene af mangfoldighederne. Man observerer, at den sammen-
heengende sum foregir ved, at man fjerner et punkt fra hver mangfoldighed,
og klistrer dem sammen ved at identificere, hvad der svarer til tubulaere om-
egne omkring punkterne. En tilsvarende fremfeerd kan lade sig ggre, hvis
punkterne ligger p& randene.

Definition 5.16. Lad M;, M> veere to sammenhangende n-mangfoldigheder
med sammenhzengende rande og lad h; : R"~! — OM vere indlejringer,
i =1,2. Lad h; : R — M; veere indlejringer, ¢ = 1,2, som udvider h;,
hvor R} = {z € R" |z, > 0}. Hvis M; og M, er orienterede, kraever vi,
at h; bevarer orienteringen, og at ho &ndrer den. Den sammenhaengende
randsum, M, Mo, er kvotientrummet af

(M — h1({0})) U (M2 — ho({0}))

ved identifikationen af h;(v) med hoay,(v) for alle v € R — {0}, hvor o, er
som i definition 5.3.

Som notationen M f,M> antyder, findes en setning svarende til szetning 5.4,
der viser, at konstruktionen er uathaengig af h;, h; og o, i = 1, 2.

Et enkelt resultat om sammenhaengende randsum, som vi senere skal bruge,
er fglgende. Beviset minder om beviset for proposition 5.12.

Proposition 5.17. Der geelder, at Mt D™ = M for n > 2, hvor M er en
sammenhengende orienterbar n-mangfoldighed med sammenhengende rand.

Den sammenhangende randsum kan generaliseres til fglgende definition af
den sammenhangende sum langs en delmangfoldighed af randen.

Definition 5.18. Antag, at vi har givet to n + k + 1-dimensionelle mangfol-
digheder M, Ms og et k-dimensionelt vektorbundt (E, 7, N) med totalrum
E over en n-dimensionel lukket mangfoldighed N. Antag, at vi har indlej-
ringer h; : E — OM;, i = 1,2 og udvidelser h; af h;, hvor h;’s billede er en
tubulaer omegn af h;(N). Det svarer til, at h; indlejrer halvdelen af et (k+1)-
dimensionelt vektorbundt i M;. Betegn denne halvdel af totalrummet med
E’. Kvotientrummet af (M; — hy(N)) U (My — ha(N)) via identifikation af

v € hi(E' — N) med EgaElﬁfl(v) for alle v € hi(E’ — N) kaldes for den
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sammenhangende sum af M; og Ms langs N via hy og hs, hvor ap: svarer
til o, 1 definition 5.3. Vi benytter notationen M (hy, ha).

Som notationen antyder, kan det vises, at konstruktionen er uathaengig af de
valgte udvidelser h;, samt af ap/. Der geelder fglgende propositionen, som
beskriver indflydelsen af de valgte h;’er.

Proposition 5.19. Lad M = M(hy,he) og M’ = M(h},h)) vere to sam-
menhengende summer, hvor h; |N= R} |n, ¢ = 1,2. S findes en automorfi
afE sdé M' = M(hlg, h2)

Bemeerkning 5.20. En automorfi af et vektorbundt er specielt en isomorfi pa
fibrene. Hvis E er et orienteret vektorbundt anfgrer Kosinski ([8], s. 12), at
isomorfierne kan repraesenteres af elementer i SO(k) pa fibrene.

Konstruktionen kan virke indviklet, men fortvivl ikke! Vi skal kun benytte
den i et specialtilfeelde, som ggr tingen lidt lettere at forstd, se afsnit 6
om hankelegemer. Det, som er vasentligt at forstd, er, at vi kan klistre
to mangfoldigheder sammen langs en delmangfoldighed. De tubuleere om-
egne/vektorbundterne er kun ngdvendige tekniske vaerktgjer, som bevarer
den differentiable struktur.

5.3. Kobordisme. Vi har allerede ovenfor benyttet et resultat om kobor-
disme. Derfor slutter vi afsnittet med en omtale af begreberne kobordisme
og h-kobordisme.

Definition 5.21. To mangfoldigheder M og N kaldes kobordente eller si-
ges at tilhgre samme kobordisme, hvis der findes en mangfoldighed W med
OW = M UN, hvor M og N er disjunkte, samt afsluttede i W. Man
benytter notationen C = (W; M, N).

Vi vil i vores sprogbrug lade en kobordisme (1W; M, N') arve sine egenskaber
fra W. En kompakt kobordisme henviser altsa til, at W er kompakt. Kobor-
disme kan specialiseres til h-kobordisme, hvilket er det, vi er interesserede
1.

Definition 5.22. To lukkede mangfoldigheder M og N kaldes h-kobordente
eller siges at tilhgre samme h-kobordisme, hvis der findes en kobordisme
(W; M, N), siledes at M og N er deformationsretrakter af W.

Bemeerkning 5.23. Da vi interesserer os for kombinatoriske mangfoldigheder,
kunne vi ngjes med i definitionen at kraeve, at ¢ : M, N — W er homoto-
pizkvivalenser. Antag nemlig, at ¢ : M — W er en homotopizkvivalens.
Vi kan opfatte M som delkompleks. Derfor giver seetning 4.2, at M er en
deformationsretrakt af W.

De resultater vi har brug for, kan sammenfattes i fglgende sztning, jf. Ko-
sinski ([8], s. 158). Gruppen i seetningen betegnes O™.

Saetning 5.24. Der gelder, at h-kobordismerne for n-homotopisferer udgar
en abelsk gruppe med sammenhengende sum som komposition.

Seetningen minder om satning 5.7. Pga. saetning 7.1 er de faktisk to sider af
samme sag. Ifplge Kosinski ([8], s. 158) geelder det, at A" = ©" for n > 5.
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Vores eneste interesse i seetning 5.24 er et lemma, som er med til at vise eksi-
stensen af inverse elementer. Det har vi nemlig allerede brugt i afslutningen
af argumentationen for sztning 5.7.

Lemma 5.25. En homotopisfere M™ er i samme h-kobordisme som S",
hvis og kun hvis den er rand for en kontraktibel mangfoldighed for n > 2.

Bevis. Antag, at der findes W, s& OW = M U S™. Se pa W/ = D" uWw.
Hvor W' er W med hullet omkranset af S™ fyldt ud med D"*!. Da der er
tale om en h-kobordisme, er S™ deformationsretrakt af . Altsd kan W’
deformeres til D"*!, hvilket betyder at W' er kontraktibel. Det var, hvad
der skulle vises, da W' = M.

Antag omvendt, at M = OW’. Fjern si det indre af en indlejret kugle fra
W', s& kuglens afslutning er disjunkt med M. Det giver en mangfoldighed
W med OW = M U (—S™). Indlejringen f : D"*! — W' giver anledning til
en lang eksakt fglge af parrene (D" S") — (W', W):

0— H, (D", S") — H,(S") — H,(D"*') — H,(D"+!, S")

L (in+17in+1)l l l (Znyln)l

0——H, (W, W) — H, (W) —— H,(W') — H,(W',W).

Fordi W’ er kontraktibel, bliver de nastsidste grupper i hver raekke trivielle.
Ved excision fglger det, at (i,i4) er en isomorfi. Derfor giver femlemmaet,
se Hatcher ([5], s. 129), at i, : H,(S™) — H,(W) er en isomorfi pa4 homologi-
grupper. Da W’ er kontraktibel bliver W enkeltsammenhengende for n > 2.
Derfor folger det af korollar 4.5, at ¢ : S™ — W er en homotopizkvivalens.
Vi kan opfatte S™ som delkompleks, sd konklusionen bliver stzerkere som i
bemerkning 5.23. Nemlig at S™ er en deformationsretrakt af W.

Ifslge Poincaré dualiteten 4.14 er Hj (W, M) = H" %(W,S"). Derfor ses
det af den lange eksakte fglge for (M, W), at i : M — W er en isomorfi pa
homologigrupper. Da M er enkeltsammenhangende, fglger det derfor som
for S™, at M er en deformationretrakt af . O
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FiGur 9. En solid torus pésat en 2-hank.

6. HANKELEGEMER

6.1. Basale egenskaber ved hanke. Vi er allerede stgdt pa hankelegemer
i afsnittet om Morse teori. Der var omtalen overfladisk medtaget for at un-
derstgtte afsnittets emne. I neerveerende afsnit vil vi udvikle mere teori om
hankelegemer og om at pasatte hanke. Der vil veere tale om en smule genta-
gelse fra den tidligere omtale, da dette afsnit er taenkt som hvilende i sig selv.

Vi vil komme med to tilgange til begrebet at pasatte en hank. Den fgr-
ste er mest intuitiv, men den har en teknisk svaghed. Den anden er mere
kompliceret, men undgéar den fgrste konstruktions svaghed. Dernast vil vi
vise, at de er sekvivalente.

Definition 6.1. Vi kalder D* x D" * for en n-dimensionel \-hank ofte
blot en A-hank. Lad M veaere en n-mangfoldighed med rand OM. Antag, at
fA o SMLx D" — OM er en indlejring. Vi kalder n-mangfoldigheden
M + (f*) defineret ved M Upa (D* x D) for M pasat en A\-hank.

For at fa et billede af konstruktionen gentager vi et eksempel fra tidligere. P&
figur 9 ser man en solid torus pasat en 2-hank. Man ser af definitionen, at vi
far en topologisk mangfoldighed, men det vi gerne vil have er en glat mang-
foldighed. Desveerre giver konstruktionen ikke umiddelbart M + (f*) en glat
struktur langs sammenfgjningen af randene, dvs. pa S* 1 x S A~1. Dette
problem kan man lgse ved en metode, som Smale ([20]) kalder "udglatning
af hjgrnerne”. Denne metode giver ifglge Smale den topologiske mangfoldig-
hed M + (f*) en struktur som en glat mangfoldighed, der er entydig op til
diffeomorfi.

Den anden konstruktion giver automatisk en glat mangfoldighed. Prisen er,
at vi mé bruge det tekniske begreb sammenhzngende sum langs en delmang-
foldighed S*~1. Begrebet er beskrevet i afsnit 5, se bemaerkning 5.2 for en
kommentar til den bagvedliggende ide.

For at foretage konstruktionen har vi brug for S*~! x D"~ indlejret i randen
af en mangfoldighed M™, en tubulzer omegn af den indlejrede S*~! x {0},
en tubulzer omegn af S*~1 i D", samt en diffeomorfi mellem de to tubulaere
omegne.

Lad SM ! = { xy,x,) € D™ | m,\ = 1} Som tubuleer omegn for S*~! kan
man valge T'(e) = {x € D" | 2)? > ¢} for 0 < € < 1. For det meste vil vi
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FIGUR 10. En diffeomorfi af 7'(0) — S*~1.

benytte 7(0). Vi har brug for en diffeomorfi af T'(¢) — S*~1. Hertil veelger vi
a:T(e)— S — T(e) — ML

9 1
Tx 2 1 (z2" — )2

@y = | -—a ez a——7 .
g EN "1 2y2)3

Figur 10 illustrerer diffeomorfien for 7°(0). Man ser, at buerne spejles i buen,
som Igber igennem (3, 0). Antag, at vi har en indlejring h : S*~! x DA —
OM, hvor M er en n-mangfoldighed med rand OM. Lad h : T(0) — M

vaere en indlejring, som udvider h, hvor billedet er en tubulser omegn af
h(SA1 x {0}) i M.

Definition 6.2. Med de ovenfor omtalte betegnelser kalder vi mangfoldig-
heden, M U H?, som man opnar ved at identificere € T'(0) — S*! med
ha(z) i (M —h(SM1 x {0}))uU (D™ —S8*~1), for M med en hank pasat langs
h(SA1 x {0}).

Definition giver os en glat mangfoldighed. Den er til gengeeld lidt svaerere
at forestille sig end den forrige. I stedet for at visualisere den vil vi i naeste
proposition vise, at de to konstruktioner p& passende vis er sckvivalente. Nar
vi har vist det, kan vi ngjes med tegninger af M+ (f*). BEkvivalensen af de to
konstruktioner skal forstas i fglgende forstand. Antag, at vi har konstrueret
M U H? via en indlejring h : T(0) — M af en tubuler omegn af S*~!
ind i M. Vi vil konstruere en tilsvarende mangfoldighed M + (f*), som er
homeomorf med M U H p4 en fornuftig made. Konklusionen bliver, at der
til hver M U H> svarer netop en M + ( f)‘), samt at M U H? er repraesentant
for den glatte struktur, som M + (f*) ville fa, hvis man “udglatter langs
hjgrnerne”. For ikke at szlge skindet fgr bjgrnen er skudt, ma vi hellere
bevise den omtalte proposition, men fgrst skal vi have nogle begreber pé
plads.

Bemeerkning 6.3. En hank har nogle centrale dele, som vi tit skal referere
til, derfor definerer vi fglgende begreber. Hvis man teenker pa en hank som
D> x D" kaldes D* x {0} for kernen og kernens rand, S*~! x {0}, for
paseetningssfeeren. Hankens transverse disk er {0} x D", og diskens rand
{0} x S"~*~! kaldes den transverse sfzre.

Proposition 6.4. Lad M U H* vere dannet via h : T(0) — M. Sé findes
M + (f) homeomorf med M U H* via en homeomorfi, som er identiteten
pd den transverse disk og pd randen.
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S

S)\—l T T S)\—l

Ficur 11. Disken opdelt i C og T.

Bevis. Vi kan identificere D™ med D* x D*, y = n — A, via en homeo-
morfi, som sender 0D* x D* til {(zy,z,) € D" | z)? > 1}. Hvis I/ er
R’s restriktion til randdelen af D" svarende til 9D* x D*, giver det os
B . Sl x D* — OM. Derfor kan vi danne en mangfoldighed M + (f*)
som M Uy D" med b/ = f>.

For at studere M U H* opdeler vi D" i C = {(z),z,) € D" |z)> < §}
og T = {(zr,7,) € D" |22 > 3}. Saer D" = CUT, og «, der benyttes
til konstruktionen af M U H?, bytter rundt p4 C' — D* og T — S*~!, mens
den er identiteten pa C' NT. Nar M og H* identificeres via ha identificeres
h(T — S*') med C — D*. Derfor svarer det topologiske rum M U H* til
(M —h(T'—=TnNC))Up, C, hi = h |cnr- Man ser, at C svarer til D" via
homeomorfien g : C' — D" givet ved

1
(T, 2p) — (@A (2(1 ~ xﬂ2))27xu) ) x,f < %
(zx, zp) , ellers.

Tilsvarende er M — h(T —T'NC') homeomorf med M via en homeomorfi, som
er hgh~! pa h(C — D*) og identiteten pa resten. Det giver os en homeomorfi

(M —-h(T-TNC))Up, C — MUy D",
hvor ¢’ fremgér af diagrammet

h1

cnT h(CNT)
g‘lT hgh‘lt
g(CNT) M.

Det viser, at ¢’ = (hgh™')(hig™ ') =h lgccnmy= 1, dvs. at
M U H? 27,, M Uy D™ 27, M+ ().

At homeomorfien er identiteten pa den transverse disk D" og pé randen, det
folger af, at g |pr 0g g |cnapn begge er identiteten. O

Da beviset kan vendes om, giver det os en metode, hvormed vi til et hanke-
legeme M + (f*) kan knytte et hankelegeme M U H*, som er homeomorft
med det fgrste. Ifglge Smale ([20]) kan M + (f*) gives en -op til diffeomorfi-
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entydig glat struktur, som respekterer de oprindelige pa M og D" x D"},
Altsa ma M U H” veere en repraesentant for en sadan glat struktur. Derfor vil
vi fremover bruge de to betegnelser M UH> og M +(f*) i samme betydning.
Vi vil omtale mangfoldigheder af denne type som hankelegemer.

Vi vil bygge forskellige mangfoldigheder ud fra andre ved at pasaette hanke.
Antag, at vi har en tripel (W;Vp, V1), hvor W er en kompakt orienteret n-
mangfoldighed med rand lig den disjunkte forening af Vi og Vi, der begge er
afsluttede i 9W. Der findes en omegn af V[, som er diffeomorf med Vj x [0, 1],
teenk pa kraven for V), se evt. afsnit 9 for en definition. Vores mal er at sztte
hanke p& Vj x [0, 1] for at opnd en mangfoldighed diffeomorf med W.

I resten af dette afsnit optraeder (W; V), V]) preecist i den ovenstdende be-
tydning. Til tider omtales triplen som en (n-dimensionel) kobordisme, dvs.
C = (W;Vp, V1), jf. afsnit 5. Vi laser ogsd betydningen af W, Vp, Vi, selv
nar de ikke indgér i en tripel. Vi benytter notationen 04 W til at angive en
komponent i 9W, hvor en hank paszettes og 04 (W + (7)) til at betegne en
randkomponent, der er resultatet af en pasat hank.

Inden vi gar videre, har vi brug for to tekniske lemmaer, som vi citerer
fra Liick ([10], s. 12).

Lemma 6.5. (Isotopilemma) Lad (W;Vy, V1) veere en n-dimensionel kobor-
disme. Huvis f*, g* : S*1 x D" = Vi er isotope indlejringer, sé findes en
diffeomorfi fra W + (f*) til W + (¢7), som er identiteten pé Vj.

Lemma 6.6. (Diffeomorfilemma) Lad (W; Vi, V1) og (W';Vy, V{) betegne to
kobordismer. Antag, at der findes en diffeomorfi F : W — W', som inducerer
en diffeomorfi fo: Vo — Vj. Lad A SA L DA S V) veere en indlejring.
Sé findes en indlejring 7)\ : SAL x DA — V] og en diffeomortfi

FoW+ () = W+ (F),
som inducerer fo pd Vj.

Bemeerkning 6.7. Det fgrste lemma forteeller os, at isotope hanke giver samme
hankelegeme. Der gezlder, at vi kan ngjes med, at restriktionerne til pasaet-
ningssfeererne er isotope, da S* ! x D" kan opfattes som en afsluttet
tubuleer omegn, der naturligt fglger med under isotopien. Et argument for
denne pastand baseret pd homotopi-udvidelsens-egenskaben kan findes hos
Smale ([20], s. 398). Hvis dimensionerne er passende giver seetning 9.12, at
det er tilstraekkeligt, at passetningssfaererne er homotope.

Det andet lemma forteeller os, hvordan vi bevarer de gvrige hanke, nar vi
flytter rundt pa en af dem. Pga. dette lemma vil vi nogle gange tillade os at
misbruge notationen og glemme, at der egentligt er tale om nye indlejringer,
hvis de giver os det samme hankelegeme. Antag, f.eks. at

W 2 Vo x [0,1] + (f) + (£,

og at vi via en isotopi flytter f*. Resultatet bliver

W=V % [0,1] + (F) + (7,



POINCARE FORMODNINGENS SKABNE I NASTEN ALLE DIMENSIONER 33

men vi vaelger at skrive

—A
W=V x [0,1] + (f7) + (f*),
hvis (f*) blot er repreesentant for en vilkarlig p-hank.

Da W er kompakt, har vi faktisk allerede fglgende resultat fra afsnittet om
Morse teori.

Lemma 6.8. For triplen (W;Vy, V1) findes hanke Hi)"', 1=1,...,k, sd
W2 Vo x [0,1]UHMU---UH,
hvor diffeomorfien kan veelges som identiteten pd Vi x {0}.

Bevis. Da W opfylder betingelserne i szetning 3.7, findes en Morse funktion
f:W —[0,1] s& f~1({0}) = V,. Da W er kompakt, har f endeligt mange
kritiske punkter. Derfor findes ¢, s& W, er uden kritiske punkter. Altsa er
We 2 Vi x [0, 1]. Ifglge bemeerkning 3.10 kan vi antage, at de kritiske punkter
antager forskellige veerdier. Derfor findes netop et kritisk punkt svarende til
den mindste kritiske veerdi, dvs. g9 = f(po). Vi kan finde ¢y > 0, s& pg er
det eneste kritiske punkt i Wy, _¢ ¢0+¢,- Det bringer os preecist i situationen
beskrevet i seetning 3.11. Seetningen giver os, at

WQO+60 = Wq0_€0 U HA'
Lemma 6.6 giver os derfor, at
Wioreo = Vo x [0,1] U HY,

Hyvis vi fortsaetter denne procedure omkring alle kritiske punkter, fglger det,
at
W22 Vo x [0,1]UHMU---UH*.
O

Vi vil gerne vise, at hanke kan seettes pad ordnet efter A\. Det giver naeste
lemma os mulighed for.

Lemma 6.9. Lad (W;Vy, V1) vere en n-dimensionel kobordisme. Antag, at
Wi =W+ (f)+ (f*) for u < \. Sé er Wy diffeomorf med W + () + (f)
via en diffeomorfi, som er identiteten pé Vi for en passende p-hank, f.

Bevis. Vi har en indlejring f* |: S*~! x {0} — 9, (W + (f*)). Da det er en
indlejring, kan vi vha. korollar 9.22 opné en isotopi, der flytter f# |, sddan
at den er transversal med den transverse sfzere {0} x S"~*~L. En isotopi af
pasetningssfeeren giver os ifglge bemaerkning 6.7 et diffeomorft hankelegeme,
som vi derfor ogsa benzevner W + (f*). Da

dim S* 1 +dim S" A 1 =p—-14n-A-1<n—-2<n-1

betyder transversaliteten, jf. bemaerkning 9.19, at f# | ikke mgder den trans-
verse sfeere.

En indlejring af S#~! x D" er isotop med en indlejring indeholdt i en
vilkarlig omegn, U, omkring billedet af S#~! x {0}. Derfor kan vi vha. en
isotopi skrumpe f*, s& der findes en afsluttet omegn omkring {0} x S?~*~1,
der har tom fellesmaengde med f#’s billede. Da U kan velges pa formen
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FIGUR 12. En omegn af den transverse sfaere pustes op.

D2 x S"~*~1 kan man via en diffeotopi, H;, af 0, (W + (f*)) flytte ethvert
punkt, som ikke er indeholdt i U uden for (f*), samtidig med at den er
identiteten pa den transverse sfaere, se figur 12. Denne diffeotopi inducerer
en isotopi af f*, som ender pa formen f' = H; o fF.

Ifglge lemma 6.5 geelder der, at
W+ () + () =W+ () + (7).
Den gnskede konklusion fglger derfor af, at
W () + () =W+ (F) + (7,
da (") ikke mgdes med (f*). O

Lemmaet giver os specielt, at raekkefglgen for pasatningen af to hanke med
samme indeks er underordnet. De kan péaszettes uathaengigt af hinanden.
Beviset fortzeller os yderligere, at to vilkarlige hanke ogsa kan opfattes som
uafheengige, hvis den sidst hanks pasaetningssfeere ikke mgder den transverse
sfeere for den fgrste.

Vi kan nu pynte pa lemma 6.8. Hvis (W; 1, V}) er en kobordisme, da findes
hanke, s

co Cn
(6.1) W= Vox [0+ (fi) +---+ D (f),

i=0 i=1
hvor vi benaevner antallet af A-hanke med c). Det overlapper notationen for
typenumre, men tallene svarer netop til hinanden, jf. beviset for lemma 6.8.
Det giver os ogsa en fglge af mangfoldigheder:

(6.2) W_i=Wx[0,]]cWoCcWyC---CW, =W,

hvor W; er W,;_, pasat ¢; i-hanke. Vi kalder udtrykkene 6.1 og 6.2 praesen-
tationer, P, af W.

Ved at udnytte szetning 3.13 ser man, at en praesentation svarer til en Morse
funktion f : W — R, men si er ogsd —f en Morse funktion pd W. Den
giver os mulighed for at studere kobordismen (W;V;,Vp). Det inspirerer til
fglgende proposition.

Proposition 6.10. Til enhver presentation, P, af en mangfoldighed, W,
findes en dual preesentation, P, s P’s A\-hanke svarer til P’s (n — \)-hanke,
o9 sd pdscetningssferen for en A-hank i P svarer til den transverse sfeere for
den tilsvarende (n — \)-hank i P og vice versa.
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Bevis. Da W er kompakt, kan vi veelge, at billedet for f er indeholdt i [0, 1].
Benyt Morse funktionen g = 1 — f, s er g~ *({0}) = V;. Derfra kan man
opbygge W ligesom i beviset for lemma 6.8. Nar f lokalt kan skrives som
f= —CL‘%\ + xi, s& kan ¢ skrives som g =1 — xi + x%\ Derfor bliver A-hanke
til (n — A)-hanke. O

Resultatet bliver nyttigt senere, fordi resultater, som vi kan vise for 0- og
1-hanke via den duale praesentation, bliver til resultater om (n — 1)- og n-
hanke.

6.2. Hanke, Homologi og Homotopi. Vi har brug for at vide, hvordan
en hank pévirker homologien og homotopien af en mangfoldighed.

Lemma 6.11. Der gelder, at W Up (D* x {0}) er en deformationsretrakt
af W+ (fY), hvor f' = f [gr-1(0}-

Bevis. Da W + (f*) = WUy D* x D" ser man det gnskede, da D"~* har
{0} som deformationsretrakt. O

Det giver os en nyttig proposition om homotopien af et hankelegeme.

Proposition 6.12. Homomorfien m;(W) — m(W U H») er surjektiv for
A > 1 og injektiv for X > ¢+ 1.

Bevis. Ifglge lemma 6.11 kan vi se pad W U D* i stedet for W U H*. En re-
praesentant + for [y] € m;(W U D?) kan veelges glat, jf. seetning 9.7. Altsa har
vi en glat afbildning, v : S — W U D*. Vi kan vaelge 2 € (D})° og ifglge
korollar 9.23 andre v, sd v er transversal med z, dvs. at x ikke rammes af
~ for i < A, jf. bemeerkning 9.19. Ved at bruge en homotopi, der projicerer
vk fra x, far vi, at v er homotop med en afbildning ind i W. Altsa er ho-
momorfien surjektiv.

Hvis i + 1 < )\, kan en nulhomotopi i W U D* tilsvarende opfattes som
en nulhomotopi i W. Vi minder om, at en nulhomotopi for [y] € 7;(W U D?)
svarer til en afbildning fra D! ind i W U D*. O

En anden nyttig proposition er:

Proposition 6.13. Antag, at W = (Vy x I) U H*. Da er homomorfien
i (04 W) — (W) surjektiv, hvis i < n — X og injektiv, hvis i <n — X — 1.

Bevis. Man bemeerker, at 04 W klistret sammen med den transverse disk
langs den transverse sfere udggr en deformationsretrakt af W, se figur 13.
Da dim D* = n— ), kan en afbildning S? — 0, W U D* valges ikke-surjektiv
pd D# for i < n — A, jf. bemeerkning 9.19. Derfor giver argumentationen fra
beviset for proposition 6.12 den gnskede surjektivitet. Samme argument giver
tilsvarende injektiviteten for ¢ <n — A — 1. O

De to propositioner giver os fglgende korollar om homotopien af en praesen-
tation.

Korollar 6.14. Hvis Vo x I =W_1 C Wy C--- C W, =W er en presen-
tation, sd er
T (01 W) = m(Wy) = m(W)
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FiGur 13. En komponent af randen og den transverse disk
er en deformationsretrakt.

for i < X < n —1i— 1. Specielt hvis m1(W) = 0 og dim W > 4, da er
m1(0+Wy) =0 for2 <X <n-—3.

Bevis. For et fast i er forskellen p4d W)y og W, endeligt mange disjunkte
(A + 1)-hanke, men sé er

mi(Wx) = mi(Wii1)
fori+1 < A+1, dvs. i < ), ifglge proposition 6.12. Altsé er m; (W) = m;(W).

For samme faste ¢ betragter vi den duale prasentation til kobordismen
(W; Vo, 04 W)):

O Wy\xIT=W' CcWjC---C W\ =W,.

Forskellen mellem W) _; og W_;_1 er nogle (A —i)-hanke. Forskellen mellem
W! og W/_, svarer til det duale. Altsa bestar forskellene mellem de meerkede
hanke af (n — (A — i — 1))-hanke for < = —1,...,\. Derfor fglger det af
proposition 6.12, at

Ti(04 W) = mi(W))
fori+1 <n—(A—(=1)—1),dvs. i < n—X—1, hvilket viser det gnskede. [J

En ting, som bliver ngdvendig senere, er at kunne fjerne hanke. Det fglger
af szetning 4.20 om forholdet mellem Euler karakteristikken og hanke, at vi
aldrig kan opnd samme hankelegeme ved at fjerne en enkelt hank. Derimod
viser det sig, at man under de rette omstendigheder godt kan f& samme han-
kelegeme ved at fjerne to nabohanke. Vi har faktisk allerede set et eksempel
pa dette feenomen pé figur 9. Figuren viser, hvordan

D3 U H' U H? = Solid torus U H? = D3.
Naeste eksempel generaliserer denne konstruktion, men fgrst en bemaerkning.
Bemerkning 6.15. Antag, at vi har en situation, hvor vi kleeber en sammen-
hzengende mangfoldighed M med rand sammen med D" via D"~ ! indlejret i
randen, dvs. M Upn—1 D™. Det svarer til den ene halvdel af en 0-hank. Akvi-
valensen af de to metoder til at pasatte hanke viser, at situationen svarer til

at klistre M og D™ sammen via tubulzere omegne omkring et punkt. Altsd
er der tale om en sammenhengende randsum, dvs.

M Upn-—1 D™ = M#,D"™ = M,
hvor den sidste diffeomorfi fglger af proposition 5.17.
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FIGUR 14. Pasatning af disk.

Eksempel 6.16. Vi opfatter D™ som pé figur 14 for 0 < A < n — 1. Antag,
at vi har en indlejring

o S X DA UGy gnoa DY x ST 9, W
+

SA-1

hvor Sff)‘*l er den gvre halvsfere, og W er en n-mangfoldighed med en
randkomponent 0. W . Det vi gor, er at indlejre en del af randen for D",
som svarer til S"" ! fratrukket en dben (n — 1)-disk (D*)° x S"™*~1. Man
bemerker, at S"1 fratrukket en dben (n — 1)-disk er en (n — 1)-disk.

Lad os benytte [ |gr—1y pn-r= f* som pdsetningsafbildning for en \-hank.
Denne hank tilfgjer D x D" med rand D* x S"~*~1 til mangfoldigheden.
Vi kan opfatte halvdelen af denne rand som

82 x STATL = DA x §nATL @ DA x STATL c A (W + (),

hvilket svarer til en indlejring

A 8Y x STTATL S A (W + (f).
Hvis vi ser pd endnu en restriktion af u, giver det os

S SA ST L9 (W (FY),
hvor fA = o ‘DAXS:L_—A—I. Vores to indlejringer mgdes i S* ! x Sﬁ_A_l, og
kan derfor stykkes sammen til

P S DA S AL (W + (),
da S* x D" A1 = §A x SffA*l USA_IXS_?—A—l S x Sff)‘*l. Hvis vi for et
gjeblik studerer (f*) + (g™*1), sd ser vi, at

(f») = D* x D" og (¢M1) = DML 5 pr=A-1,
dvs. at
(f) + (™) = D* x D" U DM prA-1

A—1 n—A—1
ST xSy
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hvor S} x Sﬁ_A_l = D* x D" *~L. Den sidste mangfoldighed er en (n —1)-
disk. Altsd svarer summen til D", D™ = D™. Her har vi benyttet bemerkning
6.15. Vores mangfoldighed W + (f*) + (¢**!) er derfor lig W U, D™. Igen
bemerker man, at p kleber de to mangfoldigheder sammen langs en (n—1)-
disk, sd det svarer til Wi, D™ =2 W.

Eksemplet viser os, at to nabohanke under specielle betingelser kan annullere
hinanden. Det interessante er naturligvis, hvordan de er specielle. Nzeste
lemma uddrager netop en betingelse, som er tilstraekkelig.

Seetning 6.17. Lad (W;Vp, Vi) vere en n-dimensionel kobordisme. Lad
A8 DA SV oog M SA x DAL 0+ (W + (fA))

veere to indlejringer. Antag, at g*1(S* x {0}) er transversal med den trans-
verse sfeere for \-hanken (f), og at de skerer hinanden i precist et punkt.
Sa findes en diffeomorfi fra W til W + (f*) + (¢**1), som er identiteten pd
V-

Bevis. Lad (S* x {0}) N ({0} x S"=*~1) = {(x,y)}. Hvis vi opfatter (z,y)
som nordpol for S* x {0}, s& kan vi zendre pa S* x {0} ved at skrumpe
den nordlige halvkugle og udvide den sydlige, indtil Sj\r x {0} er indeholdt i
en vilkarlig omegn af (x,y). Pga. transversaliteten i (x,y) findes en omegn
omkring punktet, hvor S* x {0}’s billede kan ensrettes med fibrene i en
tubuleer omegn, D} x S"*~1 omkring {0} x S"*~1 jf. korollar 9.24. Vi
kan altsd opfatte S? x {0} som indlejret i D* x {y}. Ved en diffeotopi af
O+ (W + (f1)), som er stationzer pa den transverse sfzere, kan vi udvide en
passende omegn, s

S} x {0} = D* x {y} € D* x " c a(f*),

mens S? x {0} sendes uden for (f*). Da diffeotopien svarer til en isotopi
af pasastningsfeeren, sendrer den ikke pd hankelegemet. Dette bringer os i
situationen, som blev undersggt i eksempel 6.16, hvilket viser det gnskede.

O

Vi vil benytte ovenstdende metode til at fjerne 0- og 1-hanke i en given
praesentation. Det er indholdet af de naste to szetninger.

Seetning 6.18. Antag, at C = (W;Vy, V1) er en kobordisme, hvor W er
sammenhengende og Vo # (. Da findes en presentation af C uden 0-hanke.

Bevis. Der findes en praesentation pa formen (6.1) for W. Antag, at ¢y > 0.
Vzlg en hank (f°). Da W er sammenhzengende, og da 1-hanke er de eneste
hanke, som kan sndre p& antallet af sammenhaengskomponenter, m& W;
veere sammenhzengende. Altsa findes der en 1-hank (f!) med en ende i Vy x I
og den anden i (f°). Men hvis en 1-hank kun har en ende indlejret i en 0-hank,
s& opfylder de betingelserne i szetning 6.17, dvs. at de annullerer hinanden.
Séaledes har vi en metode til at reducere antallet af O-hanke med en. Alts&
kan vi fjerne dem alle. (]

Seetning 6.19. Lad C = (W;Vy, V1) vere en n-dimensionel kobordisme med
Vo # 0 og sammenhengende, W enkeltsammenhengende og n > 5. Sé findes
en presentation uden 0-og 1-hanke.
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Bevis. Ifglge szetning 6.18 kan vi antage, at vi allerede har fjernet 0-hankene.
Altsd er 0. Wy = Vj x {1} sammenhangende. Antag, at ¢; > 0. Veelg en 1-
hank (f!), samt en kurve Ly : t — (t,q) € D' x S"~2 for q fast, der lgber pa
randen af hanken. Denne kurve er glat og skaerer den transverse sfere trans-
versalt i netop et punkt. Kurvens endepunkter ¢; = (i, ¢),i = £1 ligger begge
i 04+ Wy. Da denne mangfoldighed er sammenhaengende kan de forbindes med
en glat simpel kurve, Lo, ifglge korollar 9.8. Tilsammen giver Ly og Lo 0s
en simpel lukket kurve, S;, som kan antages glat. Da pésaetningssfaererne
for de andre 1-hanke udggr endeligt mange punkter kan S7, veelges uden om
dem. Derfor ligger S7 i 0+ W;. Pasaetningssfeererne for 2-hankene udggr en
kompakt delmeengde af 04 W;. Vi kan derfor valge S; transversal med disse
paszetningssfeerer. Da dim S; + dim S = 2 < 4 fglger det af transversalite-
ten, at S; ikke skeerer disse, dvs. at S; ligger i 0L Ws. Ifglge korollar 6.14 er
04+ W5 enkeltsammenhaengende, s& S; er nulhomotop.

Velg et punkt i 0. Wi, som ikke har noget at ggre med de transverse sfaerer
for 1-hankene og pasaetningssfeererne for 2-hankene. S& findes en omegn om-
kring punktet med samme egenskab. Da Wifl, D™ = W; kan vi kleebe D" pé
Wi i punktet uden at sendre pa diffeomorfiklassen. Ligesom i eksempel 6.16
er D" = (f2) 4 (f3). Det giver os en 2- og en 3-hank, s&

Wi =Wy + (f2) + (f%).

I dette tilfzelde er (f2)’s pasaetningssfere, Sz, nulhomotop via en indlejring,
da den er indlejret som randen pa en disk. Da bade S; og S2 er nulhomotope
i 0, W, er de isotope ifglge seetning 9.12, da dim 9, W, > 4. Isotopien giver
os, at vi kan pasztte (f2) langs Sp. Altsa er

Wy =2 Wi+ (f) + (f°) + (2 — hanke)
=~ Wy + (1 —hanke) + (f') + (%) + (f*) + (2 — hanke)
>~ Wy + (1 — hanke) + (f3) + (2 — hanke),
hvor vi i sidste skridt benytter szetning 6.17 pa (f!) og (f?). Denne procedure
til at fjerne 1-hanke kan fortssettes, indtil der ikke er flere. (]

Da (n — 1)- og n-hanke i en preesentation svarer til 0- og 1-hanke for den
duale praesentation, kan vi, hvis V] er ssmmenhangende, forbedre udsagnet
i seetning 6.19 til, at C har en preesentation uden 0- ,1- ,(n — 1)- og n-hanke.

6.3. Hanke og Matricer. Lad (W;Vj, V) vaere en n-dimensionel kobor-
disme, hvor W er kompakt og orienterbar. Velg en praesentation

W_i=Wx[0,l]]cWoCcWC---CW,=W,
for kobordismen. Vi kan opfatte de transverse sfzerer, B;L_A, for (A — 1)-

hankene og pasaetningssfaererne, ozf‘*l, for A-hankene, som lukkede delmang-
foldigheder af 0, W) _1, der skeerer hinanden transversalt pga. korollar 9.22.
Da

dim oWy 1=n—1=A—-1+4+(n—A),
fglger det af bemaerkning 9.21, at de skaerer hinanden i endeligt mange punk-
ter.
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Det giver os mulighed for at definere snittallet [af‘_l : ﬁ;b_A], se beskri-
velse i afsnit 9 om begreber. Fortegnet bestemmes ved, at der for hver hank
vaelges en orientering pa kernen D x {0}. Hvis ¢y, ca—1 > 0 kan vi organisere
disse snittal i en c)_1 X cy-matrix, 91, hvor elementerne er [af‘_l : ﬁ;‘_)‘] for
1<j<cenqo0gl<i<cy. Lad C) betegne den frie abelske gruppe frem-
bragt af \-hankene H 1)‘, .. H c)\x For ¢y = 0 er C), den trivielle gruppe med et
element, mens 9y og M), 1 er en henholdsvis triviel c) X 1-matrix og triviel
1 X cyy1-matrix. Et element Zm,HZ)‘ i C kan skrives som (mq,... ,mck)t.
Med den notation definerer vi en afbildning

O\ : O\ — Cr_1; v =My,

dvs. at O H} = Y[a} ﬂ;“A]H ;‘*1. Koblingen mellem disse frie grupper
og kobordismen er indholdet af fglgende satning.

Sxtning 6.20. Der gelder, at {C\,0\} er et kedekompleks med samme
homologi som (W, Vy), dvs. H,(Cy) = H,. (W, V}).

Seetningen giver os en metode til at opné kendskab til en kobordismes ho-
mologi. Vi skal se pa, hvordan vi kan sendre pd matricerne, hvilket svarer til
at finde en ny praesentation for en kobordisme.

Vikalder (Cy, 9ty ) for en preaesentations homologidata. Der er tre elementaere
s@jle/reekke-operationer pd matricer.

E1 Ombytning af to sgjler eller to raekker.
E2 AEndring af fortegn pa en sgjle eller rakke.
E3 Addition af en sgjle(reekke) til en anden sgjle(raekke).

Antag, at vi for en kobordisme med praesentation, P, gerne vil udfgre en
af operationerne p& en matrix 915, s& den bliver til 9t). Hvis vi kan finde
en anden praesentation for kobordismen, som har netop denne nye matrix
i sit homologidata i stedet for den gamle, si siger vi, at operationen kan
udfgres geometrisk. Man ser, at E'1 svarer til at omnummerere to hanke.
Den kan altsd udfgres geometrisk. Operationen E2 svarer til, at man skifter
orientering pa D* x {0} for en hank. Da en sddan orientering vaelges vilkérligt
i definitionen af snittallet, kan den sendres, hvorved E2 udfgres geometrisk.
Man kan vise, at E3 ogsd kan udfgres geometrisk. Vi samler resultaterne i
fplgende saetning, som vi citerer fra Kosinski ([8], s. 147).

Seetning 6.21. Lad (W;V, V1) veere en kobordisme med W, Vy sammenhen-
gende. Givet \ for 1 < A < n, kan de elementere sdjleoperationer E1 — E3
og deres inverser udfgres geometrisk uden at pdvirke andre matricer end 9Ty
0g My41.

Man kan vi finde matricer for den duale praesentation. Hvis W er orienteret,
viser det sig, at en sgjleoperation pa en matrix fra en praesentations homolo-
gidata svarer til en reekkeoperation pé en matrix fra den duale praesentations
data. Derfor kan man, hvis V; er sammenhaengende, udnytte bade sgjle- og
raekkeoperationer. Resultatet bliver fglgende seztning, jf. Newman ([16], s.
26).

Seetning 6.22. Lad (W;Vp, V) vere en kobordisme, hvor W, Vy, Vy er sam-
menhengende og orienterede. Da findes en presentation af W, sd alle ma-
tricerne My er diagonale.
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Da matricerne ikke ngdvendigvis er kvadratiske, bgr det praciseres, at en
matrix opfattes som diagonal, hvis den har en kvadratisk undermatrix, som
er diagonal, og har nuller p& de resterende pladser.

En 4. geometrisk operation, som &ndrer pd matricerne er fglgende: Vi ved
fra seetning 6.17, at

M = M+ (f) + (f*),
hvis f* og fA! vaelges, s& [a” : 3"~*71] = 1. Denne geometriske operation
pavirker 9y 1 ved at tilfgje en ekstra sgjle og raekke, som har nuller paneer
den felles koeflicient, der er lig 1. Ogs& nabomatricerne sndres: 91, far til-
fgjet en sgjle med nuller og M) .o en raeekke med nuller.

At forsgge den modsatte operation geometrisk er langt fra trivielt. I en situ-
ation, hvor snittallet mellem en pasaetningssfeere og en transvers sfeere er +1,
gnsker vi, at det egentlige antal skeeringer kan sendres til netop 1. Vi kan ggre
denne problemstilling mere generel. Antag, at V, V'’ er delmangfoldigheder
af M med [V : V'] = c. Spgrgsmalet bliver s&: Findes der en isotopi af en af
delmangfoldighederne, s& $(V N V') =| ¢ |?

Fglgende sztning giver et positivt svar under passende omsteendigheder. Vi
omformulerer sztning 6.6 hos Milnor ([11], s. 71) og den tilhgrende bemeerk-
ning.

Sxtning 6.23. Lad M veere en enkeltsammenhengende orienteret (n — 1)-
mangfoldighed uden rand. Antag, at VA1 og V"> er lukkede sammen-
hengende delmangfoldigheder, som skerer hinanden transversalt. Antag, at
n>6,at3 < X\X<n—3ogatm(M—V"?*) = 1. Da findes isotopi,
hs, af identiteten pd M, sd hi(V 1) skerer V"= transversalt i precist
| VA1 VA | punkter.

Vi vil ikke give et fuldsteendigt bevis. Det kan findes hos Milnor ([11]), hvor
det straekker sig over 11 sider. Nogle af ideerne bag beviset er dog vigtige for
os, fordi dimensionsbegreensningerne i ssetningen er dem, som senere optrae-
der i beviset for Den generaliserede Poincaré formodning. Vi viser saetningen
modulo et teknisk lemma.

Bevis. (Skitse)Hvis antallet af skeeringer ikke er lig snittallet, findes der
mindst to punkter p,q, som har forskellige fortegn. Ifglge Milnor ([11], s.
72) findes, pga. at V*~! og V"~ er sammenhaengende, en indlejret kurve
fra p til g, som lgber i VA~! og en fra q til p, som lgber i V"=, De lgber
begge uden om S = (V*~'NV" ) — {p, ¢}. Henvisningen til Milnor skyldes
kun tilfeeldet A = 3. For A > 3 fglger kurvens eksistens af satning 9.11, og
transversalitet giver, at S kan undgaes.

Det giver os en topologisk indlejring, L, af S'. Den er ikke glat i p og q.
Man bemszrker, at L er kontraktibel i M, fordi M er enkeltsammenhaen-
gende. Forlaeng kurven i V21 fra p til ¢ lidt i begge ender, og kald den C.
Tilsvarende fas C’ gennem ¢ og pi V" .

Nu flytter vi fokus til planen R?. Lad Cy og C}, veere dbne simple kurver
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Ficur 15. Disk i planen.
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Gy(uNcgp)

Co
Co

Ficur 16. Isotopi af Cj i planen.

i R?, som skeerer hinanden transversalt i netop to punkter a,b, saledes at
kurverne indeslutter en disk D, se figur 15. Vi kan valge en topologisk ind-
lejring ¢ : CoUC) — VATUV™A 53 ¢1(Cy) = C og ¢1(C}) = C' med a,b
svarende til p,q. Med ovenstdende betegnelser gzlder der fplgende tekniske
lemma, se Milnor ([11], s. 73):

Lemma 6.24. Der findes en omegn U af D, sd vi kan udvide ¢1 |Uﬁ(CoUC{))
til en indlejring ¢ : U x RA2 x Rt — M, séiledes at

P L(VATH = (UNCH) xRA2x {0} og 61 (V") = (UNCH) x {0} xRAL,
Ud fra lemmaet kan vi konstruere en isotopi F; : M — M, s& Fy = id,
FL (VA1) NV" = S, og s F} er identiteten uden for ¢’s billede. P& denne

made kan vi fjerne overskydende punkter i par, indtil vi opnar, at antallet
af skaeringer er lig snittallet.

For at definere F; ser vi fgrst pa en isotopi Gy : U — U, hvor U er om-
talt i lemmaet. Da vi befinder os i planen, kan vi valge en isotopi, si
1) Gy er identiteten pa U, _
2) Gy er identiteten i en omegn af randen U — U, 0 <t < 1;
3) Gl(Uﬂ C()) N C(/) = .
F.eks. kunne G; se ud som pa figur 16. Vi har brug for en afbildning
p:RAMZx R [0, 1],

som opfylder
1l 2+ gl 2 < 1
T,y) —
(z,y) {o )2 + [lyll 2 > 2.
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FIGUR 17. Skeering mellem VA~ og V" i p og q.

F1GUR 18. Resultat efter isotopi af VA~1.

Vi kan velge en kontinuert afbildning, som opfylder det gnskede, og ggre den
glat vha. setning 9.7. Ud fra p kan vi definere en ny isotopi

H :UxR2 xR 5 U xRMVZx RV
ved
(u7 Ly y) = (th(:v,y) (U’)7 Ly y)'
Man ser, at H; forskyder Cy med fuld effekt omkring U x {0} x {0}, mens
effekten aftager, desto leengere vaek man er fra denne del. Men s& er Fi
defineret som ¢ o H; o ¢~ pa ¢(U x RN2 x R*™ 1) og identiteten pa

resten en isotopi, der opfylder det gnskede. Se figur 17 for en visualisering af
isotopien, som fjerner to skaeringspunkter. O

Det er veerd at understrege en veesentlig ingrediens i beviset for satning
6.23, nemlig at L er kontraktibel i M — (VA1 U V"), Det fglger af, at
M—(V*~1uV ™) er enkeltsammenhzengende. I fgrste omgang geelder det, at
V"= mindst har kodimension 3, eller at vi har forudsat w1 (M — V") = 0.
Da V*~! mindst har kodimension 3, fglger det gnskede. Derfor findes en disk
i M— (V*'UV™ ) med L som rand. Ifglge seetning 9.11 kan vi opfatte
denne disk som indlejret. Det er eksistensen af denne disk, som muligggr
indlejringen af omegnen U x R*~2 x R"~*~! omtalt i lemmaet. Vi ser altsa,
at det er dimensionsbegraensningerne i 9.11, som giver begrzensningerne i
seetningen.

Seetning 6.23 giver os mulighed for at udfgre den modsatte operation til den
4. operation geometrisk. Det er indholdet af naeste szetning, som afslutter
afsnittet om hanke.

Saetning 6.25. Lad M) vere en matriz fra homologidata for en n-dimen-
sionel kobordisme, n > 6, hvor W er enkeltsammenhengende, og Vi er sam-
menhengende. Antag, at der om Iy gelder, at der om den j'te rekke og
den i’te sgjle geelder, at de har nuller pincer den felles koefficient, som er
lig +1. Hvis presentationen er uden 1-hanke, og m1(Vp) = 1, kan man fjerne



44 POINCARE FORMODNINGENS SKAEBNE I NESTEN ALLE DIMENSIONER

de til reekken og sdjlen hgrende hanke uden at pdvirke de gvrige snittal for
3<A<n-3.

Bevis. Fgrst viser vi, at antallet af skeeringer kan reduceres til snittallet.
Hvis A > 4, s& er 0, W)_1 enkeltsammenhzngende, da W er enkeltsam-
menhangende, jf. korollar 6.14. Da kodimensionen af B;?*)‘ er mindst 3 er

m1(0+Wx_1 — ﬁ;-“A) = 0. Altsa forteeller setning 6.23, at man kan fjerne
overskydende skaringspunkter. Man bemerker, at den isotopi, som benyt-
tes til at fjerne overskydende skeeringer, ikke behgver at have noget med de
gvrige pasaetningssfeerer og transverse sfeerer at ggre, da

m(0:Wio1 — (Ui ~h U; B17)) = 0.
Hvis A = 3, s er 0, W enkeltsammenhaengende, men spgrgsmaélet er, om
04 Wy — 373 er enkeltsammenhzengende? Det sidste fglger af, at 0, W fra-
trukket alle de transverse sfeerer har 0 W fratrukket paszetningssfeererne for

2-hankene som deformationsretrakt. Da paseaetningssfaererne har kodimension
mindst 3, og der ikke er nogle 1-hanke, far vi, at

T (0 Wa — 577%) = m (V) = 0.

Vi er nu i en situation, hvor en A-hank og en (A — 1)-hank skeerer hinanden
transversalt i netop et punkt, mens de ikke har noget med andre \- og (A—1)-
hanke at ggre. Det betyder, at vi kan fjerne de to hanke vha. seetning 6.17. [J
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7. FORMODNINGEN I DIMENSIONER ST@RRE END 4

7.1. h-kobordismeszetningen. Vihar i afsnit 6 etableret redskaberne til at
vise Den generaliserede Poincaré formodning i 5 dimensioner og hgjere. Vi vil
vise formodningen for glatte mangfoldigheder ved at vise den 6-dimensionelle
h-kobordismesaetning. Den blev vist fgrste gang af John Milnor i 1963, se
Milnor ([11]).

Seetning 7.1. Lad C = (W; Vi, V1) veere en enkeltsammenhengende kompakt
glat h-kobordisme af dimension n > 6. Sé er C triviel dvs. at

W =VyxI.
Specielt er Vo = V.

Bevis. Vi kan ifglge lemma 6.19 veelge en praesentation af C uden 0- og 1-
hanke. Vi kan ogsd fjerne (n — 1)-og n-hanke vha. dualitet, jf. proposition
6.10. Til denne praesentation hgrer homologidata {C;, M;}. Vi vil gerne vise,
at M, er triviel for alle i, da det svarer til, at h-kobordismen har en prae-
sentation uden hanke. Vi viser det ved induktion. Induktionsstarten er kla-
ret, da 9y og My er trivielle. Antag derfor, at 9; er triviel for ¢ < A for
2 <A< n-—3.Sepd Myyi. Af seetning 6.22 fplger det, at vi kan antage, at
My+1 er diagonal. Da vi samtidig ved fra szetning 6.20, at

C)\/Tm 8)\+1 = Ker a>\/IIII 8)\+1 = H)\(W7 VO) =0

ma C\ = Im 0y41. Derfor er elementerne pa diagonalen lig +1, da 0\ ellers
ikke er surjektiv.

For A\ < n — 3 gzlder der derfor ifglge seetning 6.25, at vi kan fjerne M-
hankene uden at tilfgje hanke for j < A. Altsd bliver IMi;’erne trivielle for
3 < i <n—2.Da de var trivielle for i = 1,2,n — 1, n fra starten, fglger det,
at alle matricerne er trivielle. Altsd har (W;Vp, V1) en praesentation uden
hanke, men sd er W = W_; =V} x [0, 1]. O

I beviset for formodningen far vi brug for Den generaliserede Schoenflies
seetning, som vi veelger at citere fra Bredon ([1], s. 236).

Szetning 7.2. Antag, at f : S"" ! x [~1,1] — S™ er en topologisk indlejring.
Sd er afslutningen pd hver komponent af S™ — f(S" 1 x {0}) homeomorf med
D™,

Bemerkning 7.3. Det indgar i beviset, at f(S™ ! x {0}) er lig randen pa de
to diske.

Saetning 7.4. Lad M veere en glat n-homotopisfeere, n > 5. Da er M og S™
homeomorfe.

Bevis. Da M er en homotopisfeere fglger det af konklusionen i afsnit 5.1, at
M4(—M) er i samme h-kobordisme som S™. Vi har altsd en h-kobordisme
(W3 Mt(—M),S™). Anvend seetning 7.1 pad C = (W; Mt(—M), S™), sa fplger
det, at M{(—M) er diffeomorf med S™.

Lad R} veere et kort om et punkt p. Lad D betegne enhedskuglen i R} med
p som centrum og rand S. Vi kan antage, at vi har dannet W = M{(—M)
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ved at fjerne p og benyttet R} som tubuleer omegn.

Vi har altsa en indlejring af S i W dvs. af S"~! i en topologisk S™. Denne
indlejring kan udvides til en indlejring f : .S x [0,1] — W, da den svarer til
en indlejring af S i R™ — {p}. Derfor kan vi benytte seetning 7.2, som giver,
at afslutningen pa hver af de to sammenhaengskomponenter for W — S er
homeomorfe med en n-disk, dvs. at afslutningen af M — D er en disk. Altsd
er M to diske, som vi klistrer ssmmen vha. en diffeomorfi langs deres rande
S™~1. Det betyder, at M er homeomorf med S™. O

Hermed har vi bevist den generaliserede formodning for glatte mangfoldig-
heder. Beviset for kombinatoriske mangfoldigheder er flyttet til neeste un-
derafsnit om Smales arbejde, setning 7.10. I det afsnit har vi ogsd knyttet
en kommentar til beviset for topologiske mangfoldigheder.

7.2. Smales metode. Den fgrste til at bevise Den generaliserede Poincaré
formodning for n > 5 var Smale i artiklen Smale ([20]). Vi har set pé et
bevis for formodningen for glatte mangfoldigheder, som ikke stammer fra
Smale, men derimod stammer fra Milnor i Milnor ([11]). Der er en reekke
feellestraek, som man vil bemzerke af fglgende oversigt over Smales bevis for
formodningen.

Hovedsetningen i Smales artikel er hans Handlebody Theorem. Vi vil ikke
se pa beviset. Setningens udsagn giver god mening, hvis man sammenholder
med vores teori fra afsnit 6. Notationen er omtalt i afsnit 3.

Seetning 7.5. (Handlebody Theorem) Lad n > 2\ +2 og n > 5 for A = 1.
Antag, at H € H(n,k,\), V = x(H; f1,..., fr; A+ 1) og m\(V) =0, r > k.
Hvis A\ = 1, sd antag yderligere, at m (x(H; f1,..., fr—k;2)) = 0. Da er
VeHn,r—kA+1).

Vha. denne sztning og de resultater fra Morse teorien, som er vist i afsnit
3, viser Smale to saetninger.

Smale heevder, at den fgrste sztning geelder for (n,m) # (4,2), men da
vi ikke har brug for tilfzeldet (5,2), har jeg kun medtaget den ngdvendige
del af szetningen.

Saetning 7.6. Lad M" veere en lukket (m — 1)-sammenhengende glat mang-
foldighed, hvor n > 2m og m > 3. Sd findes en pen funktion f : M — R
med typenumre co =c, =109 ¢c; =0 for0<i<m,n—m<i<n.

Ud fra vores kendskab til sammenhaengen mellem typenumre og antallet af
hanke kan man se, at setningen ggr det muligt at finde praesentationer for M
uden hanke af bestemte indices. Den anden satning er en reduceret udgave
af h-kobordismesaetningen.

Seetning 7.7. Lad My og Ms veere (m — 1)-sammenhengende lukkede glatte
(2m + 1)-dimensionelle mangfoldigheder i samme h-kobordisme, m > 2. Sé
er My og Ms diffeomorfe.

Vi er nu parate til at se, hvordan Smale viste formodningen for n > 5 for
glatte mangfoldigheder. Seetningen svarer til seetning 7.4, si beviset er ude-
lukkende medtaget af historisk interesse.
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Saetning 7.8. Lad M veere en glat n-homotopisfeere, n > 5. Da er M og S™
homeomorfe.

Bevis. Antag fgrst, at n er lige. Veelg m, s& n = 2m i seetning 7.6. Altsd har
vi en peen funktion f: M — Rmed ¢y = ¢, =1, ¢; = 0 for i # 0, 5, n, mens
ca er ukendt. Ifglge korollar 4.21 er x(M) = > (—1)%, = 24 cz, men da M
er en homotopisfaere med lige dimension, galder det som tidligere bemaerket,
at x(M) =2, dvs. at Mz = 0. Derfor er de eneste kritiske punkter for f pa
M et maksimum og et minimum, hvilket betyder, at M er homeomorf med

S™ ifglge seetning 3.12.

Antag nu, at n = 2m 4+ 1 > 5. I dette tilfeelde ligner Smales bevis bevi-
set for seetning 7.4. Han udnytter saetning 7.7 i stedet for seetning 7.1. [

At Smales bevis for ulige n minder om vores, skal ses som et bud pé, hvordan
beviset i Smales artikel kan veere teenkt. Smale tilkendegiver nemlig visse
steder ikke sine argumenter explicit. Der er dog en mulig forskel, idet han
har en kommentar om, at han fgrst viser, at homotopisfseren minus et punkt
er diffeomorf med R?™+1. Det tyder pa, at han har benyttet sig af begrebet
uendelige sammenhaengende summer, som Milnor benytter i Milnor ([13]).
En grund, til at han muligvis har benyttet dette begreb, kan vzere, at vores
udgave af Den generaliserede Schoenflies setning er en smule kraftigere end
det tilsvarende resultat af Mazur, som Smale benytter.

Bemerkning 7.9. For at bevise formodningen for kombinatorisk mangfol-
digheder bruger Smale et resultat af Munkres. I sin artikel Munkres ([15])
redeggrer James Munkres for, hvornar en kombinatorisk mangfoldighed kan
udstyres med en differentiabel struktur. Resultatet betyder, at en kontrakti-
bel kombinatorisk mangfoldighed kan udstyres med en differentiabel struk-
tur.

Saetning 7.10. Lad M vere en kombinatorisk n-homotopisfere, n > 5. Sé
er M"™ homeomorf med S™.

Bevis. Se pa M — D, hvor D er en topologisk indlejret disk med centrum p
og rand S. Det fglger af lemma 4.17, at M — D er en kontraktibel mangfol-
dighed. Tilsvarende er M’ = M — {p} kontraktibel. Derfor kan M’ udstyres
med en differentiabel struktur, jf. bemaerkning 7.9.

Nu kan vi danne den sammenhengende sum W = Mf{(—M) via en tubu-
leer omegn om p, som indeholder D, fordi vi i konstruktionen kan ignorere,
hvorvidt den differentiable struktur findes i det punkt, som vi fjerner. Som i
beviset for seetning 7.4 fglger det, at W er diffeomorf med S™. Konklusionen
bliver derfor den samme, at afslutningen af M — D er en disk, dvs.

M=M—-DUD Zpy, D" U D" Zp,, S".
O
En afsluttende kommentar er, at Newman i en artikel ([17]) fra 1966 viste den
topologiske udgave af formodningen. Beviset bygger pa en videreudvikling

af metoden benyttet af Stallings og Zeeman for kombinatoriske mangfoldig-
heder.
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8. DEN 4-DIMENSIONELLE FORMODNING

Smales bevis for Den generaliserede Poincaré formodning gaelder kun for di-
mensioner stgrre end 4. Der gik endnu 20 &r, fgr beviset for formodningen i 4
dimensioner s& dagens lys. Freedman beviste i sin artikel ([3]) en klassifika-
tionsseetning for enkeltsammenhangende 4-dimensionelle mangfoldigheder.
Denne enorme saztning vil vi ikke komme narmere ind p&, men undervejs
i artiklen beviste han en 5-dimensionel topologisk udgave af den kompakte
h-kobordisme sztning, hvilket er preecist det, vi har brug for i forbindelse
med Poincaré formodningen. Man skal veere opmarksom pé, at der er to
dimensioner i spil i dette afsnit. Den 4-dimensionelle Poincaré formodning
lgses vha. den 5-dimensionelle h-kobordismesaetning.

Saetning 8.1. Lad (W;V, V') vere en glat enkeltsammenhengende kompakt
5-dimensionel h-kobordisme. Sd er W =p,, V x [0,1].

Vi vil kommentere beviset for denne satning lidt senere. Fgrst vil vi benytte
den til at vise Den generaliserede Poincaré formodning i 4 dimensioner.

Satning 8.2. Lad M vere en 4-dimensionel kombinatorisk homotopisfere.
Sé er M homeomorf med S*.

Bewvis. Som naevnt i afsnit 9 kan alle kombinatoriske 4-mangfoldigheder gives
en differentiabel struktur. Derfor kan vi antage, at M er en glat mangfol-
dighed. Lad R} veere et kort om et punkt p. Lad S betegne enhedssfeeren i
R, med p som centrum. Hvis vi danner W = M #(—M) ved at fjerne p og
benytter R} som tubuleer omegn, opnér vi en indlejring af S'i W.

Ifglge lemma, 5.25 er W h-kobordent med S*. Altsa er W en topologisk sfzere,
jf. seetning 8.1. Vi har altsa en indlejring af S'i W, dvs. af S"~! i en topologisk
S™. Denne indlejring kan derfor udvides til en indlejring f : S x [0,1] — W,
da den svarer til en indlejring af S ind i R” — {0}. Nu giver setning 7.2 os, at
afslutningen af hver af de to sammenhangskomponenter af W — f(.S x {0})
er en n-disk. Men den ene af disse sammenhaengskomponenter er M — D, s

M = (M — D)U D 27,, D* U D* =1, 5*.
0

Man kan vha. Freedmans klassifikationssaetning ogsé bevise den topologiske
udgave af formodning, se Freedman ([3], s. 371).

Vi vil nu se naermere pa Freedmans bevis for setning 8.1. Beviset kan findes
pa side 439 i Freedmans artikel. Beviset er meget teknisk og kreever ind-
fgrelse af en lang raekke begreber, som man ikke har behov for i de hgjere
dimensioner. Ideen med resten af dette afsnit er derfor ikke at gengive Freed-
mans bevis, men at give en lgs bevisskitse i et specialtilfeelde som illustrerer
hovedideerne.

I det 5-dimensionelle tilfelde er problemet, at man ikke umiddelbart kan
indlejre den Whitney disk, som benyttes i seetning 6.23. Disken svarer til en
nulhomotopi, som man via s&tning 9.11 kan antage er indlejret. Dimensions-
betingelserne i satningen betyder, at vi er ngdt til at finde en anden made
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at tilvejebringe en indlejret nulhomotopi pa. Inden vi overvejer, hvordan vi
kan indlejre denne disk, er vi imidlertid ngdt til at overveje eksistensen af
disken. Eksistensen af en nulhomotopi kan sikres, hvis det omkringliggende
rum er enkeltsammenhzngende.

Derfor skal vi bruge et lemma, der giver os mulighed for at flytte to ind-
lejrede sfeerer i en 4-dimensionel mangfoldighed, sd komplementzermaengden
bliver enkeltsammenhangende. Inden det lemma ser vi pa et teknisk lemma
fra gruppeteorien.

Lemma 8.3. Lad G vere en perfekt gruppe, dvs. at G er lig sin kommuta-
torundergruppe [G,G]. Antag, at G =< a; >=< b; >, hvor (a;) = A og
(b;) = B er to familier of elementer, hvor a;' € A, b;l € B, og antag
yderligere, at gla;,bjlg~! = lair, bj]. Da er G =< [a;, bj] >.

Bevis. Man bemerker, at der altid geelder, at

(8.1) 995 = 9;9il9; "> 95 '] = 194, 93195 9:-

Af antagelserne fglger det , at

(8-2) glai, b] = [ai, bj]g.

Et element i [G, G| kan skrives vha. elementer pa formen

ia jb iq jb
QlaI100 =TT e ITos(IT a0 (JT 0"
i=i9 j=jo i=io J=jo
I dette produkt kan man flytte a;’erne mod hgjre, indtil de stgder pa et

a;;,, eller ai;l. Dette kan man ggre vha. (8.1). Hver flytning producerer en
kommutator, som kan flyttes til venstre vha. (8.2). Det giver os, at

[T e [0 =T Tlew 050 TT0s [Tas(J @) " (I T 0) " = ] Jlaw, by).

O

For en enkeltsammenhangende mangfoldighed, M, som opfylder Poincaré
dualitet, se seetning 4.13, er den eneste ukendte homologigruppe Hy(M).
Derfor er Hy og H? af afggrende betydning for en beskrivelse af mangfoldig-
heden. Vi skal kun ridse overfladen af dette studie. Et element i Ho(M ) kan
reprasenteres af en indlejret orienteret flade, hvis M er lukket og orienteret,
se Kirby ([7], s. 20). Man kan definere et produkt p& elementer i Ho, som
for to sfeerer svarer til snittet defineret i afsnit 6.3. Dette produkt skriver vi
a - for a, 8 € Ho(M).

Lemma 8.4. Lad N veere en enkeltsammenhengende 4-mangfoldighed uden
rand. Lad S,S’ vere indlejrede 2-sfeerer med trivielle tubuleere omegne, sd
S-S"=1. Antag, at N — S og N — S’ begge er enkeltsammenhengende. Da
findes en isotopi af S, s¢ m (N — (SUS")) = 0.

Bevis. Vi benytter to udsagn, som er anfgrt hos Guillou og Marin ([4], s.
206):
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FicURr 19. De to meridianer og en lgkke.

(1) G = m(N — (SUS’)) er frembragt af de konjugerede til en meri-
dian z for S, da N — S’ er enkeltsammenhzngende. Tilsvarende er
G frembragt af meridianen 2’ for S’.

(2) Hi(N —(Sus’) =0, fordi S-S’ =1 betyder, at z er nulhomolog i
N—(Sus’).

I forbindelse med det fgrste udsagn skal det nzevnes, hvad der forstis ved en
meridian. Vi kan opfatte en afsluttet tubuleer omegn omkring S over p € S
som {p} x D?. Altsa vil {p} x OD? veere en cirkel. Denne kaldes meridianen
for p. Meridianen omtalt i 1) er meridianen for et p € S s& p ¢ ', se evt.
figur 19. Af 2) fglger det, at G er perfekt, da H; er abeliseringen af 7, jf.
Hatcher ([5], s. 166). Derfor viser lemma 8.3, at G er frembragt af elementer
pé formen [2%, 2'Y], hvor z, 2’ evt. udbyttes med deres inverser. Altsa er

2= H[z”i,z“’i] = H[z,z/wi]“i,

fordi g[z%, 2""]g~! = [29%, 2"9"] betyder, at [z,2/"i]% = [z%2%i"i], Derfor
bliver en ny fundamentalgruppe den trivielle gruppe, hvis vi kan 3 [z, 2"
til at forsvinde. Det vi gnsker er en isotopi af S’, s& 2 og 2" kommute-
rer i den nye fundamentalgruppe, da en isotopi af en pasaetningssfere ikke
&ndrer pd hankelegemet, jf. lemma 6.5. Metoden til at ggre dette kaldes en
anti-Whitney proces eller et fingermove.

Situationen ser ud som pa figur 19. Vi har to sfeerer S, S’ og en repraesentant
fra m (N — (S US’)) for hver af de to meridianer z og 2/, samt en reprae-
sentant for [w]| € 7 (N — (S US’)). Hvis man begynder en kurve i et punkt
p& meridianen for S’ svarende til 2’ og felger 2’ til basispunktet, derefter w
og til slut z, far man en kurve fra S’ til S, som ikke bergrer S’ og S. Da
kurven har en tubulser omegn, som heller ikke rgrer sfeererne, kan vi i denne
omegn fgre en finger af S’ over p& .5, se figur 20. Som antydet pa figuren skal
fingerspidsen krydse S. Man bemserker, at det konjugerede element 2/*~'
kan repraesenteres ved en lgkke i nzerheden af der, hvor fingeren saettes pa S.

Hvad ggr isotopien ved fundamentalgruppen? Der, hvor der sker noget, er i
omradet, hvor de to nye skaeringspunkter opstar. Figur 21 viser dette omrade
i tre situationer, hvor fundamentalgruppen ikke sendres. Komplementaer-
maengden til sfeererne pa figur 21.a har samme 7 som de oprindelige sferer.
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FIGUR 20. En finger af S’ rgrer S.

at
DT
(a) (b) (c)

Figur 21. Tre figurer, der illustrerer isotopien.

Da 7 er upavirket af en tilfgjelse af kodimension-3-delmangfoldigheder, sker
der ikke noget med 7 mellem figur a) og b). P& figur ¢) har vi placeret en
disk, D, pé fingerspidsen, men disken betyder, at fundamentalgruppen for
komplementaermangden pa figur c) er den samme som for komplementaer-
mangden pa figur b). De to figurers komplementzermengder er homeomorfe.
Forskellen mellem fundamentalgrupperne fgr og efter isotopien svarer altsa
til resultatet af, at man fjerner disken D pa figur 21.c, dvs. at man tilfgjer
D til komplementaermaengden.

Lokalt i punktet p svarer foreningen af de to sfeerer til en transversal skeering
af to planer, R%y 0g R?w. Der findes derfor en torus, kaldet den karakteri-
stiske torus, omkring punktet med lokale koordinater

ng {(w,y,z,w) \x2+y2:1:,22—|—w2}.

Den karakteristiske torus kan ses pa figur 22. Vi kan opfatte z og 2’ som
elementer i 71 (T'?). Disken D skaerer 72 i et punkt ¢, derfor kan man tzenke pa
kommutatoren af z og 2" som kommutatoren, nar de opfattes som elementer
i en punkteret torus. Nar D fjernes, dvs. tilfgjes til komplementzermaengden,
tilfgjes punktet ¢ til torusen. Da en torus har abelsk fundamentalgruppe,
forsvinder [z, 2], hvilket var det vi gnskede. O

Som tidligere lovet vil vi se p4 Freedmans bevis for seetning 8.1. Derfor
gentager vi saetningen.
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T
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F1GUR 22. Den karakteristiske torus.

Satning 8.5. Lad (W;V, V') vere en glat enkeltsammenhengende kompakt
5-dimensionel h-kobordisme. Sd er W =, V x [0, 1].

Bevis. (Skitse) Da IV er en sammenhaengende mangfoldighed med rand, har
vi ifglge saetning 6.18, at
W=V x[0,1] +UH' + UH? + UH? + UH*.
Det fglger af seetning 6.19, at vi ogsa kan fjerne 1- og 4-hankene. Altsa er
W=V x[0,1] +H*+ H>.

Seetning 4.20 om Euler karakteristik giver os yderligere, at v5 = 13, dvs. at
vi har samme antal 2- og 3-hanke. Lad os benytte notationen

M =0, Wy =0(V x [0,1] + UH?).

Det er denne delmangfoldighed, som indeholder de transverse sfeerer for 2-
hankene og pasatningssfererne for 3-hankene. De to ingredienser som afggr,
hvordan mangfoldigheden ser ud.

Antag for et gjeblik, at der kun er en 2-hank. I det tilfzelde er
M = (V x {1} — (S* x D?))u (D?* x §?).

Hvis man fjerner den transverse sfzre, ser man, at M — ({0} x S?) har
V x {1} — (S! x D?) som deformationsretrakt, dvs. at M — ({0} x S?) er
homotopizekvivalent med V' — S'. Da S' har kodimension 3 i V, geelder det,
at m(V — S1) = 71 (V) = 0. Tilfzeldet med mere end en 2-hank lgses tilsva-
rende, da 2-hankene kan antages at vaere pasat disjunkt. Hvis vi betegner de
transverse sfaerer med a;, viser argumentet, at

7T1(M — Uai) = 7T1(V — USZI) = 7T1(V) = 0.

Ved en tilsvarende betragtning far man, at m (M — Ud;) = m (V') = 0,
hvor d; er de opstigende sfeerer, dvs. pasatningssfeererne for 3-hankene. De
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Ficur 23. Skeeringspunkter,cirkler og karakteristiske tori.

to delmangfoldigheder Ud; og Ua; opfylder det, som Freedman kalder -
negligerbarhed.

Den eneste ikke-trivielle snitmatrice er 913. Hankene kan ifglge seetning 6.22
&ndres, s& matricen kommer pa diagonalform. Da der kun er 2- og 3-hanke,
repraesenterer matricen en bijektiv afbildning, alts& svarer 93 til enhedsma-
tricen, hvis vi veelger orienteringerne pa hankene passende. Selvom der efter
reekkeoperationerne pad matricen ikke er tale om de samme hanke, tillader
vi os at misbruge notationen a; og d;. Vi har stadig, at Ua; og Ud; er m1-
negligerbare.

Vi vil i resten af skitsen antage, at der kun er tale om en 2-hank og en
3-hank. Vi har altsd en transvers sfaere S og en pasztningssfzere S’ begge
indlejrede med trivielle diskbundter. Som tidligere neevnt i skitsen er bade
T (M—S) =0o0gm (M—S") = 0. Vi har arrangeret det, saledes at S-S’ =1,
da 93 = I. Ifglge korollar 6.14 er M enkeltsammenhangende, altsd kan vi
benytte lemma 8.4. Lemmaet giver os en isotopi, s& m (N — (SUS’)) =0
hvor vi ogsa lader S’ betegne resultatet af flytningen.

For et skzeringspunkt, p, mellem S og S’ kan vi ensrette {p} x D? med
52 x {0} i en omegn af p og omvendt vha. korollar 9.24. Det, vi har, er en
plumbing af to trivielle diskbundter over S?  se Bredon ([1], s. 426). Det
er ikke centralt at vide mere om plumbings, lad os blot indfgre notationen
X = SxD?US’ x D for denne plumbing. Da S-S’ = 1 har vi et ulige antal
skeeringer {p,q1,q},...,q,}, hvor g; og ¢; har modsatte fortegn, se figur 23.
Teknisk set bgr man arbejde med punkter pd randen af X, som svarer til
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skeeringspunkterne. Da vi i forvejen har set bort fra det meste teknik, vaelger
vi ogsé at se bort fra denne detalje, se evt. Kirby ([7], s. 76).

Ved at forbinde punkterne med kurver kan vi fa & cirkler, C4,...,C}, sva-
rende til cirklen, der omkranser D i bevisskitsen for sztning 6.23. Lad
os nu opfatte C1,...,Cy som cirkler pad randen af X, og lad os studere
W =M —(X)°.Da M — (SUS’) er enkeltsammenhangende, er IV det ogsa.
Vi kan derfor vaelge en nulhomotopi, D1, for (1. Denne kan vaelges som en
immersion af D? ifglge Hirsch ([6], s. 53). Det afggrende i den sammenhzeng
er, at 2 dim D? < dim W.

Vi har altsd en immersion af D;. Spgrgsmalet er nu, om W — D; er en-
keltsammenhzengende. Det kan man ikke vzere sikker pa. Andrew Casson
fandt imidlertid p4 metoden fingermoves i beviset for lemma 8.4. En metode
svarende til den i beviset, hvor man i stedet for at benytte en isotopi til at
skabe skeeringer med, benytter en regulser homotopi til at skabe selvskaerin-
ger med. Det er indholdet af neeste lemma, som er taget fra Guillou og Marin

([4], 5. 204).

Lemma 8.6. Lad W vere en enkeltsammenhengende 4-mangfoldighed og
f: D?> — W vere en normal immersion. Antag, at der findes 3 € Ho(W),
sé -3 = 1. Da er f requlert homotop rel S* med en normal immersion
g:D? =W, s W — g(D?) er enkeltsammenhengende.

Der indgér nogle begreber og en enkelt forudsatning, som fortjener en kom-
mentar. En reguleer homotopi er en homotopi (f;), hvor f; er en immersion
for alle . En immersion f : D? — W kaldes normal, hvis den skzerer OW
transversalt i f(S!), og alle selvskeeringer er transversale dobbeltpunkter i
det indre af W. Det sidste er eksistensen af 3. Hvis vi for et gjeblik opfatter
D; som en disk i M og mindes, hvordan der omkring en transversal skeering,
q1, mellem to planer findes en karakteristisk torus. Denne karakteristiske
torus repreesenterer et element 73 € Hy(M), og Dy kan veelges sa 71 - D = 1.
Da 71 er indeholdt i W, bliver 71 € Ho(W') det gnskede f.

Ovenstaende betyder, at vi kan zndre Dy via en regulser homotopi. Vi mis-
bruger som s ofte fgr notationen og kalder resultatet for D;. Altsd er W — D,
enkeltsammenhangende, dvs. at Cs er nulhomotop. Ovenstéende procedure
giver os muligheden for at danne afbildninger fi,...,fr : D?> — W, sa
fi |s1= Cj; er en indlejring ind i OW. Det giver mulighed for at benytte
fglgende sztning af Casson, som vi citerer fra Guillou og Marin ([4], s. 202).

Saetning 8.7. Lad W veere en enkeltsammenhengende 4-mangfoldighed. Lad
fiy- s fo : D> — W veere afbildninger, sé f; |s1 er en indlejring ind i OW
og fi(SY)N f;(SY) =0 for i # j. Antag, at alle snittal f; - f; er nul. Antag,
at der findes 3; € Ho(W), sd fi- B = 6ij, og sd B - B; er lige. I den situation
findes dbne mengder Vi, ..., V, i W, sé:

(1) (V;,V; N OW) har samme homotopitype som (D? x R?, S! x R?);

(2) V; NOW er en dben tubuler omegn for f;(S') i OW;
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(3) f; er homotop rel S* med en afbildning ind i V;.

Som fj; i seetningen kan vi benytte 7;, hvilket betyder, at betingelserne i saet-
ningen er opfyldte. Udsagnet 1) ansporer indholdet af den neeste setning,
som er den centrale sztning i Freedmans artikel ([3]) fra 1982. Inden seetnin-
gen skal det naevnes, at V;’erne omtalt i ssetning 8.7 kaldes fleksible hanke
eller Casson hanke. Freedmans saetning ([3], s. 361) lyder:

Satning 8.8. FEnhver Casson hank er som par homeomorf med den dbne
standardhank (D? x R?, S x R?).

Seetningen giver os eksistensen af en topologisk Whitney disk, som muligggr
en topologisk isotopi svarende til isotopien i satning 6.23. Altsd ender vi
med en kobordisme

W 2., V x [0,1] + H> + H?,
hvor H? og H? skeerer hinanden transversalt i netop et punkt. En topologisk
udgave af seetning 6.17 giver derfor, at
W =g, V x [0,1].
O

En mulig grund, til at det tog s& mange ar at vise denne szetning, kan veere,
at man forsggte at vise en glat udgave. Umiddelbart efter Freedmans bevis
i 1982, viste Simon Donaldson en s&tning, der som korollar har et modek-
sempel til den glatte 5-dimensionelle h-kobordismesaetning, se Kirby ([7], s.
32).
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9. NYTTIGE BEGREBER

Grundleeggende for hele specialet er begreberne topologisk mangfoldighed,
differentiabel mangfoldighed og kombinatorisk mangfoldighed. De praecise
definitioner pa topologisk og differentiabel mangfoldighed kan findes i de
fleste bgger om differential topologi f.eks. Brocker og Janich ([2]). Derfor vil
vi ngjes med skrabede definitioner af de to fgrste begreber. Definitionen af en
kombinatorisk mangfoldighed er mindre tilgsengelig i standard litteraturen,
sd den vil vi uddybe.

Definition 9.1. Et 2.tzlleligt Hausdorff rum, som er lokalt euklidisk, kaldes
for en topologisk mangfoldighed. Hvis dimensionen er relevant taler man om
en topologisk n-mangfoldighed, hvor n er dimensionen af det euklidiske rum.
Vi benytter nogle gange notationen M™ for at antyde dimensionen.

Der findes ogsd mangfoldigheder med rand. De adskiller sig ved, at lokalt
euklidisk i definitionen skiftes ud med lokalt homeomorf med en &ben del-
maengde af halvplanen H" = R"~! x [0, co[. Begge typer af mangfoldigheder
kan veere kompakte, ndr de opfattes som topologiske rum. Ved en lukket
mangfoldighed forstar vi en kompakt mangfoldighed uden rand. Vi vil be-
nytte betegnelsen mangfoldighed bade om en mangfoldighed uden rand og
om en generel mangfoldighed, nar det ikke er veesentligt, hvorvidt den har
rand eller ej.

Definition 9.2. En topogisk mangfoldighed med en differentiabel struktur
kaldes en glat eller C'*°-mangfoldighed.

Den sidste type af mangfoldigheder, som bliver aktuel, er de kombinatori-
ske. Definitionen er en del lengere end de foregédende. Dette er pa ingen
méde udtryk for de forskellige mangfoldighedstypers rolle i dette speciale.
Alt praktisk arbejde vil nemlig foregd enten med glatte eller topologiske
mangfoldigheder. De kombinatoriske mangfoldigheder er udelukkende med-
taget, fordi Poincaré oprindeligt formulerede sin formodning for denne type
af mangfoldigheder. Det kan derfor fint lade sig ggre at springe over denne
definition og vende tilbage, hvis man senere skulle fa lyst til det.

Fgrst er vi ngdt til at definere, hvad vi mener med en triangulering. Den
naste definition er en sammenfatning fra Thurston ([22], s. 119). Defini-
tionen forudseetter kendskab til begrebet et simpleks. Med lokalt endeligt
menes, at ethvert punkt kun er indeholdt i endeligt mange simplekser.

Definition 9.3. Et simplicielt kompleks er en lokalt endelig samling af sim-
plekser, 3, der opfylder to betingelser:

1) Ethvert delsimpleks af et simpleks i X ligger selv i .
2) Fellesmeengden af to simplekser er enten tom eller et delsimpleks af
dem begge.

Foreningen af simplekserne i ¥ kaldes Y’s polyeder og betegnes | ¥ |. Vi
siger, at et topologisk rum, X, kan trianguleres, hvis der findes et simplicielt
kompleks ¥, samt en homeomorfi fra | ¥ | til X. En afbildning mellem
triangulerede rum kaldes simpliciel, hvis den respekterer trianguleringerne.
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De kombinatoriske mangfoldigheder er mangfoldigheder med en speciel tri-
angulering kaldet kombinatorisk triangulering. En kombinatorisk mangfol-
dighed kaldes ogsé en stykkevis linezer mangfoldighed. Da definitionen ikke
er s vaesentlig for os, vil vi ngjes med at anskueligggre den ved at citere
naeste proposition fra Thurston ([22], s. 191). I propositionen benyttes be-
grebet et link for et simpleks. Hvis ¢ € ¥ er et simpleks, og 71,..., 7 er
de simplekser, som indeholder o, si findes i hvert 7; et simpleks modsat o,
dvs. s& o No; = () og o0 Uo; udspaender 7;. Linket for o er lig det simplicielle
kompleks {o;}.

Proposition 9.4. FEt simplicielt kompleks er en stykkevis lineer mangfoldig-
hed, hvis og kun hvis linket for hvert simpleks er ekvivalent med den stykkevis
linecere sfere.

Den omtalte sekvivalens i propositionen indebzerer, at objekterne er homeo-
morfe via en homeomorfi, som er restriktionen af en simpliciel afbildning.

Der gzlder nogle resultater om de tre typer mangfoldigheders indbyrdes
relationer, som vi kort vil naevne. Man kan vise, at alle differentiable mang-
foldigheder kan trianguleres kombinatorisk, se Thurston ([22], s. 194). For
en, to og tre dimensioner galder det, at de tre typer mangfoldigheder er
sammenfaldende, se Saveliev ([19], s. 83). Nicolai Saveliev neevner samme
sted, at alle kombinatoriske 4-mangfoldigheder kan gives en differentiabel
struktur. I fire dimensioner bliver der forskel pa de tre kategorier. Freedman
har et eksempel pé en ikke-triangulerbar 4-mangfoldighed, jf. Freedman (]3],
s. 374).

For at have en ramme omkring de tre typer mangfoldigheder kan vi op-
fatte dem som tilhgrende tre kategorier. Vi kalder kategorien af topologiske
mangfoldigheder med kontinuerte afbildninger som morfier for Top, vi be-
naevner kategorien af kombinatoriske mangfoldigheder med stykkevis linesere
kontinuerte afbildninger som morfier med PL, og vi benzevner kategorien af
glatte mangfoldigheder med glatte afbildninger som morfier med Diff. Hvis
to topologiske mangfoldigheder er homeomorfe, vil vi derfor benytte nota-
tionen =7, og hvis to glatte mangfoldigheder er diffeomorfe, vil vi benytte
notationen =p;;¢. Ud fra de naevnte resultater far man fglgende diagram

Diff - PL — Top,

hvor en pil betyder, at en mangfoldighed via en pil kan opfattes som til-
hgrende den kategori, som pilen fgrer over i. Som navnt er der pile den
modsatte vej i visse dimensioner.

Som det bemerkes af Bredon ([1], s. 246) er en trianguleret mangfoldig-
hed specielt et CW-kompleks. Derfor kan vi benytte resultater fra algebraisk
topologi vedr. CW-komplekser til vores arbejde med kombinatorisk og dif-
ferentiable mangfoldigheder. For en omtale af C'W-komplekser, se Hatcher

([5], s. 5)

I den anledning har vi brug for to definitioner, som knytter sig til homo-
topien af en mangfoldighed. Vi har ogsd brug for begreberne homologi og
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kohomologi. Vi vil ngjes med fglgende korte kommentar om deres vaesen. De
resultater, som vi har brug for, om homologi og homotopi kan ses i afsnit 4.1.

Begreberne dakker over, at vi til et topologisk rum, X, knytter en gruppe,
f.eks. m1(X), pa en sddan made, at to homeomorfe rum far tilknyttet to iso-
morfe grupper. Den i’te homotopigruppe for X noteres m;(X). Man kalder
ogsd den 1. homotopigruppe for fundamentalgruppen. Den i’te homologi-
gruppe noteres H;(X), og den i’te kohomologigruppe noteres H'(X). For et
delrum A C X kan man ogsd danne relative grupper m;(X, A), H;(X, A) og
Hi(X, A).

Et element [y] € 7;(X) kan reprasenteres af en afbildning v : S? — X.
To homotope afbildninger giver anledning til samme element. Det er nyttigt
at bemaerke, at en afbildning derfor repraesenterer neutralelementet, hvis den
er nulhomotop, og at en nulhomotopi svarer til en afbildning 5 : D1 — X.
Grupperne 7;, i > 2 og H; er alle abelske.

Definition 9.5. Vi kalder en sammenhangende mangfoldighed med triviel
fundamentalgruppe for enkeltsammenhaengende.

Definition 9.6. Vi kalder et par (X, A) for n-sammenhangende, hvis enhver
afbildning (D", S"~1) — (X, A) for 0 < r < n er homotop rel S"~! med en
afbildning ind i A, dvs. at alle X’s sammenhaengskomponenter rgrer ved A,
samt at 7, (X, A,a) =0 for a € A og 1 <r <mn. Vikalder en mangfoldighed
for n-sammenhangende, hvis (X, {z}) er n-sammenhaengende.

Man bemarker, at 0-sammenhangende svarer til sammenhzengende, og at
1-sammenhangende svarer til enkeltsammenhzngende. Vi benytter begrebet
homotop rel A, hvis restriktionen til en delmangde A af en homotopi eller
lignende er uafhaengig af t. Resten af dette kapitel handler om begreber og
resultater fra differentialtopologien.

Det er et grundlseggende resultat, at afbildninger kan approximeres med
glatte afbildninger.

Saetning 9.7. Lad f: M — R" vere en kontinuert afbildning, som er glat
pd en afsluttet delmengde K C M og € > 0. Da findes en glat afbildning

9: M —R", si f|k=glx og| f(p) —9g(p) [<e
Denne sztning har som korollar.

Korollar 9.8. Hvis M er en sammenhengende mangfoldighed, sd kan to
punkter p,q € M forbindes via en glat kurve.

Vi far brug for at kunne tale om specielle typer af glatte afbildninger. Vi
minder om fglgende definition.

Definition 9.9. Lad f : M — N vere en glat afbildning. Vi kalder f en
immersion, hvis D f er injektiv og en submersion, hvis D f er surjektiv. En
topologisk indlejring er en afbildning, som er en homeomorfi pa sit billede.
Vi siger, at f er en indlejring, hvis den er en immersion og en topologisk
indlejring. Vi kalder M C N for en delmangfoldighed, hvis inklusionen er en
indlejring.
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En topologisk isotopi mellem to topologiske indlejringer er en homotopi (f),
hvor f; til alle tider er en topologisk indlejring. Den glatte version er indhol-
det af naeste definition.

Definition 9.10. Lad f,g: M — N veere to indlejringer. En isotopi mellem
f og g er en glat afbildning F': M x I — N, s

a) F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(x);

b) Fi: M x {t} — N er en indlejring for alle ¢.
En diffeotopi af en mangfoldighed N er en glat afbildning H : N x [ — N,
s& Hy = idy, og H; : N — N er en diffeomorfi for alle .

Vi har brug for endnu en satning om approximation, som vi citerer fra

Kosinski ([8], s. 33).

Saetning 9.11. Lad f : M — N veere en glat afbildning, som er en indlejring
pd en afsluttet delmengde K C M. Hvis dim N > 2dim M + 1, da findes
en indlejring g : M — N, som approximerer f, o9 sé f |[k=9 |k

Man er strengt taget ngdt til at praecisere, hvad der menes med at approxi-
mere, nar der er tale om to mangfoldigheder. Det kan lade sig ggre og pa
en sddan méade, at den approximerende afbildning kan vaelges homotop med
den oprindelig, se f.eks. Kosinski ([8], s. 47).

En meget teknisk seetning af Hassler Whitney, som vi citerer via Kosinski
([8], s- 36), er folgende. Man bemaerker, at denne saetning og den foregéende
begge har dimensionsbegraensninger. Det er disse begraensninger, som ggr,
at Smales bevis for Poincaré formodningen for n > 5 ikke kan bruges for
n=3,4.

Saetning 9.12. Lad f,g: M™ — N" vere to homotope indlejringer af en
kompakt glat mangfoldighed M™. Hvis n > 2m + 2, sd er f og g isotope.

Vi far brug for to begreber, der beskriver omegne omkring delmangfoldighe-
der af en mangfoldighed. Lad M veere en mangfoldighed med rand OM. En
omegn af OM i M diffeomorf med OM x [0,1), hvor OM identificeres med
OM x {0} kaldes en krave. Man kan vise, at kraver findes.

Fgr vi kan tale om det andet begreb, er vi ngdt til at repetere den tek-
nisk tunge definition af et vektorbundt. Det er indholdet af de naeste tre
definitioner.

Definition 9.13. Ved et k-dimensionelt topologisk vektorbundt forstar vi
en tripel (E, 7, X), hvor 7 : E — X er en kontinuert surjektiv afbildning og
E, = 7~ 1({z}) har struktur, som et k-dimensionelt vektorrum, si:

Ethvert punkt har en omegn, U, for hvilken der findes en homeomorfi
f:n Y U) = U x RF,
s&
foi=f|g,: Ex — {z} X R
er en isomorfi mellem vektorrum. Vi kalder (f,U) for et bundtkort og E for
totalrummet.
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Definition 9.14. Lad (E,w, X) vaere et k-dimensionelt topologisk vektor-
bundt. En familie {(f,,U,)} af bundtkort kalder vi et bundtatlas, hvis
Uaeca Uy = X. Afbildningerne

Us NUs — GL(k, R)

-1
waBJBO ox

kaldes transitionsfunktioner.

Definition 9.15. Et bundtatlas for et topologisk vektorbundt over en glat
mangfoldighed kaldes differentiabelt, hvis alle transitionsfunktioner er glatte.
Et vektorbundt er et par (E,B) bestdende af et topologisk vektorbundt E
over M med et maksimalt differentiabelt bundtatlas ‘B for E.

Det er en lang definition. Det veesentlige er den lokale trivialitet i definition
9.13. Nu er vi parate til det andet begreb: en tubulser omegn.

Definition 9.16. Antag, at M"™ er en delmangfoldighed af N™. En del-
mangde af N, som udggr et (n — m)-vektorbundt over M med M som
nulsnittet, kaldes en tubuleer omegn af M.

Kosinski viser eksistensen af tubulzere omegne for delmangfoldigheder uden
rand, jf. Kosinski ([8], s. 46). Det er en del af konstruktionen, at en indlejring
kan udvides til en indlejring af en tubuleer omegn. Vi citerer fglgende setning
fra Kosinski ([8], s. 55).

Saetning 9.17. Lad M vere en delmangfoldighed uden rand i det indre af
mangfoldighed N. Lad F°, F' vere to tubulere omegne af M. Da er F° og
F1 isotope via en isotopi, som er stationer pd M.

Vi far brug for at kunne tale om en tubuler omegn af en delmangfoldighed
M af randen B = N pa en n-mangfoldighed N. Antag, at M er en del-
mangfoldighed uden rand af B. S& er inklusionen en indlejring, og vi kan
udvide den til en indlejring af en tubulaer omegn af M, Th,. Denne indlejring
kan udvides til en indlejring af 7%, x Ry i N via kraven ON x R,. Denne
konstruktion kalder vi for en tubuleer omegn af M i N. Der findes entydighed
svarende til szetning 9.17.

Et vigtigt begreb i differentialtopologi er transversalitet.

Definition 9.18. Lad f : M — N og g : V — N vare to glatte afbildninger.
Vi siger, at f er transversal med g, og skriver f rh g, hvis

Df(T,M)+ Dg(T,V) = Ty N for pe M,q €V,
nér f(p) = g(q)-

Hvis der er tale om indlejringer eller inklusionsafbildninger, benyttes ogsé
notationen f MV eller M M V.

Bemeerkning 9.19. Det er et nyttigt resultat, at hvis to delmangfoldigheder
mg@des transversalt, samtidig med at summen af deres dimensioner er strengt
mindre end dimensionen af den omkringliggende mangfoldighed, s& mgdes
de ikke, dvs. de har tom fallesmaengde.

En mere generel beskrivelse af faellesmaengden for to transversale delmang-
foldigheder er neeste seetning, som vi citerer fra Bredon ([1], s. 114).
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Saetning 9.20. Antag, at f : X — M er en glat afbildning, og at g : Y — M
er en indlejring. Hvis f th g for alle z = f(z) = g(y), sd er f~1(f(X)Ng(Y))
en delmangfoldighed af X med dimension dim X + dim Y — dim M.

Vi skal benytte seetningen til fglgende bemeerkning.

Bemeerkning 9.21. Antag, at vi har to lukkede delmangfoldigheder V* og
V™A i en mangfoldighed M", samt at VA h V"=, Af szetningen fglger,
at V2 N V" udggr en O-dimensionel delmangfoldighed af V*. Da V* er
kompakt, fglger det, at V* N V"~ bestar af endeligt mange punkter.

Vi far brug for at kunne velge afbildninger ind i en mangfoldighed transver-
sale pa delmangfoldigheder, og at to afbildninger er transversale pa hinanden.
Derfor citerer vi fplgende to tekniske korollarer fra Kosinski ([8], s. 65).

Korollar 9.22. Lad V vere en kompakt delmangfoldighed af N, U en dben
omegn af V i N og f : M — N en glat afbildning. Da findes en isotopi, hy,
af N, som er identiteten uden for U, sd f M hy(V).

Korollar 9.23. Lad f : M — N og g : V — N were to afbildninger. Sd
findes homotopi, hy, af g, sé hg = g, og hy M f.

Et sidste resultat om transversalitet, hvormed vi senere skal definere snittal-
let for to delmangfoldigheder, er fglgende resultat, som vi citerer fra Kosinski
(18], s. 62).

Korollar 9.24. Lad M™,V]", VJ vere delmangfoldigheder af N", n = m+r.
Antag, at V1, Vs begge skerer M transversalt i samme punkt p. Da findes en
isotopi af N, som er stationer pé M og flytter V1, sd den bliver sammenfal-
dende med Vo i en omegn af p.

Vi vil ud fra dette korollar omtale snittal. Fgrst er vi ngdt til at naevne be-
grebet orientering.

Vi siger, at en mangfoldighed er orienteret, hvis alle transitionsafbildnin-
gerne i et givet atlas har positiv determinant. Hvis der til en mangfoldighed
findes et atlas, som kan ggre den orienteret, kaldes mangfoldigheden orien-
terbar. En delmangfoldighed af en orienteret mangfoldighed er orienterbar.
Det er veerd at bemaerke, at enkeltsammenhaeng medfgrer orienterbarhed, jf.
Hatcher ([5], s. 234).

Antag, at vi har en orienteret lukket n-mangfoldighed, N, og lukkede del-
mangfoldigheder V", M™, n = m + r, der skeerer hinanden transversalt.
Transversaliteten betyder, at VN M = {p1,...,px}, jf. bemaerkning 9.21.
Hvis N er orienteret, giver det os en orientering af en tubuleer omegn om-
kring M. Vi kan vaelge en orientering af V. Ifglge korollar 9.24 kan vi via en
isotopi anse fiberen, F), , i den tubulsere omegn over hvert punkt for sammen-
faldende med V' i en omegn af p;. Hvis de to orienteringer stemmer overens,
noterer vi €(p;) = 1, hvis de er modsatte, noterer vi €(p;) = —1. Vi definerer
snittallet som
VM= e(pi)-

i
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Man bemaerker, at en modsat orientering af V' giver, at
[~V :M]=—-[V:M].
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10. DIMENSIONERNE ET,TO OG TRE

Vi har set p4 Den generaliserede Poincaré formodning for n > 4. Tilbage er
der tilfeeldene n = 1,2,3. De to forste n = 1 og n = 2 var kendte, da Po-
incaré fremsatte sin formodning i 1904. Det tredje tilfzelde er endnu uafklaret.

For n = 1 gelder der, at en lukket sammenhangende 1-mangfoldighed er
diffeomorf med S!, se Milnor ([14], s. 55). Det Igser formodning i det 1-
dimensionelle tilfzlde. For n = 2 gelder der, at kompakte flader kan klas-
sificeres vha. orienterbarhed og Euler karakteristik, se f.eks. Lee ([9], s. 138
og s. 143). Da formodningens forudsaetninger giver en orienterbar mangfol-
dighed med Euler karakteristik 2, fglger det derfor, at mangfoldigheden er
homeomorf med S2.

Tilfeeldet n = 3 er det oprindelige. Det er pa paradoksal vis det eneste
uafklarede tilfeelde. Det virker usandsynligt, at Freedmans metode kan for-
bedres til ogsd at virke i tre dimensioner. Vi kan f.eks. ikke antage, at en
glat afbildning af en 2-disk kan tilnzermes af en immersion. Derfor er det
helt andre metoder, der forsgges i dag for at bevise formodningen. Vi vi
anskueligggre dette ved at se pd Thurstons formodning, der har Poincaré
formodningen som fglge.

Vi vil ngjes med at se pad den del af Thurstons formodning, som har for-
bindelse til Poincaré formodningen. Vi valger fglgende formulering taget fra
Scott ([21], s. 482).

Thurstons formodning 10.1. Lad M? vere en lukket og orienterbar mang-
foldighed med endelig fundamentalgruppe. S har M en modelgeometri base-
ret pd S3.

Der indgar et enkelt begreb, som vi ikke er stgdt pa fgr nemlig modelgeo-
metri. Om lidt vil der komme en definition af dette, som vil indeholde nye
begreber, som vi ser pa efterfglgende. Dette fgrer forhabentlig frem til den
ngdvendige intuitive forstielse af begreberne, som er formélet med dette
afsnit.

Definition 10.2. En modelgeometri (G, X) er en mangfoldighed X sammen
med en Lie gruppe G af diffeomorfier af X, sa:

a) X er enkeltsammenhaengende;
b) G virker transitivt p4 X med kompakte punktstabilisatorer;

c) G er ikke indeholdt i en stgrre gruppe af diffeomorfier p4 X med
kompakte punktstabilisatorer;

d) Der findes en kompakt mangfoldighed, som er et (G, X)-rum, dvs. at
den har et atlas med transitionsafbildninger i G.

En mangfoldighed, M, siges at have en modelgeometri baseret pa X, hvis den
er et (G, X)-rum, hvor (G, X) opfylder definitionen. Det kan her hjeelpe at
teenke pa en topologisk mangfoldighed som en (T'op(R™), R™)-mangfoldighed
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og en glat mangfoldighed som en (Dif f(R™), R™)-mangfoldighed, hvor Diff
og Top dog ikke er Lie grupper af diffeomorfier, men det som kaldes pseu-
dogrupper af homeomorfier. Et eksempel pd en modelgeometri kunne vare
(G, S™), hvor G er en undergruppe af O(n + 1), som opfylder b) og c).

Hvordan leder Thurstons formodning frem til Poincaré formodningen? Im-
plikationen baserer sig pa fglgende proposition, som vi i modificeret udgave
citerer fra Thurston ([22], s. 143).

Proposition 10.3. Hvis G er en gruppe af analytiske diffeomorfier for et en-
keltsammenhengende rum X, sd er enhver fuldstendig (G, X )-mangfoldighed,
M, homeomorf med kvotienten X/F, hvor I' er en gruppe, som virker pd X
og er homomorft billede af w1 (M).

Her skal ikke forstas fuldsteendighed som i analyse, men et krav om at en
bestemt afbildning fra M’s universelle overlejring ind i X er en overlejring.
En modelgeometri fra definitionen opfylder dette krav om fuldstzendighed.

Hvis M er en lukket enkeltsammenhaengende 3-mangfoldighed, fglger det
af Thurstons formodning, at M har en modelgeometri baseret pa S3. Da det
eneste homomorfe billede af en triviel gruppe er den trivielle, fglger det af
proposition 10.3, at M =r,, S3.

Det afslutter vores undersggelse af, hvad der begyndte for snart 100 ar siden
med Poincarés spgrgsmal, jf. indledningen. Det er naturligt at sperge sig
selv, hvorfor det lige praecist er det oprindelige 3-dimensionelle problem, der
stadig giver matematikersamfundet gra har?

Hvis man ser pa de afggrende skridt i beviserne, s skinner det igennem, at
det er fundamentalgruppen, som har en afggrende rolle. Det er ikke overra-
skende. Det grundleeggende spgrgsmal, som Poincaré stillede, var: Er enkelt-
sammenheang nok til at kendetegne sfeeren blandt lukkede 3-mangfoldigheder?
I de lavere dimensioner gelder dette netop. Fundamentalgruppen klassifice-
rer til overflod lukkede 1-mangfoldigheder og klassificerer pa passende vis
lukkede 2-mangfoldigheder. I de hgjere dimensioner forsvinder problemerne
med fundamentalgruppen, selvom de i hgj grad til dels findes i 4 dimensioner
og en smule i 5 dimensioner.
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