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Indledning

Der findes mange forskellige metoder til delvis klassifikation af endelige grupper. En af de mest
velkendte er Sylow-undergrupperne: for enhver endelig gruppe G og ethvert primtal p findes der
en undergruppe af G hvis orden er den hgjeste potens af p der gar op i |G|. Sylow-p-undergruppen
er ikke ngdvendigvis entydigt bestemt, men dens isomorfiklasse er. Isomorfiklasserne af Sylow-p-
undergrupperne af G for hvert primtal p indeholder da en del information om strukturen af G.
Men denne information er langt fra nok til at bestemme G; et modeksempel findes allerede blandt
grupper af orden 6, hvor den cykliske gruppe Cg og den symmetriske gruppe Ss har isomorfe
Sylow-p-undergrupper for hvert primtal p, men de to grupper er ikke isomorfe.

En made at indkode mere information om strukturen af G er ved at betragt fusionskategorierne
pa G. Til en gruppe G hgrer en fusionskategori F,(G) for hvert primtal p. Denne kategori indeholder
ikke blot information om Sylow-p-undergrupperne af G, men om alle p-undergrupper af G og
hvorvidt de er indbyrdes konjugerede i G. F,(G) indeholder saledes mere information end blot
isomorfiklassen af en Sylow-p-undergruppe af G. Eksempelvis kan fusionskategorierne skelne Cg
og S3; F3(Cs) og F3(S3) er ikke isomorfe. Fusionskategorierne har blandt andet veeret anvendt i
beviset for dele af klassifikationen af de endelige simple grupper, og de har siden fundet anvendelse
til beskrivelse af klassificerende rum for grupper (se f.eks. [BLO]) og i repraesentationsteori (se f.eks.
[Pui]).

Uafthaengigt af alle disse overvejelser omkring grupper har Tom Leinster defineret en Euler-
karakteristik for visse endelige kategorier. Denne karakteristik er defineret alene ud fra kategorite-
oretiske egenskaber, og betegnelsen Euler-karakteristik retfeerdigggres af en reekke psene sammen-
haenge med andre, velkendte, former for Euler-karakteristik.

Jeg har valgt at undersgge Euler-karakteristikken for fusionskategorier for at se om der her
skulle dukke nogle interessante mgnstre op. Det viser sig at der findes en formel for x(F,(G))
udtrykt ved indekserne i G af centralisatorerne af de elementarabelske p-undergrupper af G. Denne
formel kan bruges til at vise at nar P er en Sylow-p-undergruppe af G er [G : P]x(Fp(G)) altid et
heltal. Den medfgrer ogsa en produktformel for Euler-karakteristikken: der geelder x(F,(G x G')) =
X(Fp(G)) + x(Fp(G") — x(Fp(@))x(Fp(G")). T to seertilfeelde kan Euler-karakteristikken beregnes
direkte: hvis p ikke gar op i ordenen af G, er x(F,(G)) = 0, og hvis centret for G indeholder et
element af orden p, er x(F,(G)) = 1. Desuden har jeg fundet at hvis G har en Sylow-p-undergruppe
der enten er normal i G eller abelsk, er 0 < x(F,(G)) < 1.

Notation

Nar C er en kategori betegner obC maengden af objekter i C, og for to objekter A og B i C betegner
C(A, B) maengden af afbildninger fra A til B. A = B betyder altid at A og B er isomorfe i en
kategori, ikke blot at de er isomorfe som grupper. A ~ B angiver at A og B er isomorfe som grupper,
uden henvisning til en underliggende kategori. Det samme symbol bruges ogsa til at udtrykke at to
kategorier er &kvivalente.

Ved sumtegn summeres der altid over meengden af objekter i en kategori (typisk F,(G)), med-
mindre andet er angivet. Summationsindekset er den fgrste variabel der indgar i betingelsen for
summationen; Y ;o betyder saledes at der summeres over alle objekter H der er isomorfe med
et givet objekt K.

Sn betegner den symmetriske gruppe af orden n!, D,, betegner diedergruppen af orden 2n, og
C), betegner den cykliske gruppe af orden n. Specielt betegnes den trivielle gruppe ved C7. Aut(H)



er gruppen af alle automorfier af H, og nar H er en undergruppe af G er Autg(H) gruppen af
automorfier af H der fremkommer ved konjugering med et element i G.

H C K angiver at H er en undergruppe af K, og H C K angiver at H er en segte undergruppe
af K. H x K er det direkte produkt af H og K, og H x, K er det semidirekte produkt af H og K
med hensyn til afbildningen ¢ : K — Aut(H). H™ er det direkte produkt af n kopier af H.

P(X) er potensmeengden af X.

Fusionskategorier

Definition 1. Givet en endelig gruppe G og et primtal p defineres fusionskategorien for G ved p,
Fp(G), som folger.

e Objekterne i F),(G) er alle ikke-trivielle p-undergrupper af G.

e En afbildning ¢ : H — K i F,(G) er en gruppehomomorfi som fremkommer ved konjugering
med et element i G: p(x) = grg™!, g € G. Mere pracist defineres en “generaliseret nor-
malisator”, kaldet transporteren, Ng(H,K) ved Ng(H,K) = {g € G | gHg™' C K}. To
elementer g,h € Ng(H, K) inducerer samme afbildning hvis gzg~! = hah~! for alle x € H.
Dette er ensbetydende med z(g~'h) = (g7 th)x, dvs. g*h € Ce(H). Altsd inducerer g og
h samme afbildning hvis de er indeholdt i samme venstresideklasse af Co(H), og vi kan de-
finere F,(G)(H,K) = Ng(H,K)/Cq(H). Jeg vil gennemgaende skrive ¢, for afbildningen
T — gxg_l.

e Kompositionen af afbildninger er den ssedvanlige komposition af gruppehomomorfier. Dette
er veldefineret da afbildningen ¢4 o ¢, er givet ved konjugering med gh, dvs. der geelder
©g © Yn = Ygn. Kompositionen er oplagt associativ.

e Identitetsafbildningen pa et objekt H er afbildningen ¢; : H — H hvor 1 er det neutrale
element i G.

Ofte defineres fusionskategorien saledes at ogsa den trivielle gruppe er et objekt i kategorien.
Denne gruppe er da altid et intialt objekt i F,(G), sa der gar ikke noget information tabt ved at
udelade den.

Eksempel 1. Betragt gruppen G = S3 x C3. Jeg betegner elementerne i C3 med e, g og g2, og
for at ggre notationen lettere skriver jeg (123)g i stedet for det mere korrekte ((123), g). G har tre
ikke-trivielle 2-undergrupper, nemlig ((12)e), ((23)e) og ((31)e), og Fa2(G) ser saledes ud:

e G (31)e)
(132)e (132)e
(123)e (123)e
(123)e 93 D
1
Je) === ((28)e) D)

e

e ((12)e




Ud for hver pil er angivet et element der frembringer den tilhgrende afbildning, dvs. et element
g sa afbildningen er lig z + gzg'.
G har fem ikke-trivielle 3-undergrupper, nemlig ((123)e, (1)g) af orden 9 og ((123)e), ((123)g),

((123)g?) og ((1)g) af orden 3. F3(G) ser sdledes ud:

(Ve. (12)e C ((123)e) (1)e, (12)e (e, (12)e ((L)g) D e
(12)e
e G ((123)g) e ((123)g?) De

I de tilfselde hvor der er to afbildninger mellem bestemte grupper er der kun tegnet én pil, og
frembringende elementer for de to afbildninger er angivet ved pilen, adskilt med komma.

G har ingen ikke-trivielle 5-undergrupper, sa F5(G) er den tomme kategori. Det geelder mere
generelt at hvis G er en vilkarlig gruppe og p er et primtal med p { |G|, er F,(G) den tomme
kategori.

Enhver afbildning ¢4 : H — K i F,(G) er injektiv, sa der ma ngdvendigvis geelde |H| < |K].
Hvis ¢, er en isomorfi, skal der findes en afbildning (¢,)~! : K — H, og sia ma |K| < |H]|.
Kombineret med den forste ulighed giver dette |H| = |K|. Omvendt geelder ogsa at hvis |H| = | K],
er ¢, en isomorfi. Billedet af ¢, er nemlig gHg™!, og idet |gHg!| = |H| = |K|, ma gHg* veere
hele K. Vi kan sa betragte afbildningen ¢ -1 : K — H. Dette er en invers afbildning til ¢, idet
der haves g 0 @, -1 = @1 0g Pg-1 0 Py = 1. Altsa haves:

Lemma 1. Lad ¢ : H — K vere en vilkarlig afbildning i Fp(G). Da gelder |H| < |K|, og ¢ er en
isomorfi hvis og kun hvis |H| = |K]|.

Safremt der bade findes en afbildning ¢ : H — K og en afbildning ¢’ : K — H, siger Lemma 1
at der bade geelder |H| < |K| og |K| < |H|. Sa er |H| = | K| og begge afbildninger er isomorfier.

Lemma 2. Huis der bade findes en afbildning ¢ : H — K og en afbildning ¢’ : K — H, er H 2 K.
Isomorfierne har endnu en vigtig rolle i en fusionskategori. Der geelder nemlig fglgende:

Lemma 3. Enhver afbildning ¢4 : H — K kan pa unik made skrives som pg = ¢” o ¢’ hvor ¢ er
en isomorfi og ©" er en inklusion.

Beuvis. Faktoriseringen er let at finde: lad blot ¢’ veere afbildningen ¢, : H — gHg™! og lad ¢”
veere afbildningen ¢ : gHg™' — K. Det er ogsa let at se at dette er den eneste mulige faktorisering.
Eftersom ¢” er en inklusion ma ¢’ veere givet ved konjugering med g, ganske som ¢,4. Da ¢’ er en
isomorfi, ma dens kodomaene sa netop veere billedet af ¢, altsd gHg'. Dette er sa ogsa domaenet
for ¢”, og dermed er bade ¢’ og " entydigt bestemt. O

Det vil ogsa vise sig nyttigt at vide hvor mange objekter i F,(G) der er isomorfe med et givet
objekt H. Hvis ¢, : H — K er en isomorfi, er K som fgr lig kodomeenet af ¢y, gHg . Omvendt



er enhver gruppe af formen gHg™! isomorf med H i Fp(G), da der findes ¢4 : H — gHg™! og
Pg-1 gHg™!' — H. Endelig geelder for vilkarlige g,h € G at gHg~' = hHh~! hvis og kun hvis
H = (¢g7'h)H (g 'h)~!. Dette forekommer netop nar g~'h € Ng(H), altsa nar g og h tilhgrer
samme venstresideklasse af Ng(H). Altsa fas:

Lemma 4. For ethvert objekt H i Fp(G) geelder at der findes netop |G : Ng(H)] objekter i Fp(G)
der er isomorfe med H.

En teet relateret variant af fusionskategorien er fglgende: Hvis P er en Sylow-p-undergruppe af
G, defineres Fp(G) ved at objekterne er alle ikke-trivielle undergrupper af P, og afbildningerne er
som i F,(G). Hvis G har en unik Sylow-p-undergruppe P, er naturligvis Fp(G) = F,(G). Men selv
hvis der er flere Sylow-p-undergrupper, gelder et svagere udsagn, nemlig Fp(G) ~ F,(G) for enhver
Sylow-p-undergruppe P. Der findes nemlig en oplagt inklusionsfunktor F' : Fp(G) — F,(G). Denne
funktor er troveerdig og fuld per definitionen af Fp og F,. At den ogsa er teet folger af Sylows anden
seetning: Givet en vilkarlig p-undergruppe H (altsa et objekt i F,(G)) findes et element g € G sa
gHg™! C P. Daer gHg ! et objekt i Fp(G), og i F(G) findes en isomorfi ¢, : H — gHg L.
Fp(G) siges at vaere et fusionssystem pa P. Der findes en stgrre teori for sadanne fusionssystemer
pa p-grupper; se [BLO] for en oversigt.

Euler-karakteristik for en kategori

Tom Leinster har defineret Euler-karakteristikken x(C) for en endelig kategori C; se [Lei] for hans
praesentation af denne. Heri retfaerdigggres navnet “Euler-karakteristik” gennem en rackke sammen-
haenge med andre former for Euler-karakteristik; disse vil ikke blive naevnt yderligere her.

Definition 2. For en endelig kategori C defineres tilstgdelsesfunktionen ¢ : obC x obC — R ved
((A,B) = |C(A, B)|, altsa antallet af afbildninger fra A til B. En vegtning pa C defineres til at
veere en funktion k : obC — R med den egenskab at for ethvert A € obC er ) 5 ((A, B)k(B) = 1.
En kovegtning er en veegtning pa C°P, altsa en funktion A : obC — R som opfylder at for ethvert
B € obC er ) 4 AM(A)((A, B) = 1. Safremt der eksisterer bade en veegtning og en kovaegtning pa
C, defineres Euler-karakteristikken for C ved x(C) = ) _ 4 k(A) hvor & er en vilkarlig veegtning eller
koveegtning. Dette er veldefineret, da der for en vilkarlig veegtning k og koveegtning A\ geelder

DoAA) =D AMAN(AB)R(B) =) K(B)
A A B

B

¢ kan ogsa betragtes som en matrix hvis raekker og sgjler er indekseret ved obC; den kaldes
da tilstodelsesmatricen. En veegtning s er da en sgjlevektor som opfylder at ¢x = [1,...,1]7, den
sgjlevektor hvis indgange alle er 1. Tilsvarende er en kovaegtning A en raekkevektor som opfylder
AC=11,...,1].

Eksempel 2. Betragt igen gruppen G = S3 x C5 fra Eksempel 1. For F»(G) ser matricen ¢ saledes
ud:

1 1 1
1 1 1
1 1 1

Der er mange mulige vaegtninger og kovaegtninger. For eksempel er [1,0,0]” en vaegtning og [%, %, %]
en kovaegtning. Euler-karakteristikken for F2(G) er x(F2(G)) =1+0+0=1.



For F3(G) ser ¢ saledes ud:

1 0 0 0 1

0O 2 0 0 2

0O 0 1 1 2

0O 01 1 2

0O 0 0 0 2
Objekterne i F3(G) er her ordnet i reekkefglgen ((1)g), ((123)e), ((123)g), ((123)g?), ((123)e, (1)g).
En mulig veegtning er [%, 0,0,0, 37 og en mulig koveegtning er [1, 1, 1,0, —%] Euler-karakteristikken

for 73(G) er x(F3(G)) =14+ 5 +1+0—3 =1.

For F5(G) bliver ¢ den unikke 0 x O-matrix. Der findes en unik veegtning og koveegtning, begge
med 0 indgange. Euler-karakteristikken for F5(G) er x(F5(G)) = 0, vaerdien af den tomme sum. Vi
sa i Eksempel 1 at hvis G er en vilkarlig gruppe og p et primtal med p { |G|, er F,(G) den tomme
kategori. I disse tilfeelde geelder altsa x(F,(G)) = 0.

Eksempel 3. Tom Leinster har bevist at hvis C og D er kategorier der har Euler-karakteristik, sa
har C x D ogsa Euler-karakteristik, og der geelder x(C x D) = x(C)x(D) ([Lei] Proposition 2.6).
Men dette kan ikke umiddelbart overfores til fusionskategorier, da det ikke geelder at F,,(G x G') =
Fp(G) x Fp(G'). De to kategorier er end ikke sckvivalente. Eksempelvis bestar F3(C3) af ét ob-
jekt, Cs, med én automorfi, ¢1, sa dens tilstpdelsesmatrix er [1], og [1] er bade en vaegtning og
en kovaegtning. Altsa er x(F3(Cs3)) = 1. Tilsvarende bestar F3(S3) af ét objekt med to auto-
morfier s& dens tilstodelsesmatrix er [2], og [] er bade en veegtning og en kovaegtning. Dermed er
X(F3(S3)) = 3. Sé indeholder F3(S3) x F3(C3) netop ét objekt, og der geelder x(F3(S3) x F3(Cs)) =
X(F3(S3))x(F3(C3)) = 5. Men i Eksempel 1 s& vi at F3(S3 x C3) indeholder ikke-isomorfe objekter,
sa den kan ikke veere sckvivalent med F3(S3) x F3(C3), og 1 Eksempel 2 sa vi at x(F3(S3xC3)) =1
Der geelder i stedet en mere subtil sammenhaeng; se Seetning 33.

Isomorfe objekter opfgrer sig ganske paent i forhold til funktionen {. Givet en vilkarlig afbildning
f A — B og et vilkarligt objekt X i en kategori C findes der nemlig en induceret afbildning
f*:C(B,X) — C(A,X) givet ved f*(h) = ho f. Hvis f er en isomorfi, er f* bijektiv, da den
har den inverse afbildning (f~!)* : C(4,X) — C(B, X). Dermed har C(A, X) og C(B, X) samme
kardinalitet, sa ((A4, X) = ((B, X). Tilsvarende fas at hvis A = B, er ((X,A) = ((X, B) for alle
X € obC. Hvis { betragtes som en matrix, betyder dette at to isomorfe objekter A og B har
identiske raekker hhv. sgjler i (. Som en konsekvens af dette fas at hvis k er en (ko)veegtning pa C
og ' : obC — R er en funktion som for ethvert A € obC opfylder Y o4 k'(B) = > gy £(B), sa
er k' ogsa en (ko)veegtning. Altsa er en (ko)veegtning essentielt givet ved summen af dens veerdier
pa hver isomorfiklasse af objekter i C.

Lad nu S vere et skelet af C. obS indeholder da netop ét objekt fra hver isomorfiklasse i obC,
sa givet en (ko)vaegtning x pa C kan vi definere en (ko)veegtning ' pa S ved £/'(A) = > gay £(B).
Omvendt kan en (ko)vaegtning pa S udvides til en (ko)vaegtning pa C ved blot at definere den til at
veere 0 pa de objekter i C der ikke ligger i S. Heraf ses at hvis den ene af de to kategorier C og S har
Euler-karakteristik, sa har den anden det ogsa, og i sa fald haves x(C) = x(S). Eftersom skvivalente
kategorier har isomorfe skeletter, folger det heraf at Euler-karakteristik er bevaret under sekvivalens
af kategorier. (Dette er [Lei] Proposition 2.4b.)

Nar C er en skeletal kategori, er det muligt at matricen ( er invertibel. I sa fald udger dens
sgjler en basis for vektorrummet R™ hvor n er kardinaliteten af obC, og der ma derfor findes en unik
vaegtning. En simpel udregning viser at veegtningen kan findes ved at summere sgjlerne i matricen
¢~!. Tilsvarende findes der en unik koveegtning, som fas ved at summere reekkerne i (1.



I det tilfeelde hvor C er skelettet af en fusionskategori, er dens (-matrix faktisk invertibel:
Saetning 5. Skelettet af en fusionskategori har invertibel -matrix.

Bevis. Lad der veere givet en vilkarlig fusionskategori, og lad S vaere et skelet af denne kategori.
Vi definerer en relation < pa obS ved A < B hvis ((A4, B) > 0. Denne relation er refleksiv da der
for ethvert A findes 14 € S(A, A), hvilket medfgrer A < A. Den er ogsa transitiv: hvis A < B og
B < C findes f € S(A,B) og g € S(B,C). Daer go f € S(A,C), og dermed er A < C. Antag
endelig at A < B og B < A. Da findes f € S(A,B) og g € S(B, A), og Lemma 2 giver da at
A = B. Da S er skeletal, medfgrer dette at A = B. Relationen < er altsa ogsa antisymmetrisk. Den
er derfor en partiel ordning.

Denne partielle ordning kan udvides til en total ordning. Objekterne i C kan altsa betegnes
Ay, As, ..., A, pa en sadan made at hvis der findes en afbildning fra A; til A;, ma ¢ < j. Dette
medfgrer at hvis ¢ > j er ((A4;,A;) = 0. Med denne ordning bliver (-matricen for C altsa en
gvre trekantsmatrix, sa dens determinant er lig med produktet af dens diagonalelementer. Disse
elementer er netop ((A4;, A;). Men S(A;, A;) er ikke-tom, idet den indeholder identitetsafbildningen
14,. Ingen af diagonalelementerne er altsa 0, sa matricens determinant er ikke 0. Den er dermed
invertibel. O

Som en direkte konsekvens af dette fas:
Korollar 6. Enhver fusionskategori har Fuler-karakteristik.
Og idet Euler-karakteristik er bevaret under sckvivalens af kategorier har vi ogsa:
Korollar 7. For enhver endelig gruppe G med Sylow-p-undergruppe P geelder x(F,(G)) = x(Fp(G)).

Eksempel 4. Satning 5 og Korollar 6 geelder ogsa for den variant af fusionskategorien der inklud-
erer (1 som et objekt, med przecist samme bevis. I dette tilfeelde er det let at beregne Fuler-
karakteristikken, da C er et initial objekt. Definer nemlig en kovaegtning A ved A(C1) = 1 og
AH) =0 for H # Cy; at dette faktisk er en koveegtning ses ved at der for alle objekter K geelder

SONH)C(H, K) = A(C)C(CrL K) =1-1 =1
H

Kategoriens karakteristik bliver da ), A(H) = 1.

Seetning 5 giver at et skelet S af en fusionskategori F,(G) har en unik vaegtning £ og koveegtning
A. Enhver veegtning & pa F,(G) mé da opfylde Y. oy k(H) = &(K) for alle K € obS, og enhver
funktion der opfylder dette er en veegtning pa F,(G). Der er altsa ikke en unik vaegtning pa F,(G)
(medmindre F,(G) er skeletal). Men der findes netop én veegtning x som opfylder k(H) = x(K)
for alle H og K med H = K. Dens funktionsveerdier kan beregnes ud fra & ved brug af Lemma 4.

Definition 3. Lad S vaere et skelet af F,(G), og lad & vaere den unikke vaegtning pa S. Da defineres
den kanoniske veegtning k pa F,(G) ved k(H) = [G : Ng(H)]'&(K) hvor K er det unikke objekt
i S der er isomorft med H. Den kanoniske kovaegtning A pa F,(G) defineres analogt ud fra den
unikke koveegtning A pa S.

En teet relateret funktion pa obF,(G) vil vise sig nyttig. & er defineret pa S, sa dens definitions-
omrade kan udvides til hele obF,(G) ved for ethvert H € obF,(G) at sette £(H) = (K ) hvor K
er det objekt i S der er isomorft med H. & er da ikke en veegtning pa F,(G), men dens restriktion til
et vilkarligt skelet af F,(G) er en veegtning pa skelettet. Funktionen er relateret til den kanoniske
vaegtning ved &(H) = [G : Ng(H)]x(H) for alle H € obF,(G). A udvides pa tilsvarende vis.



Egenskaber ved vaegtningen

Det viser sig at den kanoniske vaegtning s pa en fusionskategori F,(G) er teet forbundet med
centret af G, Z((G). Centret er en abelsk gruppe, sa det har en unik Sylow-p-undergruppe Z,(G).
Hovedresultatet i dette afsnit vil vaere folgende:

Saetning 8. Huvis Z,(G) er ikke-triviel, er x(Fp(G)) = 1.

En ikke-triviel p-gruppe G har et ikke-trivielt center som i sig selv er en p-gruppe; dermed er
Z,(@G) ikke-triviel. Specielt haves altsa:

Korollar 9. Huis G er en ikke-triviel p-gruppe, er x(Fp(G)) = 1.
Fgrst bevises et par lemmata.

Lemma 10. Lad H vere en wilkarlig ikke-triviel p-undergruppe i G og lad K vere en vilkarlig
p-undergruppe der indeholder Z,(G). Da er F,(G)(H,K) = F,(G)(HZy(G), K).

Bevis. Bemaerk forst at da Z,(G) er indeholdt i centret for G, kommuterer ethvert element i H
med ethvert element i Z,(G). Dermed er HZ,(G) isomorf med en faktorgruppe af H x Z,(G), og
er altsa en p-gruppe. Den er ikke-triviel da den indeholder H, og er dermed et objekt i F,(G).

To ting skal nu bevises: Ng(H,K) = Ng(HZy(G),K) og Cqa(H) = Cq(HZy(G)). Idet H C
HZ,(G) er det oplagt at Ng(HZ,(G),K) C Ng(H,K). Lad nu g veere et vilkarligt element i
N¢(H, K). Da geelder ghg™! € K for ethvert h € H. Lad hz, h € H, z € Z,(G), veere et vilkarligt
element i HZ,(G). Da geelder g(hz)g~! = (ghg™')z € KZ,(G) = K hvor den sidste lighed fglger
af Z,(G) C K. Dermed er g € Ng(HZ,(G), K), hvilket medfprer Ng(H, K) C Ng(HZ,(G), K).
Altsa er Ng(H, K) = Ng(HZ,(G), K).

Idet H C HZ,(G) er det klart at Cq(HZ,(G)) € Cg(H). Lad nu g veere et vilkarligt element
i Cq(H); da geelder ghg™! = h for ethvert h € H. Lad hz, h € H, 2z € Z,(G) veere et vilkarligt
element i HZ,(G). Da geelder g(hz)g~! = (ghg ')z = hz, og dermed er g € Ci(HZ,(G)). Dette
medfprer Cq(H) C Cq(HZy(G)), hvorved haves Cq(H) = Cq(HZ,(G)). O

Lemma 11. For ethvert objekt H i F,(G) geelder

C(H,H)R(H) + Y C(H,K)R(K) =1
|KI>1H|

Bewvis. Idet k er en vaegtning geelder ), ((H, K)k(K) = 1. Per Lemma 1 er ((H, K) = 0 medmin-
dre |H| < |K]| eller H = K, hvorved fas

S CHE)RE) + Y ((H K)R(K) =1

K=H IK|>|H]|

Den forste sum kan yderligere omskrives:

Y CHK)R(K) =) ((HH)&(K) = ((H,H) Y &(K)=((H, H)R(H)

K~H K=~H K>~H

Herved fas det gnskede. O



Saetning 12. For enhver ikke-triviel p-undergruppe H af G der ikke indeholder Z,(G) gelder
k(H) = 0.

Bevis. Antag for modstrid at der findes en undergruppe H der opfylder Z,(G) € H og k(H) # 0.
Det kan antages uden tab af generalitet at H har maksimal orden blandt sadanne undergrupper.
Per Korollar 11 geelder nu ((H, H)R(H) + 3 x5 C(H, K)k(K) = 1. Ifglge antagelserne geelder
k(K) = 0 for alle undergrupper K med |K| > |H| og Z,(G) € K, sa vi har

((H,H)EH)+ Y ((HK)K(K)=1
|K|>|H]|
K2Zy(G)
Per Korollar 10 fas heraf

C(H,H)R(H)+ Y ((HZy(G), K)k(K) =1
| K|>|H]
K2Z,(G)

Idet K er en veegtning gaelder nu

ST C(HZ,(G), K)R(K) = 1

K

Hvis ((H Z,(G), K) # 0 findes der en afbildning ¢, : HZ,(G) — K. Sa haves K D g(HZ,(G))g~! 2
9(Z,(G))g™ = Z,(@), hvor den sidste lighed folger af at Z,(G) er indeholdt i centret for G. Altsa
haves Z,(G) C K. Yderligere fas fra Lemma 1 at |K| > |HZ,(G)|. Idet H ikke indeholder Z,(G),
haves |HZ,(G)| > |H|, hvorved fas |K| > |H|. Dermed haves

> CHZY(G), K)R(K) =) ((HZ)(G), K)k(K) =1
K[> H| K
K22,(G)

Nar dette kombineres med den forrige ligning fas ((H, H)r(H) = 0. Da ((H, H) # 0 fglger heraf
R(H) =0, og dermed k(H) = 0. Dette er en modstrid. O

Det er nu muligt at bevise Seetning 8.

Bewis for Setning 8. 1det Z,(G) er en ikke-triviel p-undergruppe af G, er den et objekt i F,(G). For
et vilkarligt g € G og et vilkarligt z € Z,(G) geelder nu gzg~! = zgg™! = 2, og dermed er p, = ¢
pa Zy(G). Sa ma ((Z,(G),K) = 1 hvis Z,(G) C K og ((Z,(G),K) = 0 ellers. Per definitionen
pa en veegtning geelder nu at ), ((Z,(G), K)k(K) = 1. Ved at indseette de kendte veerdier for
((2,(G). K) fas

Per Sezetning 12 haves yderligere

K27y(G)

Ved at summere disse to ligninger fas >, x(K) = 1. Altsa har F,(G) Euler-karakteristik 1. O



Egenskaber ved kovagtningen

Koveaegtningen pa en fusionskategori viser sig at veere forbundet med de elementarabelske under-
grupper af G. Hovedresultatet i dette afsnit vil vaere fglgende:

Seetning 13. Lad H vere et vilkarligt objekt i F,,(G). Hvis H ikke er en elementarabelsk gruppe,
er N(H) = \N(H) = 0. I modsat fald er H isomorf med C for et vist n € N, og der gelder

(_1)n+1pn(n—1)/2

M) = [N - Ca)]

og
_1)n+1pn(n71)/2

(G : Ca(H)]

Forst fastseetter jeg lidt notation som vil veere nyttig i dette afsnit.

A = ¢

Definition 4. For en endelig gruppe G og et primtal p defineres A, (G) til at veere maengden af ikke-
trivielle elementarabelske p-undergrupper af G. Tilsvarende defineres Ag(G) til at veere meengden
af alle elementarabelske p-undergrupper af G. Der gelder altsa A)(G) = A,(G) U {C1}.

Definition 5. Rangen af en elementarabelsk p-gruppe E er dimensionen af gruppen betragtet som
et vektorrum over legemet F),. Rangen af E betegnes r(E). Der geelder altsa E ~ C;(E).

Af Lemma 3 fas direkte fglgende ligning for (:
Lemma 14. For vilkarlige H og K i F,(G) geelder

C(H,K)=Y_((H,L)
L=H
LCK

Definer ¢ : obF,(G) x obF,(G) — R ved «(H,K) =1 hvis H C K og «(H, K) = 0 ellers; da kan

Lemma 14 ogsa skrives som

C(HvK) = Z C(H’L)L(LvK)

L=H

Lad nu K vere et vilkarligt objekt i F,(G), og lad S veere et skelet af 7,(G) der indeholder K.
Da geelder per definitionen pa X at } s A(H)((H, K) = 1. Ovenstaende ligning indseettes:

> MH) Y (H LWL, K) =1
HeobS L=~H

Idet L = H, er N\(H) = \(L) og ((H, L) = ¢(L, L):
> ML, LWL, K) =1

HeobS L=H

Nar H lgber over et skelet af F,(G) og L lpber over de objekter i F,,(G) der er isomorfe med H, sa
lgber L over alle objekter i F,(G) netop én gang. Dermed fas

> AML)(L, L)L, K) =1
L

Og per definitionen af ¢ haves sa:



Lemma 15. For ethvert K i Fp(G) geelder

> ML), L) =1

LCK

Verdierne af A kan bestemmes iterativt ved brug af Lemma 15. Lad forst K veere en gruppe
af orden p; da har K kun én segte undergruppe, nemlig den trivielle gruppe, og denne er ikke et
objekt i F,(G). Dermed reduceres ligningen til A(K)((K, K) = 1, s& der geelder

< 1

M=
Herefter kan man lade K veere en gruppe af orden p?; ligningen udtrykker da A(K) ud fra vaerdier
af \ for nogle grupper af orden p samt visse veerdier af ¢. Dette kan fortssettes indtil man er kommet
igennem alle objekter i F,(G). Men det viser sig at der findes en mere generel metode, baseret pa
teorien for MGbius-inversion.

I en partielt ordnet meengde M defineres et lukket interval til at veere en meengde af formen
{r € M |a <z <b} hvor a og b er elementer i M med a < b. Intervallet betegnes [a, b]. Hvis alle
de lukkede intervaller i M er endelige, siges M at veere lokalt endelig. For en lokalt endelig partielt
ordnet meengde M og en kommutativ ring med enhed R defineres tilstodelsesalgebraen (engelsk:
“Incidence algebra”) Z(M, R) til at besta af alle funktioner fra maengden af lukkede intervaller i M
til R. I denne algebra defineres addition punktvis, og multiplikation ved

(f*g)(aab) = Z f(aax)g(va)

z€[a,b]

(Bemeerk at man normalt skriver f(a,x) i stedet for f([a,z]).) Dette er veldefineret, da [a,b] er
endelig. I det tilfeelde hvor M er endelig, kan elementerne i tilstgdelsesalgebraen betragtes som
matricer hvis raekker og sgjler er indekseret ved M, og som opfylder f(a,b) = 0 hvis a £ b.
Multiplikation i tilst@delsesalgebraen er da blot almindelig matrixmultiplikation.

En tilstgdelsesalgebra har altid et multiplikativt neutralt element, nemlig delta-funktionen givet
ved d(a,a) =1 og d(a,b) = 0 for a # b. Det giver derfor mening at tale om multiplikative inverse.
Zeta-funktionen for en tilstgdelsesalgebra defineres ved ((a,b) =1 for alle intervaller [a, b]. { er da
netop tilstgdelsesfunktionen for M betragtet som en kategori. Denne funktion er altid invertibel i
(M, R), og dens inverse betegnes y og kaldes tilstgdelsesalgebraens Mobius-funktion. Arsagen til
dette navn er at denne funktion har egenskaber analoge til den klassiske Mobius-funktion. Givet
en vilkarlig funktion f € Z(M, R) kan man definere g = f * (, saledes at g bliver givet ved

gla,b) = > fla,x)
z€la,b]
Da vil f = g * u, sa der geelder
f(aa b) = Z g(a,ﬂf)ﬂ(% b)
z€[a,b]

Den klassiske Mobius-inversion er et specialtilfaelde af dette: lad M veere maengden af positive heltal
ordnet ved divisibilitet, lad R = R, og lad ¢ = 1. Da reduceres ovenstaende udtryk til

g(lvb) - Zf(lvx)

z|b

10



og
f(17 b) = Zg(l,x),u(x, b)

z|b

Da der geelder u(z,b) = p/(b/z) hvor p/ er den klassiske Mobius-funktion, er dette netop den
klassiske Mébius-inversion. Se i gvrigt [SOD] for en neermere beskrivelse af tilstgdelsesalgebraer.

Lad nu for en vilkarlig gruppe G SG(G) veere den partielt ordnede maengde bestaende af alle
undergrupper af G med inklusion som ordningen. Lad p¢ veere Mobius-funktionen for Z(SG(G), R),
og lad K veere en vilkarlig undergruppe af G. Da geelder

> na(CrH) =Y pe(Cr, H)C(H, K) = (p6 * ¢)(C1, K) = §(Ch, K)
HCK HCK

Nar K = Cy, er §(C1, K) = 1, og hele ligningen reduceres til ug(Ci,C1) = 1. I alle andre tilfselde
fas
> pe(Cr,H) =0

HCK

Relevansen af alle disse betragtninger ses i folgende lemma:

Lemma 16. Lad G vere en vilkarlig endelig gruppe, og lad K vere en ikke-triviel p-undergruppe
af G. Da er K et objekt i bade F,(G) og SG(G), og der gelder

AME)((K, K) = —pa(Cr, K)

Beuvis. Beviset forlgber ved induktion over ordenen af K for et fastholdt G. Nar K har orden p, har
vi allerede set at A\(K)((K,K) = 1. Ud fra Y ey e(C1, H) = 0 fas p(Ch, C1) + pa(C1, K) = 0,
og da pg(C1,C1) = 1 felger —pug(C1, K)=1.
For stgrre K bemeerkes forst at alle undergrupper af K ogsa er objekter i F,(G), bortset fra

Cy. Fra Lemma 15 haves sa

> XNH)(H H)=1

HCK

H#C,

hvor betingelsen H # C7 nu er gjort eksplicit. For ug fas

> na(CrH) =" pa(Cr, H) — pa(Cr,Cr) =0—1=—1
HCK HCK
H+#C

Disse to ligninger leegges sammen, og sa fas
™ (\H)C(H, H) + pu(Cr, H)) = 0
HCK

H#Cy

Induktionsantagelsen siger nu at A(H)((H, H) + pg(C1, H) = 0 for H C K, og ved at indsette
disse veerdier i ligningen fas

AMK)C(K, K) + pa(Cr, K) =0

praecis som gnsket. O

11



Det nyttige ved denne omskrivning er at veerdierne af pug kan beregnes mere direkte. Der gaelder
nemlig fglgende:

Lemma 17. Lad G vere en vilkarlig endelig gruppe og lad L vere en undergruppe of G. Definer
wr, analogt med pg. Da gelder for alle K C L

MG(ClaK) = :U’L(Cvi)

Bevis. Beviset forlgber ved induktion over ordenen af K. For K = C4 har vi allerede set pug(C1,C) =
1 = pur(Cy,Cy). For sterre K haves

Y (na(C H) = pr (O, H) = Y pa(Cr, H) = Y pr(Cr, H) =0

HCK HCK HCK

og per induktionsantagelsen geelder pug(C1, H) — pur(C1, H) = 0 for H C K. Nar dette indsaettes
fas pua(Ch, K) — pp(Ch, K) = 0, preecis som gnsket. O

Specielt geelder pui (C1, K) = ua(Ch, K), sa veerdien af pg(C, K) ma athasenge alene af isomor-
fiklassen af K, og ikke af hvordan den er indlejret i G. Dette er et specialtilfeelde af en egenskab ved
Mobius-funktionen: p(a,b) atheenger kun af isomorfiklassen af den partielt ordnede meengde [a, b].

For at lette notationen definerer jeg nu pu(K) = pug(C1, K) for enhver endelig gruppe K. Ved
at kombinere Lemma 16 og Lemma 17 fas sa:

Seetning 18. For ethvert objekt K i F(G) galder N(K)((K,K) = —u(K) og dermed

(K, K)

Tilbage er nu at beregne veerdierne af p for endelige p-grupper. Dette kan ggres ud fra den
kendte veerdi u(Ch) = 1 og formlen

S wH) =D p(Cr,H) =Y px(Ci,H)=0

HCK HCK HCK

som gealder for K # C;. Fgrst handteres de p-grupper der ikke er elementarabelske; dette kraever
en systematisk opdeling af de elementarabelske undergrupper af sidanne grupper.

Lemma 19. Lad E vere en ikke-triviel elementarabelsk p-gruppe og lad En, ..., E, vere egte
undergrupper of E sdledes at (i, E; er ikke-triviel. Lad M = {H C E | Vi : H ¢ E;}. Da er
> memM(H) =0.

Bevis. Beviset forlgber ved induktion over n. For n = 0 er lemmaet sandt per definitionen af p.

For n > 0 defineres V,, = {1,...,n}. For enhver delmaengde a af V;, defineres sa M, = {H C
E|Viea:HCE;,Vi¢a:H{ E;}. Bemerk at My = M. Enhver undergruppe H af E er sa
indeholdt i netop én af meengderne M, sa der gaelder

S wm =Y ) =0

aeP (V) HEM,, HCE

12



Betragt nu en ikke-tom meengde a, og definer E, = (¢, Ei. Dette er en ikke-triviel undergruppe
af E per antagelserne, og vi kan skrive M, ={H C E, |Vi ¢ a: H { E; N E,}. Her er

m(EiﬂEa): ﬂEz NE, = ﬂE@ m(ﬂEi>:ﬁEia
i=1

i€a i€ i€a 1€

som er ikke-triviel per antagelserne. Idet « er ikke-tom gaelder |V, \a| < n, og per induktionsan-
tagelsen fas sa e vy #(H) = 0. Dette gaelder for alle a forskellige fra (), sa vi kan fratraekke alle
disse ligninger fra den forrige ligning. Vi far sa

> wH) =0,

HeM,
hvilket netop er det gnskede. O

Lemma 20. Lad P vere en ikke-triviel p-gruppe. Da er ZHeAg(P) p(H) =0 093 gea,py(H) =
—1.

Bevis. Lad Ey,..., E, vere de maksimale elementarabelske undergrupper af P og lad Z’ veere den
maksimale elementarabelske undergruppe af Z(P). Z' er ikke-triviel, da Z(P) er en ikke triviel p-
gruppe. Desuden indeholder hvert E; Z’, for i modsat fald er E;Z’ en elementarabelsk undergruppe
af P som indeholder E; og ikke er lig F;. E; ville da ikke vaere maksimal.

Lad som for V,, = {1,...,n}, og definer for hver delmaengde a af V;, M, = {H € M |
Viea:HCE\Ni ¢ a:HJ{Z E}. Daer Ag(P) den disjunkte forening af maengderne M,
nar « lgber over P(V,,). My er tom, da enhver elementarabelsk undergruppe af P er indeholdt
i en af de maksimale elementarabelske undergrupper, sa der gaelder Mo w(H) = 0. For alle
andre a € P(V;,) kan vi saette E, = (;c,, £i som er ikke-triviel da den indeholder Z’. Vi har sa
Mo ={HCE,|VYiga:HEE;NEy}. Som for fas (,4,(Ei N Ea) = (i=; E; som ligeledes er
ikke-triviel da den indeholder Z'. Sa giver Lemma 19 at >\, p(H) = 0. Altsa haves

SoouE) =D D pH)= > 0=0
)

HeA)(P) a€P(Vy) HEMq aEP(Vn

Den anden ligning falger let:

S uH) = —p(C)+ S p(H)=-140=—1

HEA,(P) HeAY(P)

Seetning 21. Lad P vere en p-gruppe der ikke er elementarabelsk. Da er u(P) = 0.

Bevis. Antag for modstrid at u(P) # 0 og at P er minimal med denne egenskab blandt p-grupper
der ikke er elementarabelske. Lad M ={H C P | H ¢ Ag(P)}. Denne maengde indeholder P, og

der geelder
> ouH)+ > pH) =D u(H)=0.

HeA)(P) HeM HCP

13



Per Lemma 20 har vi ZHeAg(P) p(H) = 0, og dermed fas ogsa D ;g u(H) = 0. Idet u(P) # 0 ma
der sa ogsa findes en anden gruppe H € M’ der opfylder p(H) # 0. Denne gruppe er en p-gruppe
der ikke er elementarabelsk, og den har mindre orden end P. Dette er i modstrid med at P er
minimal. O

Seetning 21 og Seetning 18 giver nu ferste halvdel af Seetning 13: hvis H ikke er elementarabelsk,
er A\(H) = 0. At der ogsa geelder A\(H) = 0 fglger af formlen \(H) = [G : Ng(H)|\(H).

At bestemme u(H) nar H er elementarabelsk kraever noget mere arbejde. Forste skridt er at
bestemme undergrupperne af H. Eftersom H er elementarabelsk er den isomorf med C}} for et vist
n € N, og enhver undergruppe af H ma have formen C;f med 0 < k < n. Tilbage er sa at bestemme
hvor mange undergrupper der er af hver af disse isomorfiklasser.

Lemma 22. Antallet af undergrupper af C)) af isomorfiklassen C]’f, 1<k<ner

(E(p"—pi)> / <]:l;[_:(p’“—pi)>

Bevis. Lad M’ vaere mangden af undergrupper af C, af isomorfiklassen C’Z’f; vi gnsker da at
bestemme [M'[. Lad M = {(a1,...,a) | a; € C},{a;) ~ C’;’;} veere meengden af k-tupler af
elementer i C)) der frembringer en gruppe af isomorfiklasse C}]f . M kan sa skrives som en disjunkt
forening af maengderne My = {(a1,...,ax) | a; € C}},(a;) = H} hvor H lgber over M'. Dermed
er IM| =3 genpy IMu|. Betingelsen (a;) = H medfgrer a; € H, og dermed kan M ogsa skrives
som {(ai,...,ar) | a; € H,{a;) = H}. Idet H ~ H' for vilkarlige H, H' € M’ ma sa |[Mpg| = |Mpy|
for alle H, H'. Sa haves |M| = |M'| - |[Mg]| for ethvert H € M’, og dermed

M|

M| =
M= T

Tilbage er kun at beregne | M| og [My|. Betragt C}; som vektorrum over det endelige legeme F;
da bestar M netop af k-tupler af linesert uatheengige elementer i . Der er da p" — 1 muligheder
for det fgrste element, da det blot skal veere forskelligt fra det neutrale element. Og givet de forste
i elementer i tuplen vil der vaere p™ — p' muligheder for det (i + 1)-te da dette element skal ligge
uden for gruppen frembragt af de i forste, og disse i elementer frembringer en gruppe af orden p

da de er linezert uathengige. Altsa er M| = Hfz_ol (p™ — p'). Et tilsvarende raesonnement viser at

M| =TT (0 - p). O
Seetning 23. Der gelder p(C}) = H?:_Ol(—pi) = (=1)npr(n=1/2,

Bevis. Beviset forlgber ved induktion over n. For n = 1 geelder

0= > p(H)=pu(Ch)+m(Cp) =1+ u(Cp)
HCC,

hvoraf folger p(Cp) = —1.
For n > 1 kan p(C}') beregnes ud fra ligningen >y on #(H) = 0. Denne ligning kan omskrives
=P

til —u(Cp) = > pgcon #(H), hvor veerdien af alle leddene pa hgjresiden kendes fra induktionsan-
P
tagelsen samt ligningen (C1) = 1. Vi har set at enhver undergruppe af C}} ogsé er elementarabelsk,

14



og at antallet af undergrupper af C} af isomorfiklassen C’;f er (Hi:ol (p™ — pz)) / (Hi:ol (p* — p2)>
Vi skal altsa beregne veerdien af summen

n-l k=1, n i
u(C)+ > <M(C£)W)
k=1 ;

[TiZo (0" — ")

Fgrst indsaettes de kendte veerdier for pu:

i
L

P TS (0 — pY)

I
—
_|_

iT
T

I
-
(]

7T
e

e

I
-
]

I

[a—
+
3 =
IIMI
[Jem ¥ .
—

|
==
T
~
X\
S ES
Il | <
(=] —
—~
he}

3

|
'@S
~

I

—

+
T
Lo

[T, (1—p)

For at komme videre herfra bevises folgende ligning for alle m med 1 < m < n—1 ved induktion

o~ (Lo " —pi>> I e - p)
o ; ( [T, (1 —p) [Ti2, (1 —pf)

o

=1

over m:

For m = 1 fas direkte:

AN ) ("
1+
> (T

i=1(1=p")

For m > 1 anvendes induktionsantagelsen:

'

—)\ =l _lep pt =1 ptop TEL0" )
l-p 1-p 1-p 1-p [[L0-p)

A P I a e @Y
7H;T;—11(pn_pi) n__.m
oy
_ H:‘L(pn -p'
;il(l_pz)



Ved at szette m =n — 1 far vi sa:

o n=lcn _ i
+Z< “]p ]0.)) l_rlf,fll(?l_p)

’L 1 pz>

Dette produkt kan omskrives yderligere:

H:L 11(1 - ) H?— 1(1 —p l) i=1 _(pn_i - 1) i=1

Samlet haves altsa:

[ I | e D I = T e ﬁ(_pi)

n - w o (0" — 1)
_H(Cp) = :U’(Cl) + Z M(Cp) k=1, & i
k=1 Ilizo )
n—1 - n i
S (HL&@ —p >)
=\ T (=)
T " = p'
H?:_f(l —p")
n—1 '
= 112"
i=1
Heraf folger u(C}) = H:.L:_Ol(—pi), preecis som gnsket. O]

Anden halvdel af Seetning 13 folger nu af Seetning 18 og Seetning 23 samt ligningerne ((H, H) =
NG(H, H)/Ca(H)| = [NG(H) : Co(H)] og A(H) = [G : No(H)]"*A(H).

Af Seetning 13 fas en formel for Euler-karakteristikken af F,(G), udtrykt ved de elementarabelske
p-undergrupper af G:

Saetning 24. For enhver gruppe G gelder

—u(H
OIS D)

HeAy(G) HeAp(G)

(1) )+ Lpr (B (H) 1) /2
(G : Ca(H)]

Lad S vere et skelet of F,(G); da gelder yderligere

(— 1))+ Ly (H) (r(H)=1)/2
):

B —n(H) _
FAD= X ey e s 2 Na(H) : ColH)

HEobSNAL(G) HEobSNA,(G)

Beuvis. Dette folger direkte af Ssetning 13 samt formlerne x(F,(G)) = >y A(H) og x(Fp(G)) =
X(S) = X preons AUH). O

Der findes ogsa en tredje variant af formlen, hvor der itereres over undergrupper af én Sylow-p-
undergruppe P. Den fas ved at konstruere en koveegtning pa Fp(G).
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Seetning 25. Lad P vere en Sylow-p-undergruppe af G. En kovegtning \p pa Fp(G) er da givet
ved Ap(H) = 0 hvis H ikke er elementarabelsk og

—pu(H)  (=1)rE)Hyr(H)(r(H)=1)/2
C(H,P) ((H,P)

ellers.

Bevis. Vi ved fra tidligere overvejelser at Ap er en kovaegtning pa Fp(G) hvis og kun hvis der
geelder ) pap eep AP(K) = A(H) for alle H € Fp(G). Definer derfor A\p(H) = ﬁX(H), hvor
np(H) er antallet af objekter i Fp(G) der er isomorfe med H. Da er Ap en kovaegtning pa Fp(G),
og tilbage er kun at vise at den har de angivne vaerdier. Per Lemma 14 haves nu

K=H K~H
KCP KCP

Ved brug af Seetning 18 fas sa

~ —p(H)  —p(H)
M) = ()~ (. P)

Ved at indsaette de kendte veerdier for p fas det gnskede. O
Idet der geelder x(F,(G)) = x(Fp(GQ)) = X pgcp Ap(H) fas sa:
Saetning 26. Lad P vere en Sylow-p-undergruppe af G. Da gelder

wEE) - S M
P) ’

HeAy( HeA,(P)

(—1)rE)+1pr(H)(r(H)=1)/2
¢(H,P)

En produktformel for x(F,(G))

Vi har allerede set at Euler-karakteristikken for fusionskategorier ikke er multiplikativ (Eksempel
3). Men der er faktisk en sammenheeng mellem x(F,(G)), x(Fp(G")) og x(Fp(G x G")); det viser sig
nemlig at storrelsen 1 — x(F,(G)) er multiplikativ. Beviset for dette tager udgangspunkt i folgende
omskrivning af den fgrste ligning i Seetning 24:

Lemma 27. For enhver gruppe G og ethvert primtal p gelder
1
= Y uH)|Co(H)| =1 x(Fp(@))

G| HeAY(G)

Beuvis. Dette er en simpel konsekvens af Seetning 24 samt ligningen C(C1) = G:

G X M) = CCaEl + 3 I — 1 @)
HeAY(G) HeA,G) ¢
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Ideen i beviset er at opskrive summen i Lemma 27 for G x G’ og omskrive den til et produkt
af de tilsvarende summer for G og G’. Dette er vanskeliggjort af at ikke alle undergrupper af
G x G’ er produktet af en undergruppe fra G og en fra G'. Det skal derfor undersgges hvordan disse
undergrupper opfgrer sig i forhold til funktionen p, og hvordan deres centralisatorer kan beskrives.

Fgrst haves et par mere generelle lemmata om lokalt endelige partielt ordnede maengder. Gennem
hele dette afsnit vil p4 veere Mobius-funktionen for Z(A,R). Pa samme made som tidligere ses at
nar A har mindste element 0 er p4(0,0) = p4(0,0)¢(0,0) = 6(0,0) = 1 og for a € A, a # 0 er
nga pa(0,z) = er[oﬂ] 1a(0,z) = er[ﬂ,a] pa(0,z)¢(z,a) = 6(0,a) = 0.

Lemma 28. Lad A og B vere lokalt endelige partielt ordnede mengder der begge har et mindste
element 0, og lad der vere givet ordensbevarende afbildninger o : A — B og p : B — A som opfylder
a(0) =0, p(0) =0, o(p(b)) =0b for alle b € B og p(c(a)) > a for alle a € A. Da er

> pa(0,z) = pp(0,b)

z€o—1(b)
for alle b € B.

Bevis. Beviset foregar ved induktion over b. I tilfeldet b = 0 ses at a € o~ (0) medfgrer a <
p(o(a)) = p(0) =0, og sa& méa a = 0. Dermed er o~1(0) = {0}, og der geelder

> pa(0,2) = 1a(0,0) = 1 = pp(0,0)
z€c—1(0)

For stgrre b bemaerkes forst at da o(p(b)) = b, er p(b) # 0. Lad nu a vaere et vilkarligt element
i [0, p(b)]. Da er a < p(b) og dermed o(a) < o(p(b)) = b, s& o(a) € [0,b]. Da oplagt a € o~ (c(a))
betyder dette at meengderne o~ (y), y € [0, b], deekker hele intervallet [0, p(b)].

Lad omvendt y veere et vilkarligt element i [0,8], og lad a veere et vilkarligt element i o=1(y)
Da er a < p(o(a)) = p(y) < p(b) hvor den sidste ulighed geelder da y < b. Dermed er a € [0, p(b)]
Altsd er maengderne o~ 1(y), y € [0,b], alle indeholdt i intervallet [0, p(b)]. Dermed kan [0, p(b)]
skrives som en disjunkt forening af mesengderne o~1(y), y € [0,b]. Altsa haves

0> palx)= > pa(0,z)=0
)

ye0b] zeo~(y z€[0,p(b)]

Ligeledes haves

> up(0,y) =0

y€[0,0]

Disse to ligninger trackkes fra hinanden:

Sl DD ma0,2) = ps(0,y) | =0

y€[0,b] \z€o~1(y)

Induktionsantagelsen siger nu at for y <ber 3, 1.,y 1a(0,2) — pp(0,y) = 0. Dette indsattes,
og tilbage star

> 1a(0,2) — pp(0,6) =0

z€o—1(b)

preecis som gnsket. O
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Lemma 29. Lad A og B vere lokalt endelige partielt ordnede meengder der begge har et mindste
element 0, og lad A x B vere deres direkte produkt. For ethvert a € A og b € B gelder sa

IU’AXB((O? 0)7 (a7 b)) = /LA(O, a),U/B(Ov b)
Bevis. Beviset foregar ved induktion over (a,b). For (a,b) = (0,0) haves
,U/AXB((O’O)a (070)) =1=1-1= :U’A(Oa O)MB(O, 0)

For stgrre (a,b) haves

Z 1axs((0,0), (z,y)) =0

(z,y)<(a,b)
0og
pa0,2)up0,y) =Y > pa0,2)up0,y) = [ > pa(0,2) | | D us0,y) | =0
(z,y)<(a,b) z<a y<b z<a y<b

hvor den sidste lighed gaelder da mindst en af faktorerne er 0. Disse to ligninger trackkes fra hinan-
den, og sa haves

Z (paxs((0,0), (z,v)) — ua(0,2)up(0,y)) =0
(z,y)<(a,b)

Induktionsantagelsen giver paxp((0,0), (z,y)) — pa(0,2)up(0,y) = 0 for (z,y) < (a,b). Dette
indseettes, og sa fas
/’LAXB((O7 0)7 (CL, b)) - /’LA(Oa CL),LLB(O, b) =0

preecis som gnsket. O

Lad nu G og G’ veere vilkarlige grupper. Deres direkte produkt G x G’ har to projektioner 7y :
GxG — Gogmy: GxG — G'. Med disse to afbildninger defineres en afbildning pa undergrupper
m:8G(G x G") = SG(G) x SG(G') ved n(H) = (m1(H), m2(H)). (SG(G) er som for den partielt
ordnede maengde af alle undergrupper af G.) Denne afbildning er tydeligvis ordensbevarende. Der
findes ogsa en ordensbevarende afbildning den anden vej: definer ¢ : SG(G) x SG(G') — SG(G x G")
ved +((K, L)) = K x L. Disse to afbildninger opfylder 7(C7) = (C1,C1), t((C1,C4)) = C1 xCy = Cy,
m(t((K,L))) = n(K x L) = (K,L) og «(w(H)) = «((m(H),m2(H))) = m(H) x me(H) 2 H. De

opfylder dermed betingelserne i Lemma 28, sa med brug af dette lemma og Lemma 29 far vi

Y pexe(Cr H) = psgiaxsaa)((C1,Cr), (K, L)) = pa(Cr, K)per (Ch, L)
Hern='((K,L))

hvor vi som tidligere skriver pi¢ i stedet for psg(a). Ved at bruge Lemma 17 og den tidligere fastlagte
notation u(H) = py(Ch, H) far vi sa:

Lemma 30. Lad 7 : SG(G x G') — SG(G) x SG(G') vere afbildningen induceret af projektionerne
m :GxG — G ogmy: GxG — G'. For ethvert par af undergrupper K C G og L C G’ geelder sa

Her—1((K,L))
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Lad nu H veare en elementarabelsk p-undergruppe af G x G'. Da er 71 (H) og me(H) ogsa
elementarbelske p-grupper, da de er faktorgrupper af H. Omvendt geelder at hvis m (H) og ma(H)
er elementarabelske p-grupper, er m1(H) X mo(H) ogsa elementarabelsk. Da H C 71 (H) X ma(H)
betyder dette at H ogsa er en elementarabelsk p-gruppe. Ved at opfatte AS(G), Ag(G’ ) og .Ag(G xG")
som delmeengder af SG(G), SG(G’) og SG(G x G') kan dette resultat skrives som:

Lemma 31. Lad G og G' vere vilkarlige grupper, og lad 7 : SG(G x G') — SG(G) x SG(G') veere
som for. Da er
AN(G x G') =71 (ANG) x A)(G))

Tilbage er nu at undersgge centralisatorerne for undergrupperne af G'x G’. Her gaelder folgende:

Lemma 32. Lad H vere en vilkarlig undergruppe af G x G', og lad w1 : G x G' — G og w3 :
G x G' = G vere projektionerne. Da gelder

Caxa/(H) = Cg(mi(H)) x Car(ma(H))

Bevis. Idet H C m(H) x ma(H), ma Coxgr(mi(H) x m(H)) C Caexe/(H), og det er oplagt
at CGXGV<7T1(H) X WQ(H)) = Cg(ﬂl H)) X CG1(7T2<H)). Dermed er Cg(ﬂl(H)) X CG1(7T2(H)) -
CGXG’(H)'

Lad nu (g,¢’) veere et vilkarligt element i Cgwqr (H). Da geelder (g,9")(h,h') = (h,h')(g,g’) for
ethvert (h,h’) € H. Dette er det samme som at der geelder gh = hg og g’h’ = h'g’ for ethvert
(h,h') € H. Men dette betyder umiddelbart at der geelder gh = hg for ethvert h € 71 (H), og sa
ma g € Cg(mi(H)). Tilsvarende er ¢’ € Cer(m2(H)), og sa ma (g,9’) € Ca(m(H)) x Cor(m2(H)).
Dermed er Couq/(H) C Cg(m(H)) x Cq(ma(H)), og ved at kombinere dette med den forrige
inklusion fas det gnskede. O

Det er nu muligt at bevise produktformlen.

Saetning 33. Lad G og G’ veere vilkarlige grupper og lad p vere et vilkarligt primtal. Da er

X(Fp(G x G") = x(Fp(G)) + x(Fp(G")) = x(Fp(G))x(Fp(G))
eller, ekvivalent,

(1= X(Fp(G x ) = (1 = x(Fp(G))) (1 = x(Fp(G")))

Bevis. Det er en simpel udregning at vise at de to formler er skvivalente. Jeg viser den anden
variant, med udgangspunkt i Lemma 27. Vi har

1
L= X(FCx @) =targr D wlH)|Caxe (H)
HeAJ(GxG")
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Med Lemma 31 kan summationsindekset omskrives og opdeles:

1 X(Fy(G % G) = S (H)|Coer (H)

16X G L b
1
= m Z p(H)|Coxer (H)|
Her=1(AY(G)xAY(G"))
1
= H (H

(K, L)EAY(G)x AY(G") Hem—1((K,L))

rear= D DN S WH)|Coxe (H))|

KeAO Q) LeAS(G') Hen—1((K,L))
Lemma 32 giver nu at nar H € 7T_1((K L)), er Coxer(H) = Cq(K) x Cer(L):

1= X(Fp(GXG)) = e D S u(H)|Caxer (H))|

KeAO G) LeAS(G') Hern—1((K,L))

T DR Y Y. wH)|Ce(K) x Cer(L)]

KGAO ) LEAY(G") Her—1((K,L))

reaar=TH D ) ST uH) | ICa(K)| - [Car(L)]

KeAO ) LEAS(G") \Hern~1((K,L))

Nu anvendes Lemma 30 og summen faktoriseres:

L= X(FpGx G = e D Y > wH) | |Ca(K)|-|Cer(L)]
“H((K.L

KE.AO G) LeAS(G') \Herm ))

e ar= S DR ) 1C6(K)| - |Cqr(L)]

KeAO (G) LEAY(G")

_ ‘Cl;' S u()|Ca(K) ,g,, S w(L)|Ca (L)

KeAY(G) LeAY(G)
= (1 = x(FGN(A = x(Fp(G))
Den sidste omskrivning falger her af yderligere to anvendelser af Lemma 27. O

Jeg har her formuleret Lemma 27 som en sum over A(G). Idet der gaelder p(H) = 0 nar
H er en p-gruppe der ikke er elementarabelsk, kan ligningen ogsa skrives som en sum over alle
p-undergrupper af G. Dette er en smule mere naturligt, da man sa& summerer over alle objekter
i F»(G) plus den trivielle gruppe. Denne form af lemmaet fglger faktisk direkte af Seetning 18,
uden at det er ngdvendigt at beregne andre veerdier af p end p(Cp) = 1. Beviset for Saetning 33
kan gennemfgres helt analogt med denne form af Lemma 27; den eneste vaesentlige sendring er at
Lemma 31 skal omformuleres til SG,(G x G') = 718G, (G) x SG,(G")) hvor 8G,(G) er maengden
af alle p-undergrupper af G. Dette bevises pa helt samme made som den her anvendte form af
lemmaet. Seetning 33 kan saledes bevises uden at beregne andre veerdier af p end p(Ch).
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Mulige veerdier af x(F,(G))

En hurtig omskrivning af den forste formel i Szetning 24 giver
X(Fp(@) = i > (=)D DE=DR|Cq (H))|
HeAy(G)

Da alle leddene i summen er heltallige, fas umiddelbart at |G|x(F,(G)) er et heltal. Men der geelder
et staerkere udsagn:

Saetning 34. Lad G vere en endelig gruppe med Sylow-p-undergruppe P. Da er |G : Plx(F,(G))
et heltal.

Bevis. Lad S veere et skelet af F),(G). Fra Ssetning 24 haves sa
(=1)rE)+1prHE)(r(H)=1)/2
[Na(H) : Ca(H))

X(F@)=

HeEobSNAL(G)

Naevnerne i hvert led er divisorer i ordenen af G, da de udtrykker ordenen af en faktorgruppe af en
undergruppe af G. Skriv |G| = mp* med p {m; da er [G : P] = m. Det er dermed nok at bevise at
nar brgkerne forkortes, forsvinder alle faktorer p i nesevnerne; da vil den reducerede neevner veere
en divisor i m, og hele summen vil dermed veere et multiplum af %

Naevnerens veerdi, [Ng(H) : Cg(H)], udtrykker ordenen af gruppen Ng(H)/Cq(H). Denne
gruppe betegnes ogsa Autg(H ); den bestar af de automorfier af H som fremkommer ved konjugering
med et element i G. Den er naturligvis en undergruppe af Aut(H), gruppen af alle automorfier af
H. Dermed er dens orden en divisor i ordenen af Aut(H). Men nar H er elementarabelsk af rang
n, er det let at beregne ordenen af Aut(H). Lad (ai,...,a,) veere et st af frembringere for H.
Givet et vilkarligt seet af elementer (by,...,b,) i H findes der sa en unik endomorfi ¢ : H — H
som opfylder ¢(a;) = b;. Denne endomorfi er en automorfi netop hvis (by,...,b,) ogsa er et set
af frembringere for H. Ordenen af Aut(H) er altsa lig antallet af n-tupler af elementer i H der
frembringer H. Dette antal blev beregnet i beviset for Lemma 22; det er lig [}, (p — p'). Dette
omskrives en smule:

n—1 n—1 n—1
[Aut(H)| = [[ (" - ') (Hp> (H - 1)) = pnn=1/2 <H(p“ — 1))
i=0 i=0 i=0
Her gar p ikke op i den hgjre faktor, sa den potens af p der indgar i ordenen af Aut(H) er netop
p=1/2 Ordenen af Autg(H) er nu en divisor i dette, si den potens af p der indgar i [Ng(H) :
Cq(H)] er hgjst p(=1/2 = pr(H)(r(H)=1)/2 Men dette er netop den potens af p der indgar i brokens
tecller. Altsa gar alle faktorerne p i naevneren ud néar brgken forkortes. O

I de tilfeelde hvor G har en normal Sylow-p-undergruppe P, gelder der en sarlig simpel formel
for x(F5(G)):

Saetning 35. Lad G vere en endelig gruppe med normal Sylow-p-undergruppe P. Definer mengden
M wved

M={zeG|p||Ca(x)l}
Da geelder

WE(G) = "MGH
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Bevis. Begynd med den fgrste formel i Seetning 24:

X(Fp(G)) = il Z —u(H)|Ce(H)|
HeA,(G)
For vilkarlige delmeengder A og B af G defineres ¢(A, B) ved t(A,B) = 1 hvis A C Bog t(A,B) =0
hvis A ¢ B. Da geelder oplagt \Cg(H)] = rect{r},Cg(H)). Dette indsaettes:

WEO) =z XY —u(Hl{a}. o)

HeAy(G) G

Men nu geelder «({z},Ca(H)) = 1 netop hvis x kommuterer med alle elementer i H, altsa netop
hvis H C Cg(x). Dermed er ({z}, Cg(H)) = 1(H,Cg(x)). Altsa fas:

X(Fp Z Z W(H,Cg(z))

:L"EG HeA, (G

Z Z —pu(H)

xEG’ HE.AP CG )

Nu anvendes at P er normal i G. Da P er den eneste Sylow-p-undergruppe af G, ma alle p-
undergrupper af G veere indeholdt i P. Dermed gaelder A,(Cg(z)) = A,(Cg(x)NP). Cg(x) NP er
en undergruppe af p-gruppen P, og er dermed selv en p-gruppe. Hvis det er den trivielle gruppe,
er A,(Cg(x) N P) tom, og der geelder ZHEAP(CG(I)OP) —u(H) = 0. I modsat fald giver Lemma 20
at > pea,(Co(@np) —H(H) = 1. Desuden ses at hvis Cg(x) N P er ikke-triviel, har Cg(z) orden
delelig med p, da den har en ikke-triviel p-undergruppe. Omvendt geelder at hvis Cg(x) har orden
delelig med p, har den en ikke-triviel Sylow-p-undergruppe. Denne gruppe ma ogsa vere indeholdt
i P, da P er den unikke Sylow-p-undergruppe af G. Dermed er Cg(xz) N P ikke-triviel. Altsa er
Ca(z) N P ikke-triviel netop hvis C¢(z) har orden delelig med p. Kombineret med det ovenstaende
giver dette at ZHeAp(CG(m)mP) —u(H) er lig 1 hvis Cg(z) har orden delelig med p, og det er lig 0
ellers. Dermed haves:

i M)
X(Fp Z > —wH |G,Z (=) M) =77

xeG HeAy(Ca(x))

Specielt haves:
Korollar 36. Lad G vere en gruppe med normal Sylow-p-undergruppe. Da er 0 < x(Fp(G)) < 1.

Eksempel 5. Formlen x(F,(G)) = ﬁ DoweG DoHEA,(Co(x)) —H(H) som indgar i beviset for Seet-
ning 35 geelder for alle grupper G. Den sidste del af beviset anvender at G har normal Sylow-p-
undergruppe til at konkludere at stgrrelsen ) ;. Ap(Ca()) —u(H) for ethvert € G enten er 0 eller
1. Dette geelder ikke ngdvendigvis hvis G ikke har en normal Sylow-p-undergruppe. Betragt for
eksempel gruppen D,,. As(D,,) bestéar af de n grupper (SD?), 0 < i < n, som alle har orden 2. Lad
e vaere det neutrale element i Dy,. Da der gaelder Cp,, (€) = Dy, fas s8 3 pe 4, (0 (e)) —1(H) = 1.

Summen kan ogsa blive negativ. As(D,, x D,,) bestar af de n grupper ((SD? e)) af orden 2,
de m grupper ((e, SD?)) af orden 2, de nm grupper ((SD, SD’)) af orden 2 og de nm grupper
((SDte), (e, SD7)) af orden 4. Da bliver P HeA(Col(ee)) —MH) = n+m+nm —2-nm =
n+m—-—nm=1—(n—1)(m-—1).
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I det tilfzelde hvor G ikke har en normal undergruppe, findes der en svagere begraensning pa de
mulige veerdier af x(F,(G)). Denne fremkommer ved at bruge princippet om inklusion og eksklusion
til at opdele A,(G) i mindre meengder af formen A,(P), hvor P er en p-gruppe. Der findes flere
varianter af princippet om inklusion og eksklusion; den her anvendte udgave har den fordel at den
er let at bevise.

Lemma 37 (Princippet om inklusion og eksklusion). Lad f vere en Lebesgue-integrabel funktion pa
et malrum X med mal p, lad My, ..., M,, vere malelige delmengder of X, og set M = J;; M.
Lad V,, = {1,...,n}, og definer for enhver ikke-tom delmengde o af V;, Mo = );c,, Mi. Da geelder

1EQ

/ Fap= 3 (=ne [ fap
aEP(Vn) Ma
a#l)

Bevis. Betegn indikatorfunktionen for en malelig maengde A med 14, og betragt funktionerne (10—
Im,), 1 <i<n. Forx & M geelder (1pg — Ipq,)(x) = Ipmq(z) — Ipq,(x) = 0—0 = 0 for alle i.
Hvis © € M, ma der findes et ¢ sa z € M;, og sa geelder (1pq — 1aq,)(z) = 1 — 1 = 0. Dermed
ma [[;";(Iam — 1aq,) = 0. Ved at gange parenteserne ud og flytte leddet 1 til den anden side af

ligningen fas sa
~m= Y J[C1m)
a€P(Vy) i€
a#D

hvilket er sekvivalent med

= > (=Dl
a€P(Vn)
a#D

Ved at gange denne ligning med f og integrere fas det gnskede. O

Szetning 38. Lad G vere en gruppe med n forskellige Sylow-p-undergrupper. Da er 1 — 271 <
X(Fp(G)) < 271

Bevis. Beviset tager udgangspunkt i formlen

X(Fp Z Z WH,Ce(z))

J:EG HeAy(

som fremkom i beviset for Seetning 36. Ideen er at omskrive den indre sum ved brug af princippet
om inklusion og eksklusion. Dette er muligt da en endelig sum er et specialtilfeelde af Lebesgue-
integralet.

Lad Pi,..., P, veere Sylow-p-undergrupperne af G. Eftersom enhver p-undergruppe af G er
indeholdt i en Sylow-p-undergruppe, er A,(G) = U A,(P;). Lad som vanlig V;,, = {1,...,n} og
definer for ethvert a € P(V,,) med a # 0 P, ved Py = ;o Pi- Daer ;e Ap(P) = Ap(Nica Pi) =
Ap(Py). Lemma 37 giver da

> —uH)W(H,Co(z)) = > (=D N —u(H)u(H, Cg(x))
HeA,(G) a€P(Vn) HeAp(Pa)
a0

24



Dermed haves

(s ‘12 Dl ST u(H)(H, Colx))
cG o

eP(V; ) HeAp(Pa)
a0
LD ML DG
€G aeP(V, ) HeA,(PanNCq(z))
a#l)

Nu er P,NCg(z) en p-gruppe, da den er indeholdt i P, som er en p-gruppe. Hvis det er den trivielle
gruppe, er ZHeAp(PamCG(x)) —u(H) = 0, da der er tale om den tomme sum. I modsat fald giver
Lemma 19 at 3 e 4 (p.nce (2)) —#(H) = 1. Vi har dermed

X(Fp Z Y (F)HT(P, N Ca(w)

:EEG a€P (V)
a#l

hvor vi definerer T'(H) = 0 hvis H er den trivielle gruppe og T'(H) = 1 ellers. Summen bestar nu af
|G|+ (2" — 1) led hvoraf de |G| - (2" !) kan antage vaerdien 0 eller 1 og de |G| - (2"~! — 1) andre kan
antage veerdien —1 eller 0. Dermed har summen en veerdi mellem |G| - (1 —2771) og |G| - (2"71).
Ved at gange faktoren ‘—é' pa disse to greenser fas sa det gnskede. O

Nar G har en abelsk Sylow-p-undergruppe P, findes der en stezerkere begraensning. Den fas ved
at bruge den generelle teori for fusionssystemer pa p-grupper til at konkludere at Fp(G) er isomorf
med Fp(G’) hvor G’ er en gruppe der har P som normal Sylow-p-undergruppe. Jeg anvender her
den fremstilling af teorien der praesenteres i [BLO]. Forfatterne definerer et fusionssystem F pa en
p-gruppe P til at veere en kategori der opfylder folgende to krav:

e Objekterne i F er undergrupperne af P. Afbildningerne i F er injektive gruppehomomorfier,
og enhver homomorfi der er givet ved konjugering med et element i P er faktisk en afbildning
i F. Kompositionen af afbildninger er den saedvanelige komposition af gruppehomomorfier.

e Enhver afbildning i F kan faktoriseres unikt som en isomorfi i F efterfulgt af en inklusion.
(Lemma 3.)

En umiddelbar konsekvens af disse krav er at hvis ¢ : K — L er en afbildning i F og H er en
undergruppe af K, sa er restriktionen af ¢ til H, ¢|g : H — ¢(H), ogsa en afbildning i F. Per
det fgrste krav findes nemlig ¢1 : H — K, og dermed er ¢p o @1 : H — L en afbildning i F. Det
andet krav giver sa at denne afbildning kan faktoriseres som isomorfien ¢’ : H — H' efterfulgt af
inklusionen ¢; : H — L. Endelig ses at for ethvert x € H er ¢'(z) = ¢1(¢'(x)) = (p1 0 ¢')(x) =
(pop1)(x) = p(x), og dermed er ' = p|y og H' = ¢(H).

Det er klart nar G er en gruppe med Sylow-p-undergruppe P, vil Fp(G) opfylde de to ovenstaende
krav og dermed veere et fusionssystem pa P. Men det viser sig at man kan opstille to yderligere
betingelser der altid er opfyldt af Fp(G). [BLO] kalder systemer der opfylder disse to betingelser for
mettede fusionssystemer (engelsk: “saturated”). En undergruppe H af P siges at veaere fuldt cen-
traliseret (engelsk: “fully centralized”) hvis der geelder |Cp(H)| > |Cp(K)| for alle K med H = K
i F. Tilsvarende siges H at veaere fuldt normaliseret (engelsk: “fully normalized”) hvis der geelder
INp(H)| > |Np(K)| for alle K med H = K. F siges da at vaere meettet hvis folgende to krav er
opfyldt:

25



e Enhver undergruppe H af P der er fuldt normaliseret er ogsa fuldt centraliseret, og Autp(H)
er en Sylow-p-undergruppe af F(H, H).

e Lad ¢ : H — P veere en afbildning som opfylder at ¢(H) er fuldt centraliseret, og definer
N, ={x € Np(H) | pops 097" € Autp(p(H))}
Da findes en afbildning ¢’ : N, — P i F som opfylder at ¢'|g = ¢.

Fp(Q) er altsa altid et meettet fusionssystem pa P.

Nar P er en abelsk gruppe, kan de to sidste betingelser forenkles ganske meget. I dette tilfeelde
geelder nemlig Cp(H) = Np(H) = P for alle undergrupper P af H, sa alle undergrupper er fuldt
centraliserede og fuldt normaliserede. Desuden er ¢, : P — P identitetsafbildningen for alle x € P,
s& for enhver afbildning ¢ : H — P i F vil pop, 001 : o(H) — ¢(H) veere identitetsafbildningen
pa ¢(H) for alle z € P. Dermed er N, = P. Den anden betingelse reduceres dermed til at for
enhver afbildning ¢ : H — P findes ¢/ : P — P sa ¢/|g = . Dermed er de eneste mulige
afbildninger i F dem der er restriktioner af afbildninger i (P, P). Da vi allerede har set at alle de
mulige restriktioner af disse afbildninger skal vaere afbildninger i F, betyder dette at F er bestemt
fuldsteendigt ved F(P, P).

Den forste betingelse kan ogsa forenkles. Autp(H) er nemlig den trivielle gruppe for alle H, sa
betingelsen siger blot at F(H, H) skal have orden ikke delelig med P. Specielt skal F(P, P) vaere
en undergruppe af Aut(P) med orden ikke delelig med p.

Lad omvendt L vare en undergruppe af Aut(P) med orden ikke delelig med p. Da findes der
faktisk et meettet fusionssystem F pa P som opfylder F(P, P) = L. Lad nemlig ¢ : L — Aut(P)
veaere inklusionen, og betragt gruppen P x, L. Da L har orden ikke delelig med p, har denne
gruppe P som Sylow-p-undergruppe. Dermed er Fp(P %, L) et maettet fusionssystem pa P, og
det ses let at der geelder Fp(P x, L)(P, P) = L. Altsa er der en én-til-én korrespondance mellem
mattede fusionssystemer pa P og undergrupper af Aut(P) med orden ikke delelig med p, givet ved
afbildningerne F — F (P, P) og L — Fp(P %, L).

Per konstruktion er P en normal undergruppe af P x, L, sa per Korollar 36 er 0 < x(Fp(P X,
L)) < 1. Men da ethvert maettet fusionssystem pa P har formen Fp(P x, L) for et passende L,
betyder dette at der gaelder 0 < y(F) < 1 for alle maettede fusionssystemer F pa P. Lad nu G
vaere en gruppe med P som Sylow-p-undergruppe. Da er Fp(G) et meettet fusionssystem pa P, sa
der geelder 0 < x(Fp(G)) < 1. Og idet x(Fp(G)) = x(Fp(G)) fas sa:

Saetning 39. Lad G vere en gruppe med abelsk Sylow-p-undergruppe. Da er 0 < x(Fp(G)) < 1.

Nar P er en abelsk p-gruppe der ikke er elementarabelsk, kan der foretages en yderligere foren-
kling. P har en unik maksimal elementarabelsk undergruppe E, nemlig gruppen bestaende af alle
elementer af orden p samt det neutrale element. De elementarabelske undergrupper af P er sa
netop undergrupperne af E. Lad nu F veere et maettet fusionssystem pa P. Da kan vi betragte
delkategorien af F bestaende af alle undergrupper af E samt alle afbildninger mellem disse; kald
denne kategori F'. F’ er da et fusionssystem pa F, da de pakraevede egenskaber nedarves direkte
fra F. (Dette geelder mere generelt: hvis F er et fusionssystem pa P og H er en undergruppe af P,
sa er delkategorien af F bestaende af alle undergrupper af H og alle afbildninger mellem dem et
fusionssystem pa H.)

F' er faktisk et mettet fusionssystem. Den forste betingelse, at F'(H, H) skal have orden ikke
delelig med p for alle H C FE, fplger af at der geelder F'(H,H) = F(H,H) og F er et maettet
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fusionssystem. Den anden betingelse krsever kun en smule mere arbejde. Lad H C E og lad ¢ :
H — FE veare en afbildning i F'; vi skal da vise at ¢ kan udvides til en afbildning fra F til E.
Betragt ¢ som afbildning i F. Ved at sammensaette med inklusionen ¢ : £ — P kan vi betragte
¢ som en afbildning fra H til P. Da F er et meattet fusionssystem findes der sa ¢’ : P — P
saledes at ¢'|g = ¢. Da ¢ er injektiv, er ¢/(E) en elementarabelsk p-gruppe med samme orden
som F, og da F er den unikke maksimale elementarabelske undergruppe af P, betyder dette at
¢'(E) = E. Eftersom en restriktion af en afbildning i et fusionssystem ogsa er en afbildning i
systemet indeholder F sa ¢’ : E — E. Dette er ogsa en afbildning i F’, og der geelder ¢'|g = .

Nu gelder for enhver undergruppe H af E at (r(H,P) = (= (H,FE). Per Lemma 3 er der
nemlig en én-til-én korrespondance mellem afbildninger i F(H, P) og isomorfier i F med H som
domeene. Lad ¢ : H — ¢(H) vaere en sadan isomorfi; da er ¢(H) isomorf med H, og altsa ogsa
elementarabelsk. Sa er ¢(H) € E, og dermed er ¢ : H — ¢(H) ogsa en isomorfi i F'. Omvendt
kommer enhver afbildning i F’ fra en afbildning i F, sa F’ indeholder precist lige sa mange
isomorfier med H som domaene som F ggr. Da der er en én-til-én korrespondance mellem isomorfier
i 7' med H som domene og afbildninger i 7'(H, F), betyder dette at F(H, P) og F'(H, E) er lige
store. Dette er netop hvad ligningen (r(H, P) = (#(H, E) udtrykker.

Da alle elementarabelske undergrupper af P er indeholdt i E, er A,(P) = A,(E). Med Szetning

26 fas sa () ()
X(F) = B il R (P
HG%(P) C]:(H,P) HE%(E) C}—’(HaE)

Dermed gaelder:

Saetning 40. Lad G vere en gruppe med abelsk Sylow-p-undergruppe P, og lad E vere den mak-
simale elementarabelske undergruppe af P. Da findes der et mettet fusionssystem F pa E som

opfylder x(F) = x(Fp(G))-
For at finde de mulige veerdier af x(F,(G)) nar G er en gruppe med abelsk Sylow-p-undergruppe,
er det altsa tilstraekkeligt at se pa meettede fusionssystemer pa grupperne Cp, n € N. Mere praecist

geelder at enhver abelsk p-gruppe har en praesentation af formen (aq,as, ..., a, | afki = 1,a;a; =
aja;) for et vist n € N og visse k; € N. En sadan gruppe kan kort siges at veere en abelsk p-
gruppe pa netop n frembringere. Denne gruppes maksimale elementarabelske undergruppe er da af
isomorfiklassen C}.

Eksempel 6. Nar P er en lille abelsk gruppe er det relativt simpelt at opskrive alle maettede
fusionssystemer pa P, takket vaere korrespondancen mellem undergrupper af Aut(P) og maettede
fusionssystemer pa P. Her praesenteres alle maettede fusionssystemer pa C3 og Cs.

Aut(C2) er isomorf med S3, sa den har to undergrupper af ulige orden. Altsa findes der to maet-
tede fusionssystemer pa C2. Den trivielle undergruppe af Aut(C%) giver anledning til det minimale
fusionssystem pa C3, F2(C3) som har Euler-karakteristik 1 per Korollar 9. Kategoriens objekter er
C? og dens tre undergrupper af orden 2, og den har ikke andre afbildninger end inklusionerne.

Undergruppen af orden 3 af Aut(C3) er frembragt af et element som virker pa C2 ved at
permutere de tre ikke-trivielle elementer cyklisk. I dette tilfeelde bliver de tre undergrupper af
orden 2 altsa isomorfe i kategorien. Kategoriens tilstgdelsesmatrix bliver:

1 1 1 3

O =

1 1
1 1
0 0

W w w
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En mulig veegtning er [0,0,0, %]T, sa kategoriens Euler-karakteristik er % Dermed gaelder at hvis
G har en abelsk Sylow-2-undergruppe pa netop 2 frembringere, er x(F2(G)) enten 1 eller 1.

For C§ observeres fgrst at hvis P er en abelsk gruppe og K og L er undergrupper af Aut(P) der
opfylder L = 0 Ko~ ! for et vist o € Aut(P), sa er Fp(Px,K) isomorf med Fp(Px,L). Isomorfien er
givet pa objekter ved H + o(H) og pa afbildninger ved (¢ : H — H') +— (oo™ : o(H) — o(H")).
Det er dermed nok at se pa konjugeringsklasser af undergrupper af Aut(P).

Beskriv C3 ved praesentationen (a,b,c | a®> = v* = ¢ = 1,ab = ba,bc = cb,ca = ac); da
indeholder gruppen syv undergrupper af orden 2, nemlig (a), (b), (c), (ab), (bc), (ca) og (abc), og
syv undergrupper af orden 4, nemlig {(a,b), (b,c), {c,a), {a,bc), (b,ca), {c,ab) og (ab,ac). Aut(C3)
kan opfattes som en permutationsgruppe pa de syv ikke-trivielle elementer.

Aut(C3) har orden 23 -3 7, sa dens undergrupper af ulige orden ma have orden 1, 3, 7 eller 21.
Dens trivielle undergruppe giver som fgr anledning til det minimale fusionssystem F»(C3) som har
Euler-karakteristik 1.

Der findes en undergruppe af orden 3, frembragt af permutationen (a, b, ¢)(ab, be, ca)(abc). Alle
andre undergrupper af orden 3 er indbyrdes konjugerede med denne gruppe. I fusionssystemet
hgrende til denne gruppe er (a) = (b) = (c), (ab) = (bc) = (ca), (a,b) = (b,c) = (c,a) og
{(a,bc) = (b, ca) = (c,ab). Et muligt skelet af denne kategori er saledes delkategorien med objekterne
(a), {ab), (abc), (a,b), (a,bc), (ab,ac) og C3. Med denne raekkefslge bliver tilstodelsesmatricen for
skelettet:

100 2 10 3
0101 1 3 3
001010 1
000100 3
0000 T1O0 3
00000 3 3
L0000 O0O0 3]

Den unikke vaegtning er [0, 0, %, 0,0,0, %]T, sa kategoriens Euler-karakteristik bliver % + % =1

Der findes en undergruppe af orden 7, frembragt af permutationen (a,b, ca, ¢, be,ab, abc). Alle
andre undergrupper af orden 7 er indbyrdes konjugerede med denne gruppe. I fusionssystemet
hgrende til denne gruppe er alle undergrupper af C3 af orden 2 isomorfe, og alle undergrupper af
orden 4 er isomorfe. Et muligt skelet af denne kategori er dermed delkategorien med objekterne (a),

{a,b) og C3. Tilstgdelsesmatricen for denne kategori bliver:

1 3
0 1
0 0

ENEENEEN|

Den unikke vaegtning er [0, 0, %]T, sa kategoriens Euler-karakteristik bliver %

Endelig findes der en undergruppe af orden 21, frembragt af permutationerne (a, b, ¢)(ab, be, ca)(abe)
og (a,b,ca,c,be,ab,abc), og alle andre undergrupper af orden 21 er indbyrdes konjugerede med
denne gruppe. Som i tilfzeldet med en undergruppe af orden 7 bliver alle undergrupper af or-
den 2 hhv. 4 isomorfe, si et muligt skelet er delkategorien med objekterne (a), (a,b) og C3.
Tilstgdelsesmatricen er:

7
2
2

—_

1
0
0

O W w
—_



2 15 _

Den unikke veegtning er [£,0, 2—11]T, sa kategoriens Euler-karakteristik bliver % + 2—11 =57 = %

Hermed ses at hvis G har en abelsk Sylow-2-undergruppe pa netop 3 frembringere, er x(F2(G))

enten 1, % eller %

Konklusion

Det er efterhanden tydeligt at Euler-karakteristikken for F,(G) faktisk indkoder noget information
om p-fusionen i G. I det tilfelde hvor G har en normal Sylow-p-undergruppe, har vi set preecis
hvad der er indkodet: Seetning 35 siger at |G|x(F,(G)) netop er antallet af elementer i G der
kommuterer med et element af orden p. Et naturligt spgrgsmal er om |G|x(F,(G)) ogsa i det
generelle tilfeelde udtrykker stgrrelsen af en bestemt delmaengde af G. I forleengelse af dette giver
Seetning 34 anledning til at spgrge om [G : P]x(F,(G)) udtrykker stgrrelsen af en bestemt meengde
af sideklasser af P i G.

Idet der geelder x(F,(G)) = 1 hvis Z(G) indeholder et element af orden p, kan x(F,(G)) ikke
umiddelbart skelne mellem forskellige grupper der har et centralt element af orden p. Men eftersom
enhver undergruppe af Z(G) er normal i G, kan man systematisk fjerne disse elementer: lad Gy = G
og definer iterativt G, 11 = G,,/Z,(G,). Da vil folgen Gy, G1, Ga, ... veere konstant fra et vist trin;
kald den gruppe som fglgen stabiliserer sig pa for G,. Det virker sa naturligt at spgrge om i hvilken
grad x(Fp(Goo)) skelner mellem forskellige grupper G.

Det er ogsa veerd at spgrge om produktformlen kan generaliseres. Hvis G er en gruppe med nor-
mal undergruppe H, findes der sa en sammenhseng mellem x(F,(G)), x(Fp(H) og x(Fp(G/H))?
Alternativt kan man spgrge om der findes et udtryk i disse tre stgrrelser der indkoder noget infor-
mation om pa hvilken made G er en udvidelse af G/H ved H.

Det er ikke lykkedes mig at finde bedre begraensninger af veerdien end x(F,(G)) end Saetning 38,
men alle de veerdier jeg har udregnet har vaeret mellem 0 og 1. Ydermere har jeg kun set 0 optraede
som veerdi af x(F,(G)) i det tilfeelde hvor p 1 |G|. Jeg vil derfor slutte af med denne hypotese:

Hypotese. For enhver gruppe G og ethvert primtal p gelder 0 < x(Fp(G)) < 1, med x(Fp(G)) =0
hvis og kun hvis p1|G].
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