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RESUME. Formalet med projektet er at beregne Euler-karakteristikken af visse fusionskategorier
for Chevalley-grupper. Jeg giver en kort introduktion til teorien for algebraiske grupper, og beskriv-
er hvordan de endelige grupper af Lie-type kan konstrueres ud fra disse. Derefter introducerer jeg
Euler-karakteristik af endelige kategorier, og beskriver hvordan Euler-karakteristikken af fusion-
skategorier kan beregnes. Jeg beregner dernaest Euler-karakteristikken af fusionssystemet ved p for
Chevalley-gruppen X(q) i tilfseldet hvor ¢ er en potens af p og ¥ er enten A; eller As. Endelig
beregner jeg denne karakteristik i tilfseldet hvor p | ¢ — 1, p gar ikke op i ordenen af Weyl-gruppen
W(X) og ¥ er enten A, By, Cy, eller D,.

ABSTRACT. The purpose of this project is to calculate the Euler characteristic of certain fusion
categories for Chevalley groups. I present a brief introduction to the theory of algebraic groups, and
describe how the finite groups of Lie type can be constructed from these. Then I introduce Euler
characteristic of finite categories, and describe how the Euler characteristic of fusion categories can
be calculated. I next calculate the Euler characteristic of the fusion category at p for the Chevalley
group X(q) in the case where ¢ is a power of p and ¥ is either A; or As. Finally I calculate this
characteristic in the case where p | ¢ — 1, p does not divide the order of the Weyl group W (X)), and
Y is one of A,,, B,, C,, and D,,.



Forord

Dette speciale er udarbejdet ved Institut for Matematiske Fag pa Kgbenhavns Universitet, under
vejledning af lektor Jesper Michael Mgller. Jeg vil gerne takke Jesper for hans indsigtsfulde vejled-
ning. Vores ugentlige mgder har altid vaeret produktive, og jeg vaerdsaetter iseer den store hjaelp jeg
har faet med at overskue det omfattende baggrundsmateriale til specialet.



Indledning

Et velkendt problem inden for gruppeteori er at undersgge om to givne endelige grupper er isomorfe.
En delvis klassifikation af de endelige grupper er givet ved deres Sylow-p-undergrupper for hvert
primtal p, men der findes mange eksempler pa grupper der ikke er isomorfe, men alligvel har
isomorfe Sylow-p-undergrupper for alle p. Denne klassifikation kan forbedres veaesentligt ved at
se pa p-fusionssystemer i stedet for Sylow-p-undergrupper. p-fusionssystemet indeholder ikke bare
information om Sylow-p-undergruppen, men ogsa om hvilke undergrupper af denne der er indbyrdes
konjugerede i hele gruppen.

Helt uathaengigt af disse overvejelser har Tom Leinster defineret en Euler-karakteristik for en-
delige kategorier. Et fusionssystem for en gruppe er netop en endelig kategori, og det er dermed
muligt at beregne dens Euler-karakteristik. Det er sa naturligt at spgrge om hvilken information
om den oprindelige gruppe der er indkodet i denne karakteristik.

I dette projekt undersgger jeg Euler-karakteristikken af fusionskategorier for Chevalley-grupper.
Chevalley-grupperne udggr sammen med Steinberg- og Suzuki-Ree-grupperne de endelige grupper
af Lie-type, en stor familie af endelige simple grupper. I fgrste del af projektet preesenterer jeg et
udsnit af teorien for algebraiske grupper, herunder klassifikation af semisimple algebraiske grupper
ved brug af rodsystemer. I anden del beskriver jeg hvordan grupperne af Lie-type kan konstrueres
ud fra simple algebraiske grupper.

I tredje del beskriver jeg definitionen af Euler-karakteristik for endelige kategorier og praesen-
terer et antal generelle seetninger om Euler-karakteristik af fusionskategorier. Herunder beregner
jeg pa hvilken made versionen af en Chevalley-gruppe pavirker Euler-karakteristikken af dens fu-
sionskategorier.

Fjerde del omhandler det kokarakteristiske tilfselde: Fuler-karakteristikken af p-fusionskate-
gorien for Chevalley-gruppen X(q), hvor ¢ er en potens af p. Dette viser sig at veere ret omstendigt
at beregne, selv for relativt sma rodsystemer. Jeg beregner karakteristikken i det tilfaelde hvor
rodsystemet 3 er enten A; eller As.

Femte del omhandler det krydskarakteristiske tilfzelde: Euler-karakteristikken af r-fusionskate-
gorien for ¥(q), hvor r ikke gar op i ¢. Der er her mange specialtilfzelde; det letteste er det hvor r
gar op i ¢ — 1, og r ikke gar op i ordenen af Weyl-gruppen W (X). Jeg beregner karakteristikken i
dette tilfeelde for Chevalley-grupper med rodsystem A,,, B,, C, eller D,,.

Fglgende notation fastholdes gennem hele projektet. G = H angiver at grupperne G og H er
isomorfe, og C >~ D angiver at kategorierne C og D er xkvivalente. Nar C er en kategori og A og
B er objekter i C, angiver C(A, B) maengden af afbildninger fra A til B. S,, er den symmetriske
gruppe pa n elementer, og C,, er den cykliske gruppe af orden n. Den trivielle gruppe betegnes med
C1. Nar G er en endelig gruppe og p et primtal, angiver OPI(G) den mindste undergruppe af G hvis
indeks ikke er deleligt med p. Nar g og = er elementer i gruppen G betegner 92 elementet grg™?,
og =9 betegner g~ 'zg. Der geelder siledes 9z = 29 . Nar H er en undergruppe af G, er Cg(H)
centralisatoren i G af H, og nar K er en anden undergruppe af G, er Cx(H) = K N Cg(H). Nar
en gruppe G virker pa en anden gruppe L og g er et element i G, er C1(g) lig gruppen af elementer
i L som er fikspunkter for g. For n € Ner n! =[] i og (2n — 1) =T (20 — 1).



Algebraiske grupper

Der findes en ganske omfattende teori for algebraiske grupper, og det ville fore for vidt at give
et overblik over hele denne teori. Jeg pracsenterer her en kort fremstilling af klassifikationen af
semisimple algebraiske grupper samt et antal egenskaber der har relevans for beskrivelsen af grupper
af Lie-type.

Definition 1. Lad F veere et algebraisk afsluttet legeme. Zariski-topologien pa G Ly, (F) er topolo-
gien defineret ved at de lukkede mengder er lgsningsmaengderne for systemer af polynomielle
ligninger i matrixindgangene samt funktionen A + (det A)~'. En algebraisk gruppe over F er en
undergruppe K af GL,(F) som er lukket i Zariski-topologien. Zariski-topologien pa K er topologien
nedarvet fra G Ly, (F).

For en algebraisk gruppe K defineres den affine algebra F[K] til at vaere F-algebraen af funk-
tioner K — F under punktvise operationer frembragt af matrixindgangene og funktionen d. Ele-
menterne i F[K| kaldes polynomielle funktioner pa K. En morfi af algebraiske grupper ¢ : K — H er
en gruppehomomorfi som opfylder at for enhver polynomiel funktion f pa H er f oy en polynomiel
funktion pa K.

Gruppen K° defineres til at vaere den sammenhaengskomponent af K i Zariski-topologien der
indeholder identiteten. K~ er da i sig selv en algebraisk gruppe. Dimensionen af en algebraisk
gruppe K er transcendensgraden over F for kvotientlegemet af ?[FO].

Algebraiske grupper har fglgende grundleeggende egenskaber:
Proposition 1. Lad K og L vere algebraiske grupper. Da gelder:

(a) Hvis H er en lukket undergruppe af K, si er H en algebraisk gruppe, og inklusionen H — K
er en morfi.

(b) Hwvis ydermere H<\K, sd kan K /H gives strukturen af en algebraisk gruppe pd en sadan mdde
at projektionen K — K /H er en morfi, og enhver morji? —Lflwis kerne indeholder Ekan
faktoriseres unikt som en komposition af projektionen K — K /H og en morfi K/H — L.

(c) Kernen og billedet af enhver morfi K — L er lukkede undergrupper af henholdsvis K og L.

(d) Det direkte produkt K X E kan gives strukturen af en algebraisk gruppe pd en sidan mdde at
inklusionerne K — K x L og L — K X L og projektionerne K x L — K o9 K X L — L er
morfier.

(e) Enhver endelig undergruppe af K er lukket.

Bevis. (a)-(d) er [GLS] Proposition 1.1.2(a)-(d). For at vise (e), lad K C GL,(F) veere en algebraisk
gruppe, og lad A € K veare en matrix med indgangene a;;. Lad for hvert i og j med 1 <1i <n og
1 < j <nmyj: GL,(F) — F veere funktionen givet ved at m;;(X) er indgang (i,j) i X. Da er A
den unikke lgsning til ligningssystemet bestdende af de n? ligninger m;;(X) = a;;, og dermed er
mangden {A} lukket i Zariski-topologien. Enhver etpunktsmengde er altsa lukket, og da endelige
maengder er endelige foreninger af etpunktsmeengder er disse ogsa lukkede. O

Definition 2. For en algebraisk gruppe K defineres radikalet R(K) til at veere den stgrste nor-
male, lukkede, sammenheengende og oplgselige undergruppe af K. En sammenhangende algebraisk

gruppe K siges at veere semisimpel hvis R(K) = C1, og K siges at veere simpel hvis [K, K| # C
og enhver segte lukket normal undergruppe af K har dimension 0.



Om simple og semisimple algebraiske grupper galder folgende sztning:
Saetning 2. Lad K vere en sammenhangende algebraisk gruppe. Da geelder:
(a) Hvis K er simpel, er den semisimpel.

(b) K er semisimpel hvis og kun hvis der findes simple undergrupper K1, ..., K, af K som opfylder
at K = K1Ko- -;Fs o9 |[K;, Kj] = Cy fori # j. Ydermere er undergrupperne K, ..., K
unikt bestemte i K, og Z(K) = Z(K1) -+ Z(Ks).

(c) Hvis K er simpel, sd er Z(K) endelig og indeholder enhver @gte lukket normal undergruppe
af K.

(d) Billedet af en (semi)simpel algebraisk gruppe under en morfi er (semi)simpelt.
Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 1.7.2 (h), (d), (e), (f) og (i). O

Bemaerk at en algebraisk gruppe der er simpel ikke ngdvendigvis er en simpel gruppe. Dog
geelder at en simpel algebraisk gruppe med trivielt center er en simpel gruppe.

Undergrupperne K1, ..., K, i Seetning 2(b) kaldes komponenterne af K. K er ikke ngdvendigvis
det direkte produkt af sine komponenter, da det er muligt at K; N K; # Cy. Men der geelder en
lidt svagere saetning:

Saetning 3. Lad K vere _en algebraisk gruppe. Da erf? semisimpel hvis og kun hvis der findes
simple algebraiske grupper K1, ..., K saledes at K = (K1 X ---x K)/Z, hvor Z er en undergruppe
af Z(K1) x -+ x Z(Ks).

Bevis. Antag at K er semisimpel, og lad K1,..., K, veere komponenterne af K. Da [K; ] Ch
findes der en gruppehomomorfi ¢ : K1 x --- X K — K som opfylder ¢(x1,...,25) = 1 x5 for
enhver tuppel ($1, ...xs) med x; € K;. Denne homomorfi er surjektiv, da K = K 1 ? Dermed
er K= (K x - x Kg)/ker(p), og det skal sa blot vises at ker(yp) C Z(Kl) ( s)-

Lad (wl,...,ms) € ker(p) Da geelder z - = 1, og dermed x; = (:1:2 ) . Altsa er
11 € Ky -+ K. Per Szetning 2(b) gaelder nu [Kl, ] Cl, og sd er K; C Cz(K1). Da dette geelder

for alle i > 1 fas Ko--- K, C C ( 1). Dermed er z1 € C ( 1), og da Samtldlg r1 € K1 fas x1 €
Z(K1). Helt analogt vises z; € Z( ;) for alle andre i. Dermed er (x1,...,75) € Z(K1)x---xZ(Kj),
og s er ker(p) C Z(K1) x -+ x Z(Ky).

Lad nu K1,..., K, vere snnple grupper, og lad K = (K1 x -+ x Kg)/Z, hvor Z er en under-
gruppe af Z (K1) x---x Z(Ks). Per Saetning 2(c) er Z(K1)x---x Z(K) endelig, s Z er ogsa endelig
og dermed lukket. K er altsd en algebraisk gruppe. Per Szetning 2(b) er K x --- x K, semisimpel
med komponenter K1, ..., K,, og da K er billedet af K1 x - -- x K, under prOJektlonsmorﬁen med
kerne Z, er K ogsa semisimpel per Seetning 2(d). O

For at kunne klassificere de forskellige simple algebraiske grupper er det ngdvendigt at undersgge
deres indre struktur nsermere. To typer af undergrupper viser sig at veere seerligt interessante i denne
sammenhang.

Definition 3. Den algebraiske gruppe G L1(F) betegnes ogsa F”. En torus er en algebraisk gruppe
isomorf med det direkte produkt af et antal kopier af F*. Hvis K er en algebraisk gruppe, er en
torus i K en undergruppe af K der er en torus. En maksimal torus i K er en torus i K der ikke er
indeholdt i nogen stgrre torus i K. En karakter af en torus T er en morfi T — F, og en kokarakter
er en morfi F — T.



Proposition 4. Billedet af en torus under en morfi er en torus. Hvis en torus T er det direkte
produkt af n kopier af IF‘X, sd har T dimension n.

Bevis. Dette er [GLS] Proposition 1.4.2(d) og (c). O
Saetning 5. Lad K vere en algebraisk gruppe. Da geelder:

(a) K indeholder en maksimal torus.

(b) Alle maksimale torusser i K er indbyrdes konjugerede.

(c) Enhver torus i K er indeholdt i en maksimal torus i K.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.4.3(a)-(c). O

ors . o . . 1t
Definition 4. Undergruppen af G Ly (F) bestaende af matricerne pa formen [ 0 1 ] betegnes med

F+. Elementet [ (1) i

isomorf med F'. En parametrisering af en énparametergruppe X er en surjektiv homomorfi fra Fr
til X.

] T betegnes ogsa med t. En énparametergruppe er en algebraisk gruppe

Saetning 6. Lad X vere en énparametergruppe og lad x - F™ — X vere en parametrisering af X .
For ethvert c € B~ ert — x(ct) sa ogsa en parametrisering af X, og enhver parametrisering af X
har denne form for passende c.

Beuvis. Dette er [GLS] Proposition 1.3.5(a). O

Definition 5. Lad K vare en algebraisk gruppe med maksimal torus 7. En T-rodgruppe i K er
en énparametergruppe i K der normaliseres af T

Interessen for T-rodgrupper kommer af fglgende resultat:

Saetning 7. Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe med maksimal torus T, og lad M vere
meangden af T-rodgrupper i K. Da er K = (X | X € M).

Bevis. Per [GLS] Theorem 1.10.1(a) er (X | X € M) = [K, K], og per [GLS] Theorem 1.7.2(c) er
K produktet af [K, K| og Z(K)°, s& det skal blot bevises at Z(K)° = C;. Af Sztning 2(c) og (b)
folger det at Z(K) er endelig. Proposition 1(e) giver sa at enhver delmaengde af Z(K) er lukket, og

sama Z(K)° = C. O
For at beskrive de naermere relationer mellem T-rodgrupperne er det ngdvendigt forst at gen-
nemga teorien for rodsystemer i Euklidiske rum. Det viser sig nemlig at meengden af T-rodgrupper

er i en-til-en-korrespondance med et sadant rodsystem, og rodsystemets struktur beskriver en reekke
relationer mellem rodgrupperne.



Rodsystemer

Lad E™ betegne R™ med et indre produkt (-,-). For ethvert a, 8 € E™ med g # 0 definerer vi
(a, B) = 2(ev, B)/(B, B). Lad for ethvert 5 € E® atbildningen 75 : E" — E" veere givet ved rg(a) =
a — (a, B3)B. Da er rg netop spejling i hyperplanen B+, og dermed specielt en isometri.

Definition 6. Et rodsystem er en endelig maengde X af elementer i E", alle forskellige fra 0,
saledes at for ethvert a € ¥ er r,(X) = X. En isomorfi mellem rodsystemer 3 og ¥’ er en bijektion
f X — X som opfylder (f(a), f(B8)) = (a, ) for alle o, 8 € X. ¥ siges at veere reduceret hvis
det gaelder at hvis @ € ¥, ¢ € R og ca € X3, sa er ¢ = +1. ¥ siges at veere krystallografisk hvis
(o, B) € Z for alle a, 5 € . I resten af dette afsnit forudseettes det at alle rodsystemer er reducerede
og krystallografiske.

Nar X er en delmaengde af E™ betegner RX delrummet af E™ udspsendt af X, og dimensionen
af ¥ defineres til at veere dimensionen af RY. Weyl-gruppen for ¥ er (ro | @ € ). Den er en
undergruppe af gruppen af isometrier af E”, og en undergruppe af gruppen af permutationer pa 3.

En delmaengde ¥ af et rodsystem X siges at veere lukket hvis det geelder at hvis a, 5 € 3¢ og
a+BeX, saer a+ B € Xy Et positivt delsystem X+ af ¥ er en lukket delmaengde som opfylder
at for ethvert o € ¥ er a € X" hvis og kun hvis —a ¢ X7. Et fundamentalt system i ¥ hgrende
til et positivt delsystem ¥T er en delmaengde IT af ¥ med dim(X) elementer som opfylder at
ethvert element i 7 kan skrives som en linearkombination af elementerne i II med ikke-negative
koefficienter.

Eksempel 1. Rodsystemet A, bestéar af seks rgdder, arrangeret som vist i E? med det ssedvanelige
indre produkt:

A
0 2

De seks rgdder har koordinaterne (£2,0) og (&1, 4+/3). Rodsystemet er oplagt reduceret, og det

er ogsa krystallografisk. Eksempelvis er ((2,0),(—1,v/3)) = 2 - (((_(f’?/)é()f(h/g\/)%)) =2 2(:;31(\][;/5 =
2. 22 = 1.

1

Rodsystemets dimension er 2, og dets Weyl-gruppe har orden 6 og er isomorf med den sym-
metriske gruppe S3. Lad a = (2,0) og 8 = (—1,v/3). Et muligt positivt delsystem er maengden
{a, B, + B}, og det tilhgrende fundamentale system er {«a, §}. De tre gvrige rodder i Ay er netop

Saetning 8. Ethvert rodsystem > har mindst et positivt delsystem, og ethver positivt delsystem
i ¥ har et unikt tilhorende fundamentalt system. Ydermere permuterer W (X) de fundamentale
systemer for X requlert. Med andre ord gelder at hvis 11 er et fundamentalt system for %, sa er
ethvert fundamentalt system pa formen w(Il) med w € W, og der gelder wi(Il) = wa(II) hvis og
kun hvis wq = ws.



Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.8.2. O

S=xtning 9. Lad X vere et rodsystem, og lad X1 vere et positivt delsystem for ¥ med tilhgrende
fundamentalt system I1. Da er =X = {—a | a € X} et positivt delsystem af ¥ med tilhorende
fundamentalt system —II.

Beuvis. Dette fglger direkte af definitionerne af positivt delsystem og fundamentalt system. O
Saetning 10. Lad X vere et rodsystem i E™ med fundamentalt system 11. Da geelder:

(a) II er en basis for RY.

(b) (e, B) <0 for alle o, B € II med o # .
(c) W

)

(d) Lad E vere et delrum af E™; da er ¥ NE et rodsystem.

= (ro | a € II).

Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 1.8.3(a), (b) og (g)- O

Definition 7. En ortogonal dekomposition af et rodsystem X er en partition X = ¥ U --- U Xg
som opfylder at hvis a € ¥;, B € ¥, og i # j, sa er aL 3. Et rodsystem siges at veere irreducibelt
hvis den eneste ortogonale dekomposition er den trivielle dekomposition (k = 1).

Seetning 11. Lad X vere et rodsystem. Da gelder:

(a) Der findes en unik ortogonal dekomposition ¥1 U ---U X af X med hvert ¥; irreducibelt. En
delmangde 11 af 3 er et fundamentalt system for 3 hvis og kun hvis IINY; er et fundamentalt
system for 3; for hvert i.

(b) Lad X og ¥ veere rodsystemer med fundamentale systemer 11 og II' og antag at ¥ er irre-
ducibelt. Da er ¥ og Y isomorfe hvis og kun hvis der findes en afbildning H : RY, — RY/
bestaende af en isometri efterfulgt af en skalering sdaledes at H(IT) = II'. I dette tilfelde er
HY) =Y.

(¢) En bijektion f : ¥ — X' mellem rodsystemer er en isomorfi hvis og kun hvis den bevarer
addition og negation, dvs. hvis og kun hvis f(—a) = —f(a) for ethvert « € ¥ og f(a+ ) =
fla)+ f(B) for alle a, 3 € X med v+ B € X.

(d) Lad X were et positivt delsystem af X med tilhorende fundamentalt system 11, og lad htyy :
RY — R vere det unikke lineere funktional der opfylder htyj(a) = 1 for alle « € II. Da er
htrr(«) et heltal for alle « € X. Ydermere er htyp(a) > 0 hvis og kun hvis o € XV,

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.8.5, bortset fra pastanden om fortegnet af hty(«). Denne pastand
folger af definitionen pa et fundamentalt system. Lad nemlig o € X7 og lad aq,...,q, vere
elementerne i II. Da kan « skrives pa formen Y ;" | ¢;a; med ¢; > 0. Saer htyp(o) = >0 cihtr(e;) =
>y ¢i > 0. Hvis ht(a) = 0 ville der geelde ¢; = 0 for hvert i, og sa ville &« = 0, hvilket er umuligt.
Altsé er htyp(«) > 0. Endelig ses at hvis a ¢ X1, sd er —a € X1, og s er htyp(«) = —ht(—a) <
0. O

Saetning 12. Lad ¥, U --- U Xy vere en ortogonal dekomposition af ¥. Da er W(2) = W (%) X
- X W(Zg) og dim(X) = dim(31) + ... + dim(Zy).



Bevis. Pastandene bevises her i tilfaeldet & = 2; det generelle tilfaelde fglger da ved induktion.

Lad ¥; U ¥y veere en ortogonal dekomposition af ¥. Da er W(X;1) = (ro | a € 31) C (rq |
a € X) = W(X), og tilsvarende er W (X3) C W(X). Ydermere er (W(X1), W (22)) = (ro | a €
Y1 U3g) = W(X). Det er sa tilstraekkeligt at vise at W(X1) N W (X2) = C1 og at ethvert element i
W(X1) kommuterer med ethvert element i W (%5).

Lad o € ¥1. Da er Lo for ethvert 5 € 3o, og sa er r4(8) = . Da elementerne r, med o € ¥;
frembringer W (X;) fas sa w(f) = B for ethvert w € W (%) og 8 € Xs. Tilsvarende fas w(s) =
for ethvert w € W(X2) og f € ¥;. Safremt w € W(X;) N W (Xs) geelder altsa w(S) = S for ethvert
B € 31 UXe =3, og w er hermed identitetselementet. Altsa er W (X)) N W (%y) = C}.

Lad nu o € 1 og 8 € X9, og lad & veere et vilkarligt element i E™. Da er (5, «) = 0 idet a L3,
og der geelder

ra(rg(x)) = ra(r — (2, 5)B) = (& — (z,8)B) — (x — (, 5) B, ;)

x—(x,B)8 = 2(x = (x, B) B, a) / (@, a)ex
=z —(2,0)8 = 2((x, ) — (z, B) (B, ))/(a, @)
=z —(x,08)0 —2(z,a)/(a,a)x
— o (2, ) — (ma)a

Med en tilsvarende udregning fas rg(rq(z)) = = — (z,a)a — (x, 8)F, og dermed er rg(rq(z)) =
ro(rg(x)) for alle x € E™. Altsa kommuterer 7, med rg. Idet W (X) er frembragt af elementerne
ro med a € ¥y og W(X2) er frembragt af elementerne rg med 8 € Yo folger det at ethvert element
i W(%1) kommuterer med ethvert element i W (X3). Altsa er W(X) = W(X1) x W(Za).

For ethvert o € 1 og B € Yo geelder ol B, hvoraf fas x Ly for ethvert x € RY; og y € R3s.
Specielt gaelder at hvis x € RY; NRY,, sa er Lz, og dermed er z = 0. Altsd er RY) N Ry =
{0}. Ydermere udspaender RY; og RYs tilsammen RY, sa RY. = RY; @ R¥s. Altsa er dim(X) =
dim(X;) + dim(X9). O

Det viser sig at ud fra et fundamentalt system for et rodsystem kan man rekonstruere hele
rodsystemet. Den relevante information fra det fundamentale system kan indkodes i et sakaldt
Dynkin-diagram.

Definition 8. Dynkin-diagrammet for et rodsystem ¥ defineres som folger. Lad II veere et vilkarligt
fundamentalt system for ¥. Knuderne i Dynkin-diagrammet er elementerne i II, og to knuder «
og [ er forbundet med en kant af veegt (o, 5)(5, ). Hvis |a| > |B| og «a og [ ikke star vinkelret
pa hinanden, sa er kanten mellem « og [ orienteret i retning mod (; i modsat fald er kanten
ikke orienteret. En isomorfi mellem Dynkin-diagrammer er en bijektion mellem knudemaengder der
bevarer veegt og orientering af alle kanter.

Eksempel 2. Betragt igen rodsystemet Ay fra Eksempel 1, og betragt det fundamentale system
{a,B}. Der geelder (o, ) = 22+ 0% = 4 og (3,8) = (—1)2 + (v/3)? = 4, s& a og B har samme

leengde. Desuden er (o, 8) = (B,a) = (=1)-2+ (v/3)- 0= —2. Sd er (a, B) = 2((/6?"5)) = 2'(;2) =-1

og (B,a) = % = @ = —1, og dermed er (a, B)(f,a) = 1. Altsa bestar Dynkin-diagrammet
for Ay af to knuder forbundet af en ikke orienteret kant med veegt 1.

Seetning 8 giver at ethvert fundamentalt system kan fgres over i ethvert andet fundamentalt
system via en isometri, og Dynkin-diagrammet er dermed uafhsengigt af valg af fundamentalt
system. (a, B)(,a) er et heltal da rodsystemet er krystallografisk, og der gaelder («, 5)(8,a) =



2
4% =4 (Igjlﬁﬂ)\) = 4 cos® 6 hvor 6 er vinklen mellem a og 3. Dynkin-diagrammet indkoder
dermed blot vinklerne mellem rgdderne i et fundamentalt system samt nogle oplysninger om de

relative leengder af rodderne. Dette viser sig at veere nok til at rekonstruere rodsystemet:

Seetning 13. To rodsystemer ¥ og ¥ er isomorfe hvis og kun hvis deres Dynkin-diagrammer er
isomorfe. Mere preecist gelder at hvis II og II' er fundamentale systemer for hhv. ¥ og X', sa kan
en bijektion f : II — I udvides til en isomorfi fra 3 til X' hvis og kun hvis f er en isomorfi mellem
Dynkin-diagrammerne for ¥ og Y.

Beuvis. Dette er forste del af [GLS] Theorem 1.8.7. O
Dynkin-diagrammet ggr det ogsa let at afggre om et rodsystem er reducibelt:

Saetning 14. Lad 31 U---U X vere en ortogonal dekomposition af X2. Da er Dynkin-diagrammet
for 3 en disjunkt forening af Dynkin-diagrammerne for X1, ..., 2.

Bevis. Lad Il veere et fundamentalt system for X; per Sasetning 11 kan II sa skrives som en disjunkt
forening ITy U --- U Il hvor II; er et fundamentalt system for ;. Givet «, 8 € II; geelder at
forbindelsen mellem dem i Dynkin-diagrammet er fastlagt alene ud fra vinklen mellem dem og
deres relative leengde, og disse data sendrer sig ikke nar « og 8 betragtes som elementer af II i
stedet. Desuden geelder at hvis o € II; og 8 € II; med i # j, sa er aL 3. Dermed er (o, ) = 0,
sa der er ingen kant fra « til 8 i Dynkin-diagrammet for X. Altsa er Dynkin-diagrammet for ¥ en
disjunkt forening af Dynkin-diagrammerne for ¥y, ..., 3. O

Saetning 15. Lad D vere Dynkin-diagrammet for ¥, og antag at D kan skrives som en disjunkt
forening D1U---UDy. Da gelder for hvert i at RD; er det samme rum uanset hvilket fundamentalt
system for X2 der bruges til at konstruere Dynkin-diagrammet. Ydermere er (RD1NY)U---U(RDgN
Y)) en ortogonal dekomposition af .

Bevis. Pastanden bevises her i tilfaeldet & = 2; det generelle tilfaclde fglger da ved induktion.

Lad II veere et fundamentalt system for 3, og konstruer D ud fra II. Antag at D kan skrives
som en disjunkt forening Dy U D, og lad II; UTls veere den tilhgrende partition af II. Lad « € 1ly;
da geelder ool 8 for ethvert S € Il idet der ikke er nogen kant fra « til 8 i D. Dermed gaelder ogsa
alz for ethvert x € RIly, og sa er ry(x) = x for ethvert = € Ily. Specielt er r,(RIIy) = RII,.

Definer nu E, = {x € RII; | xLa}. Da kan ethvert element i RII; unikt skrives pa formen
x+camed x € E, og ¢ € R, og der geelder r(z + ca) = x — ca. Altsa er ro(RII;) = RII;. For
ethvert a € TI; geelder altsa 7, (RII;) = RII; og 7o (RIl2) = RIly, og pa helt tilsvarende vis fas at
dette ogsa gaelder for ethvert av € Ily. Per Seetning 10(c) er W(X) frembragt af elementerne 7, med
a € II; UTly, og dermed fas at for ethvert w € W(X) er w(RII;) = RII; og w(RIIy) = RII,.

Seetning 8 giver nu at hvis IT' er et andet fundamentalt system for 3, sa findes der et w € W(X)
sa IT" = w(II). Hvis D konstrueres ud fra Il vil partitionen af IT" hgrende til opdelingen Dy U Dy sa
veere w(Il;) Uw(Ilz). Men nu geelder R(w(1l;)) = w(RIl;) = RII;, sa RD; er det samme rum uanset
hvilket fundamentalt system der bruges til at konstruere D. Tilsvarende ses at RDs er uathsengigt
af valget af fundamentalt system.

Da «aL g for ethvert o € Il og 8 € Ily gaelder x Ly for ethvert x € RD1 og y € RDs. Specielt
geelder al B for ethvert @« € RD; NY og f € RDy N E. Dermed er (RD; NX) U (RD2 NXE) en
ortogonal dekomposition af ¥ hvis ethvert element i ¥ er indeholdt i enten RD; eller RDs.



Lad nu « € ¥ og skriv a pa formen z + y med x € RD; og y € RDy; dette kan lade sig ggre da
RD; og RDy tilsammen udspesender RY. Sa geelder

ro(x) =2 — (r,0)a =z — 28”2;& =z — QW(:U +y)
:x—Q(x’x)a:—Q(x’m)y
(a, @) (ar, @)
Dar, € W(X) er ro(RD1) = RDy; specielt er ro(x) € RD;. Da der oplagt gaelder x—Qézz))m e RD;
fas sa 2((22))y € RD;. Men da der ogsa geelder 2((22))31 € RD, fas (Q%yﬂ_@ ((22)) y) og dermed
2 ((22))3/ = 0. Sa ma enten y = 0 eller z = 0, og dermed er « indeholdt i enten RD eller RDs. [

Rodsystemer er saledes perfekt beskrevet ved Dynkin-diagrammer, og en ortogonal dekomposi-
tion af et rodsystem med irreducible komponenter svarer blot til en opdeling af Dynkin-diagrammet
i sammenhaengskomponenter. Tilbage er sa kun at opskrive de mulige irreducible rodsystemer.

Seetning 16 (Standardformer for irreducible rodsystemer). Ethvert irreducibelt rodsystem er iso-
morft med netop ét af nedenstaende rodsystemer. I denne liste er ey, ..., e, en ortonormalbasis for
E", og S, er mengden af n-vektorer (e1,...,e,) som opfylder ¢; = £1 for hvert i. For et € € Sy,
defineres e. ved e. = %Z?:l gie;. Ayn er defineret forn > 1, By, forn > 2, C, forn >3 og D, for
n > 4. For hvert rodsystem angives desuden et muligt fundamentalt system II.

Ap: X={%£(e;—ej) |1 <i<j<n+1}
H:{ei—ei+1|1§i§n}

Bp: ¥={te;te;|1<i<j<n}U{xe;|1<i<n}
M={e;—er1|1<i<n-—1}U{ey}

Cp: E={fe;xe; |1 <i<j<n}U{£2e¢ |1<i<n}
M={e;—eir1|1<i<n—1}U{2e,}

Dp: S ={ke;£e;|1<i<j<n}
M={e;—ey1|1<i<n—1}U{e 1 +en}

FEg: EZ{ieiiej‘1§i<jSS}U{€6|€ESg,H§:1€Z‘:1}
HZ{ei—eiH|2§iS7}U{€7+€8,%(61—62—63—64—65—66—€7+68)}

E Y¥={aeX(Eg)|ale +e}
II = H(Eg) \ {62 — 63}

Es: X ={a € X(E;)|a Le—e3}
I =TI(Es) \ {ea — es,e3 — es}

Fu: EZ{ieiiej‘1§i<j§4}U{:|:6i|1§i§4}U{65’E€S4}
IT = {e2 — 3,63 — €4, €4, 3(e1 — €2 — €3 — e4)}

Gg: Y= {i(el — 62), :|:(€2 — 63), :|:(63 - 61), :|:(261 — €9 — 63), :|:(2€2 — €3 — 61), :i:(263 — €1 — 62)}
II = {61 — 62,262 — €3 — 61}

Beuvis. Dette indgar i [GLS] Theorem 1.8.7 og Remark 1.8.8. O
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Seetning 17 (Dynkin-diagrammer for irreducible rodsystemer). Dynkin-diagrammerne for de ir-
reducible rodsystemer er som vist:

A, o—eo— - - -—e
2
B, e——e— - - -—e——e
2
Chio—o— - - -—ec—9

Go: .in
Beuvis. Dette indgar i [GLS] Theorem 1.8.7. O

I rodsystemerne A,,, D,, og E,, har alle radder samme leengde. I de gvrige irreducible rodsystemer
er der to forskellige rodleengder, og man taler om lange og korte rgdder. I B,,, C, og F}y er forholdet
mellem rodlaengderne \/§; i G er forholdet /3.

Til ethvert rodsystem ¥ kan der knyttes et dualt rodsystem Y. Det duale rodsystem indgar i
beskrivelsen af den indre struktur af de semisimple algebraiske grupper.

Definition 9. Lad ¥ veere et rodsystem. For hvert o € ¥ defineres den duale rod & ved & =
2a/(a, @). Det duale rodsystem ¥ er meengden {& | a € X}.

Satning 18. ¥ er et rodsystem, og for alle o, f € ¥ galder (&, 5) = (8, ). Ydermere er =1

Bewvis. Definer ¢, = —2—, saledes at & = cya. Da er cg = i

2 2 _ 2 _ -2,
(oa)? -

&,&)

c; !, og dermed er & = cacv = c;lcoa = a. Sder X = 3.

For vilkarlige o og 8 geelder nu («, 3) = cg(a, 3). Sa fas (
c/glcacﬁ;(oz,ﬂ) =co(B,a) = (B,a).

O«
e
~

Il
o
=
—

O«
e
=

Il

o

@ |
—
—

o
Q
L

o

™

sy

S~—
Il
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Tilbage er kun at bevise at ¥ er et rodsystem. Lad «, 8 € ¥; da gaelder

(’I"ﬁ(Oé),TB(OK)) = (Oé - <Oé,ﬁ>ﬁ,0( - <a,ﬁ>6)
= (ava) + <a’/8>2(/675) - 2<aaﬂ>(avﬁ)
)

10,82 . Aaf)
.57 PP~ 15,5 (P

= (o, ) +
= (av a)

Specielt haves sa Cra(a) = Ca- Sa fas

TB(d) =a- <da5>ﬁ = Cq¥ — <,8,0Z>C/3B
= ca@ — co(B, @) = cola — cpla, B)B)
= Cry(a) (@ = (@, 5)B)

= Crg(a)7B (Ot)

Da ¢, (o)rs(a) netop er den duale rod til rg(a) er den et element i ¥, og dermed er r/;(il) C .
Da ¥ er endelig og 73 er injektiv, er sa rB(E) =Y. Idet X er krystallografisk, er 3 det ogsa, da der
geelder (&, 5) = (8, ). Endelig er X reduceret: lad &, 8 € 3, og antag & = kf for et vist k € R. Da
er coo = kegf, og dermed fas o = kcBCleB. Da X er reduceret,vmfi sa, k05c;1 ==1.Daa==xLer
(o, ) = (8, B), og sa er ¢ = cg. Dermed er k = £1, sa & = £f. O

S=xtning 19. Lad X vere et positivt delsystem af ¥ med tilhgrende fundamentalt system II. Da
er X7 et positivt delsystem af ¥ med tilhorende fundamentalt system 11.

Bevis. Lad som fgr ¢, = ﬁ, saledes at & = cqa. Da er ¢, = ¢_q, 0g —& er dermed den duale
rod til —a. Idet der gaelder a € ¥ hvis og kun hvis —a ¢ 7T, fas sa at der geelder @ € X T hvis og
kun hvis der gaelder —a ¢ X7.

Skrivnu Il = {ay,...,a,}, oglad a € ¥7; da findes der konstanter &y, . . ., k, med k; > 0 saledes
at @ = Y | kioy. Sa geelder coor = cq Y iy kic;il(caioci) og dermed fas & = > " | cak‘ic;}ézi. Da
k; > 0 for hvert 7 og cg > 0 for hvert g € ¥ fas sa cakic;} > 0 for hvert 7. Dermed kan ethvert
element i X1 skrives som en linearkombination af elementerne i IT med ikke-negative koefficienter.
Ydermere har IT dim(X) elementer, idet IT har dim(X) elementer og der klart gaelder RY = RY og
dermed dim(¥) = dim(%).

Tilbage er kun at vise at X T er lukket. Antag at dette ikke er tilfeeldet; da findes der &, 5 € £
siledes at @ + # ¢ X*. Da geelder —(a + ) € BT, Skriv nu & = Y0 kidu, 8 = Yy Lidy og
—(@+p) = Yoy midg med k; >0, 1; > 0 og m; > 0 for hvert 4. Sa fas > (ki + li + m;)d; =
a4 fB—(@+ ) = 0. Per Saetning 10(a) er II en basis for RY, og dermed specielt linezert uafhzengigt,
og da @&; blot er en skalering af o er II sa linesert uafheengigt. Sa ma k; + l; + m; = 0 for hvert 1,
og da alle tre led er ikke-negative fas k; = I; = m; = 0. Men sa er a = 8 = 0, hvilket er umuligt.
Altsa er 1 lukket. ]

Szetning 20. Dynkin-diagrammet for ¥ er identisk med Dynkin-diagrammet for ¥, bortset fra at
alle orienterede kanter har omvendt retning.

Bevis. Lad II veere et fundamentalt system for 3, og konstruer Dynkin-diagrammet for ¥ ud fra
IT og Dynkin-diagrammet for 3 ud fra II. Veegten af kanten mellem & og [ er (&, 5)(f, &); dette
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er lig vaegten af kanten mellem o og 3 da der geelder (&, 3)(3,d) = (B, a)(a, ). Ydermere haves

20 | _ 2l _ 2
(o) o] o] ®

Dermed fas at hvis |a| > |3], saledes at kanten mellem « og ( er

al = |

orienteret i retning mod £, sa er |&| = ‘%' < % = | 3|, saledes at kanten mellem & og /3 er orienteret

i retning mod ¢&. Endelig ses at hvis |a| = ||, saledes at kanten mellem « og [ er uorienteret, sa
5 »

er |a| = o= % = |B|, saledes at kanten mellem ¢ og § ogsa er uorienteret. O

Med dette resultat er det let at beskrive de duale systemer til de irreducible rodsystemer.

Szetning 21. Der gelder A, = A,,, B, = C,, forn >3, D,, 2 D,, E, 2 E,, Bo =~ By, F4 = F
09 Go = Go. Standardformerne i Setning 16 er defineret saledes at ved at bruge disse former bliver
de fire forste af disse isomorfier til ligheder.

Bevis. Forste del fglger af Seetning 20 og Saetning 17. Anden del fas ud fra Ssetning 16 ved direkte
beregning. O

Bemaerk at selv om A,, D, E,, Ba, Fy og G2 alle er selvduale, adskiller de tre sidste systemer
sig fra de gvrige i den made de er selvduale. I A,,, D,, og E,, er der kun én rodleengde, sa afbildningen
a +— & er en isomorfi af rodsystemer. I By, Fy og G5 er der to rodleengder, og isomorfien mellem
rodsystemet og dets duale bliver derfor mere kompliceret. Helt praecist geelder at hvis X er enten By,
Fy eller G2, sa findes der en ikke-triviel automorfi af Dynkin-diagrammet for 3 som ikke respekterer
orientering af kanter. Hvis II er et fundamentalt system for ¥ definerer denne automorfi en ikke-
triviel permutation p af II, og der findes sa en isomorfi ¥ — 3 hvis restriktion til II er afbildningen
a— p(a).

Klassifikation af semisimple algebraiske grupper

Med teorien for rodsystemer er det nu muligt at beskrive strukturen af de semisimple algebraiske
grupper indgaende, og at klassificere dem. Fgrst haves et lille lemma om virkningen af den maksi-
male torus pa rodgrupperne.

Lemma 22. Lad T vere en maksimal torus af K, og lad X vere en T-rodgruppe i K. Da findes
der en unik karakter x af T sdledes at for enhver parametrisering x(t) af X gelder x(t)* = x(x(s)t)
forallet € F ogseT.

S

Bevis. Idet T normaliserer X, er afbildningen t + z(¢)° en parametrisering af X. Per Saetning

6 har den sa formen ¢ — x(ct) for et vist ¢ € F~. Ved at seette x(s) = ¢ fis si en afbildning
x: T — F" som opfylder z(t)* = z(x(s)t) for ethvert t € F og s € T. Ydermere geelder z(x(s152)) =

x(1)%152 = z(x(s1))*2 = z(x(s1)x(s2)), og da z er injektiv fas x(s1s2) = x(s1)x(s2). Dermed er x
en homomorfi. O

Karakteren y siges at veere associeret til rodgruppen X.

Definition 10. En T-rod i K er en karakter af T associeret til en T-rodgruppe i K. Mzengden af
T-rodder i K betegnes med (7).

Lemma 23. Til hver T-rod af K horer en unik T-rodgruppe.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.9.5(b). O
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Der er saledes en én-til-én-korrespondance mellem T-rodgrupper i K og T-rgdder, og X(T)
kunne derfor lige s& vel defineres til at veere meengden af T-rodgrupper. Grunden til at man bruger
T-rgdder i stedet er at T-rgdder kan betragtes som elementer i meengden af karakterer af 7. Denne
maengde har struktur af en abelsk gruppe, og denne struktur kommer til at svare til den additive
struktur i et rodsystem.

Szetning 24. Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe med maksimal torus T. Da findes der
et reduceret krystallografisk rodsystem ¥ og en bijektion mellem ¥ og X(T) sdledes at ndr man for
ethvert o € ¥ lader xo vere elementet i (T horende til a og X o, vaere T-rodgruppen af T hgrende
til X, sa gelder folgende:

(a) Lad o og B veere elementer i X saledes at o + § € X. Da er Xa(t)Xs(t) = Xa+s(t) for alle
t € T. For ethvert a € ¥ geelder desuden x_o(t) = xa(t)™! for allet € T.

b) For hvert element B € X findes en kokarakter hg af T saledes at for alle o, 8 € X2 geelder
B
Xa(hg(t)) = t=(P),

(¢) Lad N = N#(T). Da findes der en isomorfi N/T = W (X) sdledes at for ethvert n € N og
ethvert o € 2 gelder "(X,) = X w(a) hvor w er billedet af nT i W(X) under ovenstdende
isomorfi.

() K= (Xo|aex).

(e) Lad ¥4 U- - -UXy veere den unikke ortogonale dekomposition af X med irreducible 3;, og definer

Ki= (X, |a€X) for hverti. Da er K1, ..., K} komponenterne af K, og ¥; er rodsystemet
for K; for hvert i.

Bevis. (a)-(c) er [GLS] Theorem 1.9.5(d) og (f). (d) er Seetning 7, og (e) folger af (d) og [GLS]
Theorem 1.10.1(b). Bemeerk at jeg har szendret fortegnet pa eksponenten i (b) for at sikre konsistens
med Seetning 31. Dette sendrer ikke pa sesetningens indhold, for hvis hg er defineret sa der gaelder
Xal(hp(t)) = @9 for alle @ € ¥, si kan man definere Wy ved hig(t) = hs(t™1), og sa geelder

Xa(hjs(t) = t={@hB) for alle a € . O

Eksempel 3. Gruppen SL3(F), den specielle linezere gruppe af dimension 3 over [F, er en semisimpel
algebraisk gruppe. En mulig maksimal torus er undergruppen T bestdende af diagonalmatricerne.
En af T-rodgrupperne bestar af alle matricer pa formen

1
0
0

o~ R

0
0
1

med z € F. Skriv e;; for matricen hvis indgang (4,7) er 1 og hvis andre indgange alle er 0, og
lad I veere identitetsmatricen. Da er ovenstaende matrix altsa I + xei2, og T-rodgruppen er lig
{I + ze12 | © € F}. Kald denne T-rodgruppe for X15. Der findes fem andre T-rodgrupper, som
konstrueres analogt; betegn dem med X13, Xo1, Xo3, Xa1 og X3o.

Lad nu y;; og h;j veere karakteren og kokarakteren hgrende til X;;. Lad t € T og skriv

t1 0 O
t=1] 0 t2 O
0 0 t3
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Da er x;;(t) = t; 't;. Ydermere geelder at hvis t = h;;(s) for et vist s € F", séert; = s, t;=s"1

og ty = 1 hvis k # i og k # j. Rodsystemet for SL3(F) er As; med notationen fra Eksempel 1
er en mulig bijektion givet ved a +— x12, @ + B — x13, B — X23, —a — Xx21, —(a + ) — Xx31 08
—B — xs2. -

Normalisatoren N af T bestar af alle de matricer hvorom det gaelder at netop én indgang i hver
rackke og sgjle er forskellig fra 1. Givet et n € N bestar sideklassen nT netop af de matricer m
hvorom det gzelder at de indgange i m der er forskellige fra 0 er de samme som i n. N /T kan derfor
opfattes som gruppen af permutationsmatricer i dimension 3, og derfor bliver N /T isomorf med
S3. Dette er netop Weyl-gruppen for As.

Per Szetning 5 er to maksimale torusser i K inbyrdes konjugerede. Dette faktum kan bruges til
at bevise at rodsystemet 3 i Saetning 24 faktisk er uatheengigt af valget af maksimal torus.

Saetning 25. Lad T wvere en maksimal torus af K, lad o — xo veere bijektionen mellem ¥ og
Y(T) fra Setning 24, og lad T vere en anden maksimal torus of K. Da er T? -rodgrupperne i K
netop grupperne (Xo)?, og T? -roden X%, associeret til (Xo)9 er givet ved x%(t9) = xa(t). Ydermere
er afbildningen o — x5 en bijektion mellem ¥ og E(T‘q) som opfylder egenskaberne i Setning 24.

Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 1.9.5(c). O

Med dette resultat kan vi utvetydigt referere til ¥ som rodsystemet for K. Enhver semisimpel
algebraisk gruppe har dermed et tilhgrende rodsystem. Det neeste spgrgsmal ma sa veere om der
findes flere forskellige algebraiske grupper med samme rodsystem, og i givet fald hvor mange.

Definition 11. En isogeni er en surjektiv morfi af algebraiske grupper med endelig kerne.

Proposition 26. Lad ¢ : K — H vaere en isogeni af sammenhangende algebraiske grupper. Da

er ker(p) C Z(K) og ¢(Z(K)) = Z(H). Ydermere gelder at hvis K er semisimpel og T er en
maksimal torus af K, s er H semisimpel og o(T) er en maksimal torus af H.

Bevis. Dette er [GLS] Proposition 1.10.3. O

Saetning 27. Lad ¥ vere et reduceret krystallografisk rodsystem. Da findes der unikke semisimple
algebraiske grupper K, () og Kq(X) med folgende egenskaber:

(a) Ku(2) 0g Ko(2) har begge rodsystem .

K
(b) For enhver semisimpel algebraisk gruppe K med rodsystem ¥ findes isogenier K (%) — K —

K.(2).

(c) Z(Ku(X)) er endelig og Z(K (X)) = Cj.
Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.10.4(b) og (d). O

Seetning 28. Lad ¥ vere et rodsystem, og lad ¥y U --- U Xy vere en ortogonal dekomposition af
Y. Daer Ki(X) 2 Ky(X1) X -+ X Ky(Zk) 09 Ko(2) 2 Ko(X1) X -+ X Ko(Zg).

Beuvis. Dette folger af [GLS] Proposition 1.10.6 ved induktion. O

De algebraiske grupper med rodsystem ¥ er dermed netop grupperne K,(¥)/Z hvor Z er en
undergruppe af Z(K,(X)). For at afslutte klassifikationen er der kun tilbage at beskrive gruppen
Z(K (X)) for de irreducible rodsystemer, samt at undersgge om der findes isomorfier mellem simple
algebraiske grupper med forskellige rodsystemer.

15



Saetning 29. Lad K, vere en universel simpel algebraisk gruppe med rodsystem X, lad T vere
en maksimal torus af K., og lad Z = Z(K,). Da gelder Z C T, og isomorfiklassen af Z ses i

nedenstaende liste. Her angiver ?(n) undergruppen af F* bestiende af alle n’te enhedsrgdder.

A, 7= F(nJrl).

B, Z=F7.

Cn: Z = ﬁ@).

D,: Huvisn er lige, er Z = ﬁ@) X F@). Huvis n er ulige, er Z = ?(4).

Ey: Z2=C4

By z=2F?

Eg: Z =T

Fy. Z2=C

Go: Z =20
Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.9.5(h) og Theorem 1.12.5(c). O

Saetning 30. Lad K wvere en simpel algebraisk gruppe, og lad K — H were en isogeni. Da
har K og H samme rodsystem, eller ogsd er deres rodsystemer B, og C, og karakteristikken af
det underliggende legeme F er 2. Ydermere findes der bijektive morfier Ko(B,) — Ka(Cy) og
Ko(Cp) = Ko(By) af adjungerede algebraiske grupper over Fo.

Bevis. Dette er [GLS| Theorem 1.10.4(a) og Theorem 1.15.9, bortset fra pastanden om at morfierne
mellem K, (B,) og K,(C,) er bijektive. Morfierne er surjektive ifslge Theorem 1.15.9, sa det skal
bare vises at de er injektive. Kernen for morfien K ,(B,,) — K,(Cy,) er en lukket normal undergruppe
af K,(By,) per Proposition 1(c), og per Szetning 2(c) er kernen sa enten hele K ,(B,,) eller indeholdt
i centeret for K,(B,). Kernen er ikke hele K,(B,) da morfien s ikke ville veere surjektiv, og per
Seetning 27(c) fis si at kernen er triviel. Dermed er morfien K,(B,) — K.(Cy) injektiv. At den
anden morfi er injektiv ses tilsvarende. O

Bemzerk at selv om morfierne K,(B,,) — K.(Cp) og K.(Cp) — Kq(B,) er bijektive, er de ikke
isomorfier af algebraiske grupper, da deres inverse afbildninger kun er gruppehomomorfier, og ikke
morfier af algebraiske grupper.

Semisimple algebraiske grupper er dermed klassificeret ved deres rodsystem. Rodsystemet kan
ogsa bruges til at give en detaljeret beskrivelse af strukturen af grupperne.

Szetning 31 (Chevalley-relationerne). Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe med maksimal
torus T og rodsystem X. T-rodgrupperne X, har parametriseringer xo(t) saledes at nar man for
hvert a € © ogt € F* definerer elementerne na(t) og ho(t) ved

xa(t)x_a(—tfl)xa(t)

S
Q
—~

o~
S~—

I

o9



sierT = (ho(t)|aeX,t €F"), og folgende gelder for alle o, € X og t,u € F (med restriktion-
erne t # 0 og/eller u # 0 hvor dette er ngdvendigt):

(a)
(b)

Ta(t)xo(u) = xo(t + u).

Hvis o # £, sa er

[za(t), :Eﬁ Hxla+jﬁ(62]aﬁt u])
7]

Produktet lpber her over alle par af positive heltal i og j som opfylder ia+ jB € ¥. Faktorerne
optreder i en fast raekkefolge med © + j svagt voksende, uafhengigt af verdierne af t og u.
Konstanterne c;jop afhenger ikke af t og u, og er op til fortegn bestemt af strukturen af
Y NR{a, B}. Mere precist gelder c;jop = +1 med precis folgende undtagelser:

(1) ENR{e, B} = Ba, a 0g B er korte og a+ B er lang; da er c1103 = £2.

(2) ENR{e, B} = G2, o og B er korte og o+ B er lang; da er c1105 = £3.

(3) ENR{e, B} = G2, o, B og a+ B er korte; da er c11a8 = £2, 21058 = £3 09 c1248 = £3.
(4) ENR{e, B} = Go; {a, B} er et fundamentalt system med « kort; da er c3aap = £2.
ha(t

[ha(t), hg(w)] = 1.
ha(t)ha(u) = ha(tw).

Lad 11 = {ov, ..., an} vere et fundamentalt system i X, lad o € X, og skriv & = Y1 | ¢idy;.
Da er ho(t) =[]y ha, ().

Hvis K er universel, sd er [[i ha,(t;) = 1 hvis og kun hvis t; = 1 for hvert i.
T ()W) = 2 (u=(@F)).

To (1)) = Tyy(a)(Ca,pt). Her er co g = £1, uafhengigt af t.

B = hy 0y (1)

ne(t)s1) = Nys(a) (Capt)-

na(1)? = hao(—1).

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.12.1. Bemzerk at forfatterne har begaet to fejl i deres opskrivning
af seetningen: der mangler et fortegn i eksponenten i (g), og konstanten ¢, skal ikke indga i (i). De
korrekte formler kan findes i [Ca] i beviset for Theorem 12.1.1. O

Funktionerne h,, er netop kokaraktererne i Seetning 24(b). Per definitionen af y, gelder nemlig
2o (1) = 24 (xa(hs(u))t), og relationen x4 (1)) =z, (u™{*F)t) siger sa netop at xa(hs(u)) =
7<0¢,B>
U

Eksempel 4. Betragt igen gruppen SL3(F) fra Eksempel 3. Denne gruppe er den universelle
semisimple algebraiske gruppe med rodsystem Ao. Et muligt valg af Chevalley-frembringere er
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givet ved at X;; parametriseres ved x;(t) = (I +te;;), hvor I og e;; er som i Eksempel 3. Centeret
for SL3(F) bestar af alle matricer pa formen

O O W

0 0
s 0
0 s

For at denne matrix har determinant 1, skal der geelde s* = 1. Dermed bliver centeret af SLs(F)
isomorf med gruppen af tredje enhedsrgdder i F~. Den adjungerede gruppe med rodsystem Aj er
netop SL3(F) modulo dette center; den betegnes P.SL3(F) og kaldes den projektive specielle linezere

gruppe over F.
Chevalley-relationerne giver faktisk en praesentation af den algebraiske gruppe K:

Szetning 32. Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe, og lad K, og K, vere den universelle
hhv. adjungerede algebraiske gruppe med samme rodsystem som K.

(a) Chevalley-relationerne sammen med definitionerne af na(t) og ha(t) udger en presentation

af K.

(b) Ud fra denne presentation af K, kan en presentation af K konstrueres ved at tilfgje re-
lationer af typen [[,ecx ha(ta) = 1, hvor [[,ex ha(ta) er et element i kernen af isogenien
K, — K.

(c) Chevalley-frembringerne x4 (t) af Ky, K o9 K, kan velges sdledes at der findes isogenier
K, — K — K, der begge afbilder x(t) i x4(t) for alle o og t.

Bevis. Dette er [GLS| Theorem 1.12.4. O

Saetning 33. Definer N = Nz(T). Daer N = (nq(t) |« € £,t € F™) hvor ng(t) er som i Setning
31.

Bewvis. T er frembragt af elementerne hy(t), og per Satning 31(h) er ho(t)"s() = Py g(a)(t). Kon-

jugation med ng(1) permuterer altsa frembringerne, og ng(1) mé si normalisere 7. Nu geelder
hg(t) € T C N og ng(1) € N, og da ng(t) = hg(t)ng(1) fas sa ng(t) € N. Dermed er (n,(t) | a €
»,t € F*) C N. Tilbage er s at vise at elementerne n(t) frembringer hele N.
Da T er frembragt af elementerne hq(t) = na(t)na(1)™Y, ma T C (na(t) | o € 2.t € F). Det
er s& nok at vise at (nq(t) | o € £,¢t € ) indeholder reprasentanter for alle sideklasser af T i N.
Per Seatning 31(h) er z,(t)"1) = Try(a)(Capt)s 0g dermed er (Xq)) = X y(a)- Fra Set-
ning 31(k) og (d) fas nu ng(1)~" = hg(—1)ns(1), og da T normaliserer X, haves ") (X,) =

(Xo)e(ms) = (X ,)me(D) = Xy y)- Sa er rg billedet i W(X) af (nq(1))T under isomorfien

N/T = W () fra Seetning 24(c). Da elementerne rg frembringer W(X), ma (no(t) | o € X,t € F)
si indeholde repraesentanter for alle sideklasser af Ti N. Dermed er N = (no(t) |[a € £,t € ). O

S=xetning 34. Lad X7 vere et positivt delsystem for ¥ med tilhgrende fundamentalt system 11, og
definer U = (X4 | @ € 7). Da gelder:

(a) For enhver total ordning af ¥ gelder at ethvert element i U har en unik fremstilling pd
formen [],cs+ Talta) hvor faktorerne i produktet optraeder i rakkefolgen defineret af den
totale ordning.
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(b) Lad 1 vere en lukket delmaengde af XF, og definer Uy = Ha621 X, hvor faktorerne optreder
i vilkdrlig raekkefolge. Da er Uy en lukket undergruppe af U.

(c) U= (X, |aecll).

(d) Lad E(T veere et andet positivt delsystem af ¥, og definer Uy = (Xo | @ € 5f). Da er
UNUp=(Xq|aextnx).

Bevis. (a)-(c) er [GLS] Theorem 1.12.7(a), (c) og (d), og (d) indgar i [GLS] Theorem 1.11.4. [

Eksempel 5. Betragt igen gruppen SL3(F) fra Eksempel 3, og lad A7 veere det positive delsystem
{a, B, + B}. Gruppen U bliver undergruppen af SL3(F) bestaende af alle matricer pa formen

1 b
0 c
0 1

S = Q

Dette element er lig x93(c)x13(b)z12(a). Andre valg af raekkefglger for de tre rodgrupper i A kan
give anderledes parametriseringer. Eksemplvis er ovenstaende element ogsa lig x12(a)xa3(c)z13(b —
ac). Et andet muligt positivt delsystem er maengden {3, a + 3, —a}; gruppen Uy hgrende til dette
positive delsystem bestar af alle matricer pa formen

1 0 b
a 1 c
0 01
{a,a + B} er en lukket delmeengde af A;r , og den tilhgrende lukkede undergruppe bliver gruppen

X 12X 13 bestdende af alle matricer pa formen

1 b
0 0
0 1

O = Q

Szetning 35 (Bruhat-normalform). Lad X1 vere et positivt delsystem for ¥ og definer U = (X, |
a€¥Xt)ogU = (X,|a€—-XT). Definer for ethvert w € W(X) Uy, ved Uy, = U N (U )" hvor
n er et element i N der afbildes i w under afbildningen N — N /T = W (X). Da gelder:

(a) Uy afhenger ikke af valget af n, og Uy = (Xo | o € T, w(a) € ).

(b) Ethvert element g i K har en unik fremstilling pd formen g = unv hvor w € U, n € N,
v €Uy og w er billedet af n under afbildningen N — N /T = W (%).

Bevis. Lad n og n’ veere to elementer i N der begge afbildes i w under afbildningen N — N /T =
W (X). Daer n ogn' i samme sideklasse af T, sa der findes h € T s n’ = hn. Idet T normaliserer U
fas sa (U™)" = (U~)" = (U~)". Dermed er U, uafhaengig af af valget af n. Resten af ssetningen
er [GLS] Theorem 1.11.5. O
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Grupper af Lie-type

Grupperne af Lie-type er en familie af endelige grupper der kan konstrueres som undergrupper af
Lie-grupper. Interessen for dem kommer blandt andet af at mange af de simple grupper er grupper
af Lie-type. I dette afsnit beskriver jeg hvordan grupperne af Lie-type konstrueres ud fra simple
algebraiske grupper, og jeg praesenterer en rackke egenskaber ved Chevalley-grupper der nedarves
fra de tilsvarende algebraiske grupper.

Definition 12. Lad K vaere en algebraisk gruppe. En Steinberg-endomorfi af K er en endomorfi
af K med endelig fikspunktsmeengde. Fikspunktsmeengden for en Steinberg-endomorfi o betegnes
med C7(0).

Saetning 36. Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe med isogenier K, — K — K,. Enhver
Steinberg-endomorfi afE inducerer en unik Steinberg-endomorfi af K, og kan loftes til en unik
Steinberg-endomorfi af K. Ydermere er o bijektiv og dermed en automorfi af K.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 2.1.2(e) og (a). O

Definition 13. En gruppe af Lie-type er en endelig gruppe K hvorom det galder at der findes en
simpel algebraisk gruppe K over F, og en Steinberg-endomorfi o af K saledes at K = or' (Cx(0)).
Et o-setup for en gruppe af Lle—type K er et par (K, o) bestaende af en sidan simpel algebraisk
gruppe K og Steinberg-endomorfi o af K.

Szetning 37. Lad K vere en gruppe af Lie-type med o-setup (K,o), og lad K, og K, vere
de universelle hhv. adjungerede versioner af K. Lad o, vere den unikke Steinberg-endomorfi pd
K, som o kan lﬂftes til, og lad o, vere den unikke Steinberg-endomorfi pd K, induceret af o.
Definer K, = OV (Cg, (0u)) 09 Ko = or' (Cg,(04)). Da findes der surjektive gruppehomomorfier
K, = K — K, som fremkommer som restriktioner af isogenierne K, — K — K,.

Bevis. Dette er en omformulering af [GLS] Theorem 2.2.6(a) og (b). O

Givet en gruppe af Lie-type K med o-setup (K, o) findes der altsi et antal forskellige versioner
af K, svarende til versionerne af K. Praecis som ved de algebraiske grupper er disse versioner netop
grupperne K, /Z hvor Z er en undergruppe af Z(K,). Bemaerk dog at der godt kan veere ferre
versioner af K end der er af K. Dette forekommer hvis C(0) ikke indeholder hele Z(K), saledes
at Z(K) er mindre end Z(K). I dette tilfzelde vil der veere versioner af K som o ikke kan defineres
pa, da de har formen K,/Z hvor Z opfylder o(Z) # Z.

Szetning 38. Lad K vere en universel semisimpel algebraisk gruppe, og lad o vere en Steinberg-

endomorfi for K. Da er OPI(C?(J)) = Cx(0).
Bevis. Dette er [GLS] Theorem 2.2.6(e). O
Neaeste skridt er at beskrive de mulige Steinberg-endomorfier af en simpel algebraisk gruppe.

Saetning 39. Lad K vere en semisimpel algebraisk gruppe over F, med rodsystem ¥. For enhver
potens ¢ = p" med n € N findes der en unik endomorfi ¢, af K sdledes at o (x4 (t)) = xo(t9) for
alle « € ¥ ogt € F. Disse endomorfier er alle bijektive, og er dermed automorfier af K som gruppe.
De er ikke automorfier af K som algebraisk gruppe, da deres inverse ikke er morfier af algebraiske
grupper. De er alle Steinberg-endomorfier, og der geelder ¢q, © Qg = Pgiqs-
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Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 1.15.4(a). O

Definition 14. En Chevalley-gruppe er en gruppe af Lie-type med o-setup (K, pq). Gruppen
betegnes med Y(¢q) hvor ¥ er rodsystemet for K.

For ethvert irreducibelt rodsystem . findes der sdledes en familie af Chex@lley—gruppg Y(q)
hvor ¢ lgber over alle primtalspotenser. Bemeerk at de bijektive morfier mellem K,(B,,) og K,(Cy,)
nar det underliggende legeme har karakteristik 2 forer til isomorfier B, (2™) = C,(2™) for alle
m € N.

Eksempel 6. Betragt igen gruppen SL3(F) fra Eksempel 3. Steinberg-endomorfien g virker pa
denne gruppe ved

a b c a? b1 A
d e f|— ] dl el f14
g h 1 g? hi 4

Dens fikspunktsmaengde er netop de matricer i SL3(F) hvis indgange ligger i F ¢» legemet med ¢
elementer. Dette er netop gruppen SL3(F,). Da SL3(F) er universel, er SL3(FF,) s& den universelle
Chevalley-gruppe As(q).

Saetning 40. Lad K vere universel eller adjungeret med rodsystem ¥, lad IT veere et fundamentalt
system for 3, og lad p vere en isometri af RY der opfylder p(II) = II. Da findes der en unik
automorfi vy, af K som opfylder v,(zq(t)) = Tp(a)(t) for alle a € £11 og t € F.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 1.15.2(a). O

v, er ikke en Steinberg-endomorfi, men den sammensatte afbildning 7,p, er en Steinberg-
endomorfi for alle q.

Definition 15. En Steinberg-gruppe er en gruppe af Lie-type med o-setup (K, 7,p4) hvor p er
ikke-triviel. Gruppen betegnes med ?%(g) hvor X er rodsystemet for K og d er ordnen af p.

Hvis p er en isometri med p(II) = II, sa definerer p en automorfi af Dynkin-diagrammet for
3. Konstruer nemlig Dynkin-diagrammet ud fra II; da inducerer p en permutation af knuderne i
diagrammet. Da p er en isometri, bevarer den vinklerne mellem rgdderne i II samt deres indbyrdes
leengde, og sa er den inducerede permutation netop en automorfi af Dynkin-diagrammet. Pa lignende
vis ses at ud fra en automorfi af Dynkin-diagrammet kan man konstruere en isometri p med p(IT) =
II.

Dette gor det let at opskrive de mulige Steinberg-grupper. Dynkin-diagrammerne for A4,, (n > 2),
D,, og Eg har ikke-trivielle automorfier af orden 2, hvilket giver de tre familier 2A,(q), 2D, (q) og
2F6(q). Desuden har Dynkin-diagrammet for Dy en ikke-triviel automorfi af orden 3, hvilket giver
familien 3Dy4(q). (Dynkin-diagrammet for D4 har faktisk tre forskellige automorfier af orden 2, men
de giver same isomorfiklasse af Steinberg-grupper. Tilsvarende for de to automorfier af orden 3.)

Szetning 41. Lad K vere enten Ba(Fa), Fu(Fa) eller Go(F3). Lad ¥ vere rodsystemet for K og
lad T1 veere et fundamentalt system for ¥. Da findes der en unik isometri p : ¥ — X som opfylder
p(I) =11, og der findes en unik endomorfi v af K som opfylder (z4(t)) = Ty(a)(t) hvis a er lang
09 P(za(t)) = @) (tP) hvis a er kort. Ydermere er 1 en Steinberg-endomorfi af K, og ¥? = @,.

Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 1.15.4(b). O
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Grunden til at ¥ skal veere enten Bo, Fy eller G2 er at dette netop er de selvduale irreducible
rodsystemer med to rodlengder. Karakteristikken af det underliggende legeme er valgt sa den
er lig veegten af den orienterede kant i Dynkin-diagrammet. En lignende konstruktion kan i gvrigt
gennemfgres for de andre rodsystemer med to rodlzengder. Herved fas morfier ¢1 : B, (Fs) — C,(F2)
og 12 : Cp(F2) — By (F2) som opfylder 1a11 = @2 og 1112 = .

Definition 16. En Suzuki-Ree-gruppe er en gruppe af Lie-type med o-setup (K, 1¢,). Gruppen
betegnes med 2E(p"+%) hvor p"™ = q. Her tillades ¢ = 1, og ¥y er da lig 1.

Der findes altsa tre familier af Suzuki-Ree-grupper, nemlig 2Bg(2”+% ), 2F4(2"+%) og 2G2(3”+%).
Det viser sig at Chevalley-grupperne, Steinberg-grupperne og Suzuki-Ree-grupperne tilsammen
udggr alle grupper af Lie-type.

Szetning 42. Lad K vere en gruppe af Lie-type med o-setup (K,o). Ved at konjugere o med en
indre automorfi af K, hvilket ikke @ndrer isomorfiklassen af Op/(Cf(a)), kan o bringes pa en af
formerne ©q, Yopq 09 Vpq. I de forste to former er q en positiv potens af p; i den sidste er q en
tkke-negativ potens af p.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 2.2.3. O

Enhver gruppe af Lie-type er saledes en Chevalley-, Steinberg- eller Suzuki-Ree-gruppe. De
adjungerede versioner af disse grupper er naesten alle simple:

Saetning 43. Den adjungerede version af en gruppe af Lie-type er simpel, med precis folgende otte
undtagelser. A1(2), A1(3), 2A2(2) og 2B2(v/2) er Frobenius-grupper af orden hhv3-2,4-3,9-8 og
5-4. 1 By(2), G2(2), 2F4(V/2) og 2G2(v/3) er kommutatorundergruppen simpel og har indeks p.

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 2.2.7. Bemzerk at forfatterne her bruger notation 2X(p?"*!) for
Suzuki-Ree-grupperne. ]

Kommutatorundergrupperne af By(2), G2(2) og 2Ga(v/3) er isomorfe med hhv. A1(9), 245(3)
og Ai1(8), og de kan derfor uden problemer behandles som grupper af Lie-type. Kommutatorun-
dergruppen af 2Fy(1/2) er derimod ikke isomorf med en gruppe af Lie-type. Denne gruppe kaldes
Tits-gruppen, og den henregnes undertiden til de sporadiske simple grupper.

Den indre struktur af Chevalley-grupperne er ret let at beskrive, da den minder meget om struk-
turen af de algebraiske grupper. Afbildningen t — t? er en automorfi af F hvis fikspunktsmeengde er
et legeme af orden ¢, Fy, og elementet x,(t) i X(F) er derfor et fikspunkt for ¢, netop hvis ¢ € F,.
Ydermere har disse elementer orden p, og de er derfor indeholdt i ¥(q) = O (C,, ,(2(F))). Det viser

sig at X(¢) netop er frembragt af elementerne z,(t) med ¢t € F, og o € X.

Saetning 44. Lad X(q) vere en universel Chevalley-gruppe. Da er X(q) frembragt af elementerne

zo(t) i X(Fy) med a € £ og t € Fy, og Chevalley-relationerne for t,u € F, udgor en presentation
af 3(q).

Beuvis. Dette er [GLS] Theorem 2.4.8 sammen med Remark 2.4.9(c). O

Det er ogsa muligt at konstruere praesentationer af Steinberg- og Suzuki-Ree-grupperne ud fra
Chevalley-relationerne, men disse er veesentligt mere komplicerede.

Saetning 45. Lad K vere en Chevalley-gruppe med o-setup (K, pq). Da er Z(K) = Z(K) N K.
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Bevis. Per [GLS] Proposition 2.5.9(a) er Z(K) C Z(K),ogda Z(K) C K masi Z(K) C Z(K)NK.
Da K C K geelder samtidig Z(K) N K = Cg(K) C Cg(K) = Z(K), og sa ma Z(K) = Z(K) N
K. O

Seetning 46. Lad K vere en Chevalley-gruppe med o-setup (K, ¢q), lad T vere en maksimal torus
af K, og lad N = NZ(E)(T). Definer H=TNK, N=NNK og Hy = (ha(t) | t € F) for hvert
a € X. Da geelder:

(a) H= (H, | a€X), og for ethvert fundamentalt system I1 i ¥ er H = (H, | o € II).

(b) Hwis %(q) er universel, er Ho = ) for hvert o € X, og H er det direkte produkt af grupperne
H,, aell

(c) H< N og N/H = W(X). Denne isomorfi fremkommer som en restriktion af isomorfien
N/H = W(X) til N.

Bevis. (a) og (b) er [GLS] Theorem 2.4.7(a) og (d). (c) er [GLS] Theorem 2.3.4(a). O

Saetning 47. Lad K vere en Chevalley-gruppe med o-setup (K, ¢,), og definer Xo = Xo N K for
hvert a € 5(W). Da er Xo = (za(t) | t € Fy), og for ethvert n € N geelder "(Xa) = Xy hvor w
er billedet af n under afbildningen N — N/H = W (X).

Bevis. Forste del er indeholdt i [GLS] Theorem 2.4.1(b), anden del er [GLS] Theorem 2.3.8(b) O

Seetning 48. Lad K vere en Chevalley-gruppe med o-setup (K, p,), og lad ¥ vere et positivt
delsystem for X med tilhorende fundamentalt system I1. Lad U = (X4 | a € ) og U = (X, |
a€ —X7T), og definerU=UNK ogU~ =U NK. Da gelder:

(a) For enhver total ordning af ¥ geelder at ethvert element i U har en unik fremstilling pa
formen [],cs+ Talta) hvor faktorerne i produktet optraeder i rakkefslgen defineret af den
totale ordning.

(b) Definer for ethvert w € W(X) Uy, ved Uy, = U N(U™)" hvor n er et element i N der afbildes
i w under afbildningen N — N/H =W (X). Da er U, = (X, | @ € X7, w(a) € XT). Specielt
erUNU~ = (4.

(¢) H normaliserer U, og HNU = C.

(d) For ethvert n € N er HUN(HU™)" = H{UN(U™)") = HU,, hvor w er billedet af n under
afbildningen N — N/H = W (X).

(e) U er en Sylow-p-undergruppe of K.

Bevis. (a) er [GLS] Theorem 2.3.7, (b) og (d) er [GLS] Theorem 2.3.8(b) og (c), og (c) og (e) er
[GLS] Theorem 2.3.4(c) og (d). O

Seetning 49 (Bruhat-normalform). Ethvert element g i« K har en unik fremstilling pa formen
g=wunv hvoru € U, n € N, v € Uy, og w er billedet af n under afbildningen N — N/H = W (X).

Bevis. Dette er [GLS] Theorem 2.3.5. O
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Euler-karakteristik af fusionskategorier

I dette afsnit definerer jeg fusionskategorierne for en endelig gruppe og Euler-karakteristikken af
en endelig kategori, og jeg beviser et antal ssetninger om Euler-karakteristik af fusionskategorier.
Definitionen af Euler-karakteristik for kategorier er hentet fra [Lei] og nogle af resultaterne er taget
fra [Ja].

Definition 17. Lad G vere en endelig gruppe og p et primtal der gar op i ordenen af G. Fusion-
skategorien for G ved p betegnes med F,(G). Dens objekter er de ikke-trivielle p-undergrupper af
G, og dens afbildninger er gruppehomomorfier af formen z +— 9 for et vist g € G.

Lad P vere en Sylow-p-undergruppe af G. Kategorien Fp(G) er da den fulde delkategori af
Fp(G) hvis objekter netop er de ikke-trivielle undergrupper af P.

De elementer g i G som giver anledning til en afbildning x — 9x er netop elementerne i trans-
porteren Ng(H,K) ={g € G |9H C K}. To elementer g og ¢’ giver samme afbildning netop hvis
9z = 9z for alle € H. Dette er akvivalent med ¢ '9)z = z for alle z € H, saledes at g~ ¢’ €
Cg(H). Dermed giver g og ¢’ samme afbildning netop hvis de er indeholdt i samme venstresideklasse
af Cq(H). Afbildningsmeengden F,(G)(H, K) betegnes derfor ogsa Ng(H, K)/Cq(H).

Fusionskategorien defineres typisk saledes at ogsa den trivielle gruppe er et objekt i kategorien.
Da denne gruppe altid er et initialt objekt i kategorien, gar der ikke noget information tabt ved at
udelade den.

Kategorien Fp(G) siges ogsa at veere et fusionssystem pa P. Der findes en stgrre teori for
sadanne fusionssystemer pa p-grupper; et overblik over denne teori przesenteres i [BLO].

Saetning 50. Fp(G) er ekvivalent med Fp(G).

Bevis. Der findes en oplagt inklusionsfunktor Fp(G) — F,(G), og per definitionen af Fp(G) er
denne funktor bijektiv pa afbildningsmeengderne. Sylows anden seetning giver desuden at enhver
p-undergruppe af G er indbyrdes konjugeret med en undergruppe af P, og dette betyder netop at
ethvert objekt i F,(G) er isomorf i kategorien med et objekt i Fp(G). O

Definition 18. Zeta-funktionen for en endelig kategori C er funktionen ¢ : obC x obC — Q
givet ved ((A,B) = |C(A, B)|. En vegtning pa C er en afbildning x : obC — Q som opfylder
Y Beobe G(A, B)k(B) = 1 for ethvert objekt AiC. En kovagtning pa C er en afbildning A : obC — Q
som opfylder }_ 4., e A(A)((A, B) = 1 for ethvert objekt B i C. En kategori har Euler-karakteristik
hvis den har bade en vaegtning og en kovaegtning, og i sa fald er dens FEuler-karakteristik givet ved
X(C) = > scopc K(A) hvor & er en vilkarlig veegtning eller koveegtning.

Idet C har endelige afbildningsmaengder, er funktionen ( veldefineret, og da C kun har endelig
mange objekter, er summerne Y 5 ((A, B)k(B) 0og > sconc MA)C(A, B) veldefinerede. Euler-
karakteristikken for C afhaenger ikke af valget af (ko)veegtning; dette fglger af at der for enhver
vaegtning k og koveegtning A\ gaelder

DTAA) = D D MAX(ABK(B) = Y K(B).

A€ob(C A€obC Beob(C Beob(C

Hvis C har bade en vaegtning og en kovaegtning, har alle vaegtninger og kovaegtninger altsa samme
sum.
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Saetning 51. Lad C og D vere @kvivalente kategorier. Hvis C har Fuler-karakteristik, har D det
ogsa, og der gelder x(C) = x(D).

Bevis. Dette er [Lei] Proposition 2.4b. O
Saetning 52. F,(G) har Euler-karakteristik.

Bevis. Dette er [Ja] Korollar 6. O
Korollar 53. Lad P vere en Sylow-p-undergruppe af G. Da er x(Fp(G)) = x(Fp(G)).

Bevis. Dette folger af Seetning 50 og Saetning 51. O

_ Nk (HE)|

Lemma 54. Lad H og K vere objekter i F,(G). Da gelder ((H, K) SeaanT

Bevis. Per definitionen af F,(G) bestar afbildningsmeengden fra H til K netop af de gruppehomo-
morfier fra H til K der har formen x — 9z for et vist g € G. For dette g geelder sa IH C K, saledes
at g € Ng(H, K). Enhver afbildning fra H til K er saledes repraesenteret af et element i Ng(H, K).
Hvis to elementer g og ¢’ i Ng(H, K) repreesenterer samme afbildning fra H til K geelder 92 = 9z
for alle # € H. Saer x = 9 9z for alle z € H, siledes at g~'¢' € Cq(H). Dermed er g og ¢
indeholdt i samme venstresideklasse af Cq(H).

Lad nu g € Ng(H, K) oglad ge, c € Cq(H), veere et vilkarligt element i samme venstresideklasse
af Cq(H) som g. Daer 9H =9H C K, saledes at gc € Ng(H, K). Desuden haves 9°z = 9z for alle
x € H, sa g og gc repraesenterer samme afbildning fra H til K. Altsa er Ng(H, K) en forening af
venstresideklasser af Cq(H), og to elementer i Ng(H, K) repraesenterer samme afbildning hvis og
kun hvis de ligger i samme sideklasse. Ng(H, K) indeholder dermed praecist |C(H )| repraesentanter
for hver afbildning fra H til K, og sa er |[Ng(H,K)| = ((H,K) - |Cq(H)|. O

Det viser sig at det er muligt at beskrive kovaegtninger pa F,(G) og Fp(G), ved brug af Mébius-
funktionen for endelige grupper.

Definition 19. Lad G veere maengden af alle endelige grupper. Mébius-funktionen p: G — Q er
givet ved ligningerne p(Cq) =1 og ZHQG w(H) =0 for G ikke-triviel.

De to ligninger giver en entydig induktiv definition af funktionen, da den anden ligning for
enhver ikke-triviel gruppe G definerer u(G) ud fra veerdierne p(H) hvor H har mindre orden end
G.

Navnet kommer fra Mobius-funktionerne for partielt ordnede maengder. Til en endelig par-
tielt ordnet meengde M hgrer en Mobius-funktion p defineret pa alle par (a,b) med a,b € M
og a < b. Funktionen er defineret sa den opfylder ligningerne p(a,a) = 1 for ethvert a € M
08 Y gy itla,x) = > cocpp(z,b) = 0 for ethvert par (a,b) med a,b € M og a < b. Hvis
M er den partielt ordnede maengde af alle undergrupper af en endelig gruppe G geelder specielt
ur(C1, G) = u(@), hvor pps er Mobius-funktionen for M og p er Mobius-funktionen defineret
ovenfor.

Veardierne af Mobius-funktionen er simple at udtrykke for p-grupper:

Seetning 55. Lad G vere en p-gruppe. Hvis G ikke er elementarabelsk, er u(G) = 0. I modsat fald

er G = Cf for et passende n, og der gelder sa u(G) = (—=1)mpnn=1)/2,

Beuvis. Dette er [Ja] Seetning 21 og Seetning 23. O
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Det er nu muligt at give en eksplicit formel for en kovaegtning.

Saetning 56. Lad G vere en endelig gruppe med Sylow-p-undergruppe P. En kovegtning pa F,(G)
er givet ved \(H) = %, og en kovaegtning pa Fp(G) er givet ved \(H) = AP

Bevis. Dette er [Ja] Seetning 13 og Seetning 25. O

Korollar 57. Lad S,(G) vare maengden af ikke-trivielle p-undergrupper of G, og lad A,(G) veere
maengden af ikke-trivielle elementarabelske p-undergrupper af G. Da er

Loy o s )
X(FP(G))_HESZP(G) |G : Ca(H) He; |G : Cq(H)|

Lad P vere en Sylow-p-undergruppe af G; da gelder yderligere

Beuvis. Det fgrste lighedstegn i hver af de to formler fglger direkte af Saetning 56; det andet folger
af Seetning 55. At man i den anden formel kan skrive x(F,(G)) i stedet for x(Fp(G)) folger af
Korollar 53. O

Der findes desuden et par specialtilfeelde hvor x(F,(G)) er lettere at beregne.

Seetning 58. Lad G vere en endelig gruppe, og antag at p gar op i ordenen af Z(G). Da er
X(Fp(G)) = 1.
Bevis. Dette er [Ja] Seetning 8. O

Saetning 59. Lad G vere en endelig gruppe med Sylow-p-undergruppe P, og antag at P er normal
i G. Da er X(F(G)) = T, hvor M= {z € G| Cp(x) # C1}.

Bevis. Per [Ja] Seetning 35 er x(F,(G)) = ||/\G/l|‘ hvor M = {z € G | p | |Cg(x)|}. Nu geelder
p | |Cq(z)| hvis og kun hvis Cg(x) har en ikke-triviel p-undergruppe. Da P er normal i G, er P
den unikke Sylow-p-undergruppe af GG, og dermed indeholder P alle p-undergrupper af G. Sa har
Ca(z) en ikke-triviel p-undergruppe hvis og kun hvis Cp(z) = P N Cg(x) er ikke-triviel. Altsa er
M={zeG|Cp(x)# C1}. O

Seetning 60. Lad G vere en endelig gruppe, og lad Z vere en undergruppe of Z(G) hvis orden
ikke er delelig med p. Da er F,,(G) isomorf med F,(G/Z).

Bevis. Lad r veere ordenen af Z, og lad 7 : G — G/Z vaere kvotientafbildningen. Der findes en
oplagt funktor Fy : F,(G) — Fp(G/Z) givet ved Fr(H) = n(H) og Fyr(x + 92) = (z — "@z). Det
skal sa bevises at denne funktor er bijektiv pa mangden af objekter og pa afbildningsmaengderne.

Lad H vere en undergruppe af G/Z af orden p*, n € N; 7~}(H) er da en undergruppe af G af
orden p"r. Lad nu L veere en Sylow-p-undergruppe af 7~'(H). Da p { r, har L orden p". Desuden
er Z indeholdt i 7~!(H), og da Z har orden 7, er den et p-komplement i 7~ 1(H). Sder ZNL = Oy,
og da Z er kernen for m, er 7 injektiv pa L. w(L) har dermed orden p", og da 7(L) C H og H har
orden p", er m(L) = H. Da L er en ikke-triviel p-gruppe, er den et objekt i F,(G), og der gaelder
sa Fr(L) = H. Dermed er F; surjektiv pa maengden af objekter.
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Idet Z C Z(G), er ab = ba for ethvert a € L og b € Z. Da L er en Sylow-p-undergruppe af
7 Y(H) og Z er et p-komplement i 7= (H), ma 7~ !(H) sa vaere det direkte produkt af L og Z. Sa
er L den unikke Sylow-p-undergruppe af 7~!(H), og dermed den unikke undergruppe af 7—!(H)
af orden p". Lad nu L’ veere en p-undergruppe af G der opfylder 7(L') = H. Da er L’ indeholdt i
71 (H) og har orden p™ med m > n. Da 7~ !(H) har orden p"r med p{r betyder dette at L’ har
orden p". Dermed er L' = L, og F er sa injektiv og dermed bijektiv pa maengden af objekter.

Lad nu H og K veere p-undergrupper af G/Z, og lad H' og K’ veere de unikke Sylow-p-
undergrupper af henholdsvis 7= '(H) og 7 }(K), saledes at F(H') = H og F,(K') = K. Lad
g veere et element 1 G/Z saledes at (z — 9z) € F,(G/Z)(H, K), og lad ¢’ veere et element i G som
opfylder (¢') = g. Daer n(9 H') = ")x(H') = 9H C K, og dermed er Y H' C 7~ (K). Da 9 H'
er en p-gruppe, er den indeholdt i en Sylow-p-undergruppe af 7—!(K), og si er 9H C K'. Altsa
er (z— 9x) € Fp(G)(H',K"), og der geelder Fy(z — 9'x) = (x + 92). Dermed er Fy surjektiv pa
afbildningsmaengderne.

Lad nu ¢’ og ¢" vere elementer i G siledes at (z +— 9z) € Fp(G)(H',K') og (x +— 9'x) €
Fo(G)(H',K'"), og antag at Fy(z + 9x) = Fe(z — 9'x) = (z +— 92). Da geelder at ™9)g = 9z =
(9" for ethvert z € H, og sa fas ™(9"7'9")x = x for ethvert x € H. Da geelder for ethvert ' € H’
at w(¢" 92"y = 70" n(z) = n(x), og dermed er 9792 = za/ for et vist z € Z. Nu har 22’ og
2’ samme orden, da konjugation med ¢”~1'¢’ er en isomorfi. Idet 2’ € H' og H' er en p-gruppe, er
ordenen af 2’ en potens af p, og sa er ordenen af zx’ ogsa en potens af p. Men samtidig kommuterer
zog 2, idet z € Z C Z(QG), og ordenen af zz' er da lig mindste fzelles multiplum af ordenerne af
z og x. Altsa er ordenen af z en potens af p. Men da z € Z og Z har orden ikke delelig med p,
betyder dette at 2 har orden 1. Dermed er z identitetselementet, og sa er 9" 9z’ = z/. Heraf fas
92" =9"2'. Da dette geelder for ethvert 2/ € H' er (z — 92) = (z — 9 ), og Fy er sa injektiv og
dermed bijektiv pa afbildningsmeengderne. O

Som en umiddelbar konsekvens fas:

Korollar 61. Lad G vere en endelig gruppe, og lad Z vere en undergruppe af Z(G) hvis orden
ikke er delelig med p. Da er x(Fp(G)) = x(Fp(G/2)).

Det er nu let at beskrive hvordan versionen af en Chevalley-gruppe pavirker Euler-karakteristik-
ken af gruppens fusionskategorier.

Saetning 62. Lad K vere en Chevalley-gruppe og lad K, vere den adjungerede version af K. Hvis
ordenen of Z(K) er delelig med p, er x(F,(K)) = 1; i modsat fald er x(Fp(K)) = x(Fp(Ka)).

Bevis. Hvis ordenen af Z(K) er delelig med p giver Seetning 58 at x(F,(K)) = 1. Hvis ordenen af
Z(K) ikke er delelig med p, giver Korollar 61 at x(F,(K)) = x(Fp(K/Z(K))). Dette er netop det
gnskede, da K/Z(K) = K,. O
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Det kokarakteristiske tilfzelde

I dette afsnit undersgges veaerdien af x(F,(3(q))), hvor ¢ er en potens af p. Dette viser sig at
veere temmelig vanskeligt, da F,(3(q)) selv for sma rodsystemer er meget kompliceret. Veerdien af
X(Fp(X(q))) beregnes i det tilfeelde hvor X er enten A, eller Ay, ved brug af anden formel i Seetning
57 samt det faktum at U er en Sylow-p-undergruppe af ¥(q). I tilfeeldet ¥ = A; viser det sig at
¢(L,U) har samme vaerdi for alle undergrupper L af U. I tilfeeldet ¥ = Ay er det ngdvendigt forst
at dele S,(U) op i et antal delmaengder, saledes at ((L,U) er bestemt af hvilken delmeengde L er
et element i.

I hele dette afsnit er K den universelle Chevalley-gruppe Y(q) og K den universelle semisimple
algebraiske gruppe med rodsystem X. T er en maksimal torus af K med normalisator N, og X,
a € ¥ er T-rodgrupperne i K. X7 er et positivt delsystem af ¥, U er gruppen (X, | a € XT) og U
er gruppen (X, | @ € =X 7). Endeliger H =TNK, N =NNK,U=UNKogU~ =U NK,ogW
er Weyl-gruppen for . For ethvert w € W defineres U, = U N (U~)" og U}, = UNU™ hvor n er et
element der afbildes i w under afbildningen N — N/H = W. For en gruppe G er Sp(G) maengden
af ikke-trivielle p-undergrupper af G. ¢ er zeta-funktionen for F,(K), og p er Mobius-funktionen.
Nar L og M er undergrupper af K, er Ni (L, M) transporteren fra L til M.

Fgrst haves nogle generelle lemmata.

Lemma 63. p1|Z(K)]|.

Bevis. Per Saetning 29 og Saetning 45 er Z(K') isomorf med en gruppe af enhedsrgdder i Fy, eller
med det direkte produkt af to sadanne grupper. Men 1 er den eneste p’te enhedsrod i et legeme af
karakteristik p, og sa ma p t |Z(K)|. O

Per Saetning 62 er x(F,(K)) sa uafheengig af versionen af K. Det er derfor ikke nogen ind-
skreenkning at fokusere pa den universelle version.

Lemma 64. U, = (X, |a € X7, w(a) € 7).

Bevis. Per Sztning 8 og Szetning 9 findes der et element wy € W som opfylder wo(—XT) = ©T.
Sa fas for ethvert w € W at U, = U NU"™ = U N (U7)""™ = Uy hvor ng og n er elementer i N
der afbildes i hhv. wy og w. Seetning 48(b) giver s& Ul, = Uygw = (Ta | @ € L1, (wow)(a) € ).
Men der geelder (wow)(a) € LT hvis og kun hvis wo(w(a)) € =21, og dette gaelder hvis og kun
hvis w(a) € XT. Dermed er U}, = (z4 | @ € 1T, w(a) € ). O

Lemma 65. Ladug € U og g € K, og skriv g pa Bruhat-normalform: g = unv. Der gelder 9ug € U
hvis og kun hvis *ug € U}, hvor w er billedet af n under afbildningen N — N/H = W.

Bevis. Antag forst at 9ug € U og lad u1 = 9ug = “"ug. Da er "™uy = “_1u1 € U, og sa fas
Yup € U™. Da der samtidig gaelder up € U og v € U fas ogsa “ug € U, og sa er Yug € U),. Omvendt

ses at hvis Yug € U], C U™, er "ug € U, og da u € U fas sa Jug = “""Yuy € U. O

nv

Lemma 66. Lad U' C U vere ikke-triviel. Da gelder 3, s oy —p(L) = 1.

Bevis. Idet U’ er ikke-triviel, geelder per definitionen af Mobius-funktionen geelder » 5 1y (L) = 0.
Da U er en p-gruppe er U’ det ogsa. Sa er alle undergrupper af U’ p-grupper, sa S,(U’) bestar af
alle ikke-trivielle undergrupper af U’. Sa fas

> L) =p(C) —p(C)— Y wl)=1-> wI)=1

LeS,(U”) LeS,(U") LCU
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O

Nu undersgges tilfaeldet > = A;. Ay bestar af de to rgdder a og —a, og W har sa pracis to
elementer, nemlig identiteten e og reflektionen r,.

Lemma 67. Lad ¥ = Ay, og skriv W = {e,ro}. Der gelder U, = Cy, U,, = U, U, = U og
U, =Ci.

Bevis. Lad « vere det unikke element i ¥ da geelder e(a) = a € 7 og ro(a) = —a ¢ BT,
Resultatet folger nu af Szetning 48(b) og Lemma 64. O

Lemma 68. Lad ¥ = A;. Da er |H| =q— 1.

Bevis. Per Szetning 46(b) er H = (F )4m®) og da A; har dimension 1, er H = Fx. Fy har orden
g—1,o0gsaer |[H =q—1. O

Lemma 69. Lad ¥ = A og lad x € U vere et element forskelligt fra identiteten. Da er Nk (z,U) =
HU.

Bevis. Lad g € Ng(x,U) og skriv g pa Bruhat-normalform: g = unv. Per Lemma 65 gaelder sa
Yy € U, og da x ikke er identiten, er Yz det heller ikke. Dermed er U/ # Ci, og per Lemma
67 ma sa w = e. Dermed er n € H. Yderligere er U,, = U. = C1, og da v € U, medfgrer dette
at v er identiteten. Dermed geelder ¢ = un hvor uw € U og n € H, og sa er ¢ € HU. Altsa
er Ng(z,U) € HU. Omvendt giver Ssetning 48(c) at HU normaliserer U, og da = € U ma sa
HU C Ngk(z,U). Dermed er Ng(z,U) = HU. O

Lemma 70. Lad ¥ = Ay og lad x € U vere et element forskelligt fra identiteten. Da er Ck(x) =
ZU hvor Z C H er en gruppe af orden ged(q — 1,2).

Bevis. Idet x € U, er Ck(z) C Nk(x,U) = HU. Lad nu g veere et vilkarligt element i HU og
skriv g = hu med h € H og u € U. Lad a vere det unikke element i X1; da geelder h = hy(s) og
u = 14(s") for passende s € FX og s’ € Fy, saledes at g = ha(s)za(s'). Skriv 2 pa formen 2 = 2,(t)
med t € F, og t # 0. Da giver relationerne i Saetning 31 at

9y = hcx(s)za(s/)xa(t) — ha(s)xa(t) = $a(3<a’a>t)

Idet (a,a) = 2 er sa 9z = x4(st). Da t # 0 er dette lig x,(t) hvis og kun hvis s?> = 1. Lad F((f)
veere undergruppen af F bestaende af alle elementer s der opfylder s? = 1; da F7 er cyklisk af
orden ¢ — 1 har IE‘((f) orden ged(qg—1,2). Lad nu Z = {hu(s) | s € F((IQ)}; da geelder altsa 9x = z hvis
og kun hvis h € Z, mens u kan veere et vilkarligt element i U. Altsa er Ck () = ZU. O

Gruppen Z er faktisk centeret af K.

Seetning 71. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(U). Der gelder ((L,U) = ﬁjm)'

Bevis. Da L er en ikke-triviel undergruppe af U, giver Lemma 69 at Ng(L,U) = HU, og Lemma
70 giver at Cx = ZU. Per Seetning 48(c) er HNU = C1, sa |HU| = |H| - |U| og |ZU| = |Z| - |U].
Sa fas

_ INk(L,U)| _ |HU| _|H|-|U| _|H] _~ ¢-1
C(L,U) = - = ===
ICx(L)|  |zU] |Z]-|U]  |Z2]  ged(g—1,2)
hvor sidste lighedstegn fglger af Lemma 68. 0
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Saetning 72. Lad ¥ = Ay. Da er x(Fp(K)) = w'

Bevis. Per Seetning 48(e) og Korollar 57 er x(Fp(K)) = ZLesp(U) &‘ii@[])) Med Seetning 71 og
Lemma 66 fas sa

X(FpE) = g_(/g((L])): 3 —p(L) - ged(g — 1,2)

q—1
LeS,(U) LeS,(U)
ged(qg — 1,2 ged(qg—1,2
— (1) Z —u(L) = (1)
1= LES,(U) -
P

O]

Lad nu ¥ = Aj. Per Seetning 16 bestar ¥ sa af vektorerne e; — e; med 4,5 € {1,2,3}. De-
finer « = ey —e3, B = e —e2 087y = a+ B = e —e3; daer 3T = {a,8,7} et positivt
delsystem i ¥ og IT = {«, 5} er det tilhgrende fundamentale system. Denne notation fastholdes
i resten af afsnittet. Nu giver Seetning 48(a) at ethvert element i U har en unik fremstilling pa
formen x4 (a)zg(b)z,(c) med a,b,c € Fy. Ved brug af Chevalley-relationerne fas sa at der geelder
(za(a)zg(b)ay(c))(xa(a) sz, () = xala + a)xp(b+ V)zy(c + ¢ £ a’b). Fortegnet pa a’b kan
ikke lzeses ud af Chevally-relationerne, men det kan faktisk veelges frit. Definer nemlig 7, og
ved 2/, (c) = wy(—c) og 2L (c) = v_(—c); da giver [GLS] Remark 1.12.10 at ved at udskifte
og r_~ med $’7 og x’ - fas et nyt seet af frembringere der opfylder Chevalley-relationerne. Direkte
udregning viser sa at denne udskiftning fgrer til at fortegnet pa a’b i ovenstaende udregning sendres.

Nu fastlaegges x., saledes at fortegnet pa a'b i ovenstaende udregning er positivt. For at lette
notationen skrives nu w(a,b,c) for x4(a)zg(b)z,(c). Da bestar U netop af elementerne w(a,b,c)
med a,b, ¢ € Fy, og der geelder w(a,b, c)w(a’, b, ) =w(a+d' b+, c+ +d'b).

Lemma 73. Lad ¥ = Ay og lad w(a,b,c) vere et vilkarligt element i U. Lad u € U og skriv
u=w(z,y,2); da gelder “w(a,b,c) = w(a,b,c+ ay — bx). Lad h € H og skriv h = ho(s)hs(t); da
gelder "w(a,b, ) = wlat™'s? bt?s~!, cts).

1

Bevis. Bemaerk forst at der geelder w(z,y,2)” " = w(—x, —y, —z + zy), idet

W(.ﬁ,y, Z)W(—$, —Y,—z + l’y) = w(x -—T,Yy—-Yz =+ (_Z + a:y) + (_y)$) = W(0,0,0)

Sa fas
Uw(a,b,c) = @Y u(a, b, ¢) = wlx,y, 2)wla, b, )w(—z, —y, —z + y)
=w(z,y,2)w(a —z,b—y,c — z 4+ xy — xb)
=w(a,b,c+zy —xzb+ (a — z)y) = w(a,b,c+ ay — bx)
Ved direkte udregning ses nu at der geelder (o, ) = 2, (B, ) = —1, (v,a) = 1, (o, ) = —1,

(B,B) =2 og (v,5) =1. Sa giver Szetning 31(g) at:
hw(a’ b,c) = ha(s)hﬂ(t)w(a’ b, c) = ha(s)w(at@éﬁ), bt(ﬁﬁ)’ Ct<7’ﬁ>)
= hal)yy(at™, bt?, ct) = w(at ™ {0 pi2sBed pslrar)

= w(at™1s?, bt?s7L, cts)
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Lemma 74. Lad ¥ = As. Da er W = {e,ra,78,7y,7ar8, 787}, 09 der gelder vy = rorgra =
rgrarg. Verdierne af w(d) for w € W og 6 € T ses i nedenstiende tabel.
wle To TR Ty TalTg TBTa
ala —a 7 -8 B —
BlB 4 —F —a -1 a
Yy B oy —a —f

Bevis. At opskrive tabellen er rent regnearbejde. Eksempelvis er ro(y) = v — (B,a0)a = v —a =
(a + B) — a = B, og de andre udregninger er meget tilsvarende. Nar dette er gjort, er det let
at konstatere at r, = 7,774 = rgrarg, da det blot skal verificeres at disse elementer virker ens
pa rodderne i . Med disse relationer kan det sa vises at der ikke findes yderligere elementer i
W. Eksempelvis er (ry)(rar3) = (rarsra)(rarg) = TaTs(raTa)rg = TaTprg = Ta, 0g de andre
udregninger er meget tilsvarende. O

Lemma 75. Lad ¥ = Ag. Verdierne of Uy, og U], for w € W ses i nedenstaende tabel.
w | e Ta T8 Ty TaTB  TBTq
Uy | C1  Xo Xp U XX, X.X,
U, | U XgX, XXy C1 Xa X3

Bevis. Dette folger af Seetning 48(b), Lemma 64 og Lemma 74. O

Definition 20. Lad X = Ay. Definer for hvert z € F U, = {w(a,az,¢) | a,c € Fy}, og definer Uy =
{w(a,0,¢) | a,c € Fg} og Uss = {w(0,b,c¢) | b,c € Fy}. Definer yderligere Y = {w(0,0,¢) | ¢ € Fq} og
definer for hvert y € F, Vy0 og V,° ved V;JO = {w(a,0,ya) | a € Fy} og V,* = {w(0,b,yb) [ b € Fy}.
Definer endelig S,,(U) = Sp(U) \ (User,utoc} Sp(Us)), Sy (Usz) = Sp(Uz) \ Sp(Y) for hvert x € F,

Sy (Uo) = Sp(U0) \ (Sp(Y) U (Uyer, Sp(V)))) 08 Sp(Use) = Sp(Uso) \ (Sp(Y) U (Uyer, Sp(V)))-

Ved direkte udregning ses at U, Y, Vyo og V,© alle er undergrupper af U. Det er desuden klart
at der geelder Y C U, for hvert z € F, U {00} og Vyo C Up og V® C Uy for hvert y € Fy.

Bemaerk i gvrigt at der geelder X, = VOO7 Xg=V>°, Xy =Y, X, X, =Uy og XX, = Ux.

Pointen med alle disse definitioner ses i fglgende lemma:

Lemma 76. Lad ¥ = Az. Sp(U) er en disjunkt forening af maengderne S,(U), S,(Us.) for = €
Fg U {oo}, Sp(VyO) fory € By, Sp(Vy®) fory € Fy og Sp(Y).

Bevis. Lad G veere et vilkarligt element i S,(U), sa G er en ikke-triviel undergruppe af U. Hvis
G ¢ U, for alle x € Fy U {00}, er G et element i Sp(U), men ikke i nogle af de andre maengder.
Hvis der findes forskellige z,2’ € FyU{oo} sa G C U, 0og G C Uy, saer G C U, NU, . Ved direkte
beregning ses U, N Uy =Y, sa G C Y. Dermed er G et element i Sp(Y). Desuden er G ikke et
element i S,(U) eller S,(U,) for noget x € F, U {co}, pa grund af den made disse maengder er
defineret. Ved direkte beregning ses desuden Y N VyO =Crog YNV =C foralley € Fg, sa G
er heller ikke et element i Sp(VyO) eller S,(V,>©) for noget y € Fy. Igen ses sd at G er et element i
netop én af maengderne i listen.

Tilbage er nu muligheden at der geelder G C U, for netop ét x € F, U {oo}. Daer G € Y, da
Y C U, for alle x € FyU{oo}. Betragt forst tilfeeldet x € F¥; da er G et element i S, (U.), men ikke
i nogle af de andre meengder. Tilbage er sa tilfeeldene z = 0 og x = co. Betragt tilfzeldet x = 0;
tilfeeldet = oo er helt analogt. Da gaelder G C Uy og G € Y. For forskellige y,y’ € F, fas ved
direkte beregning Vyo N Vyg = (1, sa der findes hgjst ét y € F; sa G C Vyo. Hvis et sadant y findes, er
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G et element i Sp(VyO), men ikke i nogle af de andre meengder; hvis ikke, er G et element i SII;(UO),
men ikke i nogle af de andre meengder. I alle tilfaelde ses altsa at G € S,(U) er et element i netop
én af maengderne i listen, sa S,(U) er en disjunkt forening af disse meengder. O

Ideen er nu at beregne x(JF,(K')) med Korollar 57 ved at dele summen op som i Lemma 76.
Saetning 77. Lad ¥ = Ay og L € S,(U). Da er u(L) = 0.

Bevis. Lad w(a,b,c) veere et vilkarligt element i L som opfylder at a og b ikke begge er 0; dette
kan lade sig gore da G ¢ Y. Definer = ved z = ba=! hvis a # 0 og = oo hvis @ = 0; da er
w(a,b,c) € Uy. Yderligere ses at hvis w(a’,b’, ') er et element i L der opfylder ab’ = a'b, sa er
w(a', v, c) € U,. Hvis a # 0 fas nemlig b’ = a’ba~! = a/z; dette giver at w(a',V',c) € U,. Hvis
a = 0 fas i stedet a’b = 0, og da det blev antaget at a og b ikke begge er 0, fas sa b # 0 og dermed
a =0.8aerw(d,V,d) € Us.

Hvis ethvert andet element w(a’, b, ') € L opfylder ab/ = da'b fas altsa L C U, for passende x.
Men da L € S, (U) er L € U, for alle z € F, U {oc}, og der ma derfor findes et w(a’, V', ') € L som
opfylder ab’ # a'b. Sa fas w(a,b, c)w(d', b/, ) =w(a+d,b+b,c+ +d'b) og w(d, b, )w(a,b,c) =
wla+ad ,b+V,c+c +ab). Da ab # a'b er disse to elementer forskellige, sa w(a, b, ¢) og w(a’, b, )
kommuterer ikke. Dermed er L ikke abelsk, og Seetning 55 giver sa u(L) = 0. O

Som et umiddelbart korollar fas:

Korollar 78. Lad X = Ay. Da er ZLGS{,(U) &%7(5)) =0.

Saetning 79. Lad X = Ay, x € F; og L € S;)(U:p)~ Da er Ng(L,U) = HU.

Bevis. Da L € S)(Uy) er L C U, og L € Y. Derfor findes der et element w(a, ax,c) € L med a # 0.
Lad nu g € Ng(L,U), og skriv g pa Bruhat-normalform: g = unv. Da er Yw(a,az,c) € U, og per
Lemma 65 haves sa “w(a, ax,c) € U], hvor w er billedet af n under afbildningen N — N/H = W.
Da v € U giver Lemma 73 at “w(a, az, ¢) har formen w(a, az, ') for passende ¢’. Da a # 0 og x # 0
medfgrer dette at w(a, ax, ¢) ikke er indeholdt i nogle af grupperne X, Xg, X, X, X, og XgX,.
Sa giver Lemma 75 at w = e, ogsa er n € H og v € U, = (7. Altsa har g formen un med u € U
ogn € H,sage HU. Dermed er Ng(L,U) C HU.

Af Seetning 48(c) fas at HU normaliserer U, og da L C U ma sa HU C Ng(L,U). Altsa er
Ng(L,U) = HU. O

Szetning 80. Lad X = Ay, x € F og L € S;,(Ugc). Da er Cx (L) = ZU, hvor Z er en undergruppe
af H af orden ged(q — 1,3).

Bevis. Da L C U er Cx(L) € Ng(L,U) = HU. Lad nu w(a,az,c) vaere et vilkarligt element i
L som opfylder a # 0, og lad hu vere et vilkarligt element i HU og skriv h = hqa(s)hg(t) og
u=w(a,V,d). Per Lemma 73 gelder sa

hu h

w(a, ar,c) = "wla,az, c + ab' — axd’) = wlat™'s? axt’s™, (c + ab’ — axa’)ts)

Hvis dette skal veere lig w(a, b, ¢) skal der for det fgrste geelde at~'s? = a; da a # 0 medfgrer dette
t~1s? = 1. Dermed er ¢t = s2. Ligeledes skal der geelde axt?’s™! = ax, og da ax # 0 medfgrer dette
t2s71 = 1. Ved at kombinere disse to ligninger fas s3> = (s?)2s7! = 257! = 1, s& s er en tredje
enhedsrod. Definer sa Z = {hq(s)hs(s?) | s> = 1}; det er s& ngdvendigt at h € Z.
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Det skal nu ogséa geelde at (c + ab’ — axa')ts = c. Aft = s% og 83 =1 fas ts = 5?5 = 5% = 1,
sa denne ligning reduceres til ¢ + ab’ — axa’ = c. Heraf fas ab’ = azd’, og da a # 0, haves sa
b = xd'. Men dette betyder netop at u € U,. Dermed er hu € ZU,, og sa er Ckg(L) C ZU,.
Omvendt ses at hvis hu er et vilkarligt element i ZU,, sa viser ovenstaende udregninger at der
gaelder "w(a,az,c) = w(a,ax,c) for ethvert w(a,az,c) € L, og si ma hu € Ck(L). Dermed er
ZU, C Ck(L), og sa fas Ck (L) = ZU,.

Endelig ses at hvis 3 | ¢—1 har F en undergruppe af orden 3, sa der findes 3 tredje enhedsrgdder
iF,. Hvis derimod 3 { g—1 har F ikke nogen undergruppe af orden 3, sa den eneste tredje enhedsrod
i Fy er 1. Dermed har Z orden ged(q — 1, 3). O

Som i tilfeeldet ¥ = A; er Z faktisk lig centeret for K.

Seetning 81. Lad ¥ = Ay og z € Fy'. Da er Y e v, i) = 0-

Bevis. S,(Uy) er en disjunkt forening af S,(U,) og S,(Y'), sa der gaelder

Yo oul@)y= Y —p)+ Y —p(l)

LeS, (Us) LeS,(Uy) LeS,(Y)

Per Lemma 66 er > /g ) —m(L) =108 3 rcg vy —(L) =1, og sa fas ZLGSIQ(U_T) —u(L) = 0.
Sa geelder:

) (L) |120,] |20, B
L oHLu = 2 Tomu ), 2. MP=0

LES,(Us) LeS,(Ux) LES)(Ux)

Lemma 82. Lad ¥ = As. Daer Z(U) =Y.

Bevis. Lad ug € Z(U); for ethvert u € U geelder sa “ug = ug. Skriv u = w(z, y, z) og ug = w(a, b, ¢);
Lemma 73 giver sa at der geelder w(a, b, c + ay — bx) = w(a, b, ¢). Dette medfgrer ay — bx = 0. Men
dette skal geelde for vilkarlige x,y € Fy, sa ved at saette x = 0 og y = 1 fas a = 0, og ved at saette
y =0 og x = —1 fas tilsvarende b = 0. Dermed har uy formen w(0,0,¢), og da Y netop bestar af
de elementer i U der har denne form, er ug € Y. Dermed er Z(U) C Y. Omvendt geelder at hvis
ug = w(0,0,c) er et vilkarligt element i Y, sa viser ovenstaende udregninger at ug € Z(U). Dermed
er Y CZ(U),ogsaer Z(U)=Y. O

Seetning 83. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(Y). Lad g € K og skriv g pa Bruhat-normalform:
g = unv. Der gelder g € Ng(L,U) hvis og kun hvis n afbildes i e, ro eller rg under afbildningen
N —-N/H=ZW.

Bevis. Per Lemma 65 geelder g € Ni(Y,U) hvis og kun hvis Yuy € U}, for alle ug € L hvor w er
billedet af n under afbildningen N — N/H 2 W.Dauy € L CY og v € U giver Lemma 82 at der
geelder Yuy = ug uanset veerdien af v. Dermed skal der blot geelde ug C U], for alle ug € L. Da L er
en ikke-triviel undergruppe af Y = X, giver Lemma 75 sa at w skal veere enten e, r, eller rg. [

Saetning 84. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(Y). Der gelder Cx (L) = RU hvor R = Cg(Y).
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Bevis. Lad g € Ck(L) og skriv 9 pa Bruhat-normalform: g = unv. For ethvert ug € L geelder sa
"ug = ug, og sa fas "ug = “ug. Daug € LCY og v,u € U giver Lemma 82 at ligningen kan
reduceres til "ug = ug. Specielt gaelder sa "L = L. Lad nu w vere billedet af n under afbildningen
N — N/H = W; da geelder "X, = X,y(y). Idet LCY = X, fassa L =" L C "X, = X4, sd der
skal geelde L C X,(4). Dette gaelder kun hvis w(vy) = 7, og per Lemma 74 medfgrer dette at w = e.
Saern e H ogwv e U, =C1, og g har formen un med u € U ogn € H. Altsda er g € HU.

Skriv nu g = hu med h € H og u € U, og lad ug vaere et element i L som ikke er identiteten.
Skriv ug = w(0,0,¢) og h = ha(s)hs(t). Ved brug af Lemma 82 og Lemma 73 fis s& Jug = "ug =
hug = w(0,0, cts). Dette er lig up hvis og kun hvis ¢ = 57!, mens u kan veere vilkarlig. Definer
R = {ha(s)hs(s7Y) | s € Fy}; da haves altsa g € RU. Dermed er Ckx (L) € RU. Omvendt
viser disse udregninger ogsa at hvis g € RU vil 9uy = ug for ethvert element ug i L. Dermed er
RU C Ck (L), ogsaer Cx(L) = RU.

Tilbage er kun at vise at R = Cy(Y). Dette fglger af udregningen "w(0,0,¢) = w(0,0, cts), da
denne ligning netop giver at h € H centraliserer de ikke-trivielle elementer i Y hvis og kun hvis
h e R. O

Lemma 85. Lad ¥ = Ay og lad L € Sy(Y). Der gelder |[Nk(L,U)| = ¢*(q — 1)*(2¢ + 1) o
ICk(L)] = ¢*(q—1).

Bevis. Per Sztning 83 er N (L,U) foreningen af meengderne UHUe, U(n1H)U,, og U(nsH)U,,
hvor ny og no afbildes i hhv. r, og 73 under afbildningen N — N/H = W. Idet Bruhat-normal-
formen er unik, er dette en disjunkt forening, og ydermere geelder (UHU.| = |U|- |H| - U,
U H)U,| = |U] - [mH]| - |Ur] 0 [U(n2H)Us,| = [U] - [n2H] - [Up,|. Af Stning 46(b) fas
H = (FX)? sa|H| = (¢—1)*. Sa ma ogsa |n1 H| = [naH| = (¢—1)*. Af Lemma 75 fas U,, = X, og
U, = X, og da X, og X begge er isomorfe med F,f" fas sa |U,.,| = |Uy;| = |F} | = ¢. Samme lem-
ma giver ogsa |U.| = |C1| = 1. Endelig giver Saetning 48(a) at U er i én-til-én-korrespondance med
(Fy)3, ogsama |U| = ¢3. Samlet haves altsé [Nk (L, U)| = ¢*-(¢—1)*1+¢3-(¢—1)*-q+¢>-(¢—1)*-q =
¢*(q —1)*(2¢ +1).

Per Saetning 84 er Cx (L) = RU, og per Seetning 48(c) er RNU = C. Saer |Ck(L)| = |R|-|U|,
ogigen er |U| = ¢3. R bestér af elementerne hq (s)hs(s~!) med s € F, og per Setning 46(b) er disse
elementer alle indbyrdes forskellige. Dermed er |R| = [FX| = ¢—1, og sé fas |Cx (L)| = ¢*(¢—1). O

. —u(L
Saetning 86. Lad X2 = As. Da er ZLESP(Y) C(ZEU)) = (q—l)%Qq—i—l)'

Bevis. Per Lemma 66 er ZLesp(Y) —u(L) = 1. Sa giver Lemma 85 at:

|Cr(L)] - ( Alg—1) - (—u(L)
LE% C(L ) Le%:(Y) \NK(L U Le; (g~ 1%(20 1 1)
= —u(L) B 1 )
- Lgp;(y) (—1)2¢+1) (q—1)(2q+1) Lgp:(y) (L)
1

C(@-1)(2¢+1)
O
Saetning 87. Lad X = As og lad V vere en af grupperne Vyo, y € Fy, eller Vi°, y € Fq. Da er

—u(L
S res,v) )

1
(g—1)(2¢+1)"
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Beuvis. Betragt forst tilfaeldet V = VOO; da er V = X,. Desuden er Y = X, og per Lemma 74 er
rg(y) = a. Lad nu n € N vare et element der afbildes i rg under afbildningen N — N/H = W. Da
er "Xy = X,,(y) = Xa, og dermed er "Y = V. Sa er atbildningen L — "L en bijektion fra Sp(Y)
til Sp(V'). Ydermere geelder at L og "L er isomorfe objekter i F,(K), da afbildningen = +— "z er
en afbildning i F,(K) fra L til "L med den inverse afbildning = — n~" . Dette medfgrer at der er
en én-til-én-korrespondance mellem afbildninger fra L til U og afbildninger fra "L til U, saledes at
C(L,U) =¢("L,U). Ved brug af Ssetning 86 fas sa

—u(L) _ —u(L) —p(L) 1
2 ¢(L,U) 2 ¢("L,U) 2 C(L,U)  (g—1)(2¢+1)

LeSy(V) LeS,(Y) LeS,(Y)

Lad nu z # 0 og betragt V). V. bestar af elementerne w(a,0,ax) for alle a € F, og V
bestar af elementerne w(a,0,0) for alle a € F,. Definer nu v = w(0,x,0); da giver Lemma 73 at
Uw(a,0,0) = w(a,0,ax), og dermed er “V = V). Samme raesonnement som fgr giver sa

u(L) B 1
Z C U) Z C(a-1)(2¢+1)

LeS,( LeS,(

Tilfaeldet V° er meget analogt. Forst ses at Vi = X3, saledes at nar n € N afbildes i 7, geelder

n n 0o o po o —u(L) L
V ="X) = X (y) = Xp = V57 5a fas ogsa ZLESP o0) g(L(U ZLESP ) ((L(U)) = - )%Qq-i-l)‘
Endelig ses at nar v = w(—=z,0,0) er “V5° = V>, og sa fas ZLES (Vo) 1 L U) ZLesp (/‘(L)) =

1
(g—1)(2q+1)"

Lemma 88. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(Up). Da indeholder L to elementer w(a,0,c) og w(a',0,c)
som opfylder a # 0 og ac # d'c.

O

Bevis. Velg et element i uw € L pa formen u = w(a,0,c) med a # 0; dette kan lade sig ggre da
L ¢ Y. Definer si = ca™!; da er u € V). Lad nu v = w(d’,0,¢) veere et element i L der ikke
ligger i VV; et sddant element findes da L ¢ V0. Hvis der geelder ac’ = d’c, haves ¢ = a’ca™ = d'x,

og sa ma v € V2. Da dette ikke er tilfaeldet, gaelder ac’ # a’c. O

Seetning 89. Lad X = Ay og lad L € S)(Uo). Lad g € K og skriv g pd Bruhat-normalform:
g = unv. Der gelder g € Ng(L,U) hvis og kun hvis n afbildes i e eller rg under afbildningen
N —-N/H=ZW.

Bevis. Per Lemma 88 findes der elementer uy = w(a,0,¢) og u; = w(a’,0,c) som opfylder a # 0
og ac # d’c. Lemma 65 giver nu at hvis ¢ € Ng(L,U), er “up og “uy elementer i U, hvor w
er billedet af n under afbildningen N — N/H = W. Skriv v = w(i, j, k); da giver Lemma 73 at
Yug = w(a,0,c+ aj) og Yu; = w(a’,0,d +d’j). Antag nu at ¢ + aj og ¢ + a’j begge er lig 0. Da er
0=ad(c+aj) =dc+adj, ogsaerac=—adj. Ligeledes er 0 = a(c' + d'j) = ac’ + ad’j, og sa er
ogsa ac = —aa’j. Men sa er a’c = ac’, hvilket er i modstrid med valget af ug og u;. Altsa er enten
c+ aj eller ¢ + a’j forskellig fra 0. Desuden er a # 0, og Lemma 75 giver sa at w ma vaere enten e
eller 3. Omvendt ses at hvis w er enten e eller 73, sa viser ovenstaende udregninger at der geelder
Yup € Xo X, CUJ, for alle ug € L, og sa er g € Ng(L,U). O

Saetning 90. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(Up). Da er Cx(L) = ZUj.
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Bevis. Idet L C U er Cx(L) C Ng(L,U). Lad nu g € Ck (L) og skriv g pa Bruhat-normalform:
g = unv. Seetning 89 giver sa at n afbildes i e eller 75 under afbildningen N — N/H = W. Antag
forst at n afbildes i rg.

Af Szetning 31(h) ses at ng(1) er et element i N der afbildes i 7. Desuden geelder w(a, 0, ¢)"#() =
w(kic,0, kea) hvor ky og ko er 1 eller —1. Yderligere giver Seetning 31(k) at ng(1)? = hg(—1), og
sa fas

w(a,0,¢) = w(a,O,C)"ﬁ(l)2 = w(kic,0, koa) V) = w(kikoa, 0, ki koc)
Men nu geelder hg(—1)"! = hg((—1)7!) = hg(—1), og ved brug af Lemma 73 fas sa

w(a,0,¢)" =D = w(a,0, c)hﬁ(fl)i1 ="("Vy(a,0,¢) = w(—a, 0, —c)

Dermed er w(kikaa,0,kikoc) = w(—a,0,—c), sa kiko = —1. Altsa er et af de to tal lig 1 og det
andet lig —1. Hvis k1 = 1 og ko = —1 defineres ng = ng(1)~!, sdledes at der geelder

"w(a,0,c) = ”ﬁ(l)ilw(a, 0,¢) = w(a,0,c)M = w(c,0,—a)

Hvis i stedet k1 = —1 og ko = 1 defineres ng = ng(1) ths(—1), og si fis pa tilsvarende vis at der
ogsa i dette tilfeelde geelder "w(a,0,c¢) = w(c, 0, —a). I begge tilfeelde er ny i samme sideklasse af
H som ng(1)~1, og derfor afbildes ny i 7’51 = rg under afbildningen N — N/H = W.

Lad nu igen g = unv og skriv n pa formen ngh med h € H. Skriv u = w(z,y,2) og h =
ha(s)hg(t). Per Lemma 75 er v € U,, = Xg, sa v har formen v = w(0,m,0). Per Lemma 88
indeholder L nu elementer w(a,0,c) og w(a’,0,c) med a # 0 og ac’ # a'c. Lemma 73 giver nu:

Tug = "0y (a, 0, ¢) = “hus(a, 0, ¢ + am) = “w(at™ 5,0, (c + am)ts)

=% ((c+ am)ts,0, —at1s?) = w((c + am)ts, 0, —at " 1s? + y(c + am)ts)

Da g € Ck (L) geelder sa a = (c+am)ts. Denne ligning kan omskrives til a = cts+amits, og derefter
til a(1 — mts) = cts. Ved at betragte 9u; fas helt tilsvarende at der geelder o’ (1 — mts) = 'ts. Ved
at gange disse ligninger sammen fas ac/(1 — mts)ts = d’c(1 — mts)ts, og da ac # da’c ma sa
(1 —mts)ts = 0. Da t,s € F; medfgrer dette at 1 — mts = 0. Dette indsaettes nu i ligningen
a(l—mts) = cts, og sa fas cts = 0. Daigen t, s € F fas sa ¢ = 0. Ved pa tilsvarende vis at betragte
ligningen a'(1 —mts) = c'ts fas ¢ = 0. Men sa er ac’ = 0 = d’c, hvilket er i modstrid med den made
ug og uy blev defineret. Dermed gaelder at hvis g € Cx (L), ma n afbildes i e.

Skriv nu igen g = unv. Idet n afbildesieern € H ogv € U, = C1, s& g = un med u € U og
n € H. Dermed er g € HU.

Lad nu g = hu med h € H og u € U, og lad som for h = h(s)hg(t) og v = w(x,y,2). Lad
ug = w(a,0,c) og u; = w(d,0,c) veere som for. Sa geelder

Iug = "w(a,0,c) = "w(a,0,c+ ay) = wlat™'s%,0, (c + ay)ts)

Da g € Ck(L) er nu ¢ = (¢ + ay)ts. Denne ligning kan omskrives til ¢ = cts + ayts og derefter til
c(1—ts) = ayts. Ved at betragte u; fas tilsvarende ¢/(1—ts) = a’yts. Ved at gange disse to ligninger
sammen fas sa acyts(1 —ts) = a’cyts(1 —ts). Da acd’ # a’c medforer dette at yts(1 —ts) = 0. Sa er
enten yts = 0 eller 1 —ts = 0. Hvis 1 — ts = 0 er ayts = ¢(1 — ts) = 0, og da a # 0 fas sa alligevel
yts = 0. Altsa er yts = 0, og da s,t € F fas sa y = 0. Dermed er u € Up.

Ved at indsezette y = 0 fis nu Juy = w(at~1s%,0,cts), og det skal si geelde at a = at~'s? og
c = cts. Da a # 0 giver den forste ligning at 1 = t~'s% og sd er t = s2. Nu geelder ¢ = cts og ¢/ = ('ts,
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og da ac’ # d’c er enten c eller ¢ forskellig fra 0. Sa fas 1 = ts, og dermed er s = s?s =ts = 1. Da
siledes s =1 ogt =252 er h € Z. Altsd er g = hu € ZUy, og der geelder Cx (L) C ZUy.

Endelig ses at hvis g € ZUp viser ovenstaende udregninger at der gaelder 9uy = ug for alle
ug € L. Dermed er ZUy C Ck (L), og sa er Ci (L) = ZUy. O

Lemma 91. Lad ¥ = Ay og lad L € S,(Up). Der gelder [Nk (L,U)| = @g—1)%*qg+ 1) og
|Cx(L)| = ged(q — 1,3)¢?

Bevis. Per Sztning 89 er Nk (L, U) foreningen af maengderne UHU, og U(nsH)U,, hvor n afbildes
i rg under afbildningen N — N/H = W. Idet Bruhat-normalformen er unik, er dette en disjunkt
forening, og ydermere geelder [UHUe| = [U|-|H|-U. og |U(nH)U,,| = |U|-|nH|-|Uy,|. Som tidligere
fas |H| = |IFX|2 (g —1)%, og sa ma ogsé |[nH| = (¢ — 1)?. Af Lemma 75 fas |U,,| = | Xp| = q og
|Ue| = |C1] = 1, og endelig er [U| = |Fy|*> = ¢. Samlet haves altsa [N (L, U)| =¢>- (¢ —1)*- 1+
¢ (¢=1)%q=¢*(qg—1)*(g+1).

Per Saetning 90 er Ck (L) = ZUy, og per Seetning 48(c) er Z N Uy = Cy. Sa er |Ck(L)| =
|Z| - |Upl|, og det er tidligere set at |Z| = ged(q — 1,3). Desuden geelder Uy = X, X, og sa er
Uol = | Xal - [X,] = ¢°. Sa fas [Cx (L) = ged(q — 1,3)¢*. O
—ged(g—1,3)

(¢—1)*(g+1)

Saetning 92. Lad ¥ = As. Da er ZLES’(UO) C_(llé(é)) =
p I

Bevis. 8y(Up) er en disjunkt forening af meengderne S)(Up), Sp(Y) og Sp(Vy) for = € Fy, sa der

geelder
Yo ouD)= Y D)+ Y D)+ Y

LeS,(Uo) Les;,(Uo) LeS,(Y) x€Fq LeSH(VY)

Per Lemma 66 er 3/ cs ) —H(L) =1, YXopes, vy —ML) =108 3 rcs (voy —n(L) =1, og sa fas

1= > —p@)+1+> 1

LeS),(Uo) z€F,

Dermed er ZLES,’,(UO) —u(L) = =>4, 1 = —q. Sa giver Lemma 91:

_ ICr(L)] - (=p(L)) _ ged(q — 1,3)¢* - (—p(L))
2 C L U) 2 Nk (L, U)| 2 ?(g—1)>%*(qg+1)

LeS!(Uo) LeS;(Uo) Le&;(Uo)
ged( q —1,3) - (—u(L)) ged(g —1,3) 3
- Z - = —1)\2 _/jJ(L)
resy  A@—DHa+D) a¢ -1 g+1)
ng(q - 17 3) - ng(q - ]-a 3)

(=q) =

q(g—1)*(g+1) (¢—1%*q+1)

—p(L) _ —ged(g—1,3)
C(LU) = (¢—1)%(q¢+1) -

Seetning 93. Lad ¥ = As. Daer 3 co ..
P oo

Beuvis. Beviset for dette er helt analogt til beregningen af summen over SI’,(UQ). Den eneste forskel
er at rollerne af o og 3 er byttet om. O

Szetning 94. Lad ¥ = As. Da er x(Fp(K)) = q_% — %.
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Bevis. Per Saetning 48(e), Korollar 57 og Saetning 76 geelder

- T @R E T g

LeS), (U) er) LeS)(Uy)
) —u(L)
DI, > > Lot X )
LeS,(Up) Le sp (Uso) LeS,(Y)
—pu(L)
XY B Y B
yeFq LES, (VD) y€Fq LeS, (V) ’

Nu indseaettes veerdierne fra Korollar 78 og Sesetning 81, 86, 87, 92 og 93:

gcd —-1,3) —gecd(¢g—1,3) 1
X(Fp _0+Zo+

ey 2 +1) a1+ 1) ' (a-DEgt D)

1 1
+Zq—1><zq+1>+y§q<q—n<zq+1>

y€ly
~ —2ged(q - 1,3) 1 L. 1
T @12+ @-Dee+) T g-DRe+ D)
1
T =D )
~ —2ged(q - 1,3) 2q+1
C(g-1D%g+1)  (¢—-1)(2¢+1)
1 2ged(g—1,3)
q—1 (¢—1)>%*(q+1)
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Det krydskarakteristiske tilfaelde

I dette afsnit underspges veerdien af x(F,(X(q))), hvor r er et primtal der ikke gar op i ¢. Det
letteste tilfzelde er det hvor r | ¢ — 1 og 7 t |W|, da det sa viser sig at H indeholder en Sylow-
r-undergruppe af 3(q). Veerdien af x(F,(X(q))) beregnes i det tilfeelde hvor r | ¢ — 1, r { [W| og
3 er enten A,, B, C, eller D,. Det bevises forst at hvis  +— 92 er en konjugationsafbildning
mellem undergrupper af H, sa findes der et n € N der repraesenterer samme afbildning. Dette ggr
det muligt at anvende Seetning 59. Herefter anvendes isomorfien N/H = W til at konstruere en
gruppevirkning af W pa H, og det vises at x(F,(X(q))) kan udtrykkes ud fra antallet af elementer
i W der har et fikspunkt i H forskelligt fra identitetselementet. Endelig beregnes isomorfiklassen af
W, og det beskrives praecis hvilke elementer der har andre fikspunkter end identiteten.

I hele dette afsnit er K den universelle Chevalley-gruppe Y(q) og K den universelle semisimple
algebraiske gruppe med rodsystem X. T er en maksimal torus af K med normalisator N, og X,
a € ¥ er T-rodgrupperne i K. X7 er et positivt delsystem af ¥, U er gruppen (X, | « € ) og
U er gruppen (X, |a € —XF). Endeliger H=TNK,N=NNK,U=UNKogU~ =U NK,
og W er Weyl-gruppen for 3. For ethvert w € W defineres U,, = U N (U~)™ hvor n er et element
der afbildes i w under afbildningen N — N/H = W.

Fgrst haves en observation omkring versionerne af K.

Saetning 95. Antagr|q—1 ogrt|W|. Da err1|Z(K)|.

Bevis. W er frembragt af elementerne r, med o € ¥; disse elementer har alle orden 2, da de er
reflektioner. Da W indeholder elementer af orden 2, ma 2 | |W|, og da r { |W| fas sa r # 2. Per
Seetning 29 og Szetning 45 gaelder nu at hvis ¥ # A, har Z(K) orden 1, 2 eller 4. Da r # 2 fas sa
rt|Z(K)|. Hvis ¥ = A, fas i stedet at ordenen af Z(K) er en faktor i n + 1. I Seetning 115 vil
det blive bevist at hvis ¥ = A,,, er W = S, 11, sa der geelder |W| = (n + 1)!. Betingelsen r { |[W|
medfgrer sa r > n+ 1, og sa fas r { | Z(K)|. O

Per Saetning 62 er x(F,(K)) sa uatheengig af versionen af K, og det er derfor ikke nogen
indskreenkning at fokusere pa den universelle version.

Lad nu r veere et primtal der gar op i ¢g—1. Idet H er abelsk har den en unik Sylow-r-undergruppe
H,.. Denne gruppes struktur er let at beskrive:

Lemma 96. H, = (C,.)Y™®) hyor v* er den storste potens af v der gar op i q — 1.

Bevis. Per Seetning 46(b) er H det direkte produkt af dim(X) grupper isomorfe med Fy. Fy er
cyklisk af orden ¢ — 1, sa dens Sylow-r-undergruppe er dermed netop cyklisk af orden r*. Sa er H,
isomorf med det direkte produkt af dim(X) kopier af C,. O

Det viser sig at hvis r ikke gar op i ordenen af W, er H, faktisk en Sylow-r-undergruppe af K.
Seetning 97. Antagr | q—1 ogr{|W/|. Da er H, en Sylow-r-undergruppe af K.

Bevis. Per [GLS] Theorem 2.2.9 findes der et polynomium f(x) bestemt alene af rodsystemet %
som opfylder at ordenen af K er lig f(q), og f(x) har formen =V [T}, (2% —1) hvor N og dy, ..., d,
er passende positive heltal og n = dim(X). Sa gaelder

n n di—1 n di—1
f(x):a:NH(xdi—l):xNH (ZL‘—l)ZJ}j :xN(;r—l)”H Za:j
i=1 i=1 j=0 i=1 \ j=0
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For ethvert d € N ses nu at polynomiet fy(z) = Z;té 27 opfylder fy(1) = d, saledes at 1 ikke er en
rod af fy. Dermed gar = — 1 ikke op i fy(z), hvoraf fas at (x — 1) gar op i f(z) preecis n = dim(X%)
gange.

Lad nu R veere en Sylow-r-undergruppe af K. Per [GLS] Theorem 4.10.2(a) har R en normal
abelsk undergruppe Ry som opfylder at R/Ryp er isomorf med en undergruppe af W. Da R/Ry er
en r-gruppe og r 1 |W/|, ma R/Ry = C, saledes at R = Ryp. Idet r | ¢ — 1 giver [GLS] Theorem
4.10.2(c) desuden at Ry er homocyklisk med eksponent r* og rang n hvor r* er den stgrste potens
af r der gar op i ¢ — 1 og n er antallet af gange x — 1 gar op i polynomiet f(z). Det er netop
vist at n = dim(X), og dermed fas R = Ry = (Cx)3™™) = H,. Altsa er H, isomorf med en
Sylow-r-undergruppe af K, og den er dermed selv en Sylow-r-undergruppe af K. O

Definition 21. Lad r vere et primtal der gar op i ¢ — 1. Den unikke Sylow-r-undergruppe af IF;

betegnes med IFSIT) .

Bemaerk at dette ikke er den samme notation som i Szetning 29. I Szetning 29 betegner ﬁ(r)
maeengden af elementer i F der opfylder 2" = 1; her betegner F ((f) maengden af elementer i F, der

opfylder (") = 1 for mindst et a € N.

Lemma 98. Lad h =[] ¢y, ha(ta) vere et element i H. Hvis t, € IF((IT) for allea € ¥, er h € H,.

Omuendt gelder at hvis h € H,., kan h skrives pa formen h =[] cr ha(ta) hvor to € IFEIT) for alle
a €11 og IT er et fundamentalt system for 3.

Bevis. Lad r* veere ordenen af IF[(;"). Da geelder h™" = [Loes ha(to)” = [Loes Pa (t""). Hvis t,, € IF((;)
fas s& 7 = 1, sa nar dette geelder for hvert a € ¥ fas h = [ aes ha(1) = 1. Dermed er ordenen af
h en divisor i r*, og sa er h € H,.

Antag nu h € H, og skriv h = [ cr ha(ta); dette kan lade sig ggre per Seetning 31(e). Idet
h € H, er k™" =1, sledes at der geelder [Loem ho(t7') = 1. Sé giver Saetning 46(b) at der gaelder

tgk =1 for hvert o € II. Men dette betyder netop at t, € ]Fgr) for hvert o € II. O
Nasste skridt er at undersgge konjugationsafbildningerne fra K mellem undergrupperne af H...

Lemma 99. Lad Xg veere en lukket delmengde af X1 og lad Uy = (X, | @ € X¢). Lad u € Uy og
h € H. Da findes der v’ € Uy sa “h = hu'.

Bevis. Der geelder “h = uhu™' = h(u")u~!. Da H normaliserer Uy er (u")u=! € Uj. O

Lemma 100. Lad hg,h1 € H o9 g € K vere elementer saledes at Yhg = hy, og lad n € N vere
den midterste faktor i Bruhat-normalformen for g. Da gelder "hy = h;.

Bewis. Skriv g pa Bruhat-normalform: ¢ = unv med uw € U, n € N, v € Uy,. Da geelder “"hg = hy
og dermed "hgy = u"'hy. Per Lemma 99 findes nu v’ € U og v’ € U, sa “hg = hov' og Ty = M.
Dermed haves "(hgv') = hqu/, hvoraf fas "hg - "' = hyu/. Nuer o' € U, C (U7)", og dermed fas
' e "U,, C U~. Altsé er "hg-"v" indeholdt i HU ™ mens hju' er indeholdt i HU. Da disse elementer
er ens, er de sa indeholdt i HU~NHU, og per Seetning 48(d) og (b) er HU"NHU = H(U NU) = H.
Dermed er hiu' € H, og da ogsa hy € H, er v’ € H. Men der galder ogsa v’ € U, og per Szetning
48(c) er HNU = (4, hvoraf folger v/ = 1. Tilsvarende er "hy - "v' € H og "hy € H, og dermed
er "' € H. Da samtidig "' € U~ og HNU~ = C; ma sa "v' = 1. Dermed reduceres ligningen
"ho - ™' = hqu' til "ho = h1, som gnsket. L]
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Saetning 101. Antagr | q—1 og 1 |W|. Da er F.(K) ~ F.(N).

Bevis. Per Seetning 50 er F.(K) ~ Fp,(K) og Fr(N) ~ Fpu,(N), sa det er tilstreekkeligt at vise
Fu,(K) = Fpu,(N). Objekterne i de to kategorier er de samme, da de netop er de ikke-trivielle
undergrupper af H,. Lad nu L; og Lo veere ikke-trivielle undergrupper af H,. Enhver afbildning i
Fr,(N)(L1, L2) har formen (z — "x) for et vist n € N, og denne afbildning er ogsa et element i
Fu,(K)(Li,Ls), idet n € N C K. Lad nu omvendt (z — 9x) veere en afbildning i Fp, (K)(L1, L2),
og skriv g pa Bruhat-normalform: ¢ = unv med n € N. For ethvert x € Ly er nu 92 € Lo C H,

og Lemma 100 giver sa "z = 9z for alle + € L;. Dermed er (z — 92) = (x — "x), og sa
er (z — 9x) ogsa et element i Fp, (N)(L1,Lo). Altsa er Fp, (K)(L1,L2) = Fu,(N)(L1, La), og
dermed er Fp, (K) = Fu,(N). O

Lemma 102. Lad W wvirke pa H ved “h = "™h hvor n er et element i N der afbildes i W under
afbildningen N — N/H = W. Dette er en veldefineret gruppevirkning.

Bevis. Lad n og n' veere elementer i N der begge afbildes i w af afbildningen N — N/H = W. Da
repraesenterer n og n’ samme sideklasse af H, sa der findes hg € H sa n’ = nhg. Idet H er abelsk,
fas s& ™' h = "o = "], for ethvert h € H. Dermed er “h entydigt defineret. O

Lemma 103. Der gelder “ho(t) = hya)(t) for ethvert a € X, w € W ogt € F.

Bevis. Lad n € N vaere et element der afbildes i w under afbildningen N — N/H = W. Per
Seetning 46(c) og Seetning 24(c) geelder sa "X, = X, (o) for alle a € 3. Seetning 31(h) giver nu
ms(W) 7 g (8) = wa(t) W) = Ty 4(a)(Ca,pt), hvoraf fas s x, = rs(a) for ethvert o € X. Dermed
er rg billedet af ng(1)~! under afbildningen N — N/H = W. Sa giver Seetning 31(i) at

" ha(t) =" ha(t) = ha(t) W = hy (4 (2)

for ethvert a € ¥ og t € F. Da dette geelder for ethvert 8 € ¥ og elementerne rg frembringer W,
fas “ha(t) = hy(a)(t) for ethvert w € W. O

Seetning 104. Antagr |q—1 ogr{|W|. Da er x(F(K)) = I‘&W“ hvor M ={w € W | Cy,.(w) #
Cy}.

Bevis. Da H, er den unikke Sylow-r-undergruppe af H og H er normal i N, er H, normal i
N. Sa giver Seetning 59 at x(F,(N)) = |T\]/lv(|)| hvor My = {n € N | Cu,(n) # Ci}. Lad nu
M ={w e W | Cq,(w) # C1}, lad w vaere et element i W, og lad n € N vere et element der
afbildes i W under afbildningen N — N/H = W. Da er Cq,(w) = {h € H, | Yh = h} = {h €
H, | ™h = h} = Cq,(n), og dermed er w € M hvis og kun hvis n € M. Dermed er My netop
urbilledet af M under afbildningen N — N/H = W, og sa ma |[My| = |H|-|M|. Idet W = N/H fas

yderligere |N| = [H| - |N/H| = [H| - [W|, og dermed er x(F,(N)) = kel = \EHL = (il Endelig

giver Seetning 101 og Saetning 51 at x(F-(K)) = x(Fr(N)), og dermed er x(F(K)) = % O

Det er nu interessant at undersgge for hvilke w € W der gaelder Cp,. (w) # Ci. Det viser sig at
veere lettest forst at beskrive en isomorfi mellem H, og en undergruppe af (IFqX)l for passende [, da
W kan bringes til at virke pa (IFqX)l pa en made der er lettere at beskrive.

Definition 22. Lad ¥ C E” og lad « vaere en vektor i E™. ~ siges at veere kompatibel med ¥ hvis
der geelder (v, &) € Z for alle a € X.
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Seetning 105. Lad v € E" vere kompatibel med % og definer o, : H — Fy ved 0 (ha(t)) = +(7,6)
Da er o en veldefineret homomorfi.

Bevis. Idet (7, ) € Z er udtrykket t(®) veldefineret. H er frembragt af elementerne hq(t) med
relationerne i Seetning 31(c), (d) og (e), og per Seetning 31(f) geelder der ikke yderligere relationer
i H. Det skal altsa blot vises at 0., respekterer disse tre relationer. For 31(c) haves

0y (ha(B)ha(w)) = (0DUOD = DD = 5 (hg(u)ha (1)),

For 31(d) haves
0 (ha(t)ha(u)) =tV = (1) D) = 5 (B (tu)).

For 31(e) haves
ay(ha(t)) =t = t(W i i) — S ei(yi)
= L0 = Tt =, ([T
=1 i=1 i=1
[

Lemma 106. Lad v € E" vere kompatibel med . Da er —y kompatibel med 3, og der gelder
o_~(h) = ay(h)~! for ethvert h € H.

Bevis. Da v er kompatibel med ¥ fas (—v,a) = —(y,&) € Z for hvert a € . Dermed er —v
kompatibel med X. Skriv nu A pa formen [, cx ha(ta); da geelder

U—’Y(h) =0 <H ha(tcx>> = H t((x_’y’d) = H t;(’y’d)

aEX a€Y acy
—1
=TI (69) " = (H m(m)) = 0y (h) !
aEXr a€Y

Lemma 107. Lad v € E" vere kompatibel med ¥ og lad h € H,. Da er o (h) € IF((IT).

Bevis. Per Lemma 98 er det muligt at skrive h = [[ ¢ ha(ta) hvor t, € IE‘E,T) for hvert o € II og

(7,6)

IT er et fundamentalt system for 3. Per definitionen af o, geelder sa o, (h) = [[,ernta’™, 0og da
(7, &) € Z for hvert «, er sa o4(h) € IF((IT). O

Szetning 108. Lad v € E" vere kompatibel med ¥ og lad w € W. Da er w='(v) kompatibel med
¥, og der gelder o (h) = o-1(y)(h) for ethvert h € H.

Bevis. Idet w er en isometri af E" geelder (a,w(B)) = (w™!(a), B) for alle a, 3 € E™. Specielt
geelder sa (w™1(y),a) = (v, w(&)) for ethvert o € ¥. Nu er w(a) den duale rod til w(a), og da
w(a) € X og v er kompatibel med 3, fas si (v, w(@)) € Z. Dermed er w™!(y) kompatibel med ¥.
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Skriv nu h pa formen [] 5 ha(ta). Da geelder

O-’Y(wh) = U’Y (H wha(toz)> = O"y <H hw(a)(ta)> = H t((l%w(d))

a€Yl aEY aEY
_ (w™t(7),&) L B b
=[]t = 0u1() | ]I halta) | = 0010 (R)
aEY a€l

O]

Definition 23. Lad v € E" vaere kompatibel med X, og lad {v1,...,v} veere banen for v under
virkningen fra W. Diagonalafbildningen hgrende til v er afbildningen ¢ : H — (qu)l givet ved

a(h) = (o4, (h),...,04(R)).

Eksempel 7. Betragt gruppen SL3(F,) fra Eksempel 6. Denne gruppe er Chevalley-gruppen As(q),
og H bestar i dette tilfselde af elementerne

ty; 0 0
t=10 t2 O
0 0 t3
med t; € F. Skriv Ay pa standardform, og fastleeg bijektionen mellem ¥ og S(T) ved e; —ej + Xij,
hvor x;; er som i Eksempel 3. Da er e; kompatibel med As, og dens bane under W er {e1, ez, e3}.
Diagonalafbildningen hgrende til ey er givet ved o(t) = (0, (t), 0y (t), 0es(t)) = (t1,t2,t3). Heraf

navnet “diagonalafbildningen”.

Lemma 109. Lad {71,...,7} vere banen for v under virkningen fra W, og lad for w € W og
1 <i <l w(i) vere det unikke tal saledes at w(v;) = Yy (i)- Lad W virke pd (qu)l ved w(sy,...,8;) =
(Sw-1(1)s -+ Sw-1(1))- Dette er en veldefineret gruppevirkning.

Bevis. Lad e veere identitetselementet i W; da geelder v(; = e(y:) = i, siledes at e(i) = i for alle
i. Saere(si,...,s1) = (s1,...,81).

For vilkarlige v,w € W geelder nu Y(yuw)i) = (vw)(7:) = v(w(%)) = v(Vw(i)) = Yo(w(i)), saledes
at (vw)(i) = v(w(i)) for ethvert i. Sa fas:

(Vw) (81,5 81) = (Sww)=1(1)s - - - » S(ww)=1(1) = (Sw=Tv=1)(1)s - - - » S(w—1o-1)(1))
= (Sw—l(v—l(l)), PN ,Sw—l(v—l(l))) = U(Sw—l(l), PN ,Sw—l(l))
=v(w(sy,...,s))
Dermed er w(s1,...,81) = (Sy-1(1);---»Sw-1()) en veldefineret gruppevirkning. O

Saetning 110. Lad v € E™ vere kompatibel med 3. Diagonalafbildningen horende til ~v bevarer
virkningen fra W.

Beuvis. For ethvert h € H og w € W geelder:

(o (h) = (e, (B).- - 0y () = (0, (W) vsy, ()
= (O"Y1 (wh)v < Oy (wh)) = U(wh)
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Lemma 111. Lad W virke pd (qu)l og lad s = (s1,...,8;) vere et element i (F(;)l. Der geelder
s € C(F;)z(w) hvis og kun hvis s; = s, for hvert i.

Bevis. Der gaelder s € C(F;)l(w) hvis og kun hvis s = w(s), altsa hvis (s1,...,s1) = w(s1,...,81) =
(Sw-1(1) - +» Sw-1(1))- Dette geelder preecis hvis s; = s,,-1(;) for hvert i € {1,...,l}. Nar i lgber over
mangden {1,...,0} vil w(i) lgbe over samme mangde, da w er en permutation af denne meengde.
Sa fas s € C(F;)l(w) hvis og kun hvis s,(;) = Sy-1(w(;)) = $i for hvert . O

Seetning 112. Lad v € E" vere kompatibel med 32, og lad o : H — (F;)l veere diagonalafbildningen
hgrende til . Lad r vere et primtal der opfylder r | ¢ — 1 og r t|W|. Huvis o er injektiv pa H,, er

X(FH(K)) = 5 hvor M = {w € W | Cor, (w) # C1}.

Bevis. 1det o er injektiv pa H,, er o : H. — o(H,) en isomorfi, og per Szetning 110 bevarer den
virkningen fra W. Dermed er Cpy, (w) = C,(g,)(w) for alle w € W. Resultatet folger nu af Seetning
104. ]

Pointen med alt dette er at W virker pa o(H,) ved at permutere koordinaterne, og det er derfor
lettere at beskrive fikspunktsmaengden for et element w € W. Yderligere kan man ved passende
valg af v opna at o har en lille kerne, saledes at o faktisk bliver injektiv pa H,.

Neaeste skridt er at beregne Weyl-gruppen for de forskellige rodsystemer.

Lemma 113. Lad X vere enten A,_1, Bn, Cy, eller Dy, og lad 3 vere pa standardform. Da er eq
kompatibel med .. Ydermere gelder at W stabiliserer mengden {+eq, ..., +e,}.

Bevis. Lad o € ¥; da har o formen a = ¢; — ej, a = (e; + €;), a = *e; eller @ = £2¢;. I de to
fgrste tilfeelde gaelder & = «; hvis a = te; er & = £2¢;, og hvis a = +2¢; er & = *e;. I alle tilfeelde
fas at (e1, ) er enten —2, —1, 0, 1 eller 2, athaengigt af veerdierne af i og j samt valget af fortegn.
Dermed er e; kompatibel med .

Lad nu « have formen a = e; — e;. Ved direkte udregning fas r,(+e;) = *ej, ro(Fej) = te; og
ro(teg) = tey for k # 14 og k # j. Dermed stabiliserer r, meengden {+eq,...,+e,}.

Hvis o har formen o = +(e; + ;) fas tilsvarende rq(+e;) = Fej, ro(te;) = Fe; og ro(Ley) =
+ey, for k #1i og k # j, saledes at r, ogsa i dette tilfzelde stabiliserer {teq,...,+e,}.

Endelig ses at hvis o = +e; eller o = £2¢; geelder r,(+e;) = Fe; og ro(Ler) = ey for k # i,
sa r,, stabiliserer {+e1,...,+e,}. Dermed geelder at r,, stabiliserer {+ey,...,te,} for hvert a € X,
og da disse elementer frembringer W, ma W stabilisere {+ey, ..., e, }. O

Lemma 114. Lad I vere gruppen af alle isometrier af B™ der stabiliserer mangden {*e1, ..., +e,}.
Da geelder «(—e;) = —i(e;) for ethvert t € I og 1 <1i <n. Ydermere findes der undergrupper I, og
Iy af I saledes at 11 =2 S, og I er gruppen af alle isometrier der stabiliserer maengden {e1, ..., ey},
I, = C% og Iy er gruppen af alle isometrier der stabiliserer mangden {e;, —e;} for hvert i, og I er
et semidirekte produkt Is x Iy hvor I virker pa Is ved at permutere de n frembringere.

Bevis. Lad ¢ € I. Da ¢ er en isometri, er den specielt en linezer afbildning, sa der geelder «(—z) =
—u(x) for alle x € E™. Dette gaelder sa ogsa nar x = e;.

Idet maengden {ey, ..., e,} udspender E,, er ethvert element i I unikt defineret ved sin virkning
pa disse elementer. Lad nu I; veere gruppen af isometrier af E” der stabiliserer {e1,...,e,}; da er
ethvert element i I; unikt defineret ved hvilken permutation af {ey,...,e,} det inducerer. Dermed
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er I isomorf med en undergruppe af S,,. Men idet maengden {ey, ..., e,} er en ortonormalbasis for
E™, kan enhver permutation af den udvides til en isometri af E™”. Dermed er Iy = .S,,.

Lad nu r; veere reflektionen i hyperplanen ortogonal med e;. Da geelder r;(+e;) = Fe; og
ri(tex) = tey for k # i. Dermed er r; € I, og r; stabiliserer hver af meengderne {ex, —ex }. Definer
Iy, = (r; | 1 <i < n);davil I, ogsa stabilisere hver af maengderne {ex, —ex}. For i # j geelder nu
(rirj)(Lei) = ri(rj(Le;)) = ri(xe;) = Fe; = rj(Fe;) = rj(ri(£e;)) = (r7:)(£e;), og tilsvarende fas
(rirj)(£e;) = Fej = (rjri)(Lej) og (rirj)(Ler) = Lep = (rjri)(Eey) for k # i og k # j. Dermed er
rir; = 1;7;. Da alle frembringerne for I saledes kommuterer, er I abelsk. Desuden har elementerne
r; alle orden 2, da de er reflektioner. Et vilkarligt element ¢ € Is har sa en fremstilling pa formen
v =[], r{" hvor hvert n; er enten 0 eller 1. Ved direkte udregning ses at der geelder ¢(e;) = e; hvis
og kun hvis n; = 0. Dermed er ¢ identitetselementet hvis og kun hvis n; = 0 for hvert i, og s ma

I, = (3.
Antag nu at ¢ stabiliserer hver af meengderne {e;, —e;}. Definer n; ved n; = 0 hvis «(e;) = e;
og n; = 1 hvis ¢(e;) = —e;. Daer v = [}, ri", da de to elementer tager samme veerdi pa hver af

vektorerne e;. Altsa er « € Is, og Is er gruppen af alle isometrier der stabiliserer hver af maengderne
{ei, —61'}.

Lad ¢ € Iy og v € I veere vilkarlige. Lad ¢; = 1 hvis (v 1(e;)) = v71(e;) og ¢; = —1 hvis
t(v™e;)) = —vt(es), saledes at t(v7(e;)) = civt(e;). SA geelder Yu(Ee;) = v(t(vi(£e;))) =
+u((v71(e;))) = £v(ev™(e;)) = Eev(v™(e;)) = Feie;, sd Vi stabiliserer maengden {e;, —e;}. Da
dette geelder for hvert ¢, er ¢ € I5. Dermed er Is normal i I.

Ladnut € 1 NIy. Dav € I er u(e;) € {e1,...,en}, og dat € I, er i(e;) € {e;, —e;}. Sa ma
t(e;) = e;, og da dette geelder for hvert ¢, er ¢ identitetselementet. Altsa er Iy N [z = C.

Lad v € I vaere vilkarlig, og definer « € Iy ved t(e;) = e; hvis v(e;) € {e1,...,en} og
t(e;) = —e; hvis v(e;) € {—e1,...,—en}. Hvis v(e;) € {e1,...,en} fas sa (vi)(e;) = v(e(e;)) =
v(e;) € {e1,...,en}, og hvis v(e;) € {—e1,...,—en} fas (vi)(e;) = v(e(e;)) = v(—e;) = —v(e;) €
{e1,...,en}. I begge tilfeelde haves altsa (vi)(e;) € {ei1,...,en}, og da dette geelder for alle i er
vt € I1. Da v € I har ¢ orden 2, og sa geelder v = (ve)e € I113. Dermed er I = I115.

Nu haves I = I11s, 1 NIs = Cy og Is < 1. Sa er I et semidirekte produkt I x I;. Tilbage er
kun at beskrive virkningen af I pa Is.

Lad v € I1 og lad v(i) veere det unikke tal der opfylder v(e;) = e,(;). Da geelder “ri(ey;)) =
v(ri(vHeym))) = v(ri(es) = v(—e;) = —eyq). Hvis k # v(i) er e, # v(e;) og dermed v (ey) # e;.
Saeri# v~ (k), og dermed fas Uri(ex) = v(ri(v™'(ex))) = v(ri(e,~1(x))) = v(€y-1(k)) = €x. Dermed
er 'rj = ry(;), sa I virker pa I ved at permuterer frembringermeengden {ri,...,rn}. O

Seetning 115. W(An—l) = Il.

Bevis. Lad o = e; — e; veere et vilkarligt element i A,,. Ved direkte udregning ses at ro(e;) = €j,
ro(ej) = e og ro(ex) = ey hvis k # i og k # j. Dermed stabiliserer r, mengden {ey,...,e,}, og
da elementerne r,, a € A,,_1 frembringer W (A, _1) ma W (A, _1) stabilisere {eq,...,e,}. Dermed
er W(Ay,—1) C I;. Disse udregninger viser desuden at hvis a = e; — e;, er 7, netop transpositionen
der ombytter e; og e;. Transpositionerne frembringer som bekendt hele den symmetriske gruppe,
og dermed er W(A,_1) = I;. O

Saetning 116. W(B,) = 1.

Bevis. 1det W (B,,) stabiliserer {+eq,...,+e,}, er W(B,,) C I.
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Lad som fgr r; veere reflektionen i hyperplanen ortogonal med e;. Hvis o = e; er a« € By, og
ro = Ti, 0g sa fas r; € W(B,,). Da dette geelder for hvert i og elementerne r; frembringer I, er
I, CW(By).

A1 bestar af vektorerne e; —ej med 1 <7 < nog 1l < j < n, og disse vektorer er ogsa
elementer i B;,. Dermed ses at hvis a € A,_1 er 7o, € W(B,), og da elementerne r,, « € A,
frembringer W(A,—_1) fas W(A,,—1) € W(B,,). Per Seetning 115 er W(A,_1) = I, og dermed er

I C W(B,).
Da I C W(B,) og I C W(B,,) fas I = I1Is C W(B,). Da der ogsa geelder W(B,) C I, er
W (B,) = 1. O

Saetning 117. W(C,,) = I.

Bevis. Da r, er reflektionen i hyperplanen ortogonal med « og ¢ er parallel med «, er rg = 74.
Idet C,, = By, fas sa W(Cy) = (rq | @« € Cy) = (ra | @« € By) = (1o | @ € By,) = W(By,). Da
W(B,) =1 er sa W(C,) = 1. O

Seetning 118. Definer en homomorfi ¢ : Is — Co = {1,—1} ved ¢(r;) = —1 for hvert i, og lad
I, = ker(y). Da er W(D,,) = I, x I.

Bevis. Bemaerk forst at der geelder (7, 7") = [/, (—1)" = (—=1)Xi=1" sa I bestar netop af
de elementer []7 , 7" € Iy som opfylder at > | n; er lige. Idet I; virker pa I ved at permutere
frembringerne r;, fas sa at hvis ¢ € I}, og v € I; vil ogsa Yt € I}. Altsa kan virkningen af I pa I
indskraenkes til en virkning pa I}, og dermed er I} x I; en veldefineret undergruppe af I.

Lad nu ¢ =[], r]"" veere et vilkarligt element i I5. Idet > | n; er lige og hvert n; er enten 0
eller 1, kan ¢ sa skrives som et produkt af faktorer af formen r;7; hvor ¢ # j. Altsa er I} frembragt
af elementerne r;r;.

Lad nu « veere et element i D,, pa formen a = e; — ej. Da geelder rq(e;) = €j, ro(ej) = €; og

ro(er) = ey for k # i og k # j. Dermed er ro € Iy C I} x I.

Lad nu i stedet a have formen o = %(e; + e;). Da geelder r(e;) = —ej, To(ej) = —e; og
rolex) = er for k # i og k # j. Lad 8 = e; — e, saledes at 73 € I; er transpositionen der
ombytter e; og e;. Da haves (rirjrg)(e;) = ri(rj(rg(e:))) = ri(rj(e;)) = ri(—e;) = —ej = ra(ei),

og tilsvarende fas (ryrjrg)(e;) = —e; = rao(ej) og (rirjrg)(ex) = e = rqo(eg) for k # i og k # j.
Dermed er ro = r;rjrg. Da mr; € I} og rg € I fassar, € I % I.

Altsa haves ro € I, x I for hvert o € D,,. Da disse elementer frembringer W(D,,) fas W (D,,) C
Ié X Il.

Ethvert element i A,_1 er ogsa et element i D,,, og dermed fas W(A,_1) = (ro | @ € A,—1) C
(ro | @ € Dy) =W(Dy). Da W(Ap—1) =11, er sa I} C W (D,,).

Lad nu i # j, oglad o = ¢; +¢j og B = ¢; —ej. Daer o, 8 € Dy, og de foregaende udregninger
viser rorg = rirjr% = ryr;. Da rorg € W(D,,) fas ryrj € W(D,,). Da elementerne 7;r; frembringer
I, fas I, C W (D,).

Nu haves Iy € W(D,,) og I}, C W(D,). Sa ma I} x I C W(D,,), og dermed er W(D,,) =
Ié X Il. ]

Lemma 119. Hvis ¥ = A,_1 er banen for ey under W lig {e1,...,en}; hvis ¥ = By, ¥ = C), eller
Y. = D, er banen for e; under W lig {£e1,...,Len}.

Bevis. Banen for e; er i alle tilfselde indeholdt i {+ey, ..., e, }, da W stabiliserer denne mengde.
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Hvis ¥ = A,,_1 er W = I3, og I; er gruppen af alle permutationer af {eq,...,e,}. Sa ma banen
for e; under W veere {ey,...,e,}. I de andre tre tilfeelde geelder I; C W, sa meengden {ei,...,e,}
mé indga i banen for e;. Men i disse tilfselde geelder at W for hvert i indeholder et element der
afbilder e; i —e;, sa elementerne —e; ma ogsa indga i banen for e;. Dermed er banen for e; netop
{£e1,..., e, }. O

Fremover sorteres banen for e; i reekkefplgen {ey,...,en, —e1,...,—e,}, saledes at nar o er
diagonalafbildningen hgrende til ey, sa er o(h) = (0¢(h),...,0¢,(h),0-¢,(h),...,0-¢,(h)). For
at lette notationen skrives o; for o, og o_; for o_.,. Et element s i (IFqX)Q” betegnes med s =
(S1y.+y8n,S—1,-..,8_n), saledes at hvis s = o(h) er s; = o4(h) og s—; = o_;(h) for hvert i
med 1 < i < n. I tilfeldet ¥ = A,_; udelades anden halvdel af disse lister, saledes at o(h) =
(o1(h),...,0n(h)) og et element s i (F )" betegnes med (s1, ..., ).

Seetning 120. Antagr|[q—1 ogr{|W|, lad ¥ = A,—1 og lad o : H, — (F;)" veere restriktionen
til H, af diagonalafbildningen horende til e;. Da er ker(o) = Cy og Im(o) = {(s1,...,8n) | i €

FY) T, s = 1}

Bevis. Lad o; = e; —ejpq for 1 <i <n—1;daer Il = {ai,...,a,-1} et fundamentalt system
for 3 per Seetning 16. Per Lemma 98 gaelder at H, netop bestar af elementerne H?;ll ha, (t;) med
t; € F((;).

Ladnuh = H?;ll ha, (t;) veere et vilkarligt element i H,. Ved direkte udregning fas sa o1 (h) = t1,
oi(h) =tit; ! for 2<i<n—1ogo,(h)=t,",. Antag nu o(h) = 1; da geelder o;(h) = 1 for hvert
i. Sa fas t; = o1(h) = 1, og det kan nu vises ved induktion at t; = 1 for ethvert i. Antag nemlig
tiii=1for2<i<n-—1;dafast; = tit;ll = oi(h) = 1. Dermed er h = 1, og sa ma ker(o) = C4.

Skriv nu o'(h) = (01(h), ..., 0n(h)). Da geelder [T/, o4(h) = t1-T[' oy (it ) -t ty =t T10 tie

-1
H?:_Ql th ot = H?:_ll ti- Tt = 1—[?:—11 t; - (H?:_ll ti> = 1. Desuden giver Lemma 107 at
oi(h) € JFEIT) for hvert 4, og sa er Im(o) C {(s1,...,8,) | 85 € ]FC(IT), [T, si =1}

Lad nu s = (s1,...,8,) veere et vilkarligt element i (F,)" som opfylder s; € an) for hvert 4
og [[i=;s = 1. Lad 8; = e; — e, for hvert i med 1 < i < n — 1, og definer h = H?;ll hg, (si).
Da er h € H, per Lemma 98. Ved direkte udregning fas o;(h) = s; for 1 <i <n—1 og o,(h) =

-1
1—[72—11 sj_1 = (H?:l sj> - 8n, = Sp. Dermed er o(h) = s, og da s var vilkarlig fas sa Im(c) =

{(s1,.- . sn) | si € YD T, 85 = 1}, O

Seetning 121. Antagr | q—1 ogrt|W]|, lad ¥ = By, og lad o : H, — (IFQX)Q" veere restriktionen til

H, of diagonalafbildningen horende til ey. Da erker(o) = C1 ogIm(o) = {(s1,...,8n,S—1,...,5-p) |
, (r) o  _ -1

sielFg’,s_;=s;"}.

Bevis. Bemaerk forst at da r 1 |W| og W indeholder elementer af orden 2, er r # 2. Dermed er IFS[)
cyklisk af ulige orden.

Lad a; = e;j—e;q1 for 1 <i<n—1oga, =e,;daer Il ={ai,...,a,} et fundamentalt system

for ¥ per Seetning 16. Per Lemma 98 geelder at H, netop bestar af elementerne []7 ; hq,(t;) med
(r)
t; € Fq .

Lad nu b =[]}, hq, (t;) veere et vilkarligt element i H,.. Ved direkte udregning fas sa o1 (h) = t1,
oi(h) = titi:ll for 2 <i<n-—1ogouh)= t%t;il. Antag nu o(h) = 1; da geelder o;(h) = 1 for

ethvert i. Som i beviset for Szetning 120 fas sa ¢t; = 1 hvis 1 < ¢ < n — 1. Desuden galder
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t2 =12t =0,(h) =1. Mennuer ¢, € F((f), og da IE](IT) har ulige orden medfgrer t2 =1 at t,, = 1.
Dermed er h =1, og sa ma ker(o) = C1.
Per Lemma 107 geelder o;(h) € IFSIT) og per Lemma 106 geelder o_;(h) = o;(h)~!. Sa& ma

Im(a) - {(81,. ey SnyS—1,--- ,S_n) ’ S; € F,(lr),s_i = Si_l}'
Lad nu s = (s1,...,80,8]",...5,") vaere et vilkarligt element i {(s1,...,8n,5 1,...,5_5) | 8i €

Fgr), S_; = s;l}. Idet IFE,T) er cyklisk af ulige orden, er afbildningen z +— 22 en automorfi af IF((]T). Sa

findes der for hver i et s} € IE‘E,T) som opfylder s = s;. Lad nu B; = e; og definer h =[]}, hg,(s}).
Per Lemma 98 er si h € H,, og ved direkte udregning fas o;(h) = s?? = s; og o_;(h) = s, % = s,
for 1 <i < n. Altsa er o(h) = s, og dermed er Im(c) = {(s1,...,8n,5-1,-.-,5-n) | 8i € IF((]T), S_j=

s;th O

Seetning 122. Antagr | q—1 ogrt|W|, lad ¥ = Cy, og lad o : H, — (F;)% veere restriktionen til
H, of diagonalafbildningen horende til ey. Da erker(o) = C1 ogIm(o) = {(s1,...,8n,S—1,...,5-p) |
s; €T s, = s}

7 q yS—i = S; .

Bevis. Lad a; = e; —ej41 for 1 <i<n—1o0g a, = 2e,; daer IT = {aq,...,a,} et fundamentalt
system for ¥ per Seetning 16. Per Lemma 98 gaelder at H, netop bestar af elementerne []" hq, ()
med t; € F,(Ir)

Lad nu h = [, hq, (t;) veere et vilkarligt element i H,. Ved direkte udregning fas sa o1(h) = t;
og o;(h) = titi:ll for 2 < i < n. Som i beviset for Seetning 120 fas sa t; = 1 for alle ¢, og sd er h = 1.
Sa ma ker(o) = C}.

Som i beviset for Seetning 121 ses at der geelder Im(o) C {(s1,...,8n,5-1,...,5-n) | si €
Fgr), s_;=s;}.
Lad nu s = (s1,. .. ,sn,sfl, ...57 1) veere et vilkarligt element i {(s1,...,5,,5 1,...,5_n) | i €

IE‘SIT),s,i = s;l}. Definer 3; = 2e; og lad h = [}, hg,(s;). Per Lemma 98 er sa h € H,, og ved
direkte udregning fas o;(h) = s; og o_i(h) = s; " for 1 <i < n. Altsd er o(h) = s, og dermed er
Im(o) ={(s1,--+Sn,5-1,---,5-n) | 8i € F((f),s,i =s;'} O

Seetning 123. Antagr | q—1 ogrt|W/|, lad ¥ = D, og lad o : H, — (F)*" vere restriktionen til

H, af diagonalafbildningen horende tile;. Da erker(c) = C1 ogIm(o) = {(s1,...,8n,5-1,--+,5-n) |
, (r) o  _ -1

sielFg’,s_;=s;"}.

Bevis. Lad a; = e;—e;q1 forl <i<n—1loga, =e,_1+ey;daer Il = {ay,...,a,} et fundamentalt
system for ¥ per Seetning 16. Per Lemma 98 gaelder at H, netop bestar af elementerne [] hq, ()
med t; € F,(Ir)

Lad nu b =[]}, hq, (t;) veere et vilkarligt element i H,.. Ved direkte udregning fas sa o1 (h) = t1,
oi(h) = titi:ll for 2 <i<n-1, o,-1(h) = tntn_lt;i2 og op(h) = tnt;il. Som i beviset for
Seetning 120 fas sa t; = 1 for alle 1 < ¢ < n — 1. Sa geelder tpt,_1 = tntn,lt;EQ =on-1(h) =1 og
tat t) = on(h) = 1, og dermed er t2 = (t,ty_1)(tat, ) =1-1=1. Da IF}([) har ulige orden fas sa
t, = 1. Da t,t,—1 = 1 geelder s& ogsa t,_1 = 1, og dermed er ¢; = 1 for hvert 7. Sa er h = 1, og sa
ma ker(o) = C.

Som i beviset for Seetning 121 ses at der geelder Im(o) C {(s1,...,8n,8-1,---,8-n) | 8i €
FSIT), S_; = Sl-_l}.
Lad nu s = (s1,... ,sn,sl_l, ...5; 1) vaere et vilkarligt element i {(s1,...,50,5 1,...,5.n) | 8 €

IF((]T), S_; = 3;1}. Definer 3; = e; —e;1q1 for 1 <i <n—1o0g B, =en_1+ey, oglad so = s, H?;IQ ;.
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Som fgr er afbildningen x — x? en automorfi af IF‘SIT), og der findes sa u,v € Fy(r) som opfylder

u? = sn_lsal og v? = s, 150. Da geelder u?v? = (s,_1)?, siledes at uv = s,,_1, og u 2v? = sg,
saledes at u~lv = so. Lad nu h = H?:_f hg,(s:) - hg,_,(u)hg, (v); da giver Lemma 98 at h € H,.
Desuden fas ved direkte udregning o;(h) = s; for 1 <i <n—2, o,—1(h) = uv = s,_1 0og op(h) =
H?:_f 3;1 cuhy = H?:_f 8;1 - 89 = 8p. Per Lemma 106 geelder sa ogsa o_;(h) = 3;1 for 1 <i<n,

saledes at o(h) = s. Dermed er Im(o) = {(s1,...,8n,5-1,...,5-n) | i € ]Fér),s_i =s; ). O

Saetning 124. Antagr | q—1 ogr{|W|, lad ¥ = A1, og ladw € W. Der gelder Cy g,y (w) = C
hvis og kun hvis w er en n-cyklus.

Bevis. Bemeerk forst at da W =1; =2 S, er n | |W]|, og da r { |W| fas r { n.

Per Seetning 120 er o(H,) = {(s1,...,5n) | i € IF((;),H?:l si = 1}. Lad nu w € W veere en
n-cyklus, og lad s € Cy(py,y(w). Ved brug af Lemma 111 fas sd s1 = sy1) = Su2(1) = -+ 08
ved induktion fas s; = s,k for alle k € N. Idet w er en n-cyklus kan ethvert i € {1,...,n}
skrives pa formen ¢ = w”(1) for passende k. Dermed er s; = s; for alle 4. Idet s € o(H,) haves
nu st = [[;;s1 = [[1-; si = 1. Da r { n er afbildningen x — 2™ en automorfi af Fér), sa st =1
medfgrer s; = 1. Dermed er s; = 51 = 1 for ethvert i, sa s = 1. Sa ma Cy(g,)(w) = C1.

Antag nu at w ikke er en n-cyklus. Da bestar w af mindst to cyklusser, og summen af disse
cyklussers leengde er n. Da r { n har mindst en af disse cyklusser leengde ikke delelig med r. Lad
j € {l,...,n} veere et element i en cyklus af leengde m med r { m. Lad z,y € IFSJT) og definer
s = (81,...,8,) ved s; = x hvis i er i samme cyklus i w som j og s; = y hvis i og j ikke er i
samme cyklus i w. Da giver Lemma 111 at w(s) = s. Lad nu y # 1 vaere fastholdt. Idet r  m er
afbildningen z — z™ en automorfi af IF((;). Det er sa muligt at veelge x € Fg) saledes at 2™ =y
Sa geelder [, s; = ™y ™ = y" "y" ™ =1, saledes at s € o(H,). Day # lers#1,og s er
dermed et ikke-trivielt element i Cy (g, )(w). Altsa er Co (g, (w) # 1. O

m—n

Seetning 125. Antagr | qg—1 ogr{|W|, og lad ¥ = A,,_1. Da er x(Fr(K)) =1—

S|=

Bevis. Per Seetning 112 og Seetning 124 er x(F.(K)) = % hvor M er maengden af alle elementer
i W der ikke er n-cyklusser. Idet W = S, er |WW| = nl. Lad nu w € W vaere en n-cyklus; da
er elementerne w(n),w?(n),...,w" 1(n) indbyrdes forskellige og forskellige fra n. S& ma listen
w(n),w?(n),...,w" 1(n) indeholde hver af elementerne i {1,...,n — 1} netop én gang. Det er sa
muligt at definere en permutation v af meengden {1,...,n — 1} ved v(i) = w'(n) for 1 <i <n —1.
Omvendt geelder at en n-cyklus w i W er unikt defineret ved vaerdierne w'(n) for 1 <i <n —1,
og w er en n-cyklus netop hvis listen w(n),w?(n),...,w" 1(n) indeholder hver af elementerne i
{1,...,n— 1} netop en gang. Givet en permutation v af {1,...,n — 1} er det sa muligt at definere
en n-cyklus w i W ved w'(n) = v(i) for 1 <i < n — 1. Dermed er der en én-til-én-korrespondance
mellem n-cyklusser i W og permutationer af {1,...,n—1}. Da der er (n—1)! sadanne permutationer,
indeholder W netop (n — 1)! n-cyklusser, og sa ma |[M| =n! — (n — 1)!. Sa fas

_|/\/l|_n!—(n—l)!_z!_(n—l)!_l_l

X(Fr(K)) W | n! ~nl n! n

O]

Seetning 126. Antagr |q—1 ogrt|W]|, lad ¥ = B,, ¥ = C, eller ¥ = D, og lad w € W. Der
geelder Cy(p,y(w) = C1 hvis og kun hvis der for ethvert i € {1,...,n} findes et k € N saledes at
w (i) = —i; alternativt, hvis og kun hvis i og —i er i samme cyklus i w for ethvert i € {1,...,n}.
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Bevis. Bemaerk forst at per definitionen pa cyklus er i og —i i samme cyklus i w hvis og kun hvis
der findes et k € N s& w¥(i) = —i. Dermed er de to betingelser sckvivalente.

Per Seetning 121, 122 og 123 er o(H,) = {(s1,..-,5n,S—1,.-.,5-n) | 8i € IE‘((IT),S_Z- =s;1}. Lad
nu w € W, og antag at der for hvert i € {1,...,n} findes et k¥ € N séledes at w*(i) = —i. Lad
8= (81580, S-1,...,5_p) veere et element i Cy 7,y (w). S& giver Lemma 111 at s; = syk(;) = 5—

for hvert i, og da s € o(H,) gaelder ogsa si_l = s_;. Sa fas s; = si_l og dermed s? = 1. Da IF((;)

har ulige orden, medfgrer dette s; = 1. Da si_l = s_; geelder ogsa s_; = 1, og sd er s = 1. Altsa er
C’U(Hr)(w) = Cl.
Lad nuw € W og antag at der findes et j € {1,...,n} siledes at w¥(j) # —j for alle k € N. Dette

betyder at j og —j ikke er i samme cyklusiw. Lad nu z € Fgr) og definer s = (s1,...,8n,5-1,...5_p)
ved at der for hvert i € {&1,...,4n} gelder s; = z hvis i er i samme cyklus i w som j, s; = 27!
hvis ¢ er i samme cyklus i w som —j, og s; = 1 ellers. Da giver Lemma 111 at w(s) = s. Antag nu
at s; = x; da findes der k € N sa i = w¥(j). Ifolge Lemma 114 geelder nu w(—i) = —w(i) for hvert
i, og specielt haves s& —i = —w¥(j) = w¥(—75). Dermed er —i i samme cyklus i w som —j, og sa er
s_j=x 1= 5;1. Tilsvarende fas at hvis s; =z ler s_; =z = 5;1. Endelig ses at hvis s; = 1 viser
disse argumenter at s_; hverken kan vaere z eller 27!, ogsders_; =1 = si_l. Dermed er s_; = 3;1
for alle i, og sa er s € o(H,). Dermed fas at hvis = vaelges til at veere forskellig fra 1, sa er s et

ikke-trivielt element i C, (g, )(w). Altsa er Cy (g, )(w) # Ci. O

Saetning 127. Antagr | g—1 ogr 1 |W/|, og lad ¥ = B,, eller ¥ = C,,. Da er x(F»(K)) = 1— o=t

2n.n!

Bevis. Per Saetning 112 og Seetning 124 er x(F,.(K)) = % hvor M er maengden af alle elementer

w 1 W hvorom det geelder at der findes et i € {1,...,n} som opfylder at i og —i ikke er i samme
cyklus i w. Definer nu M’ = W \ M, saledes at M’ bestar af alle elementer w i W hvorom det
geelder at for hvert ¢ € {1,...,n} er i og —i i samme cyklus i w. Sa haves

MW= MW MM

MEE) = = W W

Det skal sa vises at |M'| = (2n — 1) og [W| =2" - nl.

Per Seetning 116 og 117 er W = I, og per Lemma 114 er W sa et semidirekte produkt W =
IQ X Il. Idet Il = Sn og IQ = Cg’, er |Il| =n! og |12| = 2" Sa fas |W| = |IQ| . |Il‘ =2" . nl

Da I er normal i W, findes der en kvotientafbildning 7 : W — W/I,. Denne afbildning kan
beskrives pa folgende made: Idet w(—:) = —w(i) for alle i, geelder w({i, —i}) = {w(i),w(—i)} =
{w(i), —w(i)} for alle i, saledes at w({i,—i}) har formen {j, —j} for passende j. Sa virker W pa
maengden af maengder {{1, —1},...,{n, —n}}. Lad S, veere gruppen af alle permutationer af denne
maengde; gruppevirkningen fra W giver sa en afbildning 7 : W — S,,. Kernen af denne afbildning
bestar af de elementer i W der stabiliserer {i, —i} for hvert i; dette er netop gruppen Is, saledes
at m(W) = W/I,. Lad nu v veere et vilkarligt element i S,,; da geelder for ethvert i € {1,...,n} at
der findes et unikt j € {1,...,n} som opfylder v({i, —i}) = {j, —j}. Det er sa muligt at definere et
element w € W ved for hvert i € {1,...,n} at seette w(i) = j og w(—i) = —j hvor 57 € {1,...,n}
er det unikke tal der opfylder v({i,—i}) = {j, —j}. Sa geelder w € I; da w stabiliserer {1,...,n},
og ydermere er m(w) = v. Dermed er Im(7) = S,,, og der geelder W/I = S,,.

For at lette notationen skrives nu i for meengden {i, —i}, saledes at S,, virker pa {1,...,n}.
Der haves sa en surjektiv homomorfi 7 : W — S, med kerne Iy, og for hvert w € I; geaelder
m(w)(i) = w(i) for alle i € {1,...,n}.
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Lad nu v € S, og definer M/ = M’ N7~ 1(v). Da er M’ en disjunkt forening af maengderne
M/, v € Sy, og der gaelder

M 1
M) = 1= Bl -1 S )
vESh

Idet ker(m) NIy = I N I; = Cq, er 7 injektiv pa ;. Desuden er det blevet vist at for ethvert
v € Sy, findes der et w € I saledes at m(w) = v. S indeholder I; N 7~ !(v) altid netop ét element.
Lad wg veere dette element; da bestar 71'_1(11) af elementerne wot, ¢ € I>. Beviset for Lemma 114
giver desuden at ¢ har en unik fremstilling pa formen ¢ = []"_; r;"* hvor hvert n; er enten 0 eller
1 og r; er givet ved ri(+i) = Fi og r;(+j) = £j for j # i. Der geelder sa (i) = (—1)™4 for alle
ie{l,...,n}.

Lad nuwv € S, ogi € {1,...,n}, og antag at i indgar i en cyklus af leengde ¢ i v. Der geelder
sa ve(i) = i og v¥(i) # i for 1 < k < ¢ — 1. Lad w veere et vilkarligt element i 7—1(v), og skriv
w=wo [[, 7" med wy € I;. Antag w € M.; da findes der et k € N siledes at w¥(i) = —i. Dette
medfgrer 7(w*)(i) = i og dermed v*(i) = i, og s& ma k > c. Altsd er wF(i) # —i for 1 <k <c— 1.
Yderligere ses at da v°(i) = i er w(i) = i eller w®(i) = —i. Hvis w(i) = 7 indgar ¢ sa i en cyklus
af leengde ¢ i w, og da w”(i) # —i for 1 < k < ¢ — 1 indeholder denne cyklus ikke —i. Altsd ma
we(i) = —1.

Nu geelder w(i) = (wo [y 77"") (1) = wo((—1)"4) = (=1)™wp(i) = (—1)™wv(i). Pa tilsvarende
vis fas w?(i) = w((=1)"v(i)) = (=1)"w(v(i)) = (—=1)%(=1)"®Ov2(i) = (=1)"T®v2(i), og ved
induktion fas w” (i) = (—1)2;:& "k (i) for alle k € N. Specielt haves sa

Wo(i) = (=1) 520" () p(4) = (—1)25=0 i 0.
Dette er lig —i netop hvis Z;;é nyi) er ulige. Da ¢ indgar i en cyklus af leengde c i v, er tal-
lene ,v(i),v%(i), ... v (i) alle forskellige. Der findes nu 2¢~! mader at veelge veerdien af tallene
Tis M)y T2 (35 - - - » Tpe—2(3), 08 uanset hvilken made der veelges findes der netop én veerdi af ne-1(;
der ggr summen Z;;(l) Ny (i) ulige.

Safremt Z;’f;é Ny ;) er ulige, geelder altsa w®(i) = —i. Sa fas we(wk (7)) = wk(we(i)) = wk(—i) =
—w* (i) for alle k € N, og dermed gaelder w®(j) = —j hvis j indgar i samme cyklus som i i v. Dermed
ses at hvis Z;;é Nyi(;y er ulige, er j og —j i samme cyklus i w hvis j og ¢ er i samme cyklus i v, og
hvis Z;;é Ny er lige er i og —i ikke i samme cyklus i w. Lad nu N,, € {1,...,n} veere en meaengde
af repracsentanter for cyklusserne i v, og lad for hvert i € N, ¢; veere leengden af den cyklus ¢ indgar
i. Ovenstaende medfgrer sa at der geelder w € M/, hvis og kun hvis Zj’;l nyi(;) er ulige for alle
i € N,y.

Pa grund af den made N, og ¢; er defineret galder at nar ¢ lgber over N, og j lgber fra 0 til
c; — 1, sa lgber v/ (i) over alle elementerne i {1,...,n} netop én gang. Dermed er et element i 71 (v)
unikt fastlagt af veerdien af tallene i (i) 0<j<c¢ —1,1i€ N, Det er tidligere set at der findes
2¢~1 mader at vaelge tallene n,,; (), 0<7<c¢—1sa Z‘;-i:_ol Nyi(;) bliver ulige. Antallet af elementer
i M bliver sa

H gci—1 _ sz'ezvv (ci—1) _ Q(ZiENU Ci—2ieny 1) — 2”—\Nv|
i€N,
Definer for ethvert v € S,, ¢, ved ¢, = |N,|, saledes at ¢, er antallet af cyklusser i v. Da geelder
XFK) =1 ot ST My =1 ot S e

2" . ! 27 .
vGSn UGSn
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Tilbage er sa at vise at ) g 2" = (2n — 1)!l. Dette gores ved induktion over n.

Lad forst n = 1. Da indeholder S,, netop ét element, e, og der geelder ¢, = 1. Saer >
2nce =20 =1 = 1II.

Lad det nu veere givet at > ¢ | 2(n=1)=cw — (2, — 3)II. Definer R,, = {v € S,, | v(n) = n} og
R, ={v € S, | v(n) # n}, og definer en funktion p : S,, — S,_1 ved at p(v) er den permutation der
fremkommer ved at skrive v pa cyklusform og fjerne elementet n. (Med andre ord er p(v)(i) = v(7)
hvis v(i) # n og p(v)(i) = v?(i) hvis v(i) = n.) Dette er ikke en gruppehomomorfi, blot en afbildning
af maengder. Da ses at for et vilkarligt w € S, 1 er |[p~ (w)NR,| =1 og |[p~(w)NR,| = n—1. Der
findes nemlig k& mader at indsatte elementet n i en cyklus af leengde k, s& der er n — 1 mader at
indsaette n i en eksisterende cyklus, hvilket giver et element i R/,. Desuden er der pracis én made
at indseette n i en ny cyklus, hvilket giver et element i R,.

Nu geelder at hvis v € Ry, er ¢,y = ¢, — 1, da p fjerner cyklussen kun bestaende af n. Sa geelder

Z gn—cv _ Z Z 2(77,—1) (cv—1) Z Z 2(n—1)—cw

n—cy _
VESH 2 -

vEHn weSn—1vEp~H(w)NRy weSn—1 veEp~H(w)NRy,
= 3 @) Ry 20D = 3 gl
wESn—l wesn—l
= (2n —3)!!

Hvis v € R),, er Cp(v) = Cv, da n indgar i en cyklus med mindst et andet element, sa p modificerer
blot en cyklus uden at fjerne den. Sa geelder

Z gn—cu _ Z Z 9. 2(n 1)— Z Z 2. 2(n71)fcw

veER], wESp—1 vep~H(w)NRy wESp—1 vep~H(w)NRy
= Y 2 (w)NRy[- 2V = Y 2(n—1) 20D Tew
wESp—1 wWESn_1
=(@2n—-2) > 27V = (2n—2) (2n - 3)
wWES, 1

Samlet fas nu

ZQn—cv_ Z on—cv 4 Z gn—cu _ 2?1—3)”"‘(2”_2) (2n—3)

vESh vER, vER!,
=2n—-1)-2n-3)!I=(2n -1

og dermed haves
(2n — 1!
2n . nl

1 n—cy __
VR = 1=y e

Saetning 128. Antagr | qg—1 ogr{|W|, og lad ¥ = D,,. Da er x(F(K))=1— (n=1) @n=3)1

2n.n!

Bevis. Beviset for dette er meget analogt til beviset for Seetning 127. I dette tilfeelde er W = I} % I,
og da |I5| = 2771 fas [W| = 2"~ . nl. Som fer defineres en surjektiv afbildning = : W — S,,, denne
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gang med kerne I}, og restriktionen af 7 til I; bliver igen en naturlig isomorfi. Igen defineres
M =W\ M og M, = M' N7~ (v), og pd samme made som fgr fas

FE) = 1= 5 3 1M

2n
’L)GSn

Lad nu igen w = wq [ [, 7" veere et element i 71 (v), lad N, veere en meengde af repraesentanter
for cyklusserne i v, lad for i € N, ¢; veere leengden af den cyklus i v i indgar i, og lad ¢, = | N,|. Pa
samme made som fgr ses at w € M/, hvis og kun hvis der for hvert i € N, geelder at Z?:_ol i (i)
er ulige. Dermed fas igen at der er 2"~ % mulige valg af tallene n; som giver w € M. . Det skal sa
undersgges hvor mange af disse valgmuligheder der opfylder at > | n; er lige, saledes at w faktisk
er et element 1 W = I x I;.

Antag nu at ¢, er lige. Idet Z;i:_ol Ny er ulige for hvert i € N, fas sa at Y 3i" n; =
> ieN, ngol Nyigy er lige, saledes at [[; r er indeholdt i I;. Dette medforer at w faktisk er
indeholdt i W, og sa er M| = 2",

Antag nu at ¢, er ulige. Idet Z;F()l Nyi(s) €F ulige for hvert ¢ € N, fas sa at > ;. n; =
> ien, E;i:_ol Ny (i) er ulige, hvilket medfgrer [, v & I5. Dermed er w ¢ W, og sa fas | M;,| = 0.
Lad nu LS, veere maengden af elementer v € S,, hvorom det geelder at ¢, er lige. Sa haves altsa

1 1 n—c,
X(]:T<K)):1—m Z |M;’:1—m Z 2

vES, " veLS,

Det skal sd vises at > pq 2% = (n—1)-(2n - 3)!L.

Lad nu US,, veere meengden af elementer v € S,, hvorom det galder at ¢, er ulige, saledes at S,
er en disjunkt forening af LS, og US,,. Ved induktion vises det at ) .y ¢ 2""% = (n—1)-(2n—3)!!
0g > ueus, 2" =n-(2n - 3)!L

Lad forst n = 2. Sa indeholder LS, netop ét element, nemlig identiteten e, og der gaelder ¢, = 2.
Sder ), cpg, 2" =20 = 20 =1 = (2 — 1) - 1!!. Ligeledes indeholder US,, netop ét element,
nemlig transpositionen g, og der gaelder ¢, = 1. Sa er ) yyg 2" = 2""% = 2l =2=2.1Il.

Lad det nu veere givet at > g | 2(n=1)=cv = (n —2) - (2n — 5)!! og > veUS, g(n—1)—cv —
(n — 1) - (2n — 5)!I. Definer som for R, = {v € S,, | v(n) = n} og R, = {v € S, | v(n) # n},
og definer igen funktionen p : S,, — S,,—1 ved at p(v) er den permutation der fremkommer ved at
skrive v pa cyklusform og fjerne elementet n. Definer ogsa LR, = LS, N R,, UR, = US,, N R,,
LR, = LS, NR! og UR, = US, N R),. Nu ses at hvis w € US,,_1, er [p~}(w) NLR,| = 1 og
lp~1(w)NUR!,| = n— 1. Der findes nemlig igen n — 1 mader at indsatte n i en eksisterende cyklus;
dette sendrer ikke antallet og cyklusser, og derfor fas et element i UR],. Desuden er der preecis én
made at indseette n i en ny cyklus; dette forgger antallet af cyklusser med 1, og derfor fas et element
i LR, Helt analogt fas at hvis w € LS,,_1, er [p~}(w) NUR,| =1 og |p~(w) NLR)| =n — 1.

Lad nu v € UR,; da er ¢y) = ¢ — 1, da p fjerner cyklussen kun bestaende af n. Sa er
p(v) € LS, _1, og der geelder

Z on—cv _ Z Z 2( 1)—(cy—1) Z Z 2(n71)fcw

veEUR, wELS,—1 vEp~1 (w)NUR, weLSy,—1 vep~ 1 (w)NUR,
= Y i) NUR, 20D = 3 glmba
weLSy 1 weLS, 1

=(n—2)-(2n—5)!
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Tilsvarende ses at hvis v € UR),, er Cp(v) = Cv, dan indgar i en cyklus med mindst et andet element,
sa p modificerer blot en cyklus uden at fjerne den. Sa er p(v) € US,,_1, og der galder

Z gn—cy _ Z Z 2. 2(n71)fcv _ Z Z 9. 2(n71)7cw

veUR), weUSy 1 vep~1(w)NUR, weESp—1 vEP~H(w)NUR,,
= > 2pH(w)NUR,[- 2077 = 3" 9(n — 1) 20 ew
welUsS, _1 welUsS, 1
=(@2n-2) Y 20V =(2n-2)-(n—1)-(2n—5)!
weUS, -1

Samlet fas nu

Z gn—cv _ Z 2nfcv+ Z gn—cu

vEUS, vEUR, veUR,,
=n—-2)-Cn-5)1+2n—-2)-(n—1)-(2n —5H)!!
=((n=2)+2n—-2)-(n—1)) - (2n —5)!
=(n—2+2n*—4n+2)-(2n -5 = (2n® — 3n) - (2n — 5)!!
=n-(2n—3)-2n—-5)!l=n-(2n - 3)!

For LR,, og LR), fas tilsvarende

Z gn—cy _ Z 2(n71)fcw

veELR, weUS, 1
=(n-1)-(2n—-5)!

og

oo =2(m-1) Y 20

veLR), wELS,_1
=2n—-2)-(n—2)-(2n—5)!

og samlet haves sa

S o= 3 ey ¥ g

vELS, vELR, vELR!,
=n—-1)-Cn-5!l4+2n—-2)-(n—2)-(2n —H)!
=((n-1)+2n—-2)-(n—2))-(2n—5)!!
=(n—1+2n*—6n+4)-2n—5)!1=(2n> —5n+3)- (2n — 5)!!
=n—-1)-2n—-3)-2n—-5)!l=(n—-1)-(2n—3)!!

Hermed er induktionsbeviset gennemfgrt, og der geelder

1 _ (n—1)-(2n—3)N
J(K)) =1— gnev =1 —
X(F(K)) 2" . n! veZL;G 2n . n!
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