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1 Indledning

Dette projekt er et studie i dimensionsbegreber i topologi. Vi koncentrerer os
om topologisk dimension og Hausdorff dimension. Hovedveegten er lagt pa be-
stemmelse af Hausdorff dimension vha. egenskaben selv-similaritet for maengder.
Undervejs vil vi bergre fraktaler, der, jf. Mandelbrots definition, er maengder hvis
Hausdorftf dimension adskiller sig fra dens topologiske dimension. Hausdorft di-
mensionen er bemserkelsesveerdig, idet det er det fgrste! dimensionsbegreb der
bryder med traditionen om at dimensioner skal veere ikke-negative heltal. Haus-
dorff dimensionen kan saledes veere irrationel, som f.eks. for Cantor maengden,
der har Hausdorff dimension }Eg;, men topologisk dimension 0. For hver af di-
mensionsbegreberne ovenfor er der et hovedresultat. Det kan relativt nemt vises
at ethvert kompakt metrisk rum med topologisk dimension m, kan indlejres i
R2?m+1 Hovedresultatet for Hausdorff dimensioner er straks noget mere kompli-
ceret at vise. Dels forudsaetter det kendskab til malteori, specielt teorien for ydre
mal, og dels er vejen dertil meget lang. Ideen er at visse meengder pa naturlig
vis opstar som greense for gentagene anvendelse af kontraktioner. Disse maengder
er ofte selv-simileere, og under passende betingelser kan det vises at deres Haus-
dorff dimension er bestemt af Lipschitz konstanterne hgrende til de frembringende
kontraktioner.

De to dimensionsbegreber adskiller sig veesentligt ved de maengder de er de-
fineret pa. Hvor ethvert topologisk rum kan tilskrives en topologisk dimension,
sa kan Hausdorff dimensionen kun tilskrives separable metriske rum opfyldende
visse pzene betingelser. Da vi som regel befinder os i R nar det drejer sig om
fraktaler, vil disse betingelser veere opfyldt.

Vi vil gerne takke vores vejleder Jesper Michael Mgller, for hans hjselp under
udarbejdelsen af dette projekt.

Mads Kjeerulf Caspersen
Henning Rgigaard-Petersen
Kgbenhavn, juni, 2004
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2 Topologisk Dimension

Topologisk dimension kan defineres udelukkende vha. overdsekninger og egenska-
ber for disse. Dette ggr at det er et let forstaeligt dimensionsbegreb, men, som et
senere eksempel vil vise, er dimensionen ikke altid intuitivt klart.

Definition 2.1. Orden af en overdekning

En overdekning A af et rum X siges at have orden m+ 1, dersom der eksisterer
et element 1 X der ligger i netop m+1 af mengderne i A, og intet andet element
i X ligger i flere meengder fra A

Definition 2.2. Forfining af en overdekning
En overdekning B siges at veere en forfining af overdekningen A, dersom

VBeB3IAe€ A:BCA

Bemeerk at enhver overdackning har en triviel forfining, nemlig sig selv.

Definition 2.3. Topologisk Dimension
Lad X vere et topologisk rum

1. X siges at vere endeligdimensional, dersom der eksisterer et m € N, sa det
for enhver aben overdekning A of X, findes en aben overdekning B af X,
der er en forfining af A, og som har orden m + 1.

2. Den topologiske dimension af X er det mindste m for hvilket ovenstaende
geelder. Dimensionen betegnes dimp X .

Yderligere defineres dimrp () = —1.

Eksempel 2.4. Enhver kompakt delmaengde X C R har dimension hgjest 1.
Beuviset herfor er to-delt. Forst defineres en overdekning af X af orden 2, herefter
vises det at denne kan skaleres til en forfining af en vilkralig overdekning af X .

1. Lad Ay = {Jn,n+ 1[|n € N} og Ay = {In —1,n+ 3[|n € N}. Da er
A= A1 UAy en aben overdekning af R med maengder af diameter 1. Denne
overdaekning har klart orden 2.

2. Lad C wvere en overdekning af X. Da X er kompakt har C et Lebesque
tal? 6 > 0. Enhver overdekning af maengder med diametre mindre end &
er da en forfining. Lad f : R — R vere givet ved f(x) = gx. f er oplagt
en homeomorfi hvis billede af A er en overdekning af X med maengder af
diameter g, fortsat af orden 2. Altsa er dimp X < 1.

Den topologiske dimension har egenskaber som vist nedenfor.
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Saetning 2.5. Lad X vere et endeligtdimensionalt rum. Er' Y C X et afsluttet
delrum, da geelder

Bevis. Lad dimyr X = m. Betragt en aben overdackning A af Y. Pr. konstruktion
af delrumstopologien eksisterer for hvert A € A en aben maengde A’ i X sa

A=A'nY
Vi kan da definerer en aben overdaekning
A'={A|Ae ALU{X\Y}
af X. Der eksisterer en forfining B af denne med orden m + 1, hvorfor
{BNY|B € B}

er en aben overdaekning af Y hvis orden er hgjest m + 1 og som er en forfining af

A. O

Vi vil anvende en lokal udgave af konceptet orden for en overdackning:

Definition 2.6. Lokal orden

Lad Y vere et delrum af rummet X. En overdekning A af X siges at have orden
hgjest m + 1 (lokalt) i Y, dersom intet element 1 Y ligger i mere end m + 1 af
meengderne 1 A.

Lemma 2.7. Lad X vere et rum, Y C X et delrum af dimension m og lad A
veere en aben overdaekning af X. Da eksisterer en aben overdaekning B af X, der
er en forfining af A og af orden hgjest m + 1 lokalt 1Y .

Beuvis. Betragt systemmet

(ANY|Ae A

Dette er en aben overdeekning af Y. Da Y har dimension m eksisterer en forfining
B af denne der har orden hgjest m + 1. For ethvert B € B eksisterer en aben
meengde Ug 1 X sa Ug NY = B. Yderligere eksisterer Ag € A sa B C Ag.
Definer nu

C={UpnNAp|BeB}U{A\Y|Aec A}

Det indses da let at C er en aben overdsekning af X. Lad nu y € Y og antag
mhp. modstrid at der eksisterer flere end m+ 1 maengder i C indeholdende y, dvs.
ordenen er mindst m + 2 lokalt i Y. Disse maengder ma ngdvendigvis veere pa
formen Up N Ag for et B € B. Da en sadan mengde er indeholdt i B eksisterer
altsa mindst m + 2 B’er i B indeholdende y, i modstrid med at B var af orden
m + 1. Altsa ma C’s orden veere hgjest m + 1 lokalt 1 Y. O



Saetning 2.8. Lad Y og Z wvere afsluttede endeligdimensionale delrum af X,
opfyldende X =Y U Z. Da geelder

dimy X = max{dim¢ Y, dimy Z}

Bevis. Lad A vaere en aben overdackning af X og seet m = max{dim¢ Y, dimr Z}.
Ved lemma 2.7 eksisterer:

e En aben overdaekning B af X der forfiner A, af orden hgjest m +11Y.
e En aben overdaekning C af X der forfiner B, af orden hgjest m + 11 Z.

Definer nu en afbildning f : C — B, givet ved at f(C), for en maengde C € C, er
en maengde B € B sa C' C B. Et sadan valg er muligt da C er en forfining af B.
Definer for B € B de abne maengder

b= |J ¢
(B)

Cef~-1(B

og systemmet

D ={D(B)|B € B}

Da vil D veaere en aben overdackning af X da C' C D(f(C)) for alle C € C, og C
er en overdaekning. Yderligere vil D veere en forfining af B da D(B) C B, specielt
er den en forfining af A. Vi gnsker nu at D har orden hgjest m + 1. Antag derfor
at x € D(By)N...ND(By) hvor D(B;) erne er forskellige, specielt er By, ..., By
forskellige.

Da = € D(B;) eksisterer C; sa x € C;,i = 1,..., k. Disse C;er vil veere
forskellige. Tilsvarende vil x € B;.

DaX=YUZvilzeYVvzecZ ErxzcY vil k <m+1 thi B har orden
hgjest m + 1 lokalt i Y. Er x € Z vil K < m + 1 da C har orden hgjest m + 1
lokalt i Z. Altsa har D orden hgjest m + 1.

Da A var vilkarlig, er dimy X < m. Ved setning 2.5 er dimp X > m, dvs.
dimpr X = m som gnsket. O

Ved induktion fas nemt

Korollar 2.9. Lad X =Y, U...UY,, hvorY; er et endeligdimensionalt afsluttet
delrum for allei=1,...,n. Da er

dimy X = max{dimz Y7, ...,dimz Y, }

For at vise hovedsaetningen skal vi anvende lidt algebra. Vi repeterer kort lidt.
Lad n, N € N og betragt vektorene V = {vg, v1,...,v,} C RY:

En affin kombination af vektorer i V' er en linearkombination hvis koefficienter
summer til 1.



Vektorene i V' siges at veere affint uathsengige dersom

n

(Zaivi:0/\iai:0):>a0:a1:...:an:O

=0 i=0

Er vektorene i V affint uafhaengige vil de udspaende et affint underrum P i RV,
Dette er blot translation med v, af det linesgere underrum Spang{v; — vy, ..., v, —
vo}, altsa et underrum af dimension n.

For det affine underrum geelder

1. Er n < N har det affine plan tomt indre.

2. Er v,,; € RM\Per
{U(]a <o Un, anrl}

affint uafheengige i RV,

Definition 2.10. General Position
Et seet af vektorer i RY siges at veere i general position i RN dersom ethvert
delseet bestaende af hojest N + 1 vektorer er affint uafhengige.

Lemma 2.11. For ethvert seet af vektorer {vi,...,v,} € RY og ethvert § > 0
eksisterer et st {wy, ..., w,} CRY der erigeneral position i RY og som opfylder
|lvi —w;l| <0 forallei=1,...,n.

Beuwis. beviset fgres ved induktion.

Er seettet {v;} en singelton, vil w; = v; veere affint uatheengig.

Antag udsagnet holder for alle seet {vy,...,v,_1}. Lad {wy,...,w,_1} veere
det tilhgrende saet af affint uatheengige vektorer og betragt de affine underrum
udspaendt af alle delsaet heraf, bestaende af hgjest N elementer. Hver af disse
planer har tomt indre, specielt vil deres forening F' have tomt indre.

Givet en vektor v, € R" kan vi ligge en kugle med radius § om v,. Denne
kugle kan ikke veere helt indeholdt i F' da den har tomt indre. Tag et punkt
wy, ¢ F herfra.

Som netop repeteret vil {wy, ..., w,} veere i general position og pr. valg af w,
er ||v, —w,|| < J, som gnsket. O

Definition 2.12. Lad X vere et kompakt metrisk rum. For f € C(X,RY) defi-
neres

A(f) = sup{diam f~({z})]2 € f(X)}

A(f) er et mal for hvor meget en kontinuert funktion f afviger fra at veere
injektiv. f er injektiv hvis og kun hvis f~1({z}) en singelton for alle z € f(X),
specielt har den diameter 0. Dette skal vi bruge til at konstruerer vores indlejring
i hovedsaetning 2.17, men forst en rackke definitioner og lemmaer.



Lad nu (X,d) vaere et metrisk rum. Vi udstyrer RY med metrikken
7(x,y) = max{|z; —y;||i=1,...,N}
og C(X,RY) med supremums metrikken

p(f,9) = sup{7(f(2),9(x)) |z € X}

Lemma 2.13. For et kompakt metrisk rum X og € > 0 er mengden

Ue={f € C(X,RY) [ A(f) < ¢}
er aben i C(X,RY).
Bevis. Er U, = () er vi feerdige. Lad derfor f € U, og veelget b > 0sao(f) < b <e.
Hvis f(z) = f(y) = 2, da ma d(x,y) < b. Lad nu

A={(z,y) € X x Xl|d(z,y) > b}
Da vil funktionen h(z,y) = | f(z)—f(y)| veere positiv pa A. Da A er lukket i X x X
er A kompakt, altsa vil b have et minimum pa A. Lad § = § min{h(z,y)|(z,y) €
A}. Jeg gnsker nu at vise at Ks(f) C E..
Lad derfor g veere en afbilding saledes at p(f,g) < 0. Hvis (x,y) € A, da vil
h(x,y) > 20, altsa ma |g(z) — g(y)| > 0. Sa hvis g(z) = g(y), sa ma d(z,y) < b.

Folgeligt vil A(g) < b <.
U

Definition 2.14. Deling af enheden
Lad {Uy,...,U,} vere en endelig aben overdekning af et rum X. Ved en deling
af enheden forstas forstas en endelig familie af kontinuerte afbildninger

;i X —1[0,1],i=1,...,n
opfyldende
1. supp(¢s) € U
2. Ve X: )" ¢i(x)=1

Lemma 2.15. Lad {Uy,...,U,} vere en endelig aben overdekning af det normale
topologiske rum X. B
Da eksisterer en aben overdekning {Vi,...,V,} af X, sa V; C U;.

Bevis. Bemeerk at A = X \ (UyU---UU,) er en lukket delmeengde af X, som er
indeholdt i U;. Da X er normal findes en aben maengde Vi O A saledes at Vi C U;.
Da vil {V4,Us,...,U,} overdeekke X. Har vi nu givet {V4,..., Vi1, Uy, ... U,},
saledes at V; C U;, kan vil lade

A=X\(ViU---UVqUUp 1 U---UUy)
Da lﬂ A veere en lukket og indeholdt i Uy. Vi kan saledes veelge V, O A, saledes
at Vi C Uy. Efter det n’te skridt har vi den gnskede overdaekning. O
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Saetning 2.16. FEksistens af en deling af enheden
Er{U,...,U,} en endelig aben overdekning af et normalt rum X, da eksisterer
en deling af enheden.

Bevis. Ved lemma 2.15 eksisterer abne overdaekninger:
o {Vi,....V,baf X sa V; C U,
o (Wy,...,W,}af X sa W,; C V.
Da X er normal eksisterer for alle i = 1,...,n kontinuerte funktioner
¥+ X — [0,1] sa (W) = {1} og (X \V;) = {0}

Da ¢~(]0,1]) C V; er
supp(¢;) C V; C U;

Da Y%, ¢;(z) er positiv for alle  (W; erne overdackker X) kan vi definere

¥;(x)
’ E@':1 Vi)
Daer ¢4,..., ¢, oplagt en deling af enheden. O

Vi kan nu vise hovedsaetningen for den topologiske dimension:

Saetning 2.17. Indlejringssetningen

Ethvert kompakt metriserbart rum X med topologisk dimension m kan indlejres
7 R2m+1 .

Bevis. Lad N = 2m + 1. Vi ved at U, er aben og gnkser nu at vise at den er
teet i C(X,RY) for alle € > 0, thi da vil ),y Uz veere teet i C(X,RY), og altsa

specielt ikketom. Da ma der findes en injektiv afbildning fra X ind i RY. Lad
derfor f € C(X,RY),5 > 0 og e > 0. Vi gnsker da at finde g € U, sa p(f,g) < 9.
Overdaek nu X med endeligt mange abne maengder Uy, ..., U,, saledes at

1. diam U; < 3
2. diam f(U;) <2
3. Uy,...,U, har orden mindre end eller lig med m + 1.

Lad nu {¢;} veere en deling af enheden af {U;} som givet ved satning 2.16. Veelg
nu for hvert i et z; € U; og et punkt z; € RY | sdledes at |f(z;) — 2] < g og sa
{z1,...,2,} er i general position i R, dette kan ggres ved lemma 2.11. Definer
nu g: X — RY ved

g(r) = Z ¢i(T)zi
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Vi vil nu vise at g er den gnskede funktion.

Idet Y7 | ¢i(z) = 1, fas at

o) = f@) = Yoz - Y i) f @

Z ¢i(x) (2 — flx:)) + Z ¢i(z)(f(zs) — f(2))

Vi har at |2; — f(z;)] < &. Safremt i er et indeks sa ¢;(z) # 0, vil z € U, og da
diam f(U;) < 2. vil | () — f()] < £ Da S0, éu(a) = 1 ma Jg(z) — f(z)] < 5,
altsa er p(f,g) <.

Vi gnsker nu at vise at g € U,. Dette gores ved at vise, at safremt g(z) = g(y),
da ma z,y tilhgrer samme U;, thi da vil A(g) < § <e.
Antag derfor at g(z) = g(y). Da vil

n

> (6ilw) = di(y))zi =0 (1)

i=1

Da {U;} har orden m + 1, vil hgjst m + 1 af tallene ¢;(x) # 0, og tilsvarende for
¢i(y). folgeligt vil (1) hejst have 2m+2 led forskellig fra nul. Bemaerk nu at

n

D (@) = ¢ily) =1-1=0

i=1

da zi,...,2, er i general position, sa enhver delmeengde med N + 1 = 2m + 2
elementer er affint uathengige. Dvs at ¢;(x) — ¢;(y) = 0 for alle i. Vi kan altsa
konkludere at safremt ¢;(x) > 0, da ma = € U;, men da ma ogsa ¢;(y) > 0 sa
ogsa y € U;. O

3 Hausdorff mal

I dette afsnit beskeeftiger vi os med malteori. Udgangspunkt for definitioner o.1.
er [1]. Vores tilgang her, bygger i forste omgang pa en mere generel konstruktion
af Carathéodory. I denne situation arbejder vi med fglgende omstaendigheder:

1. X er et metrisk rum og F C P(X).

2. (: F —[0,00],¢(0)=0

3. %8> 03B, By,...€ F: X =2, E Ad(E) <6
4. ¥5>03JF e F: ((F)<d Nd(E) <6
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Her betegner d(A) diameteren af delmaengden A C X. Vi kan nu definere det
ydre Carathéodory mal:

Definition 3.1. Det ydre Carathéodory mal s
For 6 €]0,00] og A C X defineres

s(A) = inf{ig(Ei) |AC G Ei,d(E;) < 6, E; € F}

i=1

Bemaerk at der altid vil eksisterer en overdaekning jf. pkt 3 ovenfor, dvs. ¥
er veldefineret.

Saetning 3.2. Yy er et ydre mal pa X.

Beuis. Betingelse 4 ovenfor, giver at ¢5(0)) = 0. Desuden er ¢5(A) < 15(B)
dersom A C B, idet enhver overdeekning af B specielt er en overdaekning af A.
Subadditiviteten er ogsa oplagt. O

Bemerk at (() = 0. Det betyder at vi ogsa kan betragte endelige overdaek-
ninger i definitionen af det ydre mal, da en sadan blot kan suppleres med tomme
maengder.

s besidder, generelt, ikke nogen af de peenere malteoretiske egenskaber. Dette
kan der repareres lidt pa:

Definition 3.3. Carathéodory malet
For givne F og C defineres

O(F, O(A) = P(A) = lim 5(A), ACX

6—0t

Da 15(A) < 1p.(A) for € < 4, ses det nemt at vi yderligere har

(A) = sup vs(A)

6>0

Vi minder pa at en maengde E siges at veere malelig mht. et ydre mal u, dersom
W(E) = u(E 0 A) + u(E\A)

for alle delmaengder A. Det kan vises at Borel maengderne, B(X), pa en meengde
X, er malelige hvis og kun hvis

p(AU B) = pu(A) + u(B), nar A,B C X,d(A,B) >0

For mere om dette, se [4]
Hovedideen i at arbejde med v istedet for ¢5 er folgende egenskab:

Saetning 3.4. Borelmaengderne pa X er -malelige.
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Bevis. 1 er fortsat et ydre mal. Lad A, B € P(X) opfylde d(A, B) > 0. Vi
kan veelge § €]0, 44 B)[ og en overdaekning (E;);en sa d(F;) < 6. Pr. valg af 0
er hvert E; dlsJunkt fra enten A eller B. Lader vi B4 = {E;|ANE; # (0} og
Ep ={E;|BNE; # 0}, sa er oplagt E4 U Ep C {E;|i € N} og folgelig er

D CE)Z D> UE)+ D C(E) > ¢s(A) +vs(B)

€N EieEA E EEB

Tages infimum pa begge sider fas

Ys(AU B) > ¢5(A) + ¢5(B)
Den modsatte ulighed folger af subadditiviteten af . Altsa er

Vs(AU B) = ¢5(A) +s(B)
]

Ved Carathéodorys saetning er (X, B(X),v) et malrum. Pa trods af at Ca-
rathéodory malet ikke ngdvendigvis er et mal pa P(X), sa omtales det som et
sadan.

Malet v atheenger af af ( og F. Hausdorff malet opstar ved en konkretisering
af disse to indices:

Definition 3.5. Hausdorff malet
Lad X vere et seperabelt rum og s € [0, 00[. Carathéodory malet pa X med

F=P(X) og ((E) =d(E)’
hvor vi definerer
d(0)* =0 for alle s
og for E # () med d(E) = 0 defineres
0°=1

kaldes Hausdorff malet og betegnes H®. Det bagvedliggende ydre mal betegnes 'H3,
dvs.

H*(A) = lim H5(A), ACX

6—0t

Igen ser vi, at pa trods af den voldsomme konkretisering, er der stadig tale
om en familie af Hausdorff mal (H*®)cpo,o0)- For s = 0 indses det nemt at H* er
teellemalet.

Saetning 3.6.
Lad X =R"™ For ACR", x € R" ogt € R geelder:

H(A+a) = H(A)
H(tA) = t"H°(A)
hvor A+x ={a+z|a€ A} ogtA{tala € A}.
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Bevis. Er (E;);en en overdaekning af A, sa er (z+4 E;);en en overdaekning af A+z,
og omvendt. Altsa er Hausdorff malet translationsinvariant.

Lad igen (F;);en veere en overdaekning af A med d(F;) = §;. Da er (tE;);en en
overdeekning af tA med d(tE;) = to;, og

S ARE) =) (t6) =) 5 =1t d(E;)
ieN ieN ieN ieN
hvilket giver det gnskede. O

Seetningen har den konsekvens, at H*(K,(z)) = r*H(K;(x)), dvs. malet af en
kugle med radius r og centrum =z er endeligt og positivt hvis og kun hvis malet
af enhedskuglen er det. Vi far brug for lige netop dette mal nar s € N.

Saetning 3.7. Lad n € N og betragt enhedskuglen K + R™. Da er
0 <H"(K) < oo

Bevis. Lad V,, = m,(K) angive lesbequemalet af enhedskuglen i R", da vil les-
bequemalet af K, (a) i R vaere V7™ (jvi. [1] seetn. 6.18). Lad nu N = 2,3,... og
betragt

Qn

a1
Ay ={(=, ..
Da vil |Ax| < (2N)™ og (K%(a))aeA er en overdaekning af K. Da vil

)ER"a;, €eZ} N K

R (K) < S d(Ky (a)" < (2N)" - N7 =27 < oo

a€A

L
N

folgeligt vil ogsa H"(K) < oo.

Da enhedskuglen er kompakt er det nok at betragte endelige overdackninger, lad
Ei, ..., E; vere en sadan. Da vil Zizl mn(E;) > V,. Lad nu K; veere den mindste
kugle der indeholder F;. Da vil

l l l
D AE)" =Y d(K)" =Y ma(K) > Vi

Altsa vil H*(K) > V,, > 0. O

Det kan virke som om at F = P(X) er at skyde graspurve med kanoner.
Folgende sasetning gor det noget nemmere for os, at veelge vores overdaekninger:

Saetning 3.8.
Lad X vere et separabelt rum, s € [0,00[ og ((F) = d(E)® for E C X. Dersom:

o F={F C X|F er afslultet}
o F={UCX|U er aben}
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o F={K CR"|K er konveks} nar X =R"
da er (F,() = H°.

Bevis. At vi kan bruge afsluttede savel som konvekse maengder er oplagt, idet E
savel som E’s konvekse hylster er af samme diameter.
Lad nu £ C X og € > 0. Definer E. = {x € X |d(z, F) < €}. E. er oplagt
aben og opfylder
d(E.) < d(E) + 2¢ e d(FE)

Altsa kan vi bruge de abne maengder. O

For at kunne definerer Hausdorff dimensionen, skal vi bruge en central egen-
skab for Hausdorff malet:

Saetning 3.9.
Foralle0 <s<t<ooogACX gelder

H*(A) < 0o = H(A) =0

Bevis. Lad (E;);en vaere en overdeaekning af A af diameter hojest 6 og ), d(E;)° =
k. Da er

Hi(4) < ) dE)

En omskrivning af seetningen giver et sckvivalent udsagn
H'(A) > 0= H*(A) =oconar s <t < oo

Moralen er, at H*(A) enten er oo, 0 eller imellem, nar s varierer. Dersom den
antager begge af veerdierne 0 og oo, vil H*(A) skifte fra at veere den ene til at
veere den anden i netop ét s € [0, 00].

Verdien af malet i et sadan s kan vi ikke sige noget generelt om.
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4 Hausdorff dimension

Hausdorff dimensionen opstar nu pa naturlig vis fra Hausdorff malet.

Definition 4.1. Hausdorff dimension
Lad X vere et separabelt rum udstyret med Hausdorff malet H*. Da er Hausdorff
dimensionen af en maengde A C X :

0 Vs € [0, 00[: H*(A)
dimg A=< o0 Vs € [0, 00[: H*(A)
sup{s|H*(A) = oo} ellers

0
00

Jf. forrige kapitel ses det let at
dimy A = sup{s | H*(A) > 0} = inf{t | H"(A) < oo} = inf{t | H'(A) =0}
Vi har fglgende generelle egenskaber for Hausdorff dimensionen:
Saetning 4.2.
1. dimyg A < dimyg B nar A C B.
2. dim{JZ, A = s_ulg)dimHAi nar A; C X,1=1,2,...
ic
Beuwis.
1) Er dimy B = oo er vi feerdige. Lad dimy B = t. Dvs.
Vs>t:H(B)=0
Da H® er et mal og A C B er
Vs >t:H(A) <H(B)=0
dvs. dimg A < t.

2) >: DaA; CUjenA; vildimy A < dim U;enA;, specielt vil sup,cy dimpy A; <
dim UiENAi

Antag dimy U;enA; = ¢, dvs. Vs < t : H*(UzenA;) = oo. Da

I/\

Z H(A;) > H* (UienAs)

ieN
er » ..yH*(A;) = oo for alle s < t. Der ma altsa eksisterer iy sa
H*(A;) > 0 for s < t, dvs. dimpy A;; > ¢, specielt er sup;cy dimpy A; >

> Uiend4,.
]
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Har A dimension s, sa kan H*(A) = 0, H*(A) = oo eller 0 < H*(A) < oo.
Omvendt, hvis 0 < H*(A) < oo for et s, sa ma dette veere dimensionen.

En naturlig egenskab for et dimensionsbegreb er dim R" = n. Dette gor sig
heldigvist geeldende for Hausdorff dimensionen:

Saetning 4.3. Ladn € N og A C R".
1. dimyR" =n
2. thU{/4j§ n

Beuvis. Betragt Z" gitteret i R™. Om hver punkt z heri, kan vi ligge kuglen med
radius 1. Der gaelder da oplagt

R" = | ] Ki(2)
zZEL™

og ved 4.2 er

dimy B1(0) < dimy R™ < sup dimy B;(z) = dimy B;(0)
ZEL™
hvor sidste lighed fglger af at H er translationsinvariant. Ved 3.7 har R™ dimension
n.
Sidste udsagn fglger nu af 1. og 4.2. O

4.1 Taethederne 6% og 6,

En anden stgrrelse der ligger sig teet op af Hausdorff dimensionen er de k-
dimensionale taetheder. Disse stgrrelser vil forst blive brugt i forbindelse med selv-
similesere maengder, hvor de viser sig centrale ved bestemmelsen af deres Hausdorff
dimension.

Definition 4.4. Den gvre hhv. nedre k-dimensionale tethed af mangden A i
punktet x er

FANK
Ok (A, z) = limsupH( i kr(iU))
r—0 Qg
FANK
O(A,x) = limian (40 kr(ﬂf»
r—0 T
INEL
hvor oy, = F((g()2k)+1)

Dersom de er ens, betegnes deres felles vaerdi 0(A, x, k).

ay er blot en normeringsstgrrelse, der ikke komme til at spille den store rolle
i dette projekt.
Definitionen af den k-dimensionale taethed kan udvides til mal:
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Definition 4.5. Lad p vere et mal pa X og x € X. Da defineres

K
Qk(ﬂ,:p) = limsyp L:;ﬁj”

K,
Op(p,z) = ligljélf%

Dersom de er ens, betegnes deres felles verdi 0(p, x, k).

Specielt de gvre k-dimensionale teetheder kommer til at spille en rolle, som
angivet nedenfor:

Saetning 4.6. Lad p vere et mal pa X og A C X. Da geelder:
1. (Vae A:0%p,a) > \) = HFA) < A tu(A)
2. (Va€ A:08(u,a) <N = HFA) > 2°A71u(A)

Specielt er 0 < H¥(A) < oo, dvs. dimy A = k, dersom 0%(u,a) er numerisk
begranset.

Beuvis. For et bevis, se [5] O

4.2 Alternative Hausdorff dimensioner

Vores opbygning af Hausdorff dimensionen laener sig tungt op ad Hausdorff malet,
men det er faktisk muligt at konstruerer dimensionesbegrebet uden brug af mal,
som nedenstaende saetning viser:

Saetning 4.7.
Lad AC X, s €[0,00[ og § €]0,00]. Da er folgende ekvivalente udsagn:

1. H(A) =0
2. H3(A) =0
3. Ve > OEI(EZ)ZEN CX: (A - UieNEi N Z d(Ez)s < 6)

Beuvis. oplagt i reekkefglgen (3) = (2) = (1) = (3). O

1€EN

Man vil altsa kunne definerer Hausdorff funktionen alene ud fra overdaeknin-
ger.

Derudover kan det veere praktisk at betragte andre funktioner end ¢ = d(E;)*
for et givent s. Er h : [0, 00[— [0, 0o[ en ikke-aftagende funktion med h(0) = 0,
kan vi definerer ((F) = h(d(E)). Malet ¥(P(X), ) kaldes da gerne for Hausdorff-
h malet og betegnes Ay. Det er klart at H® er specialtilfeeldet hvor h(t) = ¢*. Hvor
‘H?® giver os en forstaelse for den "fylde” delmaengderne har i X, sa vil andre valg
af h kunne give andre former for indsigt. Vi vil dog kun interessere os for H?*.
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5 Nogle Fraktaler

Benoit Mandelbrot definerede?® en fraktal til at veere en maengde, hvis Hausdorff
dimension er stgrre end dens topologiske dimension. Ordet betyder i sig selv ”at
braekke” og kommer af latinsk ”fractus”.

5.1 Cantor mangden

Lad 0 < A < 1. Lad nu Ip; = [0,1], og lad I;,; = [0, A], [12 = [1 — A, 1]. Processen
forseettes nu saledes: Givet intervaller Ij,_;;, ..., I, ox—1 defineres intervallerne
Tpia, .o, Iy ox, ved at tage et interval Ij,_; ; og fra dette fjerne et interval af leengde
(1 —2N)d(Ix—1;) = (1 — 22)A*7! fra midten af dette, saledes skabes der to nye
intervaller. Vi har saledes at alle intervallerne I;, har leengde A\*. Cantormaengden
C() defineres nu ved

oo 2k

C(\) = ﬂ U Iy ;

k=0 j=1

Oftest betragter man cantormeengden med A = é Jvf figuren nedenfor:

O.iteration |

0 1
1.iteration l—{ 5—|
2.1teration I—{ — — —

0 3
3.iteration I—|1I—| H H H H oH

0 3

Vi vil nu vise at den topologiske dimension af C'(A) er 0. Lad € > 0 veere givet
og betragt intervallet I. =] — €, 1 4 €[. Dette er en aben maengde der overdaekker
C'(X) af orden 1 og diameter 1+ 2¢. Vi kan lade iterationsprocessen virke pa I,
n gange, hvorved der fremkommer en aben overdackning I af C'(\), bestaende
af 2" intervaller af diameter % Denne overdeekning er af orden 1 dersom e er
passende lille i forhold til n. For givent n kan der veelges € sa ordenen bliver 1.
Lad nu C veere en aben overdaeekning af C'(A). Da C()\) er kompakt har C
et Lebesque tal 6 > 0, saledes at enhver overdeekning af C'(\) med mengder af
diameter mindre end 4, er en forfining af C. Dette kan opnas med I for passende
stort n. Altsa har C'(\) topologisk dimension hgjest 0. Pr. definition af topologisk

dimension er da dimz C'(\) = 0.

3Se [9]
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Vi gnsker nu at beregne Hausdorff-malet, og herved Hausdorff-dimensionen

af C()\), som viser sig at vaere Eggi. Men fgrst to sma lemmaer.
A

log

Lemma 5.1. Lad s = logi, lad I,n € N saledes at | > n, da vil
A

l
(1) S d(f)* =1
(2) le,ign,j d([l,i)sd([n,j)s
Bevis. Vi har at l
2
D d(L,)T =22 = (237 =1
i=1
hvor sidste lighedstegn folger ved vores valg af s. (2) folger nu af (1) idet

2'd(IL,;)* =1=2"2""d(L,)" =2 > d(L,)°
L Cln 5

hvilket giver det gnskede. O

Lemma 5.2. Lad I vere et abent interval, lad | € N og lad s = fogg? , da wvil
g §

> d(1,)* < 4d(I)

I ,CI

Beuvis. Safremt {I;;|I;; C I} = ) er det oplagt. Antag derfor at der findes inter-
valler I;; C I, og lad n vaere det mindste heltal saledes at I indeholder I,,;. Da
vilm <[. Lad nu I, ..., I j,, veere de intervaller som har elementer faelles med

I, da vil p < 4, som fglge af vores valg af n. Da vil

(1) =Y d(Lng,) = > dl)*= Y d(l)

m=11,,CI I,CI

n,jm

hvor lighedstegnet folger af lemma 5.1. U

Seetning 5.3. Lad A €0, 5[ og lad s = 1;;%l2)f da vil
A

<H(C(\) <1

o |

folgeligt vil dimp(C(N)) = s.
Bevis. Lad k € N, da vil C(\) C U2, I, sa for et vilkarligt s € [0, oof, vil

w(C) < id(fk,jf?’“'“ =(2x)F =1 (2)
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Det ses nu at

H(C(W) = lim H5(C(A) < 1

Vi gnsker nu at vise at for en vilkarlig overdeekning (U;);e; af C'(A) vil
Y AUy =

Da C(A\) C R er det nok at se pa overdeckninger bestaende af intervaller, og da
C'(X) er kompakt, er det nok se pa endelige overdeekninger af intervaller Iy, ..., I,.
Da C(\) ikke har nogle indre punkter, kan vi, ved om ngdvendigt at gere I; en
smule storrere, antage at endepunkterne for /; ikke har noget til feelles med C'(\).
Da findes der et § > 0 saledes at afstanden fra C'()) til alle intervalendepunkterne
er mindst §. Velger vi nu k sa stor at § > )\kd(]k,i), har vi at ethvert interval I ;
er indeholdt i et passende interval I;. Da giver lemma 5.2 at

o |

ok
Yy > Y Y d > Yt -
i i IkinIj =1
Hermed er det gnskede vist. O
Bemeerk at (2) ledte os hen imod hvad veerdien af s skulle veere, idet llgggi er
A

den mindste veerdi for hvilket (2A*)* forbliver endelig, nar k gar imod uendelig.

5.2 Koch kurven

Koch kurven er en delmeengde af R2. Udgangspunktet for iterationen er en ret
linie, f.eks. intervallet [0, 1]. Vi tager den miderste trediedel af linien, og oprejser
en ligesidet trekant med sideleengde svarende til det miderste liniestykke, mens
de to endestykker efterlades urgrt. Herved fremkommer fire liniestykker:

]
W=
win

—_

Processen kan nu gentages pa hver af liniestykkerne, hvorved der fremkommer 16
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liniestykker:

Processen fortsaettes hvorved antalet af liniestykker og trekanter vokser kraftigt,
men deres leengde aftager! En interessant observation er, at antallet af liniestyk-
ker vokser hurtigere en deres leengde aftager. Efter det n.trin vil der veere 4™
liniestykker, hver af leengde = 3

Den samlede leengde af kurven efter den n’te iteration er da

0

En konsekvens heraf er at greensen af iterationer vil have uendelig leengde. Koch
kurven defineres til at veere graensen for disse iterationer! Pa trods af denne
egenskab er Koch kurven begreenset. Lad A,, betegne arealet mellem Koch kurven
og linien givet ved intervallet [0, 1], med Ay = 0. I det n.te trin oges A,,_; med
arealet svarende til de 4"~ ! trekanter vi tilfgjer. Vi kan vurdere denne storrelse
opad ved istedet at tilfgje arealet af kvadratet omspaendende trekanterne. Disse
har areal (3%)2 Vi har altsa:

1\?2 1/4\"
n_l _— pr—
An < An—l +4 (311) An 1+ = 1 (32)

Fortsaettes den rekursive betragtning fas

A<14+142+143+ +14"
4\ 32 4 \ 32 4\ 32 4\ 32

Dette er en geometrisk raekke pa neer konstantled. Vi kan altsa vurdere arealet
opdad ved:

i _ (A
lim A, <hmz (Zl):lim11 (2) EZZ

Vi kan nu vise at Koch kurven har topologisk dimension hgjest 1. Til hver
iteration af liniestykket af laengde A definerer vi en overdackning. Overdackningen
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af den n’te iteration betegnes O,,. Overdackningen bestar af et antal abne kugler,
2 for hver af de 4™ liniestykker +1. Kuglerne ligges i hver ende af linierne og en

i midten. De har radius svarende til halvdelen af liniens lezengde, dvs. radius er
A
2.3n -

For n = 1 ser Oy saledes ud:

Det er da klart at ethvert punkt i Kock kurven ligger i hgjest 2 af kuglerne
fra O, for ethvert n € Ny. Desuden er det klart at kuglerne i O,, er af aftagende
diameter, dvs. for enhver forelagt overdaekning med Lebesque tal 6 > 0, kan vi
forfine den med en O,, for passende n. Altsa er den topologiske dimension hgjest
1.

Koch kurven er sammenhaengende, hvorfor en aben overdeekning af denne af
orden 1 ikke kan eksisterer. Antag modsat, da ma overdakningen besta af dis-
junkte meaengder, dvs. vi kan skrive kurven som en disjunkt forening af 2 maeng-
der, i strid med at den var sammenhangende. Overdaekningen O,, ovenfor viser
yderligere at enhver forfining heraf ma besta af mindst 2 maengder.

Vi skal senere vise at Koch kurve er en fraktal, altsa har ikke-heltallig Haus-
dorff dimension. Vi viser dette vha. similariteter. Dette illustrere ogsa anvende-
ligheden af konceptet selv-similaritet ved beregning af dimensioner.

6 Grundliggende begreber for Selv-similaritet

Vi skal forst have lagt de grundleeggende definitioner og notationer pa plads.
I det folgende er N et fast naturligt tal.

Definition 6.1. p-tupler/Py
Lad p € N.

o Enp-tupeli{l,..., N} er en mengde (i, ..., 1,) opfyldendei; € {1,..., N}
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o Mengden af tupler i {1,..., N} betegnes Py, dvs.

PN:{<i1,...,’ip>|ij6{1,...,N}, pGN}

o For o= (iy,...,1,) defineres lengden | : Py — N ved [(a) = p.
Vi indfgrer en relation og en komposition pa Py:

Definition 6.2.
Lad o, 3 € Py.

e Vi siger at o er et initial segment for (3, og skriver a < 3, dersom
a= (i1, . 0p), = (i1, lpyips1s---s%q), ¢ P
Vi skriver yderligere o 2 3 dersom o < 3 0og ov # (3.
o Fora= (iy,...,ip) 09 B = (j1,...,7q) defineres
af = (i1, . ip, J1s -1 Jq)

Definition 6.3.
Ved Cantormaengden pa N symboler, forstas mengden af afbildninger i : N —
{1,..., N}, dvs.

C(N)={1,...,N}"

Med notationen i(p) = i, skrives elementerne fra C(N) pa folgeform:

iy . iy

Det ses let at C(N) = [[;2,{1,..., N}. Vi kan anvende koncepterne fra ord-
nede tupler pa C(N). For en o € Py og i € C(N) vil vi anvende @ < i og i med
de oplagte fortolkninger.

Vi udstyrer {1,..., N} med den diskrete topologi og C(/N) med produktopolo-
gien induceret heraf. Arsagen er at vi senere skal betragte kontinuerte afbildninger
herfra.

Definition 6.4.
For oo = (iy,...,1i,) € Py defineres

e & €C(N) ved

QO =11,y lp, U1y lp,t1y.ylpy...

& er altsa den "cykliske” gentagelse af c.

e« a" = {FEC(N)|a<p}.
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Definition 6.5.
Lad I vere en endelig delmengde af Py (dvs. alle elementerne har en felles gvre
grense for deres lengde).

o [ = {ar---ap--- |a; € I}. Dus. I er alle uendelige folger der opstdir ved at
komponerer uendeligt mange elementer fra 1.

o [ siges at vere sikker dersom VG € C(N)Ja € [ :a <3

o [ siges at veere stram dersom V3 € C(N)Ila e [ :a < (.
At veere stram adskiller sig saledes kun fra at vere sikker ved et entydigheds
udsagn!

Der geelder oplagt I C C (N). Derudover ses det let, at det at veere sikker er
ekvivalent med fglgende:
Lad p = max{l(«a)|a € I}. I er da sikker dersom der for enhver p-tuppel g
eksisterer a € [ sa a < f3.

Saetning 6.6.

1. Folgende er ekvivalente udsagn:

(a) I =C(N)
(b) C(N) = Ja*

(c) I er sikker.

2. Folgende er ekvivalente udsagn:
(a) VB € C(N)Aa €1 : 8 =a. (bemerk entydigheds udsagnet!)
(b) C(N) = \/ o (disjukt forening!)

acl

(c) I er stram.

Bewvis. Oplagt i raekkefolgen (a) = (b) = (¢) = (a) i begge tilfaelde. O

7 Selv Similaritet

Lad igen N € N vaere et fast tal. En del af matrialet praesenteret herunder er
formuleret for generelt metrisk rum (X, d). Vi vil dog fra tid til anden springe
til tilfeelder (R™, d), hvor d betegner den ssedvanlige metrik. Efterhanden som
teoriens udvikles vil vi anvende den pa Cantor maengden. Alle resultater herfor
er samlet til sidst.
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Definition 7.1. Er § = {S1,..., Sy} en mengde af afbildninger S; : X — X,
da defineres
Sil...ip = Sh 0...0 Sip

hvori; € {1,...,N} foralle j € {1,...,p}.
Yderligere defineres for A C X:

() = | $i(4)

S;eS

09

Ail___ip - Sil...ip <A>

Definition 7.2. Similaritet
En afbildning S : X — X siges at vere en similaritet dersom:

Ve,y € XIr e Ry d(S(x),S(y)) = rd(x,y)

I tilfeelder (X,d) = (R",d) kan det vises at S er en similaritet hvis og kun
hvis S er sammensat af afbildninger

0 Tp 0 O

for passende pu,.(x) = rz, translation 7, = x — b og ortogonal transformation O.
En similaritet kan saledes betragtes som en ”skalering” af R"™.

Similariteterne er de afbildninger, der ved gentagende anvendelse, skal ”frem-
bringe” vores fraktal. Da de fraktaler vi er interesseret i generelt bestar af iterra-
tioner der formindsker figuren, vil vi fra nu af kun betragte similariteter der er
kontraktioner, dvs. 0 < r < 1.

Eksempel 7.3. Afbildningerne S1,55 : R — R givet ved Sy(x) = 3z, 5(x) =

%(z — 1)+ 1 er similariteter med r1 = ry = %

Der knytter sig en vigtig storrelse til en maengde af disse similariteter. Lader
viry,...,rn veere de tilhgrende Lipschitz konstanter, sa vil afbildningen ~(¢) =
Zi\il r! veere en kontinuert aftagende funktion med (0) = N og lim;_., v(t) = 0.
Der findes da et entydigt bestemt D € R sa

N

WD) =) P =1

i=1

Definition 7.4. Lad S = {Si,..., Sy} en mengde af similariteter med Lipschitz
konstanter rq,...,rn. Det entydigt bestmte D € R der opfylder

N

D __
E r; =1
i=1

kaldes for similaritets dimensionen af S.
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Det vil vise sig at D er Hausdorff dimensionen for visse selv-similaere maengder,
f.eks. Cantor maengden.

Eksempel 7.5. Forsetter vi vores eksempel fra for, ser vi at D opfylder (é) +

In(2
(3)” =1 nar D = m&;.

7.1 Invariante maengder

Formalet med dette kapitel, er til enhver meengde af similariteter S, at knytte
en afsluttet og begraenset maengde, betegnet |S|. Denne meengde vil i de senere
angivne konkrete tilfeelde veere selv-simileer.

Definition 7.6. Invariant under S
Lad S vere en endelig mengde af similariteter. En delmaengde K C X siges at
veere invariant under § dersom

S(K) = K

Vi gnsker nu at papege eksistensen af en entydigt bestemt begraenset og afslut-
tet maengde, der er invariant under forelagt S. Til dette skal vi bruge fuldsteen-
digheden af meengden af afsluttet og begreensede meengder i X med Hausdorff
metrikken

Definition 7.7. Hausdorff metrikken
o Meaengden af afsluttede og begransede mangder i X betegnes B(X)

e For E,F C B(X) defineres Hausdorff metrikken
p(E, F) = max{d(z, F),d(y, E) |z € E,y € F}

At p er en metrik er velkendt fra Mat2AN (se [6]).

Lemma 7.8.
Lad f: X — X vere en afbildning og Lip(f) = sup,, yeX{i)} Da gelder

1. p(f(A), f(B)) < Lip (f)p(A, B) for alle delmengder A, B C B(X).

2. p(UierAi, Uier Bi) < sup,e; p(Ai, B;) for delmangder (A;)ier, (Bi)ier € B(X),
saledes at deres forening U;er A;, User B; igen er i B(X).

Bewis.

1. Vi har p(f(A), f(B)) = max{d(z, f(B)),
Antag, uden tab af generalitet, at d(z, f(B

max{d(z, f(B)) |z € f(A)} = d(f(xo), f(B)) (for passende x( € f(A))
Lip (f)d(xo, B)
Lip (f)p(A, B)

()%’f( )Nz e f(A),y € [(B)}.

f(A), er den storste.

Y

IA A
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2. Vi kan skrive

p<UAi,UBf):maX{ s d(a,(J A1), swp - d(y, (B2}

el el z€Uiec1 B; icl yEUier A; el

Antag, igen uden tab af generalitet, at sup,c,_ g d(v,U;c; 4i) er den

storste.
sup d(z, U A;) = d(zo, UA’) (for passende z( € B;,)
v€Uier Bi iel il
S d('r07 AZO)
< sup (z,4;,)
:BEB¢0
= p(Aiov Bio)
< supp(4;, B;)
el
U
Saetning 7.9. (B(X), p) er et fuldstendigt metrisk rum.
Beuvis. For et bevis, se [3]. O

Saetning 7.10. For enhver mengde S = {Si,...,Sn} af similariteter findes
netop en kompakt mengde K der er invariant under S.
Yderligere vil der for enhver kompakt mengde F' gelde

U U Sil...z’m<F) — K

=1 im=1 e
Bevis. Betragt afbildningen S : B(X) — B(X), givet ved S(E) = UN,S;(E).
Denne er en kontraktion i Hausdorff metrikken ved lemma 7.8, og ved Banachs
Fikspunktssaetning eksisterer en entydigt bestemt afsluttet og begraenset maengde
K der er fikspunkt for S. Dette er netop vores sogte K. Banachs saetning giver
ogsa andet udsagn. O

Definition 7.11. Den entydigt bestemte afsluttet og begreenset mengde invariant
mht. S betegnes |S|.

Eksempel 7.12. Lader vi igen S = {S1, S2} med Sy og So som for, kan det nemt
indses at C’(%) netop er den invariante afsluttede og begraensede mangde |S|
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7.2 Invariante mal

I det folgende er S = {51, ..., Sn} fortsat en meengde af similariteter med Lips-
chitz konstanter r = {ry,...,ry} og similaritets dimension D.

Analogt til metoden anvendt i forrige kapitel, vil vi til enhver maengde S af
similariteter, knytte et mal, betegnet ||S]|.

Definition 7.13. Lad p vere et mal pa X.

o Stotten for u er supp (n) = X\ UU hvor U’erne er de abne maengder i X
opfyldende pu(U) =0

e 1’s masse er afbildningen M fra mengden af mal pa X ind i [0, 00|, givet

ved M(p) = p(X).
o M= {u|p mdl supp () begranset, M(u) < oo}
o M'={ueM]|M()=1}
o M' = {ue M"|supp (1) kompakt}

Definition 7.14. f,
For en Lipschitz afbildning f : X — X defineres

for M= M, f(u)(E) = p(f~H(E))
Det ses umiddelbart at M (f. (1)) = M(p).

Definition 7.15. Lad S = {51, ..., Sx} vere similariteter og lad p = {p1, ..., pn}
veere en vilkarlig mengde af reelle tal opfyldende 0 < p; < 1 for alle i og

25\41 pi = 1.

o (S,p) : M' — M er afbildningen givet ved (S, p)(v) = SN, piSinv, dvs
for EC X er

N
(S p)(W)(E) =Y pi(S;H(E))
i=1
e (§5,0)°v) =v,(S,p) (v) = (S,p)(v) og induktivt for p > 2
(S, p)"(v) = (S.p)((S.p)""" (V)
o Af hensyn til overskueligheden indfores notationen
Viy.ip = Pix = -+ " Piy * Sil...ip*(y)
Bemaerkning 7.16. Af definitionen fas folgende observationer
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1. (S’p)p(y) = Zil ip Vitsosip -

.....

2. M((S,p)(v)) = M(v) og folgeligt er M((S, p)?(v)) = M(v). (S,p) er altsa
en veldefineret afbildning!

Definition 7.17. Invariant mht. (S, p)
v € M! siges at vere invariant mht. (S, p) dersom

(S, p)(v) =v
Afbildningen (S, p) er interessant nar p veelges til at veere meengden r =
{rP ... rR}, hvor r; er Lipschitz konstanten hgrende til S; og D er similaritets-

dimensionen.

Vi vil nu indfgrer en metrik pa M*, der sikrer os at M bliver fuldsteendigt og
(S, p) bliver en kontraktion. Herved kan vi anvende Banachs fikspunktsseetning
til at finde et entydigt bestemt invariant mal.

Definition 7.18.

o BC(X)={f:X —=R|f erkontinuert og begraenset pa begraensede mangder}.

e For yu € M defineres afbildningen fi : BC(X) — [0, oo ved
() = [ du

Definition 7.19. L(u,v)
For p,v € M! defineres

L(p,v) = sup{ji(¢) — #(¢) | ¢ € BC(X), Lip ¢ < 1}
Szetning 7.20. L er en metrik pa M*

Bevis. Forst ber det overvejes om L(u,v) < oo for alle u,v € M!. Lad derfor
W, v veere givet, og veelg © € X og R € R, sa supp (u),supp (v) € Kg(z). Vi
har da

i(¢) —v(¢) = [i(¢— d(z) + d(z)) — 7(¢ — ¢(x) + ¢(x))
= (¢ — o)) — (¢ — d(z))
< A(R) —v(R)
~ 2R
< o0

Her fglger anden lighed af at
A(o(z)) = / b(z)dps = $(z) / di = $@)u(X) = $(x) = de)r(X) = / b()dv =
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og forste ulighed af ¢ — ¢(x) er en afbildning hvis billede af Kr(x) er et interval
om 0 med radius hgjest R. Dvs.

(6~ o)) = [ 6= olwldn < [ Rau= ()

_ /¢ — f(x)dv > /—Rdu — _5(R)

Vi kan nu vise at L opfylder de 3 metrik aksiomer:

Er fi(¢) — v(¢) > 0 for alle ¢ € BC(X), sa er L altid ikke-negativ. Antag
derfor fi(¢) — v(¢p) < 0 for et ¢ € BC(X). Da vil —¢ € BC(X) og, da fi er lineger
for alle up € M!, er i(—¢) — v(—¢) = v(¢) — i(¢p) > 0. Dvs. L(p,v) > 0. Det
indses ogsa nemt at u = v hvis og kun hvis L(p,v) = 0. Symmetrien fglger nu af
tilsvarende overvejselser, idet

fi(¢) = v(¢) = =(0(¢) — [u(9)) = (=) — i(—¢)

Da —¢ € BC(X) vil identiteten bevares nar vi tager supremum over ¢ pa begge
sider. Yderligere er for p,v,§ € M’ og ¢,0 € BC(X) med Lip 0, Lip ¢ < 1

L(p, &) + L(¢,v) = Sl;p{ﬂ(cb) —§(¢)}+s101p{§(0) —0(6)}

= s(}lqg{ﬂ(cb) +E(0— ) —(0)}
> sup{ji(¢) — v(0)}
0,6
> sgp{ﬂ(cb) —v(o)}
= L(,LL, V)

U
Seetning 7.21. (S, p) er en kontraktion i (M, L).

Bevis. Lad ¢ € BC(X) med Lip ¢ < 1 og antag at ry = max{ry,...,ry} er den
storste af similariteternes lipschitzkonstanter. For p, v € M! geelder:

(SAW) = (S.PWB) = D Sulm)©@) =~ Y 5u)(0)

= Zm[ﬁ(cb 0571~ (o5

_ me ¢po S —0(ry'do S
< Zm-m(ﬂ(@—ﬂ(qﬁ))
S TNL(M?”)
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idet vi i fgrste ulighed anvender at ry'¢(S;) er en Lipschitz afbildning med Lip
rn0(Si) < ryt-1-p; < 1. Tages supremum pa venstre side, star det gnskede. [

M har en fuldsteendiggorelse M' og (S, p) har en entydig udvidelse (S, p)
som kontraktion i M*.

Seetning 7.22. For enhver endelig mengde S af similariteter eksisterer et enty-
digt bestemt mal p € MY invariant mht. (S, p).
Yderligere vil (S, p)’ (v) — p i L metrikken for ethvert mal v € M.

Bewvis. Simpel anvendelse af Banach’s fixpunkssaetning. O

Definition 7.23. Det entydigt bestemte invariante mal mht. (S, p) betegnes ||(S, p)||.
Erp={rP, ... rL} skrives blot ||S||.

I naeste afsnit viser vi at [|(S, p)|| faktisk ligger i M*.

7.3 Om |S] og (S, p)]

Dette kapitel omhandler egenskaber for meengden K = |S| og malet ||(S,p)]|.
Igen, af hensyn til generaliteten, betragtes en maengde p = {p1,..., pn} opfyl-
dende p; > 0 og Zﬁl pi = L.

Saetning 7.24. Der gelder

1. KODKy, DKy D...2K; 2 D

2. diam(K;, ;) — 0 for p — oo.

3. limy_.o K;, ;, eksisterer og er en singelton i K. Ydermere opstar hvert

eneste element i K pa denne made.
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Bewvis. Vi har

=

I
-

LS

=

N
S
Il

—

Il
=
o)

i U Siy (K))

Si1i2(K)

N
[V
Il
—_
-
H
,_.

I
—-
C =

N
[
Il

—_
-
=
Il

—

I
=
—-
=

1142

@
M)
I

A
~
=
I

—

N N
= U U Kz‘l...z‘p

ip=1  i=1

- U Kzl p

-----

Hvor sidste lighedstegn blot er af hensyn til notationen. Yderligere er
K‘ ] - Szllp<K)

i1...0p v
= Sil_..z'p< U Sip+1(K

ipr1=1
N
= U Sil dpt1 (K
ip+1=1
N
= U 1. dpt1
ip+1=1
Specielt ma da
KOK;, 2K, 2...2K;,.,2 ...
Samtidig er
diam(K5, ,) =75, - ... -1, - diam(K) — 0

p—o0
Da X er fuldstendigt vil Kj, . ;, konvergere mod en singelton, der, da K specielt
er afsluttet, ma ligge i K. Det er yderligere klart at alle & € K opstar som
graenseveerdier for S;, ;.. O

Bemaerkning 7.25. Vi har set at ethvert k € K opstar som grenseverdi for en
folge S;,..i,. Vi kan som sadan altid skrive

k=k;

11...0p...
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for at symbolisere dette.

Saetning 7.26. Lad A C X wvere ikke-tom og begrenset, og lad k;, € K. Da

geelder

d(Ail...ipukil...ip...) — 0

p—0o0

Beuwis.

d(Ail...z‘p, kzlzp)

d(Si i, (A), Siy i (ki)
Tig oo T‘ipd(A, kip...)
T3 - ... -1y, sup{d(a, k) |a € Ak € K}

IAIA

og sidstneevnte gar mod 0 som p — oo da sup{d(a,k)|a € A,k € K} er en
konstant. [

Definition 7.27.
o Lad 7 :{l,...,N} —]0,1[ veere malet givet ved 7(i) = p;.
o Lad T veere produktmalet pa C(N) induceret af 7 pa hver af faktorene {1,... N}.
e Lad m:C(N) — K wvere koordinat afbildningen givet ved (i) = k;.

Saetning 7.28. Koordinat afbildningen er kontinuert (C(N) har produkttopolo-
gien jf. kapitel 4)
Bevis. Lad i =4y ...4p... € C(IN) og € > 0. Idet 7(i) = k;, ;... eksisterer ¢ € N

saledes at

Ki i Clke K|d(k,x(i) <e =U

Da Kj, . ;, er billedet af den abne maengde

1-.:2¢q

V= { €C(N)|4),...,0L = i1, ... ig}

0g

W U)=V
har vi til enhver omegn U (kuglerne udger en basis!) af et vilkarligt punkt i K,
fundet en omegn V i C(N) sa 7}(U) C V, dvs. 7 er kontinuert. O

Neaeste seetning illustrerer at der, ikke overraskene, er sammenhaeng mellem

|S] og [I(S, p):
Saetning 7.29.

L[S, p)|| = mer

2. supp ||(S,p)|| = IS
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Beuwis.
1. Lad for j € {1,...,N} 0; : C(N) — C(N) veere givet ved o;(i) = ji. Da er
Sjom(iy...lp...) = Sj(k?il,..z‘p___)]sz‘l...z‘p...

dvs. mroo; = S;om. Vihar da

N N N
(S, P)(m1) Y piSiu(mr) Y pyma(ot)m Y piosu(7) = mor
7j=1 =7 Jj=1

dvs. .7 er (S, p) invariant, og ved entydighed heraf, ma 7.7 = ||(S, p)||.

2. C Tag x € supp 7.7. Der ma geelder at YU € U(x) er m,7(U) # 0 for
antag modsat, da vil U N supp m,7 = 0, specielt vil z ¢ supp 7.
Altsa

0# mr(U) = 7(x~(V))
og UN K # (). Betragt nu omegnene U, = K (x),e > 0. Der galder
lim._oU. =2 og U. NK # () for alle e > 0, dvs. z € K.
Tag k = k;,..i,.. € K. Foralle e > 0 er (K (k)) # 0 og aben i C(N).

Vi har k;,_4,.. € K., for alle p € N og ved beviset for kontinuiteten
af mer

U

7 (Kiyq,) = {1 € C(N) |4y, ... i) =iy, ..., ip}
aben i C(N). Vi kan direkte finde malet:

mr(n  (Kii)) = mr({in} <. x i} x {1,... N} x {1,... N} x ..

= pro..oppla1e
P11 Pp
> 0

Dvs. K (k) Nsupp .7 # () for alle € > 0, hvoraf folger k € supp ..

Korollar 7.30. |(S,p)|| € M.

Bevis. Lad p = ||(S, p)||. Det er tilstrackkeligt at vise at p har begraenset stgtte

og total masse 1. Vi har lige vist supp p = |S| der er kompakt, specielt begraenset.
Vi kan ligeledes finde massen:

(e 9]

() = 7o) = (7 (X)) = (0 = ([ [ {1, MY = [[1=1
Dvs. p e ML O
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Definition 7.31. Lad I = {ay,...,an} € Py. Da er:
1. 8 mengden af similariteter St = {Sa,,- -+, San |-
2. 71 1 —]0,1] afbildningen givet ved 71({(i1,...,1p)) = 7(i1) - ... T(ip).

Givet I som ovenfor har vi altsa skabt os en ny (endelig) meengde af similarite-
ter. Derudover har vi konstrueret os en multimeengde 7;(I) = {7;(41),...,7r(ip)}
af samme kardinalitet. Afbildningen (S, 7;(I)) er saledes veldefineret ved pkt.
(2) i seetning 7.34 dersom [ er stram.

Lemma 7.32. N
S (0 =1
i1yemip i=1
Bevis. Bevis ved induktion efter p. For p = 1 er udsagnet sandt. Antag nu
D i ip Pin " Pip = L
N N
Z Piy = PipPippy = Zpiﬁl Zpil""'pizﬁ - Zpipﬂzl
11,...0p41 ip+1=1 T1yeeny ip ip+1=1
U
Ovenstaende resultat er sekvivalent med
> Fle)=1
a€Py,l(a)=p
Lemma 7.33. Lad o/ = (i1,...,i,) € Py 0g po > p. Da gelder:
> ie) =)
a€Pn,l(a)=po
a/ <o
Bevis. Lad {aq,...,q;} veere meengden af tupler der har o’ som initial segment
og leengde py, og lad {01, ..., [} veere tupler opfyldende o; = o'f;. En typisk
B; er da pa formen 3; =< ipi1,...,1%p, >, og alle de mulige kombinationer heraf
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repracsenteres!

a€Py,l(a)=po i=1

o/ <a

= 77(d)
hvor 22:1 77(5;) = 1 idet alle ;’erne har samme laengde. O
Saetning 7.34. Lad I C Py vere endelig. Da gelder
1. |8 = {ksg|be I}

2. Zf;(a} =1 dersom I er stram.

acl

3. 1 er sikker = |Sr| = |S]
4. 1 er stram = |[(Sr, 71(D)]| = (S, P
Bevis. Lad I ={aq,...,an}.
1. Vi kan identificere I = C(m) ved «a; — 1. Resten fplger nu af seetning 7.24.

2. Ved det foregaende lemma er

1 = > i)

a€EPn,l(a)=po

=2 2

i=1 a€ Py l(a)=po

a;<a
m
= 2 i)
i=1

hvor andet lighedstegn fglger af at I er stram, dvs. der er netop et initial
segment til hvert «.



3. Der geelder oplagt |S;| C |S]| for alle I C Py. Lad nu [ veere sikker og tag
k=ki. i,.. €|S]. DaC(N)=1vil

1...0p...=01...0p...

for passende a’er i I, dvs. k € |S;|.

4. Seetning 6.6 giver at der findes en bijektiv afbildning ¢ : C(M) — C(N)
givet ved g(i1iz...) = a4 a4, .... Seetning 7.29 giver at ||(S, p)|| = 7.7 og
||(Sr, 71 (I))|| = mre7r. Det ses nu at m; = wg og 77 = 7g. Da bade g,m og 7y
er bijektive fas for en maeengde A C K at

7i(m; 1 (A) = 79(g "7 (A)) = 7(7 1 (4))

hermed er det ¢gnskede vist.

7.4 Selv-similaritet af maengder

Igen er & = {S1,...,Sn} similariteter med similiaritetskonstanter {ry,...,ry}
og similaritetsdimension D.

Definition 7.35. Selv-Similer
Lad A C X have Hausdorff dimension k. A siges at vere selv-similer mht.
S={51,...,Sn} dersom

1. A er invariant mht. S.
2. H*(A) >0
8. HF(A;N A) for allei,j €{1,...,N} sii#j.
In(2)

Eksempel 7.36. Vi har fundet Hausdorff dimensionen af C’(%) til at vere (3 -

Da C(3)1 09 C(3)2 er disjunkte, er mdlet specielt 0. C(3) er da selv-similer mht.
|S] = {51, 52}

I det folgende vil vi forlade den generelle tilgang til emnet, lade X = R" og
kun anvende resultaterne i de foregaende kapitler med p = {rP ... r{}.

Seetning 7.37. Lad K = |S| og dimy K = d. Da gelder:
1. HP(K) < oo, specielt er d < D,
2. Dersom 0 < H¢ < 0o geelder

K er selv-similer & d=D
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Beuwis.

1. Vihar fra 7.24 at K = U K, .4, 0g

15--45p

Z diam(Kilmip)D Z rf e 7’5 - diam(K) = diam(K)

Antag nu at ry = max{ry,...,ry}. Da er diam(f;, ;) < ridiam(K) og
ridiam(K) — 0 nar p — oo, dvs. K, ;, 'erne udggr en overdeekning, hvis
diametre kan ggres vilkarlige sma ved at veelge p stor nok, og hvis sum
netop er diam(K), specielt endelig, dvs. d < D.

2. Nuer 0 < HYK) < oo.
7" =7 Vi har

HYK) = HYULK)

N N
= > HUK) - > HUKNK))
i=1 ij=1
i#j

N

= ) HUK)
i=1
N

= Y rHYK)
i=1

Heraf sluttes at S~ ¢ =1, dvs. d = D.
7 <7 Vi har
HP(K) = HP(UL )

< ) HP(K)
= ZTZDHD(KD
= ZHD(Kz')

Heraf sluttes H”(K; N K;) = 0 for alle i # j.
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Eksempel 7.38. Vi kender dimensionen af C(%) Da den er sammenfaldende
med similaritetsdimensionen giver 7.37 at C(%) er Selv-similer. Omvendt, ved vi
at C(3) er selvsimiler, si Hausdorff dimensionen md vere lig Similaritetsdimen-
sionen.

7.5 Hausdorff dimensionen af Selv-Similaerer maengder

Definition 7.39. AMB
S siges at opfylde Aben meengde betingelsen dersom der eksisterer en ikke-tom
aben mengde O sa

N
1. | Jsio)co.
i=1

2. S:(0)N S;(0) =0 fori # j.

Alt hvad vi gor i det folgende er baseret pa at S opfylder AMB. Det er veerd
at ggre sig den overvejelse, om der overhovedet eksisterer sadanne S:

Eksempel 7.40. S = {S1,S,} opfylder klart AMB med O =)0,1[. Hvert trin i
iterationen giver os samme interval som afbildet under ”Cantor Maengden”t det
tidligere kapitel, blot med endepunkterne fjernet.

Bemaerkning 7.41. Det ses nemt at for Sy,..., Sy similariteter, wvil §i1...ip

respekterer operatorene,° , 5 og C. Sdledes kan vi i det folgende frit skrive O, .4,
fOT’ Oil...iq .

Saetning 7.42. Lad S opfylde AMB og lad O vere den dbne mangde herfra. Da
geelder:

D)

1.0204, 201, 2...2 0444 2 ...

1112

2. K; cCO

1..0p 11...0p

3. Kj.jyNO0; i, =0 dersom (ji,...,jp) # (i1,...,ip)

4. Dersom I C Py er stram, er O, erne, a € I, parvist disjunkte.
Beuwis.

1. Oplagt idet, pr. antagelse, S;(O) C O for alle i.

2. O er afsluttet og ikke-tom. Tag a € O. Ved 7.26 vil for enhver fglge
i1y nydp, ... € C(N) geelde

d({ati,..ip: kir.i,) — 0

p—00
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Da O er afsluttet vil altsa

lim S, 4, (a) = ki, € O

p—0o0

Ydermere vil ethvert punkt i K opsta pa denne made, dvs. K C O. udsagnet
folger nu let.

3. Antag (j1,...,Jp) # (i1, ... ,ig). Vived at Oj,.;, N Oy, =0 (AMB egen-
skaben). Derfor ma specielt Oy, _;, N Oy, 4, = () og det gnskede folger idet
pkt.(2) giver at K;, ;, € O i,

4. Lad I veere stram oglad o, § € I sa o # 3. Lad p > 0 veere det stgrste heltal
saledes at der er en p-tuppel (iy,...,i,) < «,3. Da ¢ er stram eksisterer

ip+1 7 Jp+1 S&

(i1, sipypr1) <, (i1, .0y, Jpr1) < B

Men da er
Oa € Oiy.ipins1, 08 € Oiy iy jpin
ved pkt.(1) ovenfor, specielt er
0aNO0z C8;.4,(04,,N0;,,..)=10

O

Lemma 7.43. Lad c1,co,p €]0,00[ sa ¢ < co. Lad (Uj)jes veaere en familie
af abne mangder. Antag at hver U; indeholder en kugle med radius pcy og er
indeholdt i en kugle med radius pcy. Da er U; N K,(0) # 0 for hojest (%)" af
U ’erne, hvor n er dimensionen af R".

Bevis. Antag Uy, ..., Uy snitter ikke-tomt med K,(0). Da er hver af disse U, er
indeholdt i kuglen K(112c,),(0). Nu ma summen af volumen af de sma kugler i
Ui, ..., U veere mindre end volumen af K149.,),(0), dvs

kapp™ct < a, (14 2¢9)"p"

hvilket giver
]_ + 262

8]

k< )"

O

Lad nu g = ||S]|. Vi er nu teet pa vores hovedsatning for Hausdorff dimensio-
nen. Det sidste vi behgver er nedenstaende ikke-trivielle seetning.

Saetning 7.44. Antag S opfylder AMB med en begranset dben mangde. Da
geelder:
Vi € KA, A1 0< A <Op(p, k) <OP(u, k) < Ay < 00
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Bewvis. Vi bestemmer forst A;:
Bemeerk at

(G, ay) 2> iy, (B ay)

hvor pu(K) = p(X) = 1 idet supp (u) = K.
Lad k = ki, i,.. € K og betragt K,(k) for et p > 0. Da k € K,(k) og
lim,, .o K,..5, = k, vil der eksisterer et mindste p saledes at

Ki, ., € K (k)

Herved slutter vi
diam (K5, 5, ,) > 2p

og med konventionen r; < ... < ry fas
Tiy o ovo Ty, - Tp-diam(K) >y ooy -1 - diam(K)
> 2rip
> T1p
Alt 1 alt har vi
P () K ,)
app?  —  app?
pD. D
o T T,
- app?
7
> -
~ ap-diam(K)P
hvor sidste ulighed folger af:
Tiy o1y, - diam(K) > rip
J
S S s
" » — diam(K)P
J
rlll) . 7’5 rf)
pP ~ diam(K)P

Da p > 0 var vilkarlig, vil specielt

: I
9P k=1
(1, k) = Timsup = =5 = G (K)P



Nu gar vi den anden vej. Denne er noget mere kompliceret!

Lad O vere den abne maengde der eksisterer pr. antagelse af AMB. O inde-
holder en kugle af radius ¢;. Lad O veere indeholdt i en kugle af radius cs.

Lad ji...jq... € C(N) og p > 0 vaere givet. Veelg det mindste ¢ saledes at

rlpgfr’jl-...-riqu

Herved defineres en g-tuppel (ji,...,J,). Lad I, veere meengden af disse tupler,
nar vi lader j; ... j, ... gennemlgbe C(N).

Meengden I, er endelig, thi under antagelsen r; < ... < ry vil for fast p > 0
geelde Hlj‘i1 ry < p for et passende M € N. Dvs. tupplerne i I, er begraenset i
leengde, specielt er der kun endelig mange af dem.

Yderligere vil I, veere stram: I, indeholder pr. konstruktion et initialsegment
for ethvert 5 € C(NN). Antag at a,y € I, og opfylder o,y < 3 for et § € C(N).
Der ma da geelde at o = «y thi ellers kan vi uden tab af generalitet antage

o = <j17---7jq> =7= <j17"'7jqajq+17"'7.jq+p>

Da specielt o € I, er
rip<Tj ... Tg<p

Dette er i modsrid med at p + ¢ var mindste tal sa
rlpgrjl-...Tq-rq+1-...-rjq+p <p

Fra 7.42 folger det nu at {Oj, ;. | (j1,-- ., Jq) € I,} er disjunkte abne maengder.
Pr. ovenstaende antagelse om kuglerne, vil hver Oj, ; indeholde en kugle af
radius rj, -...-rj c; og veere indeholdt i en kugle af radius 7, - ... -7, ¢

Ved lemma 7.43 vil da hgjest (%)" af Oil.,,iq’erne snitte ikke-tomt med
K,(k). Ved 742 er Kj,. ;, C Oj sa denne gvre graense vil specielt holde for
snit med K5, 4,

Betragt nu malene p;,. 4, for (ii,... i) € I,. Ved 7.29 er supp (1) = K. Pr.
definition er

1--.Jg>

Mz‘l...iq(A) = 7“5 e TilZM(Si_l.l..iq(A))
Vi har altsa

Hiaois(A) =0 & a8, (A) =0

Sili,(4) cCK

ACS; 4, (CK)
AC EKil...iq

S I



dvs. supp (ft4,..4,) = Ki,..i,- Daer

Wiy g () = iy g (K iy)
= rP2. 7’-13 (St (K ay)

|
3
5

IN
>
)

Yderligere er

idet ||S,r|| = ||Sr, 71(r)]].
Alt i alt er

.....

Hgjest (%)" af K, ;, snitter ikke-tomt med kuglen K,(k), dvs. hgjest et
tilsvarende antal af malene i summen har p;, ; (K,(k)) # 0, og de af dem der

har positivt mal, er begraenset af p”. Dvs:

1+2¢ n

Z(z‘l ..... ig)€l, Hiy...iy (Ko (K)) < (%) p”
app? N app?
(1 + 262)”

n N

Da p > 0 var vilkarlig, er

HD(:Mu k) = lim sup M(KP(S)) S (1 + 262) <
pm0 ADP rietap

O

Hovedsaetningen giver os nu en simpel made at bestemme Hausdorff-dimensioner
pa.
Saetning 7.45. Antag at S opfylder AMB med en begaenset maengde, og lad
K =S| og D similaritetsdimensionen af |S|.

Da geelder:

Bewvis. Fra 7.44 ved vi at for alle k € K er

0< A <O0P(u,k) <Ay < o0
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for passende A1, \y. Da yderligere u(K) = 1 giver 4.6 at
0<2 PN <HP(K) <M\ < o0
Dvs. dimy K = D som ¢gnsket. OJ

Eksempel 7.46. Da S = {S,,S,} opfylder AMB med den begransede dbne

mangde ]0,1[ er dimy C(3) = D = %

8 Kendte Selv-similaere mangder

Vi sa tidligere pa Cantor maengden, som vi viste en fraktal, og Koch kurven,
hvor vi udsatte beviset for at den var en fraktal. Vi kan nu hgste frugten af vores
arbejde og med lethed finde Hausdorff dimensionerne.

8.1 Cantor mangden

C'(A) er en relativt overskuelig maengde, idet den ”"kun”er en delmeengde af R.
Det er derfor ikke sveert at indse at afbildningerne S, S5 : R — R givet ved

Si(z) = Az, Se(z) =AMz —1)+1
er similariteter der frembringer Cantormeengden, hver med similaritetskonstant

M. For \ = % har vi illustrationen:

| | m———
1 2
051A52§ 3 1
A A A A

51/\52
H H H H H H H H

S = {51, 52} har similaritetsdimension D = % Da S opfylder AMB med den

abne og begraensede maengde |0, 1], giver 7.45 at

=

—_

dimy C(N) = 138

hvilket stemmer overens med den tidligere fundne dimension.
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8.2 Koch kurven

At finde selvsimilariteter for Koch kurven gar noget nemmere med en anden
opfattelse af meengden. Ud fra figuren

'
'
'
N ‘.
N ’
N .
N ’
N .
N ‘.
N ’
N ‘.

ses det at kurven, pa ethvert niveu i iterationen, er sammensat af 4 kopier af sig
selv. Vi starter i trin 0 med en linie af laengde 1(Se kapitel om fraktaler). Denne
skaleres i trin 1, hvor vi far en linie af lseengde %, sammensat 4 gange med sig, og
evt. drejet i en vinkel pa % i positiv eller negativ retning. Denne process bliver
sa ved. Dvs. de similariteter vi skal bruge skal netop kunne skalere og dreje samt
tanslatere. Man kan hurtigt overbevise sig selv om at Koch kurven er frembragt
af similariteterne S; : R? — R2, der for i = 1,2,3,4 og € R? er givet ved:

s = L

sio = 5 (sl =)o+ (4)
s = L) mE Y. ()
Si(z) = %er((%))

De er alle en skalering, S, er yderligere en tanslatering mens Sy og Sj tillige er
drejninger i positiv hhv. negativ omlgbsretning, med en vinkel pa %.

De er alle oplagt similariteter med similaritetskonstant % Meengden § =

{81, So, S3, S4} har da similiaritetsdimension D = % ~ 1.261.
Betragt den abne meengde O givet ved det indre af det konvekse hylster om
den 1. iteration:
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Anvendes similariteterne pa O fas fglgende:

N

»
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
'
!
L
(-

]
/
,
Qo= Nommmmea
win
—_

Man kan nu overbevise sig om at S opfylder AMB med O. Ved sgetning 7.45 er

Ju—

n(4
In(3

~—

~—

Specielt er Koch kurven en fraktal.
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