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Indledning

Disse noter er skrevet af de studerende pa et kursus med titlen “Almen Matematisk Dan-
nelse” som jeg afholdt i foraret 2002. Tanken var at komme ind pa matematiske emner, som
har opnéet en vis popularitet i offentligheden, men som maéske ikke alle er kendt af de mate-
matikstuderende (eller deres leerere).

Noterne her er skrevet pa basis af mine mangelfulde notater til forelaesningerne. Det har
veeret de studerendes opgave at skrive mine notater om sa de fik den form de burde have
haft da jeg holdt forelsesningerne. Det har derfor veeret ngdvendigt for forfatterne kraftigt
at bearbejde mit oplaeg og i flere tilfzelde at komme med helt selvsteendige sendringer og
tilfgjelser.

Det var oprindeligt tanken at dette skulle kunne fungere som et opslagsveerk for nysgerrige
matematikstuderende. Det var ogsa tanken at nye kapitler om aktuelle emner lgbende skulle
tilfgjes. Hvis nogen har lyst og energi til at fgre arbejdte videre, kan de kontakte mig.

Jesper Mgller
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Kapitel 1

Kaotiske systemer

Afsnit 1.1-1.3 af Sune Ngrgard-Sgrensen
Afsnit 1.4 af Mikkel Falsled

1.1 Definition af kaos

Man hgrer ofte begrebet kaos blive anvendt inden for fysik, kemi og biologi uden at vaere helt
klar over, hvad begrebet egentlig daeckker over. Den type kaos vi her vil behandle er sakaldt
deterministisk kaos. Vi har et system, hvis udvikling over tid er fuldsteendig givet, det gjeblik
vi kender begyndelsesbetingelserne. Systemet er lgst sagt kaotisk, hvis bare sma sendringer i
begyndelsesbetingelserne medfgrer store sendringer i systemets udvikling. Denne betingelse er
imidlertid ikke nok for at fa en brugbar definition af kaos. Vi vil krzeve to ekstra betingelser
opfyldt, for vi vil kalde et system kaotisk:

Definition 1.1.1. Lad (X,d) vere et metrisk rum. Funktionen f : X — X siges at vere
kaotisk hvis

1. f er sensitiv over for begyndelsesbetingelserne

2. f er transitiv.

3. De periodiske punkter ligger teet.

Lad U og V veare abne delmeengder af X. Ovenstaende definition siger da, at:

1. 36 > 0Vx € XVU 5> 23n € NIy e U : d(f"(z), ["(y)) > ¢

hvor f™ betyder f sammensat med sig selv n gange.
2. VU, Van: frU)NV #£10
3. Enhver omegn af ethvert punkt i X indeholder mindst ét periodisk punkt.

Et periodisk punkt z er karakteriseret ved, at x = f™(x) for et n > 1.
Det er muligt at vise, at betingelse 1 folger af betingelse 2 og 3. I det fglgende eksempel
er alle betingelser dog eftervist af hensyn til den skeptiske laeser.
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1.2. DEN LOGISTISKE LIGNING

Eksempel Lad S vere enhedscirklen i det komplekse plan, altsi S = {e®|0 € [0,2x][}.
Funktionen f : S — S, der fordobler vinkler, har formen f (ew) = €29 eller sckvivalent
f(2) = 22, hvor z € S. Denne funktion er kaotisk pa enhedscirklen. Vi har tre betingelser, der
skal eftervises:

Sensitivitet Lad e € S. For en given omegn U omkring z = €' findes a > 0 sa
K = {0 €]0y — a; 0 + a[} er indeholdt i U. Der gzelder nu, at

P = {10 €]y — a3 0 + al}y = {1009 €] - 27a; 27a[}

Vaelg n > 0 sa [0; 27[C] — 2"a; 2"a[. Dermed vil S C f"(K). Da billedet af f er indeholdt i S,
er f*(K) = S. Ergo findes et punkt y € K C U, s& f"(y) = f*(x)-€™. St § = 1. Da er

[f () = ") = " @) (1 —e™) = [1—e"|=2>1=3

Dette viser, at sensitivitetsbetingelsen er opfyldt.

Transitivitet Lad U og V veere abne delmaengder af S. Som for findes n € N, sa f*(U) = S.
Dermed daekker f™(U) ogsa V', og ergo er deres faellesmaengde ikke tom. Dette viser transiti-
vitetsbetingelsen.

Periodiske punkter Lad €% € S. For en given omegn U omkring = = € findes som for
a>0sa K ={e?0 €]y — a; 0y + a[} er indeholdt i U.

De periodiske punkter er Igsningerne til ligningerne f"(z) = 22" = z, hvor z € S ogn € N.
Vi sgger altsa lgsninger til ligninger af formen z2nfl = 1. Lgsningerne til en sadan ligning er
de 2n — 1’te enhedsrgdder, der har formen z = e%m, hvor m € {0,...,n — 1}. Valg ng, sa

Iri < 9. Vi kan nu vaelge myg, si s2~—-my €]0o — a; 0y + a. Dermed ligger det periodiske

2no—1 2no—1

27i
punkt e270-1""° i K. Dette viser, at de periodiske punkter ligger taet i S.

1.2 Den logistiske ligning

Den logistiske ligning f(x) = ax(1 — z) bruges blandt andet inden for biologi til at beskrive
en populations udvikling. Vi skal se, at selv en simpel ikke linezer ligning som den logistiske,
er kaotisk for visse veerdier af a.

1.2.1 Fikspunkter og cykler

Forst en raekke generelle definitioner:

Definition 1.2.1. Lad f : R — R wvere en differentiabel funktion. Da siges x € R at vere et
fikspunkt for f, hvis f(z) = x.
Et fikspunkt x siges at vere tiltreekkende hvis 0 < |f'(z)| < 1 og omwendt frastgdende

hvis 1 < |f'(z)|. Fikspunktet siges at vere supertiltraeekkende hvis |f'(z)| = 0, og neutralt
hvis |f'(x)] =1

Fglgende lemma giver en begrundelse for ovenstaende definitioner:

Lemma 1.2.2. Huvis y er et tiltrekkende fikspunkt for f eksisterer der et € > 0, sa for alle
x €ly — €y + €| gelder, at f"(x) — y for n — oo. Hvis y er et frastodende fikspunkt, geelder
derimod, at der eksisterer et € > 0, sa for alle x €]y — e;y + €[ er |f(z) —y| > | —y|.
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KAPITEL 1. KAOTISKE SYSTEMER

Bevis: Lad y veere et tiltreekkende fikspunkt. Da gaelder per definition

h) — by
\f’(y)\:!%i%f(y*}z f(y)‘:‘}%f(y%)y

| <1

Ergo findes € > 0 sa for alle z €|y — e,y + €[\{y} er

flx) —y
-y

| <1

Dette medfgrer, at
[f(@) —y| < |z -yl <e
Heraf ses, at f(z) €|y — €;y + €[, og dermed gaelder

|f(f(x) =yl < |f(2) —y| < |z -yl

Hvis denne proces fortseettes, ser vi, at (|f™(x) — y|)nen er en aftagende folge, der endvidere
er nedad begraenset af 0. Ergo konvergerer folgen. Dermed ma folgen (f™(z) — y)nen ogsa
konvergere.

Idet f"(z) —y €] = |z —ylile —yl[C [~z =yl |z — yl] C] - €€l ma limp_oo () €
[—|zl|; |z|] Cly — ¢;y + €[. I maengden |y — €,y + €[\{y} er der ingen fikspunkter for f. Hvis
nemlig x € Jy — €,y + €[\{y} var et fikspunkt, ville der geelde

r—y  z-—y

| =1<1
hvilket er en modstrid.

Da f er kontinuert, geelder f(lim, o f™(z)) = lim, .~ f™(z). Heraf ses, at lim,,_,o, f"(x) €
ly —€;y+ €[ er et fikspunkt for f. Dermed ma lim,,— f"(x) =y, da y er det eneste fikspunkt
i meengden |y — €;y + €. Dette viser det forste udsagn.

Antag nu, at y er et frastosdende fikspunkt. Dermed galder per definition

o — i AW =) flyth) -y
7)) = | tim LWE 2Ty SO 2
Som for findes € > 0, sa for alle x €]y — €,y + €[\{y} er
z—y

Herved fas, at
|f(x) =yl > |z —y|

Dette viser sidste udsagn i lemmaet. O
Som udvidelse af begrebet fikspunkter, indfgrer vi begrebet n-cykler.

Definition 1.2.3. Mengden {f°(x) =z, f1(z),..., f* 1(2)} kaldes en n-cykel, hvis f(x) =
z, og fix) # fi(x) for alle i # j. En n-cykel siges at veere henholdsvis tiltreekkende,
frastodende, supertiltrekkende eller neutral, hvis x er henholdsvis et tiltrekkende, frastgdende,
supertiltrekkende eller neutralt fikspunkt for funktionen f".

Et element @ en n-cykel, kaldes et periode-n-punkt, eller blot et periodisk punkt.



1.2. DEN LOGISTISKE LIGNING

Bemszrkning 1.2.4. Hvis {f%(z) =z, f1(z),..., f" Y(2)} er en n — cykel, er alle elemen-
terne i n — cyklen oplagt fikspunkter for f™. Idet

(") (@) = (@) f (F@)f (F2 @) f1 (7

er (fV)'(z) = (f*) (fi(x)) for allei € {0,1,...,n—1}. Ergo er alle elementerne i n — cyklen
henholdsvis tiltrekkende, frastgdende, supertiltrekkende eller neutrale punkter for f™, hvis og
kun hvis x er henholdsvis et tiltrekkende, frastodende, supertiltrekkende eller neutralt punkt

for f™.

1.2.2 Den logistiske ligning og kaos

Som eksempel pa kaos betragter vi funktionen f : [0;1[— R givet ved f(z) = az(1 — x) =
—ax? + ax, hvor a € [0;4]. f kaldes den logistiske ligning. I dette afsnit skal vi se, at for visse
veerdier af a er f kaotisk.

Hvis = er et fikspunkt for f, skal = opfylde, at f(z) = az(l — x) = z. Ved at lgse
andengradsligningen ses, at g = 0 og z; = 1 — é er fikspunkter for f. Den afledte af f er
() = a—2ax. Idet f(0) = a, er z = 0 et tiltreekkende fikspunkt nar a < 1, og et frastgdende
fikspunkt nar a > 1. For det andet fikspunkt far vi, at f/(z1) = f/(1 — 1) =2 —a, sd 21 er
tiltraekkende nar a €]1; 3], frastodende nar a € ]0;1[U]3; 4], supertiltraekkende nar a = 2, og
neutralt nar a = 1.

Vi gar nu over til at studere 2-cyklerne for f.

Lemma 1.2.5. Der eksisterer netop én 2-cykel for f = ax(l — x), hvis og kun hvis a €

|13 : 4]. Huis der eksisterer en 2-cykel, er den givet ved {p,q} hvor p = atlt (gjl)(aﬁ?) 0g
_atl—y/(a+1)(a—3)
- 2a :

Bevis: Hvis {p, ¢} er en 2-cykel for f skal p og ¢ opfylde, at f2(p) = p, og f2(q) = q. Ved
udregning fas, at

fA(z) = aaz(l — 2)(1 — az(l — z)) = a’x(1 — z)(az® —az + 1) =z &
a*(1—z)(ar? —ax+1)-1=0&
—a(x — (1 — %))(CLQ.%'Q —(@®+a)r+a+1)=0

Roden z =1 — % har vi tidligere set er fikspunkt for f. Elementerne i 2-cyklen er derfor
rodderne i (a?z? — (a? + a)z + a + 1) = 0. Diskriminanten D for denne andengradsligning er
D = (a® + a)? — 4a®2?*(a + 1) = a®>(a + 1)(a — 3). Da er D > 0 hvis og kun hvis a < —1 eller
a > 3. Nar D > 0 har ligningen to lgsninger nemlig x = atlty (gjl)((li?‘). Ved indsaetning i f
ses at disse to lgsninger ikke er fikspunkter. Dette viser lemmaet. U

Lemma 1.2.6. 2-cyklen {p,q} nevnt i lemma 1.2.5 er tiltrekkende hvis 3 < a < 1+ /6,
frastgdende hvis 1 + V6 <a<4 og neutral hvis a = 1 + V6.

Bevis: Vi betragter |(f?)'(p)|. Ved udregning fas, at
(f2) () = ' (F@))f'(0) = f'()f'(p) = a*(1 = 29)(1 = 2p) = a*(dpg — 2(p + ¢) + 1)
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KAPITEL 1. KAOTISKE SYSTEMER

oo

1+ 46

&

L+ 48

4.0

Figur 1: Feigenbaumdiagram for den logistiske ligning

Idet {p,q} = {a+1+ (a—H (o= 3) atloy (a—H (a=3) } fas ved en simpel udregning, at p+q = “H
og pq = %1 Ovenstaende udtryk bhver da
a+1 a+1
(%) (p) = a*(4 o )= —a®+2a+4
Cyklen {p, ¢} er neutral netop nar |(f2)'(p)| = |—a*+2a+4| = 1. Idet andengradsligningen

—a® 4+ 2a + 4 = 1 har Igsningerne a = —1, 3, og andengradsligningen —a? + 2a + 4 = —1 har
lgsningerne a = 1+ /6, er cyklen neutral netop nar a = 1 + /6, idet a €]3;4]. Endvidere far
vi, at 0 < |(f2)(p)| = | —a®+2a+4| < 1fora €]3;14+6[,0g 1 < |(f2)(p)| = | —a® +2a+4
for a €]1 + v/6;4]. Dette viser saetningen. O

1.2.3 Feigenbaums konstant

Vi sa i det foregaende afsnit, at den logistiske ligning f(z) = ax(1 — x) har en stabil 1-cykel
netop nar a €1;3[, og en stabil 2-cykel netop nar a €]3;1 + v/6[. Vi kunne fortsaette vores
analyse, og finde stabile 3-cykler, 4-cykler og sa videre. Dette bliver imidlertid sveerere og
svaerere at ggre analytisk. Numerisk er det imidlertid en helt anden sag. Hvis man far et
computerprogram til at beregne de stabile cykler for den logistiske ligning, far vi et Feigen-
baumdiagram (figur 1), der viser de stabile periodiske punkter afbildet ud af forsteaksen, som
funktion af parameteren a, der er afbildet ud af andenaksen.

Vi ser ud fra diagrammet, at den logistiske ligning undergar periodefordobling. Den logi-
stiske ligning gar fra at have en stabil 2°-cykel til at have en stabil 2!-cykel, derefter en stabil
22 cykel og s fremdeles. Den veerdi af a hvor den logistiske ligning skifter fra at have en
cykel af periode 27 til en cykel af periode 2"*! kalder vi ¢,,. Disse sakaldte bifurkationspunk-
ter kan blive evalueret ved hjelp af numeriske metoder. Analytisk har vi set, at ¢ = 3 og
c1 =146 =3,449.... Overraskende finder man, at fglgen c,, konvergerer. Graenseveerdien
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1.3. PERIODE-3-VINDUET

bliver
lim ¢, = 3.569946. ..

n—oo

Det spgrgsmal der umiddelbart melder sig er, hvad i alverden der sker for a > lim, . ¢,.
Dette spgrgsmal vil vi forsgge at besvare i naeste afsnit.

For en vilkarlig funktion der undergar periodefordobling, kan vi lave en tilsvarende analyse
og beregne c¢,. Stgrrelsen

d= lim ==L 4 669162. ..
n—=00 Cpt1 — Cp
kaldes Feigenbaums konstant. Det viser sig, at mens lim,, .., ¢, afhaenger af hvilken funktion
vi betragter, er d en universal konstant. Feigenbaums konstant er for funktioner der undergar
periodefordobling, hvad 7 er for cirkler.

1.3 Periode-3-vinduet

I Feigenbaumdiagrammet kan vi se, at efterhanden som ¢, nsermer sig sin greenseveerdi kom-
mer de periodiske punkter lgst sagt til at ligge teettere og teettere. Nar a gar hen og og
bliver stgrre end lim,,_ ¢, bliver systemet kaotisk, hvad vi dog ikke vil vise her. Overra-
skelsen ligger i, at for a lig med 1 + /8 opstar ud af kaos et “vindue” med en tiltreekkende
3-cykel. Derefter ser det ud til, at mgnsteret gentager sig, og vi igen nar til kaos, fgr der ud
af kaos springer en tiltraeekkende 5-cykel. Vi ser altsa periode-3-vinduer, periode-5-vinduer og
sa fremdelses opsta, efterhanden som a naermer sig sit maksimum pa 4.

I dette afsnit vil vi naermere analysere periode-3-vinduet. Vi skal se, at nar der eksisterer
en 3-cykel, eksisterer der en n-cykel for alle n € R. Disse er frastgdende, og derfor ikke med
pa Feigenbaumdiagrammet.

Vi viser forst et enkelt lemma:

Lemma 1.3.1. Lad I = [a,b] C R. Antag f : I — R er kontinuert, og antag I C f(I). Da
har f et fikspunkt i intervallet 1.

Bevis: Hvis f(a) = a eller f(b) = b er a eller b fikspunkt for f. Antag nu f(a) # a og
f(b) # b. Da eksisterer x,y €]a,b] sa f(x) = a og f(y) =b, idet I C f(I). Betragt funktionen
g(z) = f(z) —z. Idet g(z) = f(z) —z=a—-2<00gg(y) = fly) —y=b—y>0o0g fer
kontinuert, findes et p €]x;y[C I, hvor vi antager x < y, sa g(p) = f(p) —p = 0. O

Saetning 1.3.2. Lad I vere et delinterval af R. Antag f : I — I er kontinuert. Hvis der
eksisterer en periode-3-cykel for f, da har f en periode-n-cykel for alle n € R.

Bevis: Lad 3-cyklen for f veere givet ved {a,b,c}, hvor a < b og a < c. I det fplgende vil vi
endvidere antage, at b < c. Tilfeeldet ¢ < b kan vises ud fra samme fremgangsmade. Bemeerk,
at for tilfeeldet a < b < ¢ geelder [b,c] C f([a,b]) og [a,c] C f([b,c]).

Antag forst, at n > 3. Idet [b,c] C f([b, c]), og f er kontinuert, findes et lukket interval I,
i[b,c],sa f(I1) = [b,c]. Tilsvarende findes, idet I; C [b,c] = f(I1), et lukket interval I3 i I3, sa
f(I3) = I. Hvis vi fortseetter pa samme vis, far vi, at der findes et lukket interval I,; C I;,
sa f(Ij+1) = I;. Dette giver os fglgende keaede af lukkede intervaller:

I, o C---Cfl3) =12 C f(I)) =1 C f(I1) = [b,]

10



KAPITEL 1. KAOTISKE SYSTEMER

Idet I,,—o C [b,c] C f([a,b]), findes et interval I,,_; C [a, b], sadan at f(I,,—1) = I,,—. Slutteligt
findes, idet I,,—1 C [a,b] C f([b,c]), et interval I,, C [b,¢], sa f(I,) = I,—1.

Der geelder nu, at f"(I,) = [b,c] D I,,. Dermed eksisterer ifplge lemma 1.3.1 et punkt
p € I, C [b,c], der er fikspunkt for 7. Idet f(p) € I,,_1 C [a,b] og fi(p) C [b,c] for 2 <i < n,
er p lig med b eller et periode-n-punkt for f. Hvis p = b ville f2(p) = a ¢ [b,c], hvilket er en
modstrid. Ergo er p et periode-n-punkt for f. Dette viser seetningen i tilfeeldet n > 3.

Idet f([b,c]) 2 [b,c] siger lemma 1.3.1, at f har et fikspunkt. Dette viser sesetningen i
tilfeeldet n = 1.

Da f([a,b]) D [b,c] findes et lukket interval I C [a,b], s& f(I) = [b,c]. Derfor er f2(I) =
f([b,c]) C [a,b]. Ifglge lemma 1.3.1 findes et fikspunkt p for f21i I C [a,b]. Idet f(p) € [b, ],
f2(p) € [a,b] og [a,b] N [b,c] = b og b per definition er et periode-3-punkt, ma p veere et
periode-2-punkt for f. O

Ovenstaende seetning er et specialtilfzelde af fglgende saetning som vi her vil angive uden
bevis:

Saetning 1.3.3. Lad I vere et interval i R og lad f : I — I vere kontinuert. Huvis der er et
periode-n-punkt for f, da er der periode-k-punkter for alle positive heltal k der efterfolger n i
folgende liste:

3,5,7,9,...

2-3,2-5,2-7,2-9,...

22.3,22.5,22.7,22.9,...

23.3,23.5,23.7,23.9, ...

L2 02221

1.4 Kaos og den kvadratiske familie

1.4.1 Backshift

Det vi nu skal se pa, er en meget simpel funktion kaldet Backshift. Det er relativt let at vise at
den er kaotisk. Det er sa vores mal i neeste afsnit at overfore egenskaben til andre funktioner.
Her vil vi starte med at definere rummet hvorpa den virker

Definition 1.4.1.
¥ = {(0’1,0’27 .. )‘O'Z S {1,2}}

for o,7€X definerer vi

oo
7 — 7
d(o,7) =) —5
i=1
Saetning 1.4.2. d er en metrik sa:
i) (3,d) er et metrisk rum
i1) d(0,7)§2in<:>01:7'1,...,0n:7'n
Bevis:

i) Er op til leeseren at bevise, da det er meget enkelt.
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ii) Antag o; #7; for j <mn,daer

1 1
d(O',T)Z§>2—n
Hvis o1 =m,...,0,=7, daer
0. ] o
loi — 7 1 1 1
dor)= >, —5 <) 5=2 5=
i=n-+1 i=n-+1

Betragt nu funktionen B:¥ — ¥ givet ved
B(0'10'2 .. ) —= 09203 ...
Dette er Backshiftfunktionen i al sin enkelthed. Den fjerner simpelthen det fgrste tal i folgen.

Lemma 1.4.3. B er kontinuert

Bevis: Givet o,7 € ¥ . Vi kan antage at d(o,7) < % , uden at vi mister generelitet.
Altsd ma o1 = 71, og dermed

wB), By = Y 17Tl . Z"”— ™ = 2d(c,7)
1=1

Seetning 1.4.4. B er kaotisk pa (2,d)

Bevis: Der er tre ting vi skal vise: 1) sensitivitet 2) transitivitet 3) de periodiske punkter
ligger teet.

1) Lad § veere %, og lad o € ¥ og r > 0 veere givet.

Idet kuglerne i et metrisk rum udggr en omegnsbasis, er det nok at finde y i kuglen k(o,r),
ogn € N, sa d(B"o,B"y) > %
Velg n sa 2% <r

Lad nu y veere givet pa fglgende made: Pa de forste n pladser skal y og o veere ens og pa de
resterende pladser skal de veere forskellige. Iflg. seetningl.4.2 vil y € k(o,r) og

d(B"o, B"y) izi:

2) Lad u,v € ¥ og U = k(u,r,) og V = k(v,r,) veere givet.
Vi skal nu finde n € N sa:

er—l

B"U)NV # @
Vealg n sa 2%<ruog2%<rv
Davil = =wuy,ug,...,Up,v1,02,...,05, k%% € k(u,ry)
og B"(x) = v1,v9,...,0n,x %% € k(v,ry)

dvs. zeB"(U)NV

De tre stjerner betyder at det er ligegyldigt hvad der star pa de efterfolgende pladser.
3) De periodiske punkter ligger taet.

Lad r € ¥ og r € RT vaere givet

12
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Vi gnsker at finde et periodisk punkt i k(z, 7).

Valgn € N sa 2%<7“

Da vil punktet y, givet pa folgende made y = 01,092,...,0,,01,...,0pn,07 - ..

vaere periodisk og ligge i k(z, 7). O

Vi vil gerne identificere ¥ med Cantormaengden. Vi forventer at laeseren ved hvordan Can-
tormeengden fremkommer. Vi starter med et punkt o i X3, tegningen skulle s gerne vise vejen
til punktet i Cantormeengden. Cantormaengden fremkommer ved at dele enhedsintervallet i
to. Starter fglgen med et 1 tal vaelger vi det venstre af de to ellers det hgjre. Enhedsintervallet
bliver reduceret til Cantormaengden ved en fortsat opdeling og hvert tal i fglgen angiver pa
denne made hvad vej vi skal ga.

—_
[\D|»—t|r—l
N DN

111 112 1 22

—_
—_
—_
[\
—_
[\
—

hvor 1 =0o0g 2 =2
Man kan vise at T er en homeomorfi, og det far afggrende betydning, som vi nu skal se.

1.4.2 Konjugerede afbildninger.

Definition 1.4.5. Lad f: X — X ogg:Y — Y. Visiger at f og g er konjugerede afbildnin-
ger, hvis der findes en homeomorfi T : X — Y saledes at nedenstaende diagram kommuterer.

x L ox
T | | T
y L. v

Dvs. goT =T o f
Hvis T kun er surjektiv, siger vi at g er semikonjugeret med f.

Vi minder om, at en homeomorfi er en bijektiv afbildning, der er kontinuert og med
kontinuert invers.

Seetning 1.4.6. Lad f og g vere konjugerede. Da geelder:
f er kaotisk < g er kaotisk

Hvis g er semikonjugeret med f og Y er uendelig da gelder:
f er kaotisk = g er kaotisk

Beviset overspringes her.
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1.4.3 Den kvadratiske familie

Den kvadratiske familie er givet ved:
folx) =22 + ¢ ceR
Vi vil finde fikspunkter for f.:

2

flx)=2z & 2’ +c=rx o 2’ —z+c=0 &

C1+/1—dc
===

Dvs. f. har to fikspunkter hvis ¢ < 1/4. I det neeste er det underforstaet, at ¢ < 1/4
Vi vil nu undersgge maengden af punkter hvor f. har begrenset bane. Vi saetter:

T

A ={z e R]| fe(x) » oo for n — oo}

1++v1—4c
2

Seet endvidere: &k =

I =[—k; k]

Det ses let at for z > k vil f(x) — oo for n — oo Da f er lige geelder det tilsvarende for
x < —k. Det betyder A C I

Nu vil vi se pa tilfzeldet ¢ < —2. Da bliver A meget kompleks. Den fremkommer ved at fjerne
en aben maengde midt i intervallet I, og derneest fjerne abne maengder midt i de tilbageblevne
og sa fremdeles. Konstruktionen skulle gerne minde om Cantormangden. Vi vil nu lave en
bijektiv korespondance T' mellem A og X, pa samme made, som vi gjorde tidligere mellem
Cantormeengden og . Det interessante er nu at man kan vise at nedenstaende skema kom-
muterer og at T er en homeomorfi.

A oA
T | | T
y B %

Vi ved B er kaotisk og sa giver saetning 1.4.6 at sa er f. for ¢ < —2 ogsa kaotisk.
For 1/4 < ¢ < —2 gaelder A = [. Vi vil nu se pa det tilfeelde hvor ¢ = —2

Szetning 1.4.7. Den kvadratiske funktion g(x) = x? — 2 er kaotisk pd intervallet [—2;2]

Bevis: For at bevise seetningen vil vi vende tilbage til en funktion som vi har behandlet i
eksemplet pa side 6. Det er funktionen f(z) = 22 for z € S = {e%| 0 € [0; 2]}

Vi definerer nu T : S — [~2;2] ved T(e?) = 2cos @

Det er oplagt at T er kontinuert og surjektiv. Dernaest skal vi efterse at diagrammet kommu-
terer:

Dvs. viskal se at goT =T o f
goT(e?) = g(2cos0) = 4cos? 0 — 2 = 2 cos 26
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da cos2v = 2cos?v — 1 ‘ ‘
T o f(e?) = T(e*) = 2cos 20

seetning 1.4.6 forteeller at da f er kaotisk sa er g det ogsa. O

1.4.4 De kvadratiske og logistiske familier.

Vi har indtil viderer behandlet den kvadratiske og logistiske familie separat, men nu skal vi

se at de hgrer sammen.
Saetning 1.4.8. Lad funktionerne g, og f. vere givet ved:
ga(z) =ax(l—2) for 0<a<4

(12 a

fe(x) =a*+c for c=-,135

Da er g, konjugeret med f. ved hjelp af T(2) = —z/a + 1/2

Bevis: Det er oplagt at T er en homeomorfi, sa vi skal blot vise:

gaoT(x) =T o f.(x)
-z 1 —x 1 r 1
T =g(— + ) = 4z T2 =
gdo (Z') g( a + 2) a( a + 2) <a + 2>
x2+1
“ a? 4
2 2
—x“—c 1 —x c 1
TOfC(.%'): 0 +§:a<?——2+%>=

a
—x2+a2/4—a/2+ 1 x2+1
a/ _— :a _— —
a? a? 2a a? 4

O

Seetningen giver pa den made mulighed for at fgre resultater opnéet i den ene familie over til
den anden. Du kan nu leese kapitlet igen og fa en endnu stgrre oplevelse ud af det.
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Kapitel 2

Fraktaler

Af Louise Jakobsen,
Mette Louise Pedersen og
Jonas B. Rasmussen

ABSTRACT: Dette kapitel er en introduktion til fraktalbegrebet, der tager udganspunkt i Mandelbrots defi-
nition af en fraktal. For at kunne definere en fraktal, gennemgas Hausdorff mal, Hausdorff dimension og den
topologiske dimension af delmangder af metriske rum. Endvidere behandles de geometriske og selv-simleere
fraktaler, og her fremhaeves eksempler som Kochs kurve, Sierpinskis trekant og Cantor-mengden.

2.1 Indledning

Fraktalteorien har sine rgdder i arbejdet af Fatou, Julia, Cantor og Peano fra begyndelsen af
1900-tallet. Derefter var det forst i 1967, da Mandelbrot skrev en artikel med titlen How long
is the coast of Britain? Statistical self-similarity and fractional dimension og efterfolgende
en bog i 1977, Fractals: Form, chance, and dimension, at datamaskinernes og fraktalteoriens
muligheder blev forenede. Det var ogsa Mandelbrot, der var den forste der brugte ordet frak-
taler, som stammer fra det latinske ‘fractus’, der kommer af verbet ‘frangere’, som betyder
at knaekke.

Fraktalstrukturer var opdaget af matematikere for over hundrede ar siden og er blevet brugt
som eksempler pa kurver med lsengde, man ikke kan male eller kurver, der er kontinuerte men
ikke differentiable nogle steder, og hvor det er muligt at tegne en tangent til hvert af kurvens
punkter [Gou96].

2.1.1 Definition af fraktaler

Der er ingen klar definition eller enighed om, hvordan man definerer en fraktal. Et eksempel
kunne veere, at en fraktal er en kurve, som ikke er differentiabel noget sted, og en anden
kunne veere, at en fraktal er en delmeengde af simple geometriske rum.

I bogen ”Fractal geometry” har Falconer [Fal90] fundet visse ligheder ved fraktaler og ud
fra det opstillet fem kriterier, som er karakteriserende for en fraktal F’

(i) F har en peen struktur, det vil sige at F' har detaljer i sma skalaer.
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(ii) F er for irreguleer til at blive beskrevet i traditional geometrisk forstand, bade lokalt og
globalt.

(iii) F har ofte en form for selvsimilaritet.

(iv) Seedvanligvis har F' en tilhgrende ‘fraktal dimension’, der er stgrre end dens topologiske
dimension.

(v) I de fleste tilfaelde er F' defineret pa en simpel made, maske rekursivt.

Punkt (iv) er det taetteste vi kommer pa en matematisk definition af fraktalbegrebet, hvilket
ogsa er den Mandelbrot benytter [Man77].

Definition 2.1.1. Lad F CR". Da er F' er en fraktal hvis dimg F > dimp F'.

Her er dimp den topologiske dimension, mens dimy; er Hausdorff dimensionen, som defineres
i afsnit 2.4. Der vil endvidere gaelde at dimy A € R og at dimp A € Z for en delmaengde
A CR".

2.2 Leengden af Englands kystlinie

For at finde ud af, hvor lang en kystlinie mellem to givne faste punkter er, kan man benytte
en brudt linie med en vis leengde. Kalder vi stgrrelsen pa den maleenhed, som vi gnsker at
benytte for e, fas den approksimerede leengde L(e) af kystlinien ved at multiplicere antalllet
af iterationer med e. Altsa bliver L(e) storre, nar ¢ gores mindre, og vi forventer, at L(g)
ender med en veldefineret vaerdi for den ‘rigtige leengde’. Da L(e) ikke gar mod en graense, vil
det sige, at denne kurve ikke har en veldefineret leengde. Dette skyldes, at en kystlinie bestar
af et uendeligt antal takkede linier, sa ligegyldigt hvor lille vi veelger vores ¢, vil dette ikke
vaere tilstreekkeligt. Herved kan vi betragte leengden af en kystlinie som en fraktal, og denne
problemstilling er bedre kendt som kystlinie-paradokset.

Richardson studerede i 1961 variationen af approksimerende leengder af forskellige kystli-
nier ved brug af en brudt linie. Han fandt frem til, at der er to styrende konstanter A og D,
og at man skal bruge tilnsermelsesvis Fe~? intervaller af leengde e for at tilnserme leengden
af kystlinier, dvs.

L(e) ~ Fe'™P = log (L(e)) =log(F) + (1 — D) log(e) (2.1)

Som det ses af ligning (2.1) er der en lineser sammenhzeng mellem log (L(g)) og log(e), hvor
haeldingen er konstanten D. Ifglge Richardsson var D en simpel eksponent uden videre betyd-
ning, men det har senere vist sig, at D afheenger af hvilken kystlinie vi veelger, og at forskellige
stykker af den samme kystlinie skal betragtes seperalt, hvilket kan give forskellige veerdier af

D.

2.2.1 En kystlinies fraktal dimension

Ifglge Mandelbrot skal man betragte eksponenten D som fraktal dimensionen, hvis D ikke
er heltalligt. Fraktal dimensionen er ikke topologisk, men metrisk. Den involverer et metrisk
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rum 2, det vil altsa sige, et rum hvor afstanden mellem to punkter er veldefineret. En lukket
hhv. aben bold B med centrum i w og med radius r er meengden af alle punkter, hvis afstand
til w er mindre eller lig r hhv. strengt mindre.

Hvis vi har givet en begraenset meengde S i €2, er der mange metoder til at deckke denne
mangde med bolde af radius 7, hvor man skal bruge dimensionsbegrebet. En metode, som
Cantor er ophavsmand til, gar ud pa at placere en kugle uden om ethvert punkt i .S, og
dernaest tage foreningen af disse kugler. Denne forening vil vi kalde S(r), og der vil geelde, at

S C S(r).
Seetning 2.2.1. Volumet (vol) af den n-dimensionale bold B™(0,7) C R™ er givet ved

vol(B"(O,r)) = y(n)r"

n

(i
hvor v(n) = 2 (nI(’?ZQL)) .

Bevis: Vi betragter I'-funktionen

oo
I(z) = / t* et dt,z >0
0

Ved partiel integration fas I'(x 4+ 1) = 2T'(x). Volumet af B™(0,7) C R™ hhv. $"~1(0,7) C R"

findes:
o0 2
/ e " r*dr
0
Ved substitution med t = r2 fas

o0 o 1 0
/ et dr = / e 2 dt = %/ e t/2-1/2 gt
0 0 2/t 0

=4 [ e e

sa
17 (%) Vol (570, 1)) :/0 e r"Vol (S7(0,1)) dr
:/ e " Vol (57(0,1)) dr
0

0

= ( /]R e dm) "
= (va)""

Af ovenstaende ses det at volumet af enhedssfeeren i R™*1 bliver

(va)""

Vol(S™(0,1)) = 2@
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og dermed er volumet af den n + 1-dimensionale sfaere med radius r givet ved

) - (ﬁ)nJrl n F(l)nJrl .
Vol(5™(0,7)) =2 N P(Z"T“) '

mens volumet af bolden med radius r bliver

Vol(B™(0,7)) = /0 Vol(S™1(0,7)) dr

= Vol (S™ (0, 1))/ r*tdr
0

= Vol(S"71(0,1)) 2+

L(3)"

nl'(§

n

=2 r

~—

Sa findes der en bold B%(0,7) € 7™ hvor n > 0, som vil have et volumen givet ved
Vol (B™(0,7)) = ~(n)r"

()
nF(%

hvor v(n) = 2

er en konstant, hvilket var det der skulle vises.

~—|

O

Eksempel 2.2.2. Satning 2.2.1 kan bruges til eftervise de volumer, vi normalt tilleegger
intervaller, cirkler og bolde

1
e For n =1 fas Vol(Bl(O,r)) = 2?2;7“1 = 2r.
2
o 2 I'($)? o 2
e For n =2 fas VOI(B (0,7“)) = 2211?2)7’ =7r
2
: 3 P(3?° 3 _4_3
e For n =3 fas Vol(B (0,7")) = 23F(%)7" = gmre.

2.3 Topologisk dimension

For at tillegge et vilkarligt topologisk rum X en dimension, taler man om den topologiske
dimension, bengevnt med dim7 X. Den topologiske dimension antager kun heltallige vaerdier,
hvilket ikke er tilstrackkeligt, nar vi gnsker at tilleegge fraktaler en dimension, hvor vi har
brug for at udvide dimensionsbegrebet til ogsa skal omhandle reelle tal. Vi tillader at den
topologiske dimension kan veaere negativ, hvilket fgrer os frem til folgende definition

Definition 2.3.1. Lad X wvere et topologisk rum. Da definerer vi @ til at vere den eneste
mangde med topologisk dimension —1. Endvidere siger vi om en maengde X # @ at dimp X =
0 hvis der for alle x € X og alle abne omegne X 2O U > x findes en aben omegn V' 3 x, saledes
atVCU ogdV =2.

Eksempel 2.3.2. Et diskret topologisk rum X # & har dimp X = 0. Lad nemlig x € X. For
en aben omegn U 3 z kan vi veelge V = {z}, der bade er aben og afsluttet (da X er diskret).
Daer V=V \V°=V\V =g, sa dimr X =0.

20



KAPITEL 2. FRAKTALER

Eksempel 2.3.3. Der gelder at dimpQ = 0, nar Q opfattes som delrum af R med den
saedvanlige topologi. Lad nemlig » € Q, og lad Q 2 U > r veaere en aben omegn. Da kan vi
finde et abent interval V' med irrationale endepunkter, sa r € V. C U, dvs. 0V = &. Dermed
er dimp Q = 0.

Eksempel 2.3.4. Om Cantor-mangden C (jvf. afsnit 2.5.3) geelder at dimpC = 0. C er
faellesmeengden af af dalende folge C; O Cy D -, hvor C} er en forening af 2% disjunkte
afsluttede intervaller af leengde (%)k Lad nu C O U 5 X veaere en aben omegn. Vi veaelger
nu k = ko tilpas stor saledes, at det interval I i C},, der indeholder z, er indeholdt i U. Vi
veelger yderligere den abne omegn C' O V 3 z, sdledes at I C V og V ikke overlapper med de
andre intervaller i Cy,, dvs. VN Cy, = I. Da er 0V = @, og dermed er dim7 C' = 0.

Definition 2.3.5. Lad X vere et topologisk rum og n € N. Da er dimp X < n hvis og kun
hvis der for alle x € X og alle abne omegne X 2O U > x, findes en aben omegn V' 3 x, saledes
at V CU ogdimpdV <n— 1.

En konsekvens af Definition 2.3.5 er, at dimy X = n hvis og kun hvis dim7 X < n og
dimr X £ n — 1. Der gaelder heldigvis folgende saetning

Seetning 2.3.6. Den topologiske dimension af R er 1.

Bevis: Vi viser fgrst at dimpR < 1. Lad € U C R, hvor U er en aben omegn af x. Da
findes et abent interval V sa x € V C U. Da er 9V # @ diskret, sa dim 0V = 0, og dermed
er dimpR < 1.
Herefter viser vi, at dimrR £ 1. Da R # @ er dimyR # —1. Vi antager for at opna en
modstrid, at dimp R = 0. Tager vi nu z = 0 og omegnen U = | — 1,1], sa findes der en aben
omegn V indeholdtiU,sa 0 € V og OV = @. Dermed er V ogsa afsluttet idet V = VUV = V.
Hermed ma V = @ eller V =R da @ og R er de eneste delmaengder af det sammenhaengende
topologiske rum R, der bade er abne og afsluttede, hvilket giver den gnskede modstrid.

O
Ved at argumentere pa samme made som i beviset for seetning 2.3.6, far vi at ethvert interval
@ # I CRhar dimp I =1, hvor I er ssmmenhaengende. Enhver kurve, som er et homeomorft
billede af et interval, har derfor ogsa topologisk dimension 1.

Eksempel 2.3.7. dimp K = 1, hvor K er Kochs kurve, jvf. afsnit 2.5.2.
Saetning 2.3.8. Lad X CY CR"™, og lad A C R"™ vere kompakt. Da geelder folgende

e Den topologiske dimension er en topologisk invariant.
o dimrR" =n
o dimpr X <dimpY

e dimp A = 0 hvis og kun hvis A er totalt usammenhaengende, dvs. sammenhaengskompo-
nenterne er et-punktsmaengder.

2.4 Hausdorff dimension

Hausdorffs definiton af fraktal dimension [Fal90], er baseret pa en konstruktion af Carathéodory.
Denne definition bygger pa grundleggende malteori og har den fordel, at den er defineret pa
enhver maengde. Vi er derfor ngdt til forst at definere, hvad vi mener med Hausdorff malet.
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2.4.1 Hausdorff mal

Lad U veere en ikke-tom n-dimensional delmaengde af R™, hvor diameteren til U er defineret
ved |U| = sup{|z —y| | z,y € U}. Hvis {U; | i € N} er en tellelig forening af meengder, som
har diameter hgjest 6, der overdackker F', dvs. at F' C (J;2; U; med 0 < |U;| < 6 for alle 4, sa
kalder vi {U; | i € N} for en d-overdeekning af F'.

Lad F C R™ og s er et ikke-negativt tal. Da definerer vi for alle § > 0

H(F) :inf{Z\Ui\s

i=1

{U; | i € N} er en §-overdaekning af F} (2.2)

Vi betragter altsa alle §-overdaekninger af F' og gnsker at minimere summen af den s’te potens
af diametrene. Nar ¢ gar mod nul, vil meengden af de tilladte overdsckninger af F' i ligning
(2.2) blive mindre. Derfor vil Hj(F') veere en voksende funktion og neerme sig en greense, nar
0 — 0. Vi far at

H*(F) = lim H3(F) (2.3)

Det ved ligning (2.3) definerede mal, kaldes Hausdorff malet.

Saetning 2.4.1. Da H® er et mal, opfylder det folgende betingelser

(1) H*(w)=0
(2) ECF= H%E)< HF)

(3) (F;) folge af disjunkte Borelmeengder = H* < U E) = Z H*(F;)
i=1 i=1

Dette mal skal stemme overens med de mal, vi allerede tilleegger kendte meengder, som fx.
intervaller, cirkler og bolde, der er mal pa delmsengder af hhv. R, R? og R3. Hausdorff malet
pa disse maengder er ackvivalent til det volumen, der er beskrevet i Eksempel 2.2.2.

Szetning 2.4.2. Lad F C R™ vare en Borelmangde, og lad H* vere Hausdorff mdlet pa F.
Da er

H"(E) = y(n)Vol™(F),
hvor v(n) = 25&[ )

2

o | —

~—

2.4.2 Hausdorff dimension

For at kunne definere Hausdorff dimensionen af en maengde, betragter vi ligning (2.2). For
en given maengde F' og 6 < 1, vil Hj(F) vare en ikke-voksende funktion af s, og dermed vil
H*(F) heller ikke veere aftagende ifglge ligning (2.3). Hvis U; er en d-overdaekning af F', og

at t > s har vi
Yol <a =y | (2.4)
i=1 i=1

Ved at tage infimum pa begge sider af ligning (2.4) fas HL(F) < 6" *H§(F). Lader vi 6 ga

imod 0, s& er H'(F) = 0 hvis H*(F) < oo. Der vil veere netop et tal s hvor H*(F) springer
fra oo til 0, og dette tal kaldes Hausdorff dimensionen af F' og betegnes dim; F'.
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dimpg F s
Figur 2.1: Hausdorff dimensionens entydighed illustreret

Setning 2.4.3.
dimy F =inf {s | H*(F) =0} =sup {s | H*(F) = oo} (2.5)

hvor
oo for s < dimy F

0 for s >dimgF

H*(F) = {

Hvis dimy F = s, vil der gelde for H*(F) at 0 < H*(F) < oo.

2.5 Eksempler pa fraktaler

En type af fraktaler kaldes geometriske fraktaler, hvor de mest velkendte er Sierpinskis trekant,
Kochs snefnugskurve samt Cantor-maengden. Det karakteristiske ved disse er, at de er selv-
simileere, og at de er forholdsvis lette at konstruere.

2.5.1 Sierpinskis trekant

Vi betragter en ligesidet trekant med sideleengden h, og betragter dette som trin 0. Trin 1
bestar i at dele trekanten op i 4 ligesidede trekanter — hver med sideleengderne %, hvorefter
den midterste fremkomne trekant fjernes. Neeste trin bestar nu i at betragte de tre fremkomne
nye trekanter med siden (%)2 h, som igen deles op i 4 ligesidede trekanter, hvor den midterste
igen fjernes. Séaledes kan man fortszette i det uendelige, og derved fremkommer Sierpinskis
trekant. P& figur 2.2 ses trin 0 til 4 illustreret.

Sierpinskis trekant er opkaldt efter den polske matematiker Sierpinski. En af de fantastiske
egenskaber ved Sierpinskis trekant er, at hvis man betragter en af de fremkomne trekanter fra
trin 1, og forstgrrer linierne til dobbelt stgrrelse vil man genskabe en tro kopi af Sierpinskis
trekant. Dette kan ogsa mere generelt udtrykkes ved, at hvis vi forstgrrer trekanterne ved
trin » med en faktor 2n, sa fas en ngjagtig kopi af Sierpinskis trekant. Figurer, der har denne
egenskab, at helheden genfindes i detaljen og omvendt kaldes selv-similzre.

2.5.2 Kochs snefnugskurve

Vi betragter en ligesidet trekant med sideleengden h, hvor A > 1, og betragter dette som
trin 0. Trin 1 bestar i at vi fra hver af siderne fjerner den midterste tredjedel, som erstattes
med to liniestykker af leengden % der sammen med den fjernede del vil danne en ligesidet
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AL G5 A

Figur 2.2: Sierpinski

trekant. Herved fremkommer en ny figur med 3 gange 4, altsa 12 liniestykker. Fortsaettes i
det uendelige fremkommer Kochs snefnugskurve, og trin 0 til 3 ses illustreret pa figur 2.3. Pa
det n’te trin vil Kochs snefnugskurve besta af 3 gange 4n liniestykker, og leengden af disse
stykker vil veere (%)” Derved vil omkredsen blive O,, = 3-4" - (%)” =3- (%)” Da % . % >1
vil O,, — oo for n — oo hvorved omkredsen af Kochs snefnug bliver uendelig, mens arealet er
begraenset.

Kochs snefnugskurve er opkaldt efter den svenske matematiker Helge von Koch, der introdu-
cerede denne i 1904. Denne er ligesom Sierpinskis trekant selv-similaer, hvor det bemaerkes,
at det er randen og ikke det afgraensede omrade, der er selv-simileer.

VANDNLS N N

Figur 2.3: Kochs snefnug

2.5.3 Cantor-mangden

Vi betragter intervallet [0,1] som trin 0. I det fgrste trin fjernes den midterste tredjedel,

altsa intervallerne ]%, %[, sa vi har [0, ] og [%, 1] tilbage. Neeste trin bestar i, at vi fra hver

'3
af disse intervaller igen fjerner den midterste tredjedel, sa vi far de 4 intervaller: [0, %], [%, %],

[%, %] og [%, 1]. Fortsaettes i det uendelige fremkommer Cantor-maengden, og trinene 0 til 4
ses illustreret pa figur 2.4. Efter n iterationer vil der veere 2n intervaller, der alle har leengden
37", og leengden af disse intervaller (%)" — 0 for n — oco. Cantor-maengden er opkaldt efter

Cantor og igen bemaerkes det, at der er tale om en selv-similzer figur.

Figur 2.4: Cantor-maengden
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2.6 Dimension af selv-simileere masengder

2.6.1 Selv-similaere mangder

Et oplagt eksempel pa en figur, der er selv-similer, er en terning i R3. Vi starter med en
terning med sideleengden n, og deler denne op i n?3 lige store terninger, dvs. med sidelsengder
% af den oprindelige terning. For at komme tilbage til den oprindelige terning, skal vi altsa
forstgrre de sma terninger n gange, sa vi har et forhold 1 : n mellem de store og sma terninger.
Hvis vi betegner antallet af sma figurer med k, og dimensionen med D far vi at

log k
n? =k < Dlogn=logk < D = 08

2.
logn (26)

Det vil sige, at vi i tilfaeldet med terningen far, at dimensionen er 3, men det interessante ved
ligning (2.6) er at dimensionerne kan antage reelle veerdier. Mere generelt vil der gaelde

Definition 2.6.1. Dimensionen D af en selv-similer maengde er bestemt ved

B log(antal sma dele i naeste trin)
~ log(forstgrrelsesfaktor fra lille til stor del)

Definition 2.6.1 kan bruges til at finde dimensionen af en selv-similser maengde, hvis denne er
konstrueret, s man kender forholdet n og k. En anden made man kan finde dimensionen pa,
er ved at definere Sy,...,S,, : R” — R" som er similere, dvs. at |S;(z) — Si(y)| = ri|z — yl,
hvor z,y € R" og 0 < r; < 1 for alle ¢ = 1, ..., m. Hvert af S;’erne transformerer delmaengder
af R™ til geometrisk simileere maengder. En maengde, der er invariant under disse betingelser
af similaritet, kaldes selv-similer. Maengden A C R™ er altsa selv-simileer hvis

m
A=]S.(4)
i=1
for passende 0 < r1,...,7m < 1 og m > 1. Under visse betingelser geelder at Hausdorff
dimensionen s = dimy A opfylder
dori=1 (2.7)
=1

Endvidere vil der gelde, at A har et positivt og endeligt Hausdorff mal. Vi behgver en
betingelse, sa komponenterne af S;(A) til A ikke overlapper, sa vi siger, at S skal opfylde
‘aben meengde-betingelsen’, dvs. der eksisterer en ikke-tom, begrzenset og aben maengde V' sa

vg@&w) (2.8)

som er en disjunkt forening.

Der geelder imidlertid fglgende saetning af P.A.P. Moran:

Saetning 2.6.2. Lad E C R" vere en kompakt delmengde konstrueret pa folgende made: Lad

O1 veere en dben delmengde, og lad O fori=1,...,m vere ikke-overlappende delmeangder af
O1 som er similere med Oy, men reduceret i forholdet r;. Lad tilsvarende OF forj =1,...,m
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veere ikke-overlappende delmaengder af O% som er similere med O%, men reduceret i forholdet
;. Fortseetter vi sdledes far vi konstrueret en folge Oy, Oé,ﬂ;ﬂ:l OF,..., og vi lader
Py, Py, P, ... vare folgen af de tilsvarende afsluttede delmengder. For E = (\,—, Py gaelder
da at

dimH E=s

hvor

erzl

=1

2.6.2 Boks dimension

Vi har defineret Hausdorff dimensionen, som kan bruges til at bestemme, om en given maengde
er en fraktal ved at benytte Definition 2.1.1. Hausdorff dimensionen kan vaere ret sveer at
bestemme, s& derfor indfgrer man et andet dimensionsbegreb, den sakaldte boks dimension,
der i visse tilfzelde stemmer overens med Hausdorff dimensionen.

Definition 2.6.3. Lad F' C R"™ vere en ikke-tom begrenset delmengde, og lad Ns(F) vere
det mindste antal mengder med diameter hgjst 6 som overdekker F'. Da vil boks dimensionen
dimp F af F' vere givet ved

dimpg F = lim M

6—0 — lOg((S)
Seetning 2.6.4. Lad den abne maengde defineret i ligning (2.8) geelde for similere S; pa R™
med radius r; (i =1,...,m). Hvis F' er en invariant delmengde der opfylder at
m
F=|]Si(F)
i=1

3

Endvidere vil der gelde for verdien af s at 0 < H*(F') < oc.

Eksempel 2.6.5. Cantor-maengden
Fra Seetning 2.6.4 kan vi finde dimensionen for Cantor-maengden. Vi har at m = 2 og ry =
ro = % Vi far da at

(7 + (1) =1= (1) =4 = slogh —log} = s =

Eksempel 2.6.6. Kochs kurve modificeret
Kochs kurve kan modificeres ved kun at betragte en af siderne h i den ligesidede trekant. Lad
0<a< é og konstruer en kurve F' ved gentagne gange at fjerne den minderste del a, som
erstattes med to liniestykker af leengden a, der sammen med den fjernede del, vil danne en
ligesiddet trekant. Da vil dimy F = dimp F veere lgsning til 2a°+2(3(1—a))” = 1. For a = %

(

bliver

S +G0-3)"=3=G)"+G) =12 G) =1=s=15
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2.7 Fraktaler med Hausdorff dimension ml. 0 og 1

Vi vil i dette afsnit vise, at der findes fraktaler med dimension D for ethvert D € ]0,1], og
vi betragter hertil en generalisering af Cantor-mangden. Vi betragter stadig intervallet [0, 1],
men i stedet for at fjerne den midterste tredjedel, fjerner vi den midterste £’te-del hvor £ > 1.

Vi betragter altsa intervallet Py = [0, 1] som trin 0. I det forste trin fjernes den midterste
&’te-del, altsa intervallet ]52—_51’ %[, sa vi har [0, 52—_61] 0g [%, 1] tilbage, og vi kalder foreningen

af disse intervaller for P;. Neaeste trin bestar i, at vi fra hver af disse intervaller igen fjerner
den midterste £’te-del, og foreningnen af disse kalder vi Ps, etc. Vi seetter

o0
P=()P
n=0
og bemeerker at intervalleengden af de fremkomne intervaller i det fgrste trin bliver
§—-1 1-1/¢
262
Vi kan finde Hausdorff dimensionen D af P som i Eksempel 2.6.5, altsa ved brug af Seetning
2.6.4. Viharat m=2o0gry =re = 1721/5, dvs. vi har ligningen
_ D
5 (1 1/¢ > 1
2

Ved at lgse denne mht. D finder vi at

log 2 log 2

D= —
log (ﬁ) log 2 — log (%)

sa da & > 1 har vi at
O0<D<1

D kan antage alle veerdier i intervallet ]0,1[. Da D er en kontinuert funktion af &, folger det
gnskede, da D — 0 for £ — 17 og D — 1 for £ — oo. Da dimy P = 0 er P en fraktal,
som indses ved samme argumentation som ved Cantor-maengden. Vi har altsd nu realiseret
fraktaler med Hausdorff dimension D € |0, 1].

For at vise, at der findes fraktaler med Hausdorff dimension D = 1, kan vi tage produk-

tet af to (generaliserede) Cantor-maengder, og heraf fi en delmzengde af R? med Hausdorff
dimension 1 og topologisk dimension 0, hvoraf vi far en fraktal.
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Kapitel 3

Holomorf dynamik

Af Rune Odin og 777

3.1 Julia-maengder

Vi skal i dette kapitel beskaftige os med en bestemt familie af komplekse polynomier og
dynamikken af disse. Dvs at vi for et z € C og et komplekst polynomium F' skal se hvorledes
folgen z, F(z), F(F(2)), ... opforer sig.

Lemma 3.1.1. Lad F': C — C vere et komplekst normeret polynomium af grad n,
F(z)=2"4+a, 12" '+ +a1z+ap,a; €C,i=0,...,n.

Da findes et, til F' kongugeret, polynomium f : C — C, af grad n med (n—1) ’te-gradskoefficient
lig 0, dvs f(2) = 2"+ by 22" 2+ -+ bz +by, b; €C,i=0,...,n.

Bevis: For F(z) = 2" + a,_12""' + - -+ + a1z + ag benytter vi nu h(z) = z + %an,l, og far

(ho Foh t)(z) =
—1
(Z - %anfl)n + anfl(z - %anfl)n +---t+ar (Z - %anq) + agp + %anfl-
(N — 1)’te-gradskoefficienten bliver nu n (-%%-1) +ap—1 =0
og vi er faerdige. O

Vi skal i det fglgende udelukkende koncentrere os om polynomier af grad 2, som vi, jvf
lemmaet, kan antage er uden 1.-gradsled, dvs polynomier af typen 22 + ¢, ¢ € C.

Definition 3.1.2. For et c € C definerer vi nu f. ved f.(2) = 2% +c.
Disse polynomier udgor ’den kvadratiske familie’.

Definition 3.1.3. Lad f. vere et polynomium i den kvadratiske familie.
Julia-mangden for f. defineres ved J(f.) = 0{z € C| lim; fcn)(z) = 00},

den udfyldte Julia-mangde for f. ved K(f.) ={z € C| lim; fc(n)(z) # oo}

og det tiltrekkende bassin for oo ved A(co) = Ay, (00) = {z € C| limy, o0 fcn)(z) = 00}.

Eksempel 3.1.4. Betragt fo = 2%. Da |fo(2)| = |2|? og fi{(z) = 2", far vi at
A(0o) = {z € C| lim, .o |2]*" =0} = {z€C||z] > 1},

K(fy) ={z €C| lim, .o |2|*" # 00} = {z€C||z| <1} og dermed

J(fo) ={z€C|[z| =1}
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Saetning 3.1.5. Lad f. vere et polyomium i den kvadratiske familie.
Da er J(f.), K(f:) og A(o0) fuldstendigt f.-invariante, dvs

fe(J(fe)) = J(fe) = fcil(J(fC))-
Bevis: Vi beviser her blot saetnigen for A(co).
2 € A(0) & fTH2) — 00, N — 00 & f(fe(2)) — 00, 1 — 00 & fo(2) € A(0). O

Szetning 3.1.6. Lad f.(z) = 22 + ¢, |c| < 2. Hvis |z,| = \fc(no)(z)\ >2 for z€ C,n € N pa
noget tidspunkt kommer udenfor cirklen med radius 2, vil lim,,_,o 2, = 00 sa z & J(fc).

Bevis: Det kan uden problemer antages, at for ng =1 er |z,,| = |z| > 2.
Da er
]
@ =124l 2 2=l =14 (1e1 - 1)

v

B <2 - %) . (3.2)
\c|

Vi definerer nu 6 = 5' — 1. Ved at se pa funktionen ¢(z) = = — % og finde den afledede
d(x)=1+ 9 > 1, ses at for 2 > 2 er é(z) > ¢(2). Dermed ma

(1= 1) 2 Bl (2= ) 2 1o (3:3)
2| 2
og |£(2)] > (1+6)|z], sa |2 (2)] > (1 + 6)|fo(2)] > (14 6)2|z| Ved iteration fis da |z,| =
]fc(n)(z)\ > (14 0)"|z|, og dermed vil lim,, . |2, | = 0. O
Vi skal nu lave en karakterisering af Juliamaengderne, og til det skal vi bruge en beskrivelse
af periodiske punkter.

Definition 3.1.7. z € C kaldes et p-periodisk punkt, hvis fP(z) = z. Lad A\ = (f®)(2). Vi
siger, at det periodiske punkt z er

supertiltreekkende hvis A = 0,

tiltreekkende hovis [\ < 1,

neutralt hvis |A\| =1 og

frastodende hvis |A| > 1.

Definition 3.1.8. Huvis w er et tiltreekkende eller supertiltrekkende fixpunkt definerer vi det
tiltreekkende bassin for w, A(w) pa folgende made:

Aw) ={z € C|f™(2) »w for n— oo}

I denne definition tillader vi ogsa punktet oo at indga. Dynamikken i en omegn af oo
kan undersgges ved at udskifte z med 1/z og f(z) med F(z) = 1/f(1/z), hvorved opferslen
af f omkring oo transformeres over til opferslen af F'(z) omkring 0. Dette vises skematisk i
folgende kommuterende diagram, hvor C = C U oc:

f
—
1/z

F
—

al— Al

C
1/zl
C

~—

Der geelder at z = 0 er (super)tiltraekkende for F'(z) hvis oo er det for f(z).
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Eksempel 3.1.9. Lad som eksempel f.(z) = 22+c. f.(c0) = 0o. Vi finder F(z) = 1/f(1/z) =
1:% og F'(2) = OJFQC#)Q, og F’(0)=0, sa oo er et supertiltrekkende fixpunkt for f.(z).

Her kommer sa karakteriseringen af Juliamsengderne:
Seetning 3.1.10. Lad f vere et polynomium af grad > 2. Da gelder

1. J(f) er randen af det tiltrekkende bassin for ethvert tiltrekkende fikpunkt w. Altsa
J(f) = 0A(w).

2. Alle frastpdende periodiske punkter er i J(f) og J(f) = cl{frastodende periodiske punkter};
de frastgdende periodiske punkter ligger tet i J(f).

3. Hvis w € J(f) (f.eks. et frastodende punkt) sa er J(f) = cl (Upey f7™(w))

Beviset for denne satning anvender kompleks analyse, herunder normale familier og Mon-

tels szetning. Som et eksempel pa anvendelsen af dette resultat skal vi se pa fo(z) = 2%

Eksempel 3.1.11. fo(2) = 22; fii(z) = 22". Vi finder ifolge 1), at A(c0) = {|z| > 1},
J(fo(2)) = 0{|z] > 1} = S'. Men vi finder ogsd A(0) = {|z| < 1} og derfor J(fo(z)) =
|z <1} =St

2) giver at for et n-periodisk punkt w # 0 (dvs. et fizpunkt for fi(z) = 22") at w¥" 71 = 1.
Foreningsmangden af disse frastodende (overvej!) periodiske punkter udgor S i overensstem-
melse med 1).

3.2 Mandelbrotmaengden

Nar vi ser pa Julia-maengder for forskellige ¢, kan de deles i to klasser efter hvorvidt 0 er
indeholdt i den udfyldte Julia-maengde eller ej. Dette definerer netop Mandelbrotmaengden

M:
M={ceClee K(F)} = {ceC| lim f0(0) # oo}

Der findes et par andre, sekvivalente definitioner af Mandelbrotmeengden:
Saetning 3.2.1. Fualgende er ekvivalente definitioner af Mandelbrotmaengden:

1. M ={ce C{f0)}n=1,2,. er begraenset} eller mere precist
M={ceC|Fr>0vneN:|f20)| <r}

2. M ={ceC||f0)| <2 forallen=1,2,...}

Bemaerkning 3.2.2. Af den sidste betingelse ses, at M er indeholdt i {z||z| < 2} og dermed
begreenset.

Bevis: Vi viser forst, at den oprindelige definition er sekvivalent med 1. i ovenstaende. At 1.
er indeholdt i den oprindelige definition er oplagt. Antag for at vise den anden inklusion, at
f(0) ikke er begreenset. Afhaengigt af ¢ findes et R € R, sa

|[fe(2)] = |2% + ¢ > 2/

nar |z| > R (overvej!). Men da folgen {f2(0)} er ubegrzenset findes et m, sa |f*(0)] > R, og
sa er

[N 0)] = I£e(£2(0))] > 21 f*(0) > R
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og dermed ved induktion

IR (0)] > 2K £7(0)]| — 0o for  k — oo

C

sa c & {c € C|f(0) 4 oo for n — oo}. For at vise at 2. er @kvivalent med den oprindelige
definition, bemeaerker vi forst, at det er oplagt, at 2. er indeholdt i den oprindelige definition.
For at vise det modsatte, deler vi op i to tilfeelde:

1. Jef <2o0gc¢?2.
2. |cf >2o0gcég2.

At disse to tilfzelde begge forer til, at ¢ ¢ M i henhold til den oprindelige definition, fglger af
fglgende to lemmaer. O

Lemma 3.2.3. Antag at |c| < 2. Hvis |f*(0)| > 2 for et m > 1 sa vil f2*(0) — oo forn — oo.

Bevis: Antag at |f"(0)| =2+ d hvor 6 > 0. Sa er

IO = [(£20)7 + ¢ = [f(0)]* = |e| = (2+6)* = |¢]
< (2462 -2=24+0%+46>2+45

og ved iteration af dette fas | f7F*(0)| > 2 4+ 4§, sa f"+* — oo for k — oo, O

Lemma 3.2.4. Antag at |c| > 2. Da vil fl'(z) — oo for alle z med |z| > |c|. Specielt vil
fEFH0) = f&(c) — o0 for n — oo.

Bevis: Antag |c| > 2 og |z] > |c|. Da vil

el = 12%+el 2 |2’ = el > |2 = |2] = [2l(|2] = 1)
> |zl(lel = 1)

O

sa ved iteration findes |f(2)| > |z|(J¢| — 1)™ — oo for n — oc.
Seetning 3.2.5. M NR = [-2;1].

Bevis: Det folger af lemma (3.2.4), at MNR C [—2;2]. Antag nu, at ¢ > i. Sa har f.(z)—z =
22 — 2z + c ingen reelle rgdder; de er nemlig z = 1xyizde V21_4C
f— oo for n — oco. Altsd er M NR C [-2;1].
Omvendt geelder, nar —2 < ¢ < %, at polynomiet f.(x) — z har mindst én reel rod, £. Derfor
vil fo([=€,&]) C [=€&,&], og alle punkter i [—¢,&] vil have begraensede baner (se figur 3.1(b)),

og specielt vil 0 have begraenset bane. O

, sa det ses nemt (se figur 3.1(a)) , at

Definition 3.2.6. En kurve I' siges at veere en ottetalskurve, hvis den krydser sig selv ¢ netop
ét punkt (T(a) =T(8) =T(7)..., for alle andre p,v € T~YT) geelder T'(1) # T'(v)).

Lemma 3.2.7. Hvis ' er en glat simpel lukket kurve i planen og T 1 = f.1(T), gelder
folgende for c i eller pa I':

1. Huvis c ligger i det indre af I, er I'_1 ogsa en glat simpel lukket kurve, hvis indre bijektivt
korresponderer med det indre af T'.
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(€,8)

\J

¢&,-8)

Figur 3.1:

2. Hwvis c ligger pa kurven I', er I'_1 en glat ottetalskurve. Hvert af de indre omrader af
I'_1 koresponderer bijektivt med det indre af T'.

Setning 3.2.8 (Hovedsatningen om Mandelbrotmaengden). Mandelbrotmangden M
er netop mengden af ¢ € C, for hvilke Juliameangden J(f.) er sammenhaengende. For alle
punkter ¢ i C\M er J(f.) usammenhaengende.

Bevis: Antag, at ¢ € M. Da er {fén)(O)} begraenset og vi kan veelge en cirkel T'g, sa det for
alle n € N gaelder at fc(n)(O) ligger i det indre af I'g. Da ¢ = f.(0), vil ¢ sa ligge i det indre af
[o.Lad Ty = f71(Ig). Ud fra lemma 3.2.7 fas, at f. afbilder det indre af I'_; bijektivt pa det
indre af T'g. Da f.(c) = f2(0) ligger i det indre af I'g, vil ¢ ligge i det indre af T'_1 savel som i
det indre af I'g. Denne proces kan itereres ved for ethvert n € N at saette I' _(,4.1) = fHT),
hvorefter lemmaet kan bruges for at finde ¢ € T'_,, for alle n € N. Saet sa K_,, = '_,, U (det
indre af I'_,,) og K = (), , K_,. Konstruktionen implicerer sa, at ethvert punkt udenfor K
itererer til oo, altsa at A(oo) = C\ K, sa den udfyldte Juliamaengde K (f.) er lig maengden K.
Da K er feellesmeengden for folgen (K_,, )52, af kompakte, sammenhsengende maengder (folger
af topologi), hvis komplementer er sammenhangende og hvor k > 1= K_; C K_;, vil K(f.)
vaere sammenhangende og maengdens rand, altsa J(f.), vil det ogsa.

Antag nu at ¢ ¢ M, altsa at {fcn)(O)} er ubegraenset. Lad I'g veere en cirkel, sa det geelder at
(a) Ty = f-! ligger i det indre af Ty

C
(b) Ethvert punkt udenfor I'y itererer til co
(c) Der ekslsterer et ng € N, sa £V (c) = £"(0) € To,n < ng = £ (c) ligger i det
indre af I’y og n > ng = fc(no) ligger udenfor I'
Det er klart, at for en tilstraekkelig stor cirkel I'g vil (a), (b) og (c) geelde.
Anden del af beviset starter (som fgrste del) med at definere I' _(,, ;1) = f Yr_,) forn € N.
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Pa gr. af (c) vil vi finde ¢ pa kurven I'_(,,,_y) i stedet for i dens indre. Ud fra lemma 3.2.7
ses da, at I'_,, er en ottetalskurve. Da hvert omrade heri kan afbildes ind i det indre af
I'_ng — 1, ma hver af disse indeholde en ikke-tom delmengde af J(f.). Derfor ma J(f.) veere
usammenhangende. O

Bemseerkning 3.2.9. Hovedsetningen om Mandelbrotmengden kan forsterkes, da man kan
bevise, at for alle ¢ ¢ M wvil J(f.) veere totalt usammenhangende (hvis a,b € (AN J(fc)),
hvor A er en sammenhangende maengde, sa er a =b).

Et par bemaerkninger til slut.
Seetning 3.2.10 (Shishikua 1998). dimy(OM) = 2
Seetning 3.2.11. For nesten alle c € OM er dimpJ(f.) = 2.

Desuden ved man at Hausdorffdimensionen af Juliamaengden ikke er kontinuert pa randen
af Mandelbrotmeengden, men maske er den det pa C\ M.

Sxetning 3.2.12. M er sammenhaengende og C\M er homeomorf med {z||z| > 1}

Man ved endnu ikke, om OM er lokalt sammenhangende.
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Kapitel 4

Godels ufuldsteendighedssaetninger

Afsnit 4.1, 4.2, 4.3.5 og 4.3.6 af Bodil Biering,
afsnit 4.3.1 - 4.3.4 af Morten O. Hansen og
afsnit 4.3.7 - 4.3.9 af Esben W. Lorenzen

Udviklingen af matematikken farte i begyndelsen af 1900-tallet til en komplet formalisering,
forstaet pa den made, at man havde faet konstrueret et formelt system hvori alle kendte
matematiske bevismetoder er reduceret til nogle fa mekaniske regler. Et formelt matematisk
bevis bestar dermed af et sat af aksiomer, hvorpa man har anvendt disse regler. Store dele
af matematikken blev bevist i dette formelle, logiske system, og der var i 1920’erne en ud-
bredt tro pa, at disse aksiomer og regler var tilstrackkelige til at afggre ethvert matematisk
spgrgsmal, som man kunne udtrykke i systemet. Godels ufuldsteendighedssaetninger (1931)
viste imidlertid, at dette ikke var tilfseldet.

En computer er et eksempel pa et logisk system, da den i princippet handler efter de
regler, den er programmeret til. En Turingmaskine er en simpel matematisk model for en
computer. Ikke desto mindre kan den i princippet simulere enhver anden computer.

Standsningsproblemet, eller Turings standsningsproblem, som det ogsa bliver kaldt (ef-
ter Alan Turing) er Turingmaskinens pendant til Gédels ufuldsteendighedssaetninger. Stands-
ningsproblemet er umiddelbart et relativt simpelt problem, som Turingmaskinen dog ikke kan
afggre. Standsningsproblemet er i sin natur taet knyttet til Godels ufuldsteendighedssaetninger.
Begge dele udtaler sig om nogle af de begreensninger, der kan veere i formelle systemer: Turings
standsningsproblem om programmer til maskiner og Goédels ufuldstzendighedssaetninger om
systemer til formalisering af matematikken.

Rekursivitet og formelle systemer (deriblandt Turingmaskiner) haenger ulgseligt sammen,
det fgrste afsnit handler derfor om rekursivitet. Andet afsnit handler om Turingmaskiner og
standsningsproblemet for Turingmaskiner og er altsa et eksempel pa et formelt system med
et uafggrligt problem. Tredje og sidste afsnit handler om Goédels ufuldsteendighedsseetninger.

Vi betragter i dette kapitel tallet 0, som et naturligt tal. Dette kapitel bygger hovedsagligt
pa Cori & Lascars bog [Las94].
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4.1. REKURSIVITET

4.1 Rekursivitet

Klassen af rekursive funktioner spiller en central rolle i studiet af beregnelighed. Intuitivt er
de rekursive funktioner netop de funktioner, som kan beregnes algoritmisk, altsa ved hjslp
af en mekanisk procedure (Church’s tese). Turingmaskinen er et bud pa en praecis definition
af begrebet algoritme, og det skal vise sig, at en funktion er rekursiv netop nar der findes en
Turing maskine, der beregner den. Under Church’s tese kan Turing maskinen altsa beregne
preecis de funktioner, som er beregnelige i intuitiv forstand.

4.1.1 Rekursive funktioner

Definition 4.1.1. Lad F, vere mengden af afbildninger fra NP ind i N, og F = UpeN Fp.
Mengden af primitive rekursive funktioner er den mindste delmangde £ af F, som opfylder:

1. De konstante funktioner tilhgrer £.
2. Projektionerne PF(zy,...,xy) = x; ligger i € for alle k € N og for allei € 1,... k.
3. Succesor-funktionen S(x) =z + 1 tilhgrer £.

4. & er stabil under substitution, dvs. hvis f1,...,fn € FrNE 09 g € FnNE,
saerg(fi,...,fn) €E.

5. & er stabil under rekursion, dvs. hvis g € Fr NE og h € FriaNE og

o f(z1,...,2x,0) = g(z1,...,2k)
o f(z1,...,2k,y+1)=h(x1,...,259, f(T1,..., 2%, Y))

daer fef.
Eksempel 4.1.2. f(z,y) =z +y er primitiv rekursiv idet
o f(x,0) == P}(z)
e f(z,y+1)=h(z,y, f(z,9)), hvor h(z,y,2) = S(z) = S(P}(x,y,2))
Folgende funktioner er ligeledes primitive rekursive:

z—1 hvisz >0
6(30)_{ 0 hvis z =0

s Jr—y hvisz>y
o y_{() ellers

sg(x)

|0 hvisz=0
T 1 1 ellers

Vi har nemlig: 6(0) =0 og 6(y + 1) = y (rekursion)
r—0=z og x—(y + 1) = §(z—y) (rekursion)
sg(z) = z—&(x) (substitution).
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Definition 4.1.3. p-operatoren, p: € — N noteres py(g(z1,...,z5,y) = 0) og er det mindste
y saledes at (g(x1,...,2x,y) =0.

Bemeerk, at p-operatoren ikke altid er defineret. Mere praecist geelder der, at py(g(x1, ..., x5, y) =
0) = k, hvis (g(z1,...,2k, k) = 0, og hvis for alle y' < k, (g(z1,...,zk,y’) er defineret og for-
skellig fra nul.
Meengden af rekursive funktioner £* er foreningen af de primitive rekursive funktioner &
og funktionerne opnaet fra £ ved anvendelse af u-operatoren. En rekursiv funktion er ikke
ngdvendigvis total (i.e. overalt defineret), idet u-operatoren ikke altid er defineret.

Eksempel 4.1.4. Lad g(z,y) = x — 2 og f(z) = py(g(x,y) = 0), f er da den partielle
rekursive funktion, som antager verdien 0 for x = 2, og som ikke er defineret for x # 2.
h(z) = py(y > x) er en total rekursiv funktion, som specielt er primitiv rekursiv, idet den er
identisk med successor-funktionen.

Der findes totale rekursive funktioner, som ikke er primitive rekursive, for eksempel Ack-
ermann’s funktion A(z) = A,(x), hvor A,(x) er defineret ved dobbelt rekursion:

o Ag(x)

o A,(0)

o Auei(o+1) = Ay(Anyi (2)
se [Las94] p.18 for bevis.

233

1

Definition 4.1.5. En mengde A er (primitiv) rekursiv hvis og kun hvis dens indikatorfunk-
tion 14 er (primitiv) rekursiv.

Eksempel 4.1.6. Enhver endelig mengde er primitiv rekursiv. Lad A = {z1,...,x,} sa er
14 =1-sg(|r — z1||z — 22| -+ |2 — 24|)
som er primitiv rekursiv idet |x — y| og xy oplagt er det.
Hvis A C NP+ er primitiv rekursiv, sa geelder det samme for meengderne

B ={(x1,...,2p,9)|3t < y(x1,...,2p,t) € A}
C={(z1,...,2p,9)|Vt < y(ax1,...,2p,t) € A} thi
1g(z1,...,xp,y) = sg(>- 7 o la(xr, ..., 2p,t)) og
lo(z1, .. xpy) = sg(I1 g La(za, .. 2p, 1))

Seetning 4.1.7. For ethvert p € N findes rekursive funktioner oy, € F, og ,6;, g, B8 e
Fi,som opfylder at o, er en bijektion mellem NP og N og )\:L‘.(ﬁ; (z), ﬁg(x), .., 35(x)) er dens
reciprokke.

Bevis:

Seetningen vises ved induktion efter p. For p = 1 er resultatet oplagt a; = 8f = Id. For
p = 2 nummereres parrene i N2 diagonalt, dvs efter ordenen (0,0) (1,0)(0,1) (2,0)(1,1)(0,2)
(3,0)(2,1)(1,2)(0,3) ... hvor (0,0) far nummer 0. Sa er as(z,y) lig antallet af par der kommer
for (z,y) i ovenstaende liste. Den n’te diagonal starter med (n,0) og har n + 1 elementer, sa
ar(,0)=(z—1)+14+@—-2)+1+(@—3)+1+ - +2+1=Iz(x+1) og as(z,y) er det
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y'te par efter parret (z +y,0), altsd as(z,y) = as(z+y,0) +y =2z +y)(z+y+1) +y.
Bemeerk, at as(x,y) > = og as(x,y) > y sa man kan definere

r(x) =pz <x(3t <x:an(zt) =z)og fa(z) =pz < z(3t <x:ay(t,z) =)

Lad A, = {2|3t < z : as(z,t) € {x}} I folge eksempel 4.1.6 er A, primitiv rekursiv, og det
folger at B4 (v) = uz < z(z € A;) er rekursiv. Tilsvarende for 32.
Antag, at a,, og 8:,1 < i < n eksisterer. Sa kan man definere

a1 (21,22, oy Tpy1) = an(T1, .o o1, 02(Tn, Tng1)),

som da er rekursiv, og for 1 < i < n — 1 har man da (8.,, = 3, mens 3, = 33 o B og

ﬂ;‘ﬂ = (32 o 37, som saledes ogsé er rekursive. O

4.2 Turingmaskiner

En Turingmaskine (i det folgende forkortet TM) er en matematisk model for det intuitive
begreb algoritme. En TM er givet ved:

e n band, som hver er delt op i nummererede celler startende fra venstre med cellerne nr
1.

e En endelig maengde af tilstande E

e En afbildning M : S"xE — S"x Ex{—1,0,1}, hvor S = {d, b, |}. M kaldes transitions-

tabellen.

d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.1
d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.2
d | celle nr.2 | celle nr.3 band nr.n

-

Der findes forskellige mader at definere Turingmaskinen pa, nogle bruger fx kun et band,
men de er essentielt ens forstdet pa den made, at de beregner de samme funktioner.
TM’s band er afgraensede til venstre og uendelige mod hgjre. TM har desuden en cursor, som
kan laese, skrive, slette og flytte sig alt efter instruktionerne givet ved M. E indeholder som
minimum den initiale tilstand e; og en (eller flere) slut-tilstande ef. Maskinen befinder sig
til ethvert tidspunkt i netop en tilstand. S er maskinens alfabet bestaende af d (for debut)
b (blank) og |. Den tredje variabel i M’s billede angiver, hvilken vej cursoren skal flytte
sig (1: en celle til hgjre, -1: en celle til venstre og 0: bliv staende) efter at have foretaget
eventuelle zendringer i de celler, hvor den star. Maskinen standser nar den nar en slut-tilstand
ef. Cellerne med nr 1 indeholder altid symbolet d. Maskinen kan ikke slette symbolet d, og
cursoren kan ikke ga lsengere til venstre nar den star ved d. Til tiden ¢ = 0 star cursoren ved
cellerne med nr 1 (se figur). Maskinen skriver aldrig pa de band, som indeholder input. TM’s
arbejde illustreres bedst ved et par eksempler:
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Eksempel 4.2.1. Successor-funktionen: TM skal bruge 2 band og 2 tilstande. E = {e;, ey}

M(da dvei) = (d? da 6i,+1)
M(,b,e;) = (], ], e, +1)
M(b,b,e;) = (b, |, ef,0)

Inputtet x star pa gverste band nar maskinen starter, dvs. celle nr 2 til og med nr x+1
indeholder en streq. Maskinen seetter streger pa band 2 indtil den nar celle x+1, hvor
den seetter en streg og stopper. Nu star input x pa band 1 og resultatet x+1 pa band 2.

Projektionerne Pj(z1,...,z;) = z;
Lad i,k vere givet, i < k. TM skal have k + 1 band og 2 tilstande.

M(d,...,d,e)=1(d,...,de;,+1)
M(s1,...,8k,b,e;) = (S1,..., Sk, |,ei,+1), for s; = |
M(s1,...,5,b,€;) = (51,...,5k,b,e5,0), for s; =b

Denne maskine kopierer simpelthen indholdet af det i’te band til det nederste band.

De konstante funktioner f(z1,...,z,) =k for p,k € N kan beregnes af en TM med p+ 1
band og k + 2 tilstande {e;, e1,... ey, er}

M(d,...,d,ei): (d,...,d,el,—i—l)
M(s1,...,8p,b,en) = (51,...,5p, |, €nt1,+1)

for alle s1,...,8, 091 <n<k-1
M(Sl,...,Sp,b,ek;) = (515'~'38p,|7€f50)
for alle s1,...,sp

Man siger at TM beregner en funktion f : NP — N, hvis TM har p+1 band og hvis der
for (z1,...,zp) € dom(f) geelder, at TM nar en slut-tilstand med (z1,...,z,) pa de p forste
band og f(z1,...,2p) pa det sidste. Resten af bandene skal veere tomme. Desuden skal der
geelde, at for (z1,...,xp,) ¢ dom(f) standser maskinen ikke. f kaldes da Turing-beregnelig

Seetning 4.2.2. En funktion er Turing-beregnelig hvis og kun hvis den er rekursiv.

Bevis:

For at vise at enhver rekursiv funktion er T-beregnelig, er det tilstraekkeligt at vise, at det
geelder for projektionerne, de konstante funktioner og successor-funktionen (hvilket allerede er
gjort i eksempel 4.2.1) samt at meengden af T-beregnelige funktioner er stabil mht. rekursion,
substitution og p-operatoren.

Fgrst rekursionen:
Lad f : NPT — N vaere givet ved

f(x1,...,2p,0) = g(a1,...,2p)
flz1,...,zp,y+ 1) =h(zr,...,2p,y, f(T1,. .., Tp,Y))

hvor g og h er partielle funktioner, som beregnes med maskinerne M hhv. M’. Antag, at
M har p+ 1+ k band og M’ p+ 3 + k/, samt at E er maengden af tilstande for M og
E’ mezengden af tilstande for M’. Idet man altid kan give en tilstand et nyt navn, kan det
antages, at £ N E’ = (). Maskinen N, som skal beregne f skal bruge p + 4 + k + k" band og
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mengden af tilstande er EUE'U{ey,...,er}, hvor e;’erne er tilstande som ikke allerede findes
i EUE'. Til at begynde med star zi,...,zp+1 pa de forste p + 1 band og nar N standser
(hvis den standser) skal f(x1,...,2p41) sta pa band nr. p + 2. Ideen er at lade N beregne
flz1,...,zp, 1), f(z1,. .. 2p,2),..., f(z1,...,2p, xps1), mens et af bandene (p+2) bruges som
teeller, der holder styr pa, hvornar maskinen er naet til f(x1,...,2p,xp11). N starter som M
pa bandene 1,...,p,p+4 (samt de k band M bruger til at arbejde pa). Hvis M standser, star
g(x1,...,xp) pa band p+4 og N skifter til tilstand eg. I denne tilstand kopieres indholdet af
p+ 4 til p + 3 samtidig med at p + 4 slettes. Tilstanden e; sammenligner p + 2 med p + 1,
dvs. sammenligner x,; med telleren. Hvis indholdet er ens skiftes til eg som sgrger for at
flytte indholdet af p + 3 til p + 2, som jo var output-band for N, hvorefter den skifter til ey
som er slut-tilstanden for N. Ellers skiftes til es, som har til opgave at leegge én til teelleren,
altsa szette en streg pa p+ 2. Nu skiftes til begyndelses-tilstanden for M’. M’ bruger bandene
1,...,p,p+2,p+ 3 som input og skriver resultatet pa band p+ 4. Hvis M’ standser skiftes til
til eg igen. Tilstandene es, e4, og e5 har alle til opgave at flytte cursoren til venstre inden der
skiftes til tilstandene hhv. eq, eo og eg.

substitution:

Lad f1,...,fn : N - N og g : N* — N vaere T-beregnelige funktioner. Det drejer sig om
at konstruere en Turing-maskine N, som beregner h = g(f1,..., fn). Lad M; veere maskinen,
som beregner f; for i = 1,...,n og M maskinen, som beregner g. Antag for hvert i, at M;
har p; band, hvor p; > p+1 og at meengden af tilstande er F;. Maskinen M har m band og F
betegner maengden af tilstande. Som fgr antages det, at disse maengder er disjunkte. N har
P =p+>1 (pi—p)+ (m—n) band og meengden af tilstande er EU (U E;) U {en,ef}.

N starter med at arbejde som M7 dog uden at bruge band p+1, hvor det endelige resultat
skal sta. Resultatet f(z1,...,xzp) skrives i stedet pa et andet band Bj, hvis M; vel at meerke
stopper, og slut-tilstanden for M7 skal bringe cursoren hen til starten af bandene for derefter
at skifte til begyndelses-tilstanden for Ms. Resultatet af MJs beregninger skrives pa af band
By (som er forskelligt fra band p+1 og fra By) og sa fremdeles. M) s slut-tilstand bringer
cursoren til start og skifter til M’s begyndelses-tilstand. N arbejder nu som M, men med
bandene By, ..., B, som input og skriver resultatet h(z1,...,z,) pa band nr. p+1. Derefter
bringer slut-tilstanden for M cursoren tilbage til start og ey sletter indholdet af By, Bo, ..., B,
hvorefter N stopper i tilstanden ey. Inputtet x1,...,z, star nu pa bandene 1,...,p og output
h(xi,...,x,) pa band p+1. Resten af bandene er tomme.
p-operatoren:

Maskinen N, som beregner g(x1,...,zp) = py(f(z1,...,2p,y) = 0), hvor f er en funktion,
som beregnes af maskinen M, konstrueres tilsvarende:

N har p + 2 band og maengden af tilstande er tilstandene for M forenet med {ey,...,e5}
nye. N starter med at arbejde som M med x1,...,x,,0 som input. Hvis f er defineret for
x1,...,Tp,0 vil M stoppe og output sta pa band p + 2. M’s slut-tilstand bringer cursoren til
start og skifter til eg. ey checker, om der star noget pa band p + 2. Hvis det forste eg mgder
er et b gar N i slut-tilstanden e5. Ellers skiftes til e, som skriver en streg pa p + 1 (saledes

at input for M nu er x1,...,x,,1) og gar over i es, som bringer cursoren til start. e3 sletter
indholdet af p + 2 og e4 har ogsa til opgave at bringe cursoren til start. N bliver ved til den
har fundet et y sa f(z1,...,2p,y) =0, hvis det eksisterer, ellers stopper maskinen ikke.

For at vise den anden implikation, altsa at enhver funktion som er T-beregnelig er rekursiv,
antages det, at M er en vilkarlig TM, som beregner en partiel funktion f : NP — N. Det skal
vises, at f er rekursiv. M er givet ved:
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e antallet af band: n

e antallet af tilstande m + 1. Her antages det at tilstandene nummereres fra 0 til m og at
0 betegner begyndelsestilstanden, mens 1 betegner sluttilstanden.

e Transitionstabellen M : S” x E — S™ x E'x {—1,0,1}

Lad tallene 0, 1 og 2 sta for henholdsvis b,d og |. Skriv indholdet af cellerne til tiden ¢
op i en liste K(t) = (s0,81,-+,8i,...), hvor s; € {0,1,2} for alle i. Start med celle 1 band
1 derefter celle 1 band 2 indtil celle 1 band n dernaest cellerne med nr. 2 osv. Listen har
et endeligt antal elementer forskellige fra nul, thi til tiden ¢t = 0 star input, som er endeligt
pa bandene og maskinen kan hgjst tilfgje et symbol per tidsenhed. Bemaerk, at s,,(y—1)4 (-1
svarer til symbolet i celle u band v < n (hvor n var antallet af band). Listen kodes pa folgende

made: A
T(K)=Ys3
i>0

Det er klart, at ' er injektiv da s; € {0,1,2} for alle i. Man genfinder tallet som svarer til
symbolet i celle © band v ved:

r(g(D(K), 3" D+D) 3)

hvor r(z,y) er resten ved heltalsdivision af  med y og ¢(z,y) kvotienten. Antag nemlig, at
n(u—1)+(v—-1) =k, daer

D(K) =s0+513+ 45,131+ 5,38 + 55031+ - -

og
k-1
D 53t <3
i=0
sa
q(I'(K), 3’“) = S+ Sg4+13+ sk+232 4+
= Sk + 3(Sk+1 + Sk+23 + - )
= spmod3

det vil sige 7(q(I'(K), 3%),3) = s; som gnsket.
Maskinens situation til tiden t er S(t) = (e, k, K(t)), hvor e € {0,...,m} er tilstanden og
k nummeret pa de celler cursoren befinder sig ved.

F(S) = 043(67 k7F<K))

Funktionen Sit(t,z1,...,7,) = I'(S(t)) er primitiv rekursiv!. Sit(t,z1,...,z,) er situation til
tiden t for maskinen startet pa input zi,...,z,. Man kan nu definere en rekursiv funktion,
som finder beregningstiden for et giver input z1,...,x,.

T(x1,...,2p) = pt(B3(Sit(t,x1,...,2p)) = 1)

'Se [Las94] p 35 for bevis
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altsa T' finder det mindste ¢ saledes at M med inputtet x1, ..., x, befinder sig i sluttilstanden.
Hvis f(x1,...,zp) ikke er defineret, standser M ikke og T" er da heller ikke defineret. Hvis
f(x1,...,zp) er defineret, vil resultatet sta pa band p + 1 til tiden ¢. Det drejer sig altsa om
at teelle antallet af streger pa p + 1 til dette tidspunkt. Betragt dertil

alz) = py(r(a(B3(x), 3" D7), 3) = 0)

Hvis x = Sit(t,x1,...,2,) sa er F3(z) = ['(K(t)) og a finder da det mindste y saledes at
symbolet i celle y 4+ 2, band p+ 1 er et b. Idet forste symbol pa et band altid er d, svarer a(z)
preecis til antallet af streger pa band p 4+ 1. Man finder nu

flx1,... zp) = a(Sit(T(x1,...,2p), T1,...,Tp)).

Da f er sammensat af rekursive funktioner, ses det som gnsket, at f selv er rekursiv.
O
En TM er som bekendt givet ved antallet af band n, antallet af tilstande m + 1 og transi-
tionstabellen. Man kan afbilde transitionstabellen ind i N pa felgende made: For (s1,..., sp,€) €
S™ x B st

r1 = ao(l(s1,...,8n),€)

ro = ag(T(t1,...,tn),e,e + 1) hvor € € {—1,0,1} og
tl,...,tn,e':M(sl,...,sn,e)

n(s1,...,8n,€) = (m(r1))"?, hvor m(7) er det i + 1’te primtal

Koden for transitionstabellen er da

u= H n((s1,...,Sn,€)

(814evey8n,)EST X E

Definition 4.2.3. Et indeks for en TM er tallet ag(n,m + 1,u).

Den universelle Turingmaskine

-er en TM, som for et naturligt tal p, kan beregne enhver rekursiv funktion af p variable. Man
ved allerede, at til enhver rekursiv funktion findes en TM, som beregner denne. Ideen er, at
knytte et indeks til hver TM og derefter vise, at den partielle funktion ¢ : NP*1 — N, som er
defineret ved:

( ikke defineret hvis 4 ikke er indeks for en TM med mindst
p~+ 1 band
) indholdet af det p + 1’te band hvis TM med indeks i standser

QOP(Z,I'l,...,l'p): o :

pa input r1,...,Tp
ikke defineret hvis TM med indeks i ikke standser

pa input x1,..., 7,

er rekursiv. Dette betyder nemlig, at der findes en TM, som beregner ¢P(i,z1,...,zp) dvs.

givet et i € N, opfarer den sig som maskinen med indeks ¢, hvis ¢ altsa er et indeks for en
maskine som tager p variable. Afbildning fra maengden af TM ind i N er ikke surjektiv, sa der
er ogsa tal i N som ikke er indeks for nogensomhelst maskine.

42



KAPITEL 4. GODELS UFULDSTANDIGHEDSSATNINGER

Saetning 4.2.4. For hvertp > 0, er P rekursiv og hvis f er en rekursiv funktion af p variable,
findes et naturligt tal i sdledes at f = Azq,...,2p.0P (4, 21,...,2p) = ¥

Bevis: Hvis f er en rekursiv funktion af p variable, sa findes der i fglge seetning 4.2.2 en TM,
som beregner f. Denne TM har et indeks i¢, sa per definition af ¢, er f = gofo, og i kaldes
da indeks for f.

Man for brug for felgende:

I, = {i|i er indeks for en TM med mindst p + 1 band}

hvis i € I, : T'(S(t)) dvs
STP(i,t,x1,...,2p) = Sit(t,z1,...,xp) for maskinen med indeks ¢
ellers: 0

STP er primitiv rekursiv?. P4 samme made som tidligere defineres en funktion, som finder
beregningstiden:

TP(i,x1,...,2p) = pt(BY(STP (i t, 1, . .. ,Tp)) =1)
desuden defineres meengderne

BY = {(i,t,xl,...,xp)|ﬁ§(STp(i,t,1:1,...,xp)) =1}

C? ={(i,y,t,x1,...,xp)|i € I, (i,t,21,...,2p) € BP,y = a(ST?(i,t,21,...,2p))}

Det ses at BP og CP er primitive rekursive. At y = a(ST?(i,t,x1,...,x,)) betyder at
maskinen med indeks ¢ startet pa ,x1,...,x, har y streger pa band p+1 til tiden ¢. Det fglger
nu, at

Pz, .., xp) = py((4,y, TP (4, 1, ..., Tp), T1, ..., xp) € CP)

Church’s tese:

En talteoretisk funktion er beregnelig i intuitiv forstand hvis og kun hvis den er rekursiv.
Church’s tese kan selvfglgelig ikke bevises, da man ikke kan give nogen preecis definition af
det at veere “beregnelig i intuitiv forstand”, pa den anden side findes der ingen modeksempler
pa Church’s tese. At en funktion er beregnelig i intuitiv forstand er det samme som at der
findes en opskrift eller en algoritme til at beregne den. Algoritme er ogsa et intuitivt begreb,
og Turingmaskinen et forsgg pa at indfange det. De Turing-beregnelige funktioner er netop de
rekursive, sa Church’s tese kan ogsa formuleres: En talteoretisk funktion funktion er beregnelig
1 intuitiv forstand hvis og kun hvis den er Turing-beregnelig hvis og kun hvis der findes en
algoritme til at beregne den. Turingmaskinen er langt fra den eneste definition af begrebet
algoritme, men samtlige definitioner har vist sig at veere sekvivalente? forstaet pa den made,
at de beregner de samme funktioner nemlig de rekursive, hvilket understgtter Church’s tese.

2se [Las94] p.38 for bevis
3 [Men97] p.345
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4.2.1 Standsningsproblemet

Standsningsproblemet for en TM M drejer sig om at afggre, hvorvidt M standser nar maskinen
startes pa et input x.

Man siger, at et problem er afggrligt hvis der findes en algoritme, som lgser det. Under
Church’s tese er det det samme som at sige, at der findes en rekursiv funktion eller en TM
som lgser problemet. Hvis det ikke er tilfseldet, siges problemet at veere uafggrligt. Der findes
bade Turingmaskiner med afggrlige og med uafggrlige standsningsproblemer.

Eksempel 4.2.5. Betragt en TM M med 2 band og 3 tilstande og transitionstabellen

M(d,d,e;) = (d,d,e;,+1)
M(],b,e;) = (|, b,e1,—1)
M(b,b,e;) = (b, b, ef, 0)
M(b, | ei) = (b, ],e1,—1)
M (s1,89,€1) = (31,32,61,+1) hvor s1,s9 € {d,b,|}

M er et simpelt eksempel pa en maskine med et afgorligt standsningsproblem. M standser
hvis og kun hvis x = 0.

Definition 4.2.6. Lad A C NP, man siger at mengden A er rekursivt numerabel (forkortes
r.n.) hvis den er domenet af en rekursiv funktion.

Betragt den rekursive funktion ¥, som er defineret under afsnittet om den universelle
Turingmaskine.

Man noterer domp? = W?. Bemeerk, at enhver rekursiv maengde er rekursivt numerabel.
Thi hvis A er rekursiv, sa er 14 rekursiv. Og funktionen f(x) = py(y +1 = z) er rekursiv og
defineret for alle © £ 0. f o 14 er rekursiv og domenet er netop A, hvilket viser, at A er r.n.

Lemma 4.2.7. A C NP er rekursiv hvis og kun hvis A og A (hvor A = NP\ A) begge er
rekursivt numerable.

Bevis: Hvis A er rekursiv, si er A det ogsd, idet 15 = 1-14, og de er da begge r.n. P4 den
anden side, hvis bade A og A er r.n. findes indeks j, k sd A = W]p og A = WY. Man ved
desuden at

BP = {(i,t,x1,...,2)|85(STP(i,t,21,...,1p)) = 1}

er rekursiv,
Bp(z) = {(ta$1a- .- 7$p)|(i7t7$1,- .. 71:17) € Bp}

er det derfor ogsa. Lad
hxi,...,zp) = pt((t,z1,...,2,) € BP(j) UBP(k))

h er rekursiv og total. BP(j) er netop de (t,z1,...,%,) sadan at maskinen med indeks j
standser til tiden ¢ pa input x1,...,z,. Det vil sige, hvis der findes et t sa (¢t,21,...,2p) €
BP(j) sa er
T1y...,Tp € domgp? =A
Altsa (z1,...,2p) € A hvis og kun hvis (h(z1,...,2p),21,...,2, € BP(j)). Da BP(j) er
rekursiv, er A det ogsa. O
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Lemma 4.2.8. Selvstandsningsproblemet er uafgorligt.

Bevis:

Selvstandsningsproblemet handler om at afggre, hvorvidt en TM med indeks z stand-
ser pa input x. At vise at det er uafgerligt kommer ud pa at vise, at maengden K =
{x|pL(x) er defineret} = {x|xr € W} ikke er rekursiv.

Antag, at K er rekursiv, sa er meengden K rekursivt numerabel i fglge lemma 4.2.7. Det
vil sige, der findes et indeks ig, sa

K = domcp%o = Wl-t

Vi har nu: B
ig € K
& Qg e Wy
& e K
hvilket er en modstrid. Konklusion: K er ikke rekursiv. O

Saetning 4.2.9. Det specielle standsningsproblem er uafgorligt.

Bevis:

Givet et indeks i og et input x at afggre om !(i,z) er defineret, eller med andre ord
om TM med indeks ¢ standser pa x, kaldes det specielle standsningsproblem. Det skal vises,
at W = {(i,7)|p (i, z) er defineret} = {(i,z)|x € W]} ikke er rekursiv. Betragt maengden
B = {(z,z)|xz € N}. B er rekursivda lg(z,y) = 1-|z—y|. K' = {(z,z)|z € K} er til gengeeld
ikke rekursiv i folge ovenstaende lemma, idet 1x/(z, ) = 1k (z). Det ses at K/ = BNW, sa
hvis W var rekursiv ville K’ ogsa veaere det. Konklusion: W er ikke rekursiv. U

Bemeerkning 4.2.10. K og W er rekursivt numerable: K er domenet af den rekursive
funktion g(z) = p'(z,x), og W er domenet af h(i,z) = ut((i,t,r) € B') som ligeledes er
rekursiv.

At det specielle standsningsproblem er uafggrligt betyder (under Church’s tese) at der
ikke nogen algoritme som kan lgse det. Med andre ord findes der ingen algoritme (eller TM)
som givet et vilkarligt computerprogram og et vilkarligt input til dette program, kan afggre
hvorvidt programmet vil standse pa dette input.

4.3 Godels ufuldsteendighedssatninger

11910 udkom Whitehead & Russels omfattende veerk Principia Mathematica. Et af malene var
en fuldsteendig formalisering af aritmetikken forstaet pa den made, at man ved udelukkende at
arbejde i et symbolsprog og med ganske fa interaktions- (eller deduktions-) regler kunne fjerne
al semantik fra den matematiske bevisfgrelse. Et sidan symbolsprog med deduktionsregler
kaldes et logisk system.

Hypotesen var, at man i det logiske system, pa grundlag af Peano’s aksiomer for aritme-
tikken, kunne vise alle teoremer indenfor denne. Man troede med andre ord, at systemet var
komplet det vil sige, at for ethvert udsagn F' skulle man enten kunne udlede F' eller = F i
systemet.

Mange matematikere troede at en sddan aksiomatisering var mulig, ikke blot for arit-
metikken, men for hele matematikken, og flere arbejdede pa at bevise det. I 1931 udkom
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imidlertid Godels artikel “Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme”, som en gang for alle fastslog projektets umulighed. Gédel viser nemlig
i sin forste ufuldsteendighedsseetning, at ethvert aksiomssystem (ogsa kaldet teori) for arit-
metikken, som opfylder, at men effektivt (i.e. rekursivt) kan afggre, om et givet udsagn er
et aksiom eller ej, ikke kan vaere komplet. I sin anden satning giver han et eksempel pa et
uafggrligt udsagn, altsa et udsagn, som opfylder at hverken det selv eller dets negation kan
vises i systemet.
4.3.1 Signaturer, strukturer og sprog
Definition 4.3.1. En signatur o bestar af

e en indiceret mengde {c;} af konstantsymboler,

o en meangde af {f;} funktionssymboler f; af aritet (antal argumenter) m; og

e en mengde {r;} af relationssymboler ry af aritet my.

En struktur
M = <E7Tl?47fj/\47cz/\4>

af signatur o bestar af en mangde E kaldet universet,
e clementer CZM €k,
o funktioner f]M :E™ — E og
e relationer ré\" pa E™Mk.

Konstanterne CZM, funktionerne ij og relationerne 7“,/6” kaldes for fortolkningen i M af hhv.
ci, fj o9 .

Eksempel 4.3.2. Strukturen R = (R, <,+,-,0,1) er en struktur af signatur
o 2 konstantsymboler {c,d} (fortolket af 0 og 1).
o 2 binere funktioner {f, g} (fortolket af + og -).
o 1 biner relation {r} (fortolket af <).

En signatur o har et sprog L. Dette sprog bestar af et alfabet, termer (ord over alfabetet)
og formler (“pastande” om termerne).

Alfabetet
Alfabetet (der ogsa kaldes L) er en foreningsmaengde bestaende af
e en teellelig meengde {vy,va,vs, ...} hvor elementerne kaldes variable,

e maengden {(,), 1, A, V,V,3} af symboler, hvor “(” og “)” kaldes parenteser og bruges til
at adskille termer, “A” og “V” kaldes konnektiverne hhv. og og eller, “=” kaldes ikke
og V" og “3” kaldes kvantorene hhv. al- og eksistens- og

e mangderne {¢;}, {f;} og {ri} af hhv. konstant-, funktions- og relationssymboler fra o.

46



KAPITEL 4. GODELS UFULDSTANDIGHEDSSATNINGER

Termer

Meengden 7 (L) = |J,, 7, (L) af termer i sproget £ defineres induktivt vha. kompleksiteten af
termer. Vi definerer altsa

7o(L): meengden af termer af kompleksitet 0 til at veere foreningsmeengden {v1, vy, vs,...} U
{c;} af variable og konstantsymboler og

Tn+1(L): meengden af termer af kompleksitet n+1 hvor elementerne er af formen f(¢1,t2,...,tn),
hvor f er et m-gert funktionssymbol og t1,%s,...,t,, er termer af kompleksitet mindre
end eller lig med n hvor mindst én term har kompleksitet 7.

Eksempel 4.3.3. Betragt sproget L = (<,+,-,0,1). Her er termen vy - (v1 + 1) en term af
kompleksitet 2, da den er opbygget af termerne vo og v1 + 1 hvor ve har kompleksitet 0 mens
v1 + 1 har kompleksitet 1 da den er opbygget af v1 og 1 der begge har kompleksitet 1.

Bemaerkning 4.3.4. For termen vy - (v1 + 1) @ Eksempel 4.3.2 kan vi lave grafen

V2
/
vy-(v1+1)—v1+1——=1u
\
1

En sadan graf kaldes for en dekomposition af termen vy - (vi+1). Det indses let ved induktion
at en vilkarlig term i et vilkaligt sprog har entydig dekomposition: Hvis termen er en konstant
eller en variabel er pastanden oplagt men hvis termen har formen f(tq,ta,...,ty) er eneste
mulighed for dekomponering at splitte op i termerne ti,ta,... ty, der induktivt kan antages
at have entydige dekompositioner.

Formler

Ligesom maengden af termer, defineres meengden F(L) = |J,, Fn(L) af formler i £ ogsa in-
duktivt. Altsa defineres

Fo(L): meengden af formler af kompleksitet 0 (ogsa kaldet atomiske formler) betsar af udtryk
af formen t1 =ty og 7(t1,t2,...,tm), hvor t1,ta, ..., L, er termer og r et m-zrt relations-
symbol og

Fr+1(L): meengden af formler af kompleksitet n + 1 bestar af udtryk af formen —=F, F' A G,
F VG, F og VoF, hvor F og G er formler af kompleksitet mindre end eller lig med
n og mindst én af kompleksitet n.

Bemaerkning 4.3.5. Nar formler defineres pa denne made, resulterer det i at L bliver et
sprog af forste orden. I et sprog af forste orden ma der kun kvantificeres over individer i
sproget, dvs. at det kun er wvariable der kan optrede umiddelbart efter kvantorsymbolet. I
hgjere ordens sprog tillades det ogsa at man kan kvantificere over formler i sproget, sa en
formel som YveIFVui(F V (va = v1)) wville veere tilladt i et sadant sprog; men dette er altsa
tkke tilladt her!
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Til enhver formel F' € F(L) knyttes et tal QR(F) € Ny kaldet kvantorrangen af F. Det
defineres induktivt ved

0, hvis F' er atomisk

QR(F) = QR(g), hvis F' = —g
max{QR(g),QR(h)}, hvis F=gAheller F=gVh
QR(g) + 1, hvis F' = Vu,g eller F = Ju,g

Kantorrangen af en formel er sa at sige et udtryk for pa hvor mange niveauer der kvantificeres.

Bemszerkning 4.3.6. Ved et afgument tilsvarende det i Bemerkning 4.3.4 (strukturel induk-
tion) indses det at formler har en entydig dekomposition i atomiske formler.

Betragt formlen 7 (v, v2) V (Vv (v1 = v3)). Her kaldes den forste forekomst af variablen vg
fri mens den anden forekomst kaldes bundet. Man kan afggre om hvorvidt en forekomst af en
variabel er fri eller bundet ved at betragte dekompositionen:

/
r(v1,v2) V (Vo (v1 = v3)) —— Vo1 (v1 = v3) T vy =

r(vi,v2)

Enhver forekomst af en variabel “ender” i en atomisk formel ude til hgjre i dekompositionen.
Hvis man felger pilene “baglaeens” hen til den oprindelige formel, og pa sin vej mgder en kvantor
med den pagaeldende variabel, er denne forekomst af variablen bundet. Hvis en forekomst
ikke er bundet kaldes den fri. En variabel v kaldes fri ¢ en formel F', hvis der er mindst én
fri forekomst af v 1 F. Maengden af alle frie variable i F' betegnes F'V(F'). Hvis der for en
formel F' geelder at FV(F) = () kaldes F en lukket formel eller en setning. Hvis FV (F) C
{v1,v9,...vy} benyttes ofte notationen F'vy,va,. .., vy] for at understrege dette (vy,va,. .. vm,
er altsa variable der kan veere frie i F' men ikke behgver at veere det); samme notation benyttes
ogsa for termer, hvor forekomster af variabler (med fa undtagelser®) altid er frie.

Definition 4.3.7. Hvis en struktur S har en signatur o, og L er sproget horende til o, da
kaldes S en L-struktur.

4.3.2 Fortolkning af termer i en struktur

Definition 4.3.8. Lad S = (E,rf,ff,cf>, veere en L-struktur, t = tlvy, vy, ..., v,] € T(L)

09 a1,a2,...a, elementer ¢ E. Da er fortolkningen af ¢ i S, hvor de variable vy, vo,...,v,
fortolkes af elementerne @ = (a1, as,...,a,) et element i E, skrevet

S S(=

t°[vy — a1, vy — ag, ..., v, — ay] eller blot t°(a)

og defineret som folger

c‘is, fort=c¢;

t5(@) = { ap, fort=wv,
P (@), 5@, 15@)  fort = f(tr b 1)

*Hvis der fx. anvendes M-kalkyle: T termen (Av1.(v1 4 1))v2 er forekomsten af v1 bundet af Av; mens vo er
fri.
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Bemseerkning 4.3.9. Definition 4.3.8 giver anledning til en afbildning E™ — E givet ved
a— ts(ﬁ).

Eksempel 4.3.10. Betragt sproget og strukturen fra Eksempel 4.3.2. Lad t[vy,ve,v3] = f(g(v1,v2),v3)
veere en term i sproget og @ = (2,3,4) € R3. Da er fortolkningen af t i R, hvor de variable
v1,v9,v3 fortolkes af elementerne @ = (2,3,4)

tR(@) = (2-3) +4 = 10.

4.3.3 Tilfredsstillelse af formler; Sandhedsbegrebet

Nar man skal definere om hvorvidt en formel kan siges at veere sand eller ej, gar det rimeligt
nemt for atomiske formler, men for formler af hgjere kompleksitet ma man i et vist omfang
appellere til folks intuition.

Definition 4.3.11. Lad § = (E,rf,ff,cf), veere en L-struktur, F' = Flvy,ve,...,v0,] €
F(L) og ay,asg,...ay, elementer i E. At F tilfredsstilles af @ i S skrives S E F(d) og defineres
induktivt som folger (n > 0):

F e fo(ﬁ).’
Hvis F = (t; = t3) er S £ F(a@) hvis t$ (@) er lig med t5(a@) i E.
Hvis F = r(ty,ta,...,t,) er S E F(@) hvis r(t$(d),t5 (), ..., t5(d)) € ro.

FeF,(L):
Hvis F =G A H er SE F(a) hvis SE G(@) og S F H(d).
Hvis F =GV H er SE F(d) hvis S E G(a) eller S F H(a).
Hvis F = =G er S F F(@) hvis der ikke geelder S F G(@) (skrevet S ¥ G(@)).
Hvis F' = 3vG er S F F(@) hvis der findes a € E sadan at

SE Gv1 — a1,v9 = agy ..., 0y — ap,v — a] for Glvy,ve, ..., vy, 0]
Hvis F =YvG er S F F(@) hvis der for alle a € E gelder at
SE Gv1 — a1,v2 = ag, ..., 0y — ap,v — a] for Glvy,ve, ..., v, 0]

Hvis F er lukket, altsa FV (F) =0, skrives ofte blot SE F og F siges da at vere sand i S.

Eksempel 4.3.12. Betragt igen strukturen R, terment og @ € R fra Eksempel 4.3.10. Definer
formlen F' = (t = 10). Da gelder R E F(d), mens der fr. ikke galder R F F((1,2,3)), da
F((1,2,3)) =(1-2)+3=5#10 i R.

Formlen G = Yv1Yvy(v1 - v9 = v9 - v1) er et eksempel pa en lukket formel der er sand i R, da
R er en kommutativ ring.

4.3.4 Teorier

Definition 4.3.13. Lad L vere et sprog og T en mengde af lukkede formler i F(L).

Da kaldes T konsistent hvis der findes en L-struktur S sadan at S E F for enhver formel
F e€T. En sadan L-struktur kaldes en model for T og vi skriver SET.

Hvis F € T, da kaldes F' en konsekvens af T' hvis S E F' for enhver model S for T.

T kaldes en teori hvis den er konsistent og indeholder alle sine konsekvenser.

Bemeerkning 4.3.14. Hvis A er konsistent og F' en lukket formel vil der iflg. Definition
4.8.11 aldrig gelde bade F € A og —F € A.
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Eksempel 4.3.15. Hvis S er en L-struktur, da defineres maengden
Th(S) ={F € F(L)|F er lukket og S F F}.

Det er oplagt at Th(S) er konsistent (S er netop en model for Th(S)) og hvis F er en
konsekvens af Th(S) gelder jo specielt at S E F sa F € Th(S). Th(S) er altsa en teori og
kaldes teorien knyttet til S.

Eksempel 4.3.16. Hvis A er en konsistent mengde af lukkede formler og T4 mengden af
alle konsevkenser af A, da er Ta en teori: For hvis SE A og F € Ty, da vilSE F da F er
en konsekvens af A; sa enhver model for A er ogsa model for T4, specielt findes en model for
T4 (da A er konsistent), sa Ty er konsistent. Hvis F' er en konsekvens af Ty, er F sand i
enhver model for Ty, men da enhver model for A ogsa er en model for T, er F ogsa sand i
enhver model for A dvs. F' er en konsekvens af A; sa F € Ty, specielt indeholder T4 alle sine
konsekvenser.

Lemma 4.3.17. Hvis A er en mengde of lukkede formler, da er F' en konsekvens af A hvis
0g kun hvis AU{—=F} er inkonsistent (ikke konsistent).

Bevis: Vi viser det kontraponerede udsagn. Iflg. Bemaerkning 4.3.14 og Definition 4.3.11 er F’
tkke en konsekvens af A hvis og kun hvis der findes en model S for A sa& S F —F. Men sa er S
jo netop en model for AU{—F'}, specielt har AU{—F} en model og er derfor konsistent. [

Saetning 4.3.18. Lad T vere en teori i sproget L, da er folgende udsagn ekvivalente:
a) T er en maksimal teori mht. mangdeteoretisk inklusion.
b) For enhver lukket formel F € F(L), gelder enten F' € T eller -F € T.
¢) T =Th(M) for enhver model M for T

Bevis: a) = b): Lad F € F(L) veere en lukket formel og antag at F' ¢ T. Da F' ¢ T og T er
en teori, kan F' ikke vaere en konsekvens af T'. Men sa folger det af Lemma 4.3.17 at TU{—F'}
er konsistent, sa iflg. Eksempel 4.3.16 er Ty en teori. Det er klart at T C Tp(-py, sa
da T er maksimal mht. inklusion ma T' = Trry—py; specielt ma —F € Tpypy =T

b) = ¢): Lad M veere en model for T. Da fplger det af definitionen (Eksempel 4.3.15) af
Th(M) at T C Th(M). Vi vil vise den anden inklusion, sa lad F' € Th(M). Hvis F € T er vi
feerdige, sa vi antager at —F € T og viser at det fgrer til modstrid. Pr. definition af Th(M)
gelder der M F F, men da =F € T er F' en konsekvens af T'; specielt gaelder der M F —F
dvs. M E F, hvilket giver den gnskede modstrid.

¢) = a): Lad U veere en teori indeholdende T'. Da U er en teori, findes der en model M for
U.Men daT C U er M ogsa en model for T, hvorfor U C Th(M) =T,sa U = T. Altsa er

T maksimal mht. maengdeteoretisk inklusion. O

Definition 4.3.19. En teori der opfylder en af (og derfor alle) betingelserne i Setning 4.3.18
kaldes en fuldsteendig teori.

Korollar 4.3.20. For enhver L-struktur M er teorien
Th(M) ={F € F(L)|F er lukket og M E F'}.

fulstendig.
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Bevis: Som bemerket i Eksempel 4.3.15 er M en model for Th(M). Hvis F er en lukket
formel og F' ¢ Th(M), sa gelder M ¥ F dvs. M E —F, sa =F € Th(M). Th(M) er altsa
fuldsteendig iflg. seetningen. O

Korollar 4.3.21. Enhver teori er indeholdt i en fuldstendig teori.

Bevis: Lad M vare en model for teorien T'. Da er T indeholdt i Th(M), der er en fuldsteendig
teori iflg. ovenstaende korollar. O

Korollar 4.3.22. Hvis F' er en lukket formel og A en konsistent mengde af lukkede formler,
da er F' en konsekvens af A hvis og kun hvis F' er indeholdt i enhver fuldstendig teori der

indeholder A.

Bevis: Antag forst at I’ er en konsekvens af A, og T er en fuldstaendig teori der indeholder
A. Lad M vere en model for T. Da A C T er M ogsa en model for A, sa M E F. Men sa er
F € Th(M) =T iflg. seetningen.
Antag nu at F' er indeholdt i enhver fuldstendig teori der indeholder A og lad M veere en
model for A. Sa er A C Th(M). Men sa er Th(M) jo iflg. Korollar 4.3.20 en fuldsteendig
teori indeholdende A, sa F' € Th(M) pr. antagelse. Dvs. M E F for enhver model for A, sa
F er en konsekvens af A. O
Vi betragter nu maengden 7 af alle fuldsteendige teorier i £. For enhver lukket formel
F € F(L) defineres delmaengden

(F)={TeT|FeT}CT.
For to lukkede formler F' og G geelder der
(F)N(G) = (FAG)

hvilket indses nemt ved at bruge definitionen af sandhed og (-). Systemet af disse meengder er
altsa lukket overfor feellesmeengdedannelse, sa hvis vi lader 7 veere systemet af alle meengder
af formen (J,;(F;), vil 7 udggre en topologi pa 7 med meengderne (F') som basis. Det indses
ogsa let at

T\(F) = (=F)

sa basismeengderne er ogsa afsluttede. Dette giver os at 7 er en Hausdorff topologi: For hvis
T # T findesder F € T sa F ¢ T'. Derfor ma =F € T" da T" er fuldsteendig. Sa T € (F) og
T' € (-F) = T\(F). Der geelder nu

Seetning 4.3.23. Det topologiske rum (T ,7) af fuldstendige teorier i sproget L er kompakt
og Hausdorff O

Vi vil ikke ga ind i beviset for kompakthed her, men blot vise nogle korollarer til ssetningen.

Korollar 4.3.24. Lad A vere en maengde af lukkede formler i sproget L. Antag at alle
endelige delmeengder af A er konsistente, da er A konsistent.

Bevis: St A = {F}}. Hvis vi kan vise at ((F}) # 0 betyder det at der findes en teori 7' med
A CT.SadaT har en model, er denne ogsa model for A. Da 7 kompakt og Haudorff er det
nok at vise at alle endelige feellesmaengder (Fy)N(F2)N...N(F},) er ikke-tomme (se fx. [Ber97]
Bemearkning 6.3 s. 2.35). Men iflg. antagelsen findes der en model M for {Fy, Fy, ..., F,},
specielt ma Th(M) € (F1) N (Fr) N...N(Fy) O
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Korollar 4.3.25. Lad A vere en mengde af lukkede formler.
a) Hvis A er inkonsistent, da findes en endelig delmaengde af A der er inkonsistent.

b) Hvis formlen F er en konsekvens af A, da findes en endelig delmengde A" C A sa F er
en konsekvens af A’.

Bevis: ad a): Fas ved blot at kontraponere Korollar 4.3.24.

ad b): Hvis er en konsekvens af A er AU{—F'} inkonsistent iflg. Lemma 4.3.17. Men sa findes
der iflg. a) en endelig delmaengde A’ C AU{—=F} der er inkonsistent. Hvis =F € A’ fglger det
af Lemma 4.3.17 at F er en konsekvens af A"\{—F} der ogsa er endelig. Hvis -F ¢ A’, ma
A" U {=F} veere inkonsistent da A" er det (en model for A" U {—F} vil ogsa veere model for
A", sa F er en konsekvens af A’ iflg. Lemma 4.3.17. O
4.3.5 Peano’s aksiomer

Til det logiske system hgrer fgrst og fremmest de logiske aksiomer og deduktionsreglerne, som
er feelles for alle fgrsteordenssprog og alle teorier.

Definition 4.3.26. Lad L vere et forsteordensprog og B,C, D formler i L. De logiske aksio-
mer er folgende:

Ly YvgB(vg) = B(t), hvor t er en term og ingen variabel i t i forvejen er bundet, der hvor t
indscettes.

Ly Yvo(B = C) = (B = YvoC) hvis vy ikke optreder frit i B.

L3 Alle formler, som opnaes ved at erstatte variable med formler i en tautologi fra proposi-
tionel kalkyle.

For at forsta meningen med L1, hjeelper det nok at se dette eksempel:

Eksempel 4.3.27. Betragt folgende formel:
VooIuy (v = vy V 3 + vy = 0)

Denne formel er sand i de reelle tal, men hvis man fandt pd at sette vo = v} + 1 kunne man
udlede
Jui (v =vi +1Vel+0? +1=0)

hvilket ikke geelder i de reelle tal. Derfor forbeholdene i aksiomet L.
Definition 4.3.28. Deduktionsreglerne er folgende

MP Modus ponens: Af B og B = C far man C

GEN Generalisation: Af B far man Yv,B, hvor n € N

Definition 4.3.29. Et formelt bevis ud fra en teori T for en formel F i det logiske system er
en endelig folge G1,Go, . ..,G, sadan at G, = F og for hvert i < n er G; enten

1. et logisk aksiom

2. en formel i T
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3. udledt of Gj,Gy, j, k < i ved hjelp af en af deduktionsreglerne

Huvis der findes et bevis for F' ud fra en teori T skriver man T+ F og F kaldes da et teorem
1 T.

Definition 4.3.30. En teori T siges at vere komplet hvis der for enhver formel F gelder
enten T - F eller T+ —F

Definition 4.3.31. En teori T siges at vere konsistent, hvis der for alle formler gelder enten
T¥FF eller T¥F-F

Desuden er deduktionslemmaet overordentligt nyttigt

Lemma 4.3.32 (Deduktionslemmaet). Lad T vere en teori og B en lukket formel, da
gelder T+ B = C hvis og kun hvis T U{B} + C

Se [Men97] p.74 for bevis.

Eksempel 4.3.33. Huvis T er inkonsistent vil T = G for alle formler G Der findes nemlig
en formel F sa T+ F og T+ —F dermed ogsa T+ F AN —F. Lad G vere en vilkarlig formel.
F A—F = G er en tautologi, sa ved modus ponens fas T + G.

Peano’s aksiomer er en teori i sproget £4 = {0,5,+, x,=}. Her er 0 et symbol for en
konstant, 5 et symbol for en funktion af en variabel og +, X symboler for funktioner af to
variable. Disse symboler har ikke noget af ggre med det ssedvanlige nul, plus eller gange-
tegn, men det er klart at symbolerne er valgt pa denne made, fordi de, nar de tolkes som de
“rigtige” nul, plus og gange i N og nar § tolkes som successorfunktionen, giver en model for
Peano’s aksiomer. Lighedstegnet er underlagt nogle faste normer og kan kun tolkes som det
seedvanlige lighedstegn.

Peano’s aksiomer

(A ) Yug—svg = 0

(A ) Vvoa?)l(—"l)o =0= SV = Uo)

(A ) Vvovm(gvo = SV1 = Vg = ?)1)

(A4) Vvovo—T—() = Vo

(As) YwvoVuivg+3v1 = 5(vo+v1)

(A ) \V/Uo’U() >_<6 = 6

(A ) YugVvivg X 8v] = (7)0)7(1)1)-}?}1

(1S)  [F(0) AVuo(F(vo) = F(Svo))] = VvoF'(vo),

hvor F'(vp) er en vilkarlig formel i £4 med vy som fri variabel

Lad {A4,...,A7,IS} = P IS star for induktionsskema. Da man i IS kan indseette en
vilkarlig formel er Peano’s aksiomer en uendelig teori. Pa den anden side er det nemt at afggre,
hvorvidt en formel er et aksiom eller ej, ved at undersgge om det enten er et af aksiomerne
Ay — A7 eller om den har formen IS. Det virker klart, at der ma findes en algoritme som
svarer pa dette spgrgsmal, og det skal da ogsa vise sig, at der findes en rekursiv funktion, som
afggr, om en formel tilhgrer P eller ¢j. (N,0,s,+, x) , hvor s er successorfunktionen og 0 er
det rigtige nul og +, x de saedvanlige funktioner “plus” og “gange” er en model for P. Denne
model kaldes naturligt nok for standardmodellen.
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Saetning 4.3.34. Der findes modeller for P, som ikke er isomorfe med standardmodellen N

Bevis: For ethvert n € N defineres en term n = 55...50. bestdende af n 5'er efterfulgt af

n
symbolet 0. En fortolkning af en sddan term i en £ 4-struktur kaldes et standard element.
Betragt sproget
E.A = E_A U {C}

hvor ¢ er et symbol for en konstant. Lad
A=PU{-c=n|neN}

A er en teori i sproget £/A For at vise, at A har en model, er det ifslge kompakthedsssetningen
(REF) nok at vise, at alle endelige delmeengder B af A har en model. B er indeholdt i

PU{-c=n|0<n<m}
Denne teori har en model
Mp = (N,0,s,+,x,c =m+2)

Mp er ogsa en model for P i sproget £ 4 (glem blot ¢) I denne model findes et element nemlig

fortolkningen af ¢, som ikke er en itereret efterfplger af 0. (c kaldes et ikke-standard ele-

ment). Mp er ikke isomorf med standardmodellen da alle elementer i N er standardelementer

(itererede efterfplgere af 0). Mp er en ikke-standard model. O
Og her kommer et eksempel pa, hvordan systemet fungerer:

Eksempel 4.3.35. P |- Yvo0+vy = v

1)Voguo+0 = vg Ay

2)050 = 0 L

3)\V/U0\V/01U0—T—§U1 = E(UQ—T—’Ul) As

4)0—}?)0 = V0 HYP

5)6_51}0 = E(O—T—’Uo) As, Ly

6)(_) +5v9 = 5vg 4,5

VA= (B=AADB)

8)Vv(0+vo = vg = 0+5v9 = 5vp) 4,6, deduktionslemma, GEN
9)6—; 0= ((\V/’Uo((_)—T—’U(] = Uo) = (_)—T—E’UO = 51}0)

0=
= (O-T-() =0 /\V’UO(()‘T"UO =vg = 0+5vy = §U0))) 7, L3
:GAV’UO(G‘T—UO =1 :>(_)—T—§U0 251}0) 2,8 MP,MP
11)VU00—T—1}0 = V0 10, 15

—_
(=)
N—
ol
-+
| Ol

I dette eksempel beskrives hvert skridt i beviset, denne form for bevisfgrelse bliver de fleste
nok hurtigt traette af. Pointen med ovenstaende eksempel er at demonstrere, at bevisfgrelsen
rent faktisk foregar fuldsteendigt automatisk, og uden videre ville kunne udfgres af en ma-
skine. Hvis man tillader sig at vaere lidt mindre stringent, kan man rimeligt hurtigt vise, at
+ er kommutativ og andre lidt mere interessante resultater. Man kan i princippet vise alle
kendte saetninger i aritmetikken pa denne made, selv om det nok ville tage lang tid at vise
Fermat-Wiles satning.

Lad Py veere teorien som bestar af aksiomerne Aq, Ao, ..., A7. Py har den fordel frem for
P, at det er en endelig teori, men bortset fra det, er den meget “svag”’, man kan ikke engang

vise at 4+ er kommutativ.
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4.3.6 Reprasentation

Definition 4.3.36. Lad f vere en funktion fra NP — N og Flvg,v1,...,v,] en formel. Men
siger, at F'vp, v1,...,vp) repreesenterer f ien teori T’ C Py, hvis der for alle (ny,na,...,n,) €
NP gelder:

T =Yoo (Flvo,ny, ... 1] & vo = f(n1,...,np))

Hvor n er en forkortelse for termen 35...50.
—_—

n

Det vil sige, hvis M er en model for T' og vy et element, som opfylder F', sa er vg fortolk-
ningen af termen f(n1,...,n,), altsa der er netop et element, som opfylder F.

Eksempel 4.3.37. o Successor-funktionen kan representeres af vo = Svy.
Py - \V/Uo(vo =5n; & ﬂ)
skal vere opfyldt. Per definition er

s5ny=55...50 09sny =n1+1=55...50
ni+1 ni+1

sa resultatet er trivielt.
e Den konstante funktion kan representeres ved vy = n.
e Projektionerne Plﬁ(nl, ..., nyp) = n; kan representeres ved vy = v;
Faktisk gaelder der:

Seetning 4.3.38 (Repraesentationssaetningen). Alle totale,rekursive funktioner kan re-
presenteres i T, hvor T er en vilkarlig teori, som indeholder Py.

Se [Las94| p.77 og 96 for bevis.

Definition 4.3.39. En mengde A C NP siges at vere repraesenteret i T O Py af en formel
Fluy,...,vp] hvis der for alle (ny,...,n,) € NP gelder

e (n1,...,mp) €EA=TF Fny,...,n)]
e (n1,...,mp) ¢ A=TF=F[ny,...,n)

Bemark, at det ikke er akvivalent med (n1,...,n,) € A& T+ Flny,...,n,| idet nega-

tionen af ' Fny,...,n)) er T¥ Flny,...,n).

Lemma 4.3.40. En mengde A C NP kan representeres hvis og kun hvis dens indikatorfunk-
tion kan representeres.

Bevis: Hvis F repraesenterer A, vil denne formel
(Flvi,...,vp) ANvg = 1)V (=F[v1,...,vp] Avg = 0)

repraesentere 14. Omvendt, hvis Glvg, vy, ..., v,] repraesenterer 14, sa vil G[1,v1,...,vp] re-
praesentere A, fordi,

Py = Yvo(Glvony, - - -y ny,] € vo = 1a(ng,...,ny))

95



4.3. GODELS UFULDSTANDIGHEDSSATNINGER

Substituer vy med 1 sa fas
Py (Gllny,...,n] & 1a(ng,...,ny) = 1)
Sa hvis (ny,...,n,) € Adaer 14(ny,...,n,) =1sa da
Pht1=1

fglger ved modus ponens at
Pyt G[Lny,...,n).

Hvis (mq,...,mp) ¢ Aer 1a(mq,...,my) =0 og da

PyF1+#0

fglger ved modus ponens, at

PO l— —|G[l7m1, e ,mp].

O

Da en maengde er rekursiv netop nar dens indikatorfunktion (som altid er total) er rekursiv,
geelder altsa:

Saetning 4.3.41. Hvis A C NP er rekursiv, da kan A representeres i T O Py.

4.3.7 Godelnumre

Beviset for Godels forste ufuldsteendighedssasetning bygger pa en oversattelse af formler i
sproget £ 4 til naturlige tal. Hertil benyttes den i seetning 4.1.7 indfgrte funktion a3 : N3 — N.

Definition 4.3.42. For enhver term t i sproget L 4 defineres Gadelnummeret #t induktivt
ved -
a3(0,0,0) t=0
ag(n+1,0,0) t=wv,
3(#t1,0,1) t = st
(
(

¥
I
Q

az(#t1, #12,2) t=1t1+to
az(##ty, #t2,3) t=t1xto

Tildelingen af Godelnumre til termer er injektiv og et naturlig tal kan derfor ikke optraede,
som Godelnummer for flere forskellige termer.
For meengden Term = {#t|t er en term i £ 4} geelder

Lemma 4.3.43. Maengden Term er en primitiv rekursiv delmengde af N.

Bevis: Vi skal vise, at indikatorfunktionen f = lpepm, er en primitiv rekursiv funktion. Veelg
hertil et * € N. Hvis = 0, eller # = 1 er f(z) = 1, thi termerne t = 0 og t = 5(0) har
Godelnummer hhv. 0 og 1. For alle andre tilfaelde betragtes, i overensstemmelse med satning
4.1.7, Bi(x), B3(z) og B3(z). Definition 4.3.42 forteeller, at

for 83(x) = 0 er
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for B3(x) =1 er

0
10=1 Sy o
for 53(x) = 2, B3(x) = 3 er
fla) = f(93(2)) (65 (x))
og for B3(z) > 3 er f(z) = 0. For ethvert p = 1,2,... og for ethvert i = 1,...,p geelder
B,(z) < z, nar blot z > 0. I tilfeeldet p = 2 fglger det nemlig umiddelbart af formlen for as,
og for p > 2 fas induktivt
Bz) = Byle)<z 1<i>p-2
Btz) = BB (2) < B ()8 (z) <
B(@) = Br(F 1 (@) < B-i(x) <.

I kraft af uligheden g(x) < z, i = 1,2,3 er det nu klart, at vaerdierne for f er fastlagt pa en
veldefineret made, og da ﬁ§ (z) alle er primitive rekursive, er f det ogsa.

O

Ud fra Goédelnumre for termer kan vi ogsa give mening til Gédelnummeret for en lukket
formel i £ 4.

Definition 4.3.44. Lad t1 og to vere termer i L4 og lad F vere en lukket formel. Ved
Gadelnummeret #F for F forstas

az(#t1, #12,0)  F = (t1 = t2)

(0% #Fl,O, 1) F = —\Fl

a3 #Fl,#FQ,Q) F=FANFE
« #F17#F273) F=FVFE
(%] #Fl,#F2,4) F=N=F
(6%} #Fl,#F2,5) F = F1 <=>F2

2

3#F1,TL,6) F:v’l)nFl

(

(

E

3

#F (
(

(
Oég(#Fl,'l”L,'?) F = anFl.

Som med Godelnumre for termer, er tildelingen af Gédelnumre til lukkede formler injektiv
og ved et tilsvarende argument, som i beviset for lemma 4.3.43 fas:

Lemma 4.3.45. Mengden Form = {#f|Fer en lukket formel} er en primitiv rekursiv mengde.

4.3.8 Afggrlighed

For en maengde A af lukkede formler i £ 4 betragter vi maengden # A bestaende af Gédelnumre
for formler i A.

Definition 4.3.46. En teori T kaldes rekursivt aksiomatiserbar, hvis T = Tx hvor #A er
rekursiv, og afgorlig hvis #1 er rekursiv.

At en teori er rekursiv aksiomatiserbar betyder, at vi effektivt - med en computer f.eks. -
kan bestemme en delmaengde A C T sa A bliver et aksiomsaet for 7. Der gaelder:

o7
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Saetning 4.3.47. For enhver rekursivt aksiomatiserbar teori T i L 4 er #T rekursivt nume-
rabel.

Se [Las94] p. 88 for bevis.
Med denne seetning kan vi vise:

Saetning 4.3.48. Hwis en rekursivt aksiomatiserbar teori T i L 4 er fuldstendig, er T afgorlig.

Bevis: Idet #7T er rekursivt numerabel, er #7T rekursiv og derfor ogsa afgorlig, hvis N\#T
er rekursivt numerabel, jvf. lemma 4.2.7. For ethvert m ¢ #7T foreligger to muligheder:

1) Tallet m er Godelnummer for en lukket for F', som ikke ligger i 7. Da T er fuldsteendig
ma sa —-F € T, dvs. ag(m,0,1) € #T.

2) Tallet m er ikke et Godelnummer for en lukket formel, hvorfor m ¢ Form.

Altsa gaelder samlet

m € N\#T < (m € N\Form V a3(m,0,1) € #T).

Meangden Form er primitivt rekursiv, hvorfor det samme er tilfseldet med N\ Form. Specielt
er N\ Form altsa rekursivt numerabel og da tillige #7T er rekursivt numerabel star der at
laese, at N\#7T" er rekursivt numerabel. O

Teorierne Ty og Py er begge frembragt af et endelig aksiomsystem og derfor rekursivt
aksiomatiserbarer. Tillige kan det vises, at ogsa P er rekursivt aksiomatiserbar. Med seetning
4.3.47 fas ogsa, at #Tx, # Py og # P alle er rekursivt numerable. I lyset heraf er det interessant
at undersgge om ogsa Ty, Py og P er afggrlige. Hertil viser vi fglgende vigtige seetning.

Saetning 4.3.49. Enhver teori T i sproget L 4 som indeholder Py er uafgorlig.

Bevis: Antag T er en afggrlig teori der indeholder Py. Per definition er sa #71' rekursiv. Lad
F[vg] betegne formler med netop en variabel og betragt meengden

V = {(m,n)lm = #F[v), T+ Fln]}.

Idet T er antaget at veere rekursiv kan det vises, at ogsa V' er rekursiv. Se [Las94] p. 89. Med
Repraesentationsszetningen 4.3.38 findes nu en formel V']vg, v1], som repraesenterer V', dvs. der
geelder
(m,n) eV = PyFV(m,n)
(myn) ¢V = Pyk=V(m,n).
Betragtes G[vg] = =V[vg,v0] 0g a = #G|vg], geelder der for den lukkede formel G[a] enten
Py Glal, eller Py - —=Gla], og da Py €T ma T + Gla], eller T + =G|a].
Hvis T'F GJa] geelder
(a,a) €V = Pyt V]a,a]
& Py -Gld]
= TF -Glq]

og hvis T'+ =Gla] geelder

(a,a) ¢V = PByF —V]a,d]
& Py G[Q]
= TF Glq

o8
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Altsa i begge tilfzelde en modstrid. Dvs. T' mé veere afggrlig. O

Som korollar fas nu umiddelbart
Korollar 4.3.50. Teorierne Py og P er uafgorlige.

Tilbage star spgrgsmalet om den tomme teori T bestaende af alle overalt sande, lukkede
formler er afggrlig. Svaret er nej:

Saetning 4.3.51. Churchs setning. Teorien Ty er uafgorlig.

Bevis: Lad G = A1 A ... A A7 veere konjunktionen af de 7 aksiomer i Py. For enhver lukket
formel F'i £ 4 ma der galde

PhFF & GFFs ok (G=F)
= #(G = F € #7T,

idet Deduktionslemmaet 4.3.32 er benyttet undervejs.
Udtrykt ved Godelnumre star der at laese

#F e #Py & #(G=F)eTy
= #(_'G\/F) €Ty
<~ a3(#(_'G)’ #Fv?’) € T@,

hvilket forteeller at #71% er en rekursiv maengde netop hvis # Py er det. Med korollar 4.3.50
bliver konklusionen derfor, at #7T ikke er rekursiv og Ty er derfor uafggrlig. O

4.3.9 Godels fgrste ufuldsteendighedsssetning

Med den nu opbyggede teori kan vi nemt vise

Saetning 4.3.52. Godels forste ufuldstendighedssaetning. Enhver rekursiv aksiomatiserbar
teori T', som indeholder Py er ikke fuldstendig.

Bevis: Da T indeholder Py er T uafggrlig og derfor ikke fuldstesendig, jvf. seetning 4.3.49 og
seetning 4.3.48. O

Godels szetning er seerlig interessant, fordi den forteeller, at der inden for aritmetikken
findes lukkede formler F', forhvilket hverken F' eller —=F kan bevises. Stillet overfor et ulgst
talteoretisk problem, f.eks. Goldbachs formodning, foreligger altsa altid den mulighed, at
problemet hverken lader sig bevise eller modbevise inden for den aksiomatisering talteorien
er bygget pa.
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Kapitel 5

Banach—Tarskis Paradoks

Afsnit 5.1 og 5.2 af Esben M. Flachs,
afsnit 5.3 - 5.5 af Stefan Holm

Banach—Tarskis paradoks som kapitlet omhandler er ikke et paradoks, men en ssetning som
kan vises ved brug af udvalgsaksiomet. Den vinkel der er lagt pa emnet i denne gennemgang
koncentrerer sig om resultatet anvendt pa en kugle i R3, der ifglge en ssetning af Banach—
Tarski kan deles i et endeligt antal stykker, som derefter kan samles til to kugler, der hveriszer
er identiske med udgangskuglen.

5.1 Frie Grupper

For at vise Banach—Tarskis paradoks ma vi forst definere og vise nogle fundamentale resultater
om en speciel klasse af grupper, de frie grupper.

Definition 5.1.1. Lad S vere en endelig mengde. Vi definerer da et ord w pa S som en
endelig folge af elementer fra S. Altsa har u formen s1s2-+- Sm, med m € N. Elementerne
S1- - Sm kaldes bogstaverne i u. Lengden af et ord l(u) settes til antallet af bogstaver i u.

Definition 5.1.2. Mengden af ord pa den endelige maengde S betegnes med W . Det tomme
ord siges ogsa at tilhgre W, og vi betegner dette med e. I denne defineres produktet x af to ord
u, v som tilfojelsen af v til w. Dvs. foru =81+ Sy 0g U =8|+ 8), eruxv = sy Sp-8 - s
Det kan her bemserkes, at W oplagt er stabil overfor *, og operationen * er associativ.
Desuden er det tomme ord e neutralt element ved *, da folgende geelder for alle u € W:
uke=exu=1u
Dermed er W en semigruppe, og kaldes den fri semigruppe frembragt af S.

Saetning 5.1.3. Lad S vere en endelig maengde og lad (G,j veere en vilkarlig gruppe. Lader
vi W veere den fri semigruppe frembragt of S, da kan enhver afbildning f : S — G udvides til
netop en semigruppehomomorfi ¢ : W — G.

Bevis: Lader vi S = {s1,...,s,} vil f veere givet ved sine veerdier pa si,..., s, og vi setter
disse til f(s;) =t; fori € {1,...,n}. For et ord u = s;, - - - 5;,, defineres ved

d(u) = f(siy) - f(8i,,) = tiy -+ Li,,, 08 P(e) = eq
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en afbildning fra W til G. Denne opfylder oplagt kravende til en semigruppehomomorfi.
Da vi kan bemeaerke, at bogstaver i .S specielt er ord i W er denne definition den eneste mulige,
og ¢ dermed entydig. O

Vi kan selvfglgelig specielt vaelge S som en delmaengde af en gruppe G og som f benytte
indlejringen I af S'i G givet ved I(s) = s. Hvis den som i saetningen udvidede afbildning Ier
injektiv kaldes S et frit frembringersaet for semiundergruppen I (W) i G. 1 dette tilfeelde vil
vi kalde T(W) for en fri semigruppe.

Hvis vi nu betragter meengden S = {31,31_1, ooy 8ny 8t hvor sq,... s, tilhgrer S, og
den tilhgrende (W, *), kan vi indfgre en sekvivalensrelation ~ i W' ved folgende fastsaettelse.
For to elementer u,v € W’ geelder at u ~ v hvis der findes w1,...,w,, € W, sa u = wy og
v = Wy,. Desuden dannes w; 1 udfra w; ved at tilfgje eller fjerne et sidestillet par ss~ 1 eller
s71s.

Definition 5.1.4. Vi siger at et ord u € W' er reduceret, hvis der for alle v e W' gelder
u~v=Il(u) <I(v)
Nu kan vi anfgre fglgende ssetning uden bevis.

Sxetning 5.1.5. Et ord u € W' er ekvivalent med et entydigt bestemt reduceret ord. Huvis
ur~u ogv~v i W, daer ogsauxv~u *xv.

Vi har dermed udfra * en veldefineret komposition - i kvotientmaengden af reducerde
ord, som vi fremover vil kalde F, givet ved [u] - [v] = [u * v] for [u],[v] € F. Hvis vi nu
lader (s71)~! = s for s € S, er (F,-) en gruppe med neutralt element [e] og inverst element
! = syt

Den herved frembragte gruppe kaldes den frie gruppe frembragt af S. Ligesom for frie
semigrupper kan vi entydigt udvide enhver afbildning f : S — G til en gruppehomomorfi
¢o: F—G@G.

Specielt kan vi igen betragte indlejringen I af S i G. Hvis udvidelsen af denne til T er
surjektiv siges S at veere frembringer seet for G. Hvis I er injektiv siges I (S) at veere fri.

Saetning 5.1.6. Hvis S og T er to forskellige frembringersaet for den samme frie gruppe vil
S| =IT1.

Beviset udelades.
Med denne sztning giver folgende definition mening

Definition 5.1.7. For en endelig maengde S seettes rangen of den frie gruppe frembragt af S
til |S|.

Med dette kan vi nu kombineret med den entydige udvidelse af afbildninger fra S — G,
slutte, at der op til isomorfi findes netop en fri gruppe af rang n, for hvert n € N. Vi vil
betegne denne med F,,.

5.2 Paradoksale grupper

Definition 5.2.1. Lad X veere en mengde og lad gruppen G virke pa M. En delmengde N af
X kaldes G-paradoksal, hvis der findes parvist disjunkte delmengder A1,. .., Am,B1,...,B, C
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N og g1,---9m,h1,..., hy € G sa

m n
=1 7=1

Hvis en undergruppe H af G er G-paradoksal ved venstretranslation siges H at vere para-
doksal.

Seetning 5.2.2. Den frie gruppe Fo er paradoksal.

Bevis: Lad Fy vaere frembragt af elementerne s,t og lad W(a) veere maengden af ord, der
starter med a € {s,¢,571,¢t7'}. Nu er oplagt

eUW(s)UWR)UW (s Huw )
en parvist disjunkt overdaekning af F9. Desuden geelder
Fo=W(s)UsW(s™ ) = W(t)utW(t )
da, hvis h € Fo\W (s), davil s7th € W(s7!). Dermed ma h € sW (s~1). Et lignende argument
viser Fo = W (t) UtW (t~1). O

Lemma 5.2.3. Lad gruppen G virke pa den ikke tomme maengde X. Banerne for G er
G, = {gx|g € G}, og disse udgor en klassedeling af X .

Beviset er oplagt og udelades.

Saetning 5.2.4. Lad G vere en paradoksal gruppe, der virker pa en ikke tom meaengde X,
saledes at der ikke findes ikke-trivielle fikspunkter. Da vil X vere G-paradoksal.

Bevis: Lad Ay,..., A, B1,..., B, CGoggi,...,9m,h1,...,hy € G gore G paradoksal. Lad
u veere en udvalgsfunktion pa P(X)\{0}, og lad nu

zeX

Det ses at (g(M))gec udger en parvis disjunkt overdeekning af X, thi hvis € X vil der
ved lemma (5.2.3) findes g € M sa & € G,,, men da findes g9 € G sa © = gorp. Altsa
vil € go(M). Antag nu at g1(M) N ga(M) # 0 for g1,92 € G. Da eksisterer my,mg € M
s& gymi1 = gamo, og derfor vil g;lglml = my. Altsa ma m; og mo ligge i samme bane, og
per konstruktion af M ma m; = mo. Da antagelsen er at G virker pa X uden ikke-trivielle
fikspunkter, ma g;lgl = e, og altsa er g1 = go.

Lad nu
Al = U g(M) for 1<i<m
gEA;
Bj = U g(M) for 1<j<n
gEB;
Det ses at disse maengder er parvis disjunkte idet Aq,..., A, B1,..., B, per antagelse er

parvis disjunkte og (g(M))gec udger en parvis disjunkt overdaekning af X. Vi har nu at

m

U =Us | U son ) @ Ugon 2 x
1=1

=1 geEA; geqG
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UaB)=Ug | U g1 & L g @y
J=1 j=1

gEBj geG

Hvor (1) folger af at G er paradoksal, og (2) folger af at (g(M))g4ec er en overdeekning af X.
Dette viser at X er G-paradoksal. U

Korollar 5.2.5. Lad G vere en gruppe, der indeholder en paradoksal undergruppe H. Da er
G paradokdsal.

Bevis: Da H virker pa G ved venstretranslation uden ikke trivielle fikspunkter, er ssetningen
en direkte konsekvens af ssetning (5.2.4). O

5.3 Hausdorffs Paradoks

Vi er nu klar til paradokserne — der som nzevnt ikke er paradokser, men i stedet konsekvenser
af udvalgsaksiomet. Vi starter med Hausdorffs Paradoks, der nesten siger at S? er SOs-
paradoksal (SOs er gruppen af drejninger om origo i R?). Men fgrst lidt opvarmning.

Lemma 5.3.1. SOs3 har en fri undergruppe af rang 2.

Beviset for dette lemma er nogenlunde ligetil, men for omfangsrigt til at vi vil gennemfare
det i denne tekst. Den grundliggende idé er at finde to passende elementer ¢, p € SO3 og vise
at disse frembringer en fri undergruppe i SO3. Eksempelvis kan bruges

3 _ 4
T
p=15 5 0
0 0 1
0g
10 0
— 3 _ 4
S O
0 5 5

Vi ved altsd at SOz har en paradoksal undergruppe, der virker pa S? pa oplagt vis.
Desveerre har enhver ikke-triviel drejning af S? om origo 2 ikke-trivielle fikspunkter, nemlig
skeeringspunkterne mellem rotationsaksen og S2, sa vi kan ikke i forste omgang slutte, at S?
er SOs-paradoksal, men vi kan komme teet pa.

Szetning 5.3.2 (Hausdorffs paradoks). Der findes en tellelig maengde D C S?, sa S?\ D
er SO3-paradoksal.

Bevis: Vi lader F' betegne undergruppen af SOs fra lemma 5.3.1, og lader D vaere maengden
af fikspunkter for F'\ {Id} pa S2. Oplagt vil D vare teellelig, da F' er teellelig.

At F virker pa S%\ D, ses ogsa let, for antag der findes P € S\ D og w € F \ {Id}, s&
w(P) € D. Da er w(P) altsa fikspunkt for et passende v € F'\ {Id}, sa altsa vw(P) = w(P)
og dermed w~lvw(P) = P. Men sd ma P € D, hvilket er i modstrid med at P € S?\ D.

Vi har altsa i alt at F' virker pa S? \ D, og da det pr. konstruktion er uden ikke-trivielle
fikspunkter, giver seetning 5.2.4 at S2\ D er F-paradoksal og dermed seerligt SO3-paradoksal.

O
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5.4 /Akvidekomponerbarhed

Vi skal her omtale et begreb, der knytter sig teet til paradoksalitet af meengder og i det hele
taget til Banach-Tarskis paradoks.

Definition 5.4.1. Lad G vere en gruppe, der virker pa en maengde X, og lad A og B vere
delmengder of X. Da siges A at vere G-sekvidekomponerbar med B, hvis der findes en
klassedeling { A1, ..., An} af A, en klassedeling {B1, ..., B,} af B og elementer g1, ...,gn € G,
sa gi(A;) = By for 1 <i<n.

Vi skriver A ~g B, hvis A er G-ekvidekomponerbar med B.

Seetning 5.4.2. Lad gruppen G virke pa mengden X. Da er ~q en @kvivalensrelation i
P(X).

Bevis: Vi skal vise tre ting:
Refleksivitet Oplagt, da e(A) = A, hvis e er neutralelementet i G.
Symmetri Hér kan vi blot udnytte at g;(A;) = B; medforer g; 1(Bi) = A;.

Transitivitet Antagfor A, B,C € P(X) at A ~g B ~g C. Altsa findes maengder Ay, ..., A,
og Bi,...,B,, samt gruppeelementer gi,...,g, 0g hi,...,hy, sa A;’erne klassedeler A,
Bj’erne klassedeler B, g;(A;)’erne klassedeler B og h;(B;)’erne klassedeler C'. Saetter vi
nu A;; = g{l(Bi N g;(A;)), vil A;;’erne klassedele A og h;g;(A;;) erne vil klassedele C,
sa A~g C.

O

Bemeerkning 5.4.3. Lad E C X. Da er E G-paradoksal netop hvis den er G-aekvidekomponerbar
med disjunkte delmengder af sig selv. Altsa hvis der findes A,B C FE, sa A ~qg F ~g B og
ANB=40.

Endnu en vigtig sammenhaeng mellem akvidekomponerbarhed og paradoksabilitet skal
navnes:

Saetning 5.4.4. Lad X vere en meangde, og lad G vere en gruppe, der virker pa X. Lad
endvidere E,E' C X wvere givet, sai E ~g E'. Hvis E er G-paradoksal, vil ogsa E' vere
G-paradoksal.

Bevis: Da E er G-paradoksal, kan vi finde disjunkte A, B C E,sa4 A ~g B ~g E.Da E ~¢g E’
kan vi finde en klassedeling F1, ..., E, af E og elementer ¢1,...,g, € G,sa g1(E1),...,gn(Ey)
er en klassedeling af E’.

Vi saetter nu

A = U gz(A N Ez)
=1
og
B =|]Jg(BnE)
=1

og vil vise at disse udggr en paradoksal inddeling af E’, altsa at A’/NB’ =0 og A’ ~g B’ ~q E'.
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Ei)Ng;(E;

Antag forst at € A’/NB’. Dafindes i og j sa x € g;(ANE;)Ng;(BNE;) C g;(E;)N ).
ye AnB =10.

Da g;(E;)’erne udger en klassedeling af E’, ma altsa ¢ = j. Men sa ma g;l(ac
Altsa ma A’ N B’ = 0.

Da g;(E;)’erne er parvist disjunkte, far vi g;(ANE;)Ng;(ANE;) = g;(BNE;)Ng;(BNE;) = ()
nar ¢ # j. Men sa ma der jo gaelde

n n
A =Jg(ANE) ~¢ | JIANE) = A~g E~g E'
i=1 i=1
og ) )
B =|Jg(BNE)~c|J(BNE)=B~gE~gFE
=1 i=1
Da altsa A’ og B’ er disjunkte delmaengder af E' og A’ ~g B’ ~¢ E’, er E/ G-paradoksal.
O

5.5 Banach-Tarskis Paradoks

Vi er nu klar til at kaste os over selve hovedindholdet i dette kapitel, nemlig Banach og
Tarskis bergmte saetning. Vi vil vise den i to udgaver, nemlig for S? og for hele den massive
enhedskugle. Det interessante ved Banach-Tarskis paradoks (og Hausdorffs paradoks for den
sags skyld) er at alt foregar med isometrier, og det er velkendt at Lebesgue-malet er inva-
riant under isometrier. Sa for at der ikke skal veaere noget egte paradoks involveret, er det
ngdvendigt, at de maengder, vi opdeler kugler og sfeerer i, ikke er lebesgue-malelige.

Lemma 5.5.1. Lad D C S? vere tellelig. Da gelder S? ~s0, S?\ D.

Bevis: Da S? er overtzellelig, kan vi finde en linje, ¢, gennem origo, der ikke skeerer D noget
sted. Vi veelger en fast omlgbsretning om ¢ og lader Ry ) betegne rotationen omkring ¢ med
vinkel 6.

Vi definerer nu

A={0€0,2n]]3n € NIP € D : (R(g))"(P) € D}
= J U {0 € 0.2xI(Re,)"(P) € D}

neN PeD

Idet {0 € [0,27]|(R(g,))"(P) € D} er tellelig for fast n og P, vil A vaere en tellelig
meengde, sa vi kan vaelge 0p € [0,27] \ A. Vi sztter p = Rg, ¢)-

Vi har konstrueret p, sa p"(D)ND = @ for n € N, sa for 0 < n < m geelder p™ " (D)ND =
0, hvoraf p™(D) N p™(D) = 0.

Vi saetter nu

D' = U pn(D)a

n€eNp

hvor der altsa ma geelde p(D’) = D'\ D. Heraf folger sa
§? = (S?\ D) U D' ~s0, (8°\ D')Up(D') = (S*\ D')U(D"\ D) = $*\ D,
hvilket var det gnskede. O
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Szetning 5.5.2 (Banach-Tarskis paradoks, version 1). Enhedssferen S? i R3 er SOs-
paradoksal.

Bevis: Hausdorffs paradoks giver at der findes en tallelig delmsengde D C S2, s& S?\ D er
SOs-paradoksal. Af lemma 5.5.1 fglger det at S2\ D ~g0, S?, s setning 5.4.4 giver at ogsa
S? er SO3-paradoksal. O

Bemsaerkning 5.5.3. Vi har intet sted udnyttet, at S? har radius 1, sd faktisk vil enhver
sfeere i R med centrum i origo vaere SOs-paradoksal.

Korollar 5.5.4 (Banach-Tarskis paradoks, version 2). Enhver massiv kugle i R3 wvil
veere Gs-paradoksal, hvor Gs er den fulde isometrigruppe pa R3.

Bevis: Det ma vaere nok at vise seetningen for kugler med centrum i origo, idet enhver kugle
ved translation kan fgres over i en sadan.

Lad derfor K veere en massiv kugle med centrum i origo og rand S. Ifslge bemaerkning
5.5.3 findes en paradoksal inddeling af S. Denne inddeling inducerer en inddeling af K \ {0}
ved at et punkt fores over i linjestykket fra origo og ud til punktet, altsa ved korrespondancen
P — {tP|0 < t < 1}. Dermed er altsa K \ {0} SOs-paradoksal og dermed serligt G-
paradoksal. Vi mangler altsa blot at vise, at K ~¢, K \ {0}, for sa giver saetning 5.4.4 at K
er Gs-paradoksal.

Hvis vi lader r betegne radius for K, betragter vi punktet Py = (0,0, §) og lader £ veere
en linje gennem Py, der ikke skeerer origo. Vi vaelger nu et fast 6y € [0,27] \ {¢g7|q¢ € Q} og
lader p veere en rotation om ¢ med vinkel 6.

Saetter vi nu D = {p,(0)|n € No}, far vi, da p pr. konstruktion har uendelig orden, at
p(D) = D\ {0}. Men sa ma der gelde

K = (K\D)UD ~, (K\D)Up(D) = (K\ D)U(D\ {0}) = K\ {0},

hvoraf szetningen folger. O
Afsluttende skal uden bevis naevnes fglgende generalisering af version 2 af Banach-Tarskis
paradoks, der kan vises nogenlunde simpelt udfra lidt videregaende maengdelare:

Smtning 5.5.5. Lad A, B € R? vaere begraensede og begge med ikke-tomt indre. Da gelder
A~g, B.
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Kapitel 6

Spilteori

Af Mads Kjeerulf Caspersen og
David Kyed

Vi vil i dette kapitel starte med, at give et bevis for Dutch Book Theorem, som kan fortolkes
saledes: Sandsynlighedsregningen virker som et sikkerhedsnet, der sikrer os mod at tage ulogi-
ske beslutninger i et givet spil. Senere vil vi give en kort introduktion til generel spilteori, ved
at gennemga teorien for to-personers nulsumspil. Inden vi kan give beviset for Dutch Book
Theorem, ma vi dog forst gennemga en smule teori om konvekse maengder. Alle de angivne
seetninger, er hentet fra Arne Brgnsteds 20K-noter Konwveksitet.

6.1 Konvekse maengder

Vi betragter i det fglgende et endeligt dimensionalt hilbertrum H over R.
Definition 6.1.1. En delmengde K C H, siges at vere konveks dersom:
Ve,y € KVpe [0,1]: pr+(1—p)ye K
Definition 6.1.2. Ved en konveks kombination af x1,...,x, € H, forstas et element af

formen Y1 | pixi, hvor i >0 og >0 pi = 1.
Ved det det konvekse hylster for x1,...,x, forstds:

n n
st o) = {3 3203 1.
i=1 i=1

Seetning 6.1.3. Lad x1,...,2, € H. Da er conv{zy,...,x,} bade konveks og kompakt.

Definition 6.1.4. To konvekse mengder K1 og Ko siges at vere separable, dersom der findes
y € H og a € R sa:

o (r,y) > a, x € Kj.
o (z,y) <a,ze K.
Eller hvis ovenstaende to punkter gelder, med K1 og Ko ombyttet.

Seetning 6.1.5. Lad K1 og Ko vere konvekse disjunkte delmengder of H, og antag at K4
er aben og Ko er kompakt. Da er K1 og Ko separable, idet der findes y € H og a € R sa
(x,y) > a for x € Ko og (x,y) < « for xz € K;.
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6.2 Dutch Book Theorem

Vi betragter en endelig maengde U = {u1,...,u,}, og det dertil hgrende funktionsrum RY.
Idet |U| = n kan RV identificeres med R”. Altsa er RV et hilbertrum med indre produkt givet
ved (f,g) = 221y f(ui)g(us).

Betragt en funktional £ : RV — R. Ved Rieszs repraesentationssaetning findes g € RY sa
E(f) = (f,g). Ved en tilstand pa RY, forstas en funktional £ : RV — R, s& E(1) = 1, hvor
1:uw~ 1. Det vil sige ;" ; g(u;) = 1.

Vi forestiller os at elementerne i U repraesenterer de mulige udfald i et givet spil. I dette
spil findes en bookmaker B, som har konstrueret en endelig maengde af gevinstfunktioner
(fA)rea € RY. En gevinstfunktion fy skal angive nettogevinsten til et givet udfald. Det vil
sige, at hvis spilleren A veelger at spille hos B efter gevinstfunktion f), er

fa(u) = A’s tab/gevinst ved udfaldet u € U.

Lad os antage at A accepterer at spille pa en delmeengde af gevinstfunktionerne (fy)ea,, hvor
Ag C A. Spilleren A lader nu B fordele sine penge blandt spillene fy, hvor A € Ag. Spilleren
A mé derfor accepterer enhver konveks kombination af fy’erne, hvor A € Ag. Altsa enhver
kombination AcAg SA fx, hvor sy >0 og > AeAg SA = 1. For at realisere sagerne, taenker vi
os fplgende scenarie.

Hr. A tager pa travbanen. Hr. A er sproglig student og relativt fattig. Han heever sin
pension pa 6 kr. og mgdes med bookmakeren Hr. B.
Der indgar tre heste hy, ho, h3 1 lgbet . Udfaldsmeengden U bestar altsa af

U = {hyvinder, hovinder, hgvinder}
—— ———— N———
=uq =u9 =us

Vi lader fy, fa, f3 veere Hr. B’s gevinstfunktioner givet ved

Uy | U2 | ug
f1 9| —-6|—6
fa| —6 9| -6
fs | —6|—6 9

Gevinstfunktioner f) angiver saledes at Hr. A vinder 9 kr. hvis k) vinder, og ellers taber Hr.
A sine 6 kr.

Hr. A kan ikke se forskel pa nogle af gevinstfunktionerne, og finder derfor alle tre acceptable.
Det er nu Hr. B’s tur til at fordele pengene pa hestene og veelger at fordele de 6 kr. ligeligt
pa de tre veeddemal f1, fa, f3. Altsa den konvekse kombination % fi+ % fo+ % fs. Nuer Hr. A
blevet narret, thi

SH1) + 3 holu) + 3halu) = —1 foralle i € {1,2,3)

Det vil sige at Hr. A taber en krone, uanset hvilken hest der vinder. Et sadan vaeddemal,
hvori Hr. A altid vil tabe penge, kaldes et Dutch Book. Hr. A spgrger sig selv om han kunne
have undgaet dette, og efter fem ar pa Matematisk Institut finder han svaret i
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Setning 6.2.1 (Dutch Book Theorem). For et fast valg af Ay geelder:
Enten er det muligt at konstruerer en konveks kombination

f:ZSAfA hvor sy > 0 og ZS}\:l

AEAo XS

sd f(u) < 0 for alle u € U, eller ogsd findes der en tilstand E pi RY sd E(fy) > 0 for alle
A€ Ag.

For beviset for setningen, vil vi betragte en konsekvens af denne, der kan hjslpe Hr. A.
Vi betragter igen udfaldende U = {uy,...,uy}, og forestiller os at spilleren A laegger en sand-
synlighedsvektor P = (p1,...,p,) pa U, hvor p; angiver spillerens forventede sandsynlighed
for at u; forekommer. Det skal nu bemeerkes at afbildningen Ep(f) = > | pif(u;) udger en
tilstand pa RY.
Hvis A nu veelger Ag saledes at E(fy) > 0 for alle A € Ay, kan bookmakeren B ikke lave et
Dutch Book péa ham.

Vi vender nu tilbage til travbanen. Hr. A bemeerker at hi hedder Lynet, ho hedder Speedy
Weedy og hs hedder Flat Tyre. Derfor vaelger han at tilleege dem sandsynligheden %, %, 0 (hhv.)
for at vinde. Det vil sige at P = (3,1,0). Altsa fas

2,39

Ep(fi) = 5945 (-6)+0-(=6)= 5 >0
Bp(f) = 5+ (=6)+5-940-(-6)=3 >0
Ep(fs) = 5-(~6)+ 3 (-6)+0-9=—6<0

Folgeligt veelger Hr. A at accepterer gevinstfunktionerne f1 og fo. Det vil sige at Ag = {1, 2}.
Ved Dutch Book Theorem kan bookmakeren Hr. B ikke leengere fordele pengene sa Hr. A
laver et Dutch Book.

Bevis for Dutch Book Theorem. Lad
Ki={feRY |VuecU: f(u) <0} og Ky=conv{fy|\€ Ao}

Det ses at K1 og Ks er konvekse maengder i RY. Idet Ay er endelig er Ky kompakt og da RY
kan identificeres med R" er K aben.

Hvis K1 N Ky # (), eksisterer der en konveks kombination f = ZAer sxfa, sa f(u) <0
for alle u € U.

Hvis K1 N Ky = (), findes der, ved Seetning 6.1.5, en funktion g € RY og et element o € R,
sa (f,g) <afor fe Ky,og (f,g) > afor f e K.

Pastand 1: (f,g) <0 for alle f € K;.

Bevis. Antag at der findes f € K sa (f, g) > 0, og betragt afbildningen ¢ : R — R, givet ved
Y(c) = {cf,g) = ¢(f,g). Afbildningen 1 er en ret linie med positiv heeldning, og antager
derfor vilkarligt store veerdier. Specielt findes et ¢o € Ry sa ¥(cp) = (cof,g) > . Men
da f € Ky vil ¢gf € K1, hvilket er i modstrid med valget af g.

Pastand 2: Lad 1 € RY veaere givet ved 1(u) = 1. Daer (1,g) > 0.
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Bevis. Bemark at (1,9) = > ;" g(u;). Vi viser forst at g(u;) > 0 for alle i € {1,...,n}.
Antag at g(u;,) < 0 for et fast iop € {1,...,n}, og seet ¢ = —g(u;,) > 0. Definer
afbildningen ¢ ved

-1 ) 1= iO
C(ui) = -1, g(u;) =0
ng_(zi) , ellers
Da fas
g (n—1e ¢
= . N> M T e &
(C9) = Clu)g(ui) > € - ~>0

i=1
Hvilket er i modstid med pastand 1.
Der ma da findes et i1 sa g(u;;) > 0, thi hvis g(u;) = 0 for alle i € {1,...,n} er
(f,g) = 0 for alle f € RY, hvilket er i modstrid med at g og a separerer K; og Ko.
Altsa er 0 < > g(w;) = (1, 9).

Ved pastand 2 er afbildningen F : RY — R givet ved

E(f) = (f.9)

1
(1,9)

veldefineret. Det er klart at E er en tilstand pa RY. Vi skal nu blot vise at E(fy) > 0 for alle
A € Ag. Ved pastand 2 er det er nok at vise at (f,g) > 0 for alle f € K. Det er hertil nok at
vise

Ve >03f. € K1: (fe,g) > —e¢.

Lad nu € > 0 vere givet, og betragt et vilkarligt, men fast, f € K;. Ved pastand 1 er
(f,9) <0.

e Hvis (f,g) =0, er vi feerdige, hvis vi saetter f = f..
e Hvis (f,g) <0, kan vi veelge f. = ﬁf Thi da er (f.,g) = —¢.

Hermed er det gnskede vist. O

6.3 To-personers nulsumspil
Vi begynder med en formel definition af et spil.
Definition 6.3.1. Ved et spil forstas:

e En mengde S af spillere, hvor |S| > 2.

o Til enhver spiller A € S er der knyttet en endelig mengde {a1,...,an}, hvis elementer
kaldes A’s strategier.

o En mengde U af udfald og en afbildning f, som til ethvert valg af stategier (en for hver
spiller) knytter et element uw € U. Elementet u kaldes spillets resultat.

e En afbildning g, som til ethvert element u € U knytter et element (t*)scs € RS. Tallet
tY kaldes spiller s gevinst ved resultatet w.
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I det fplgende skal vi dog kun beskeaeftige os med spil, hvor |S| = 2. Vi betragter altsa
S = {A, B}, og vil ydermere antage at vektoren (t',t%) opfylder at t% = —t%, for alle u € U.
Et spil som opfylder disse egenskaber, kaldes et to-personers nulsumspil (TNS).
Vi betragter nu et eksempel, hvor A har strategierne {a1, as,as} og B har strategierne {by, bs}.
Vi kan da repraesentere et spil, mellem A og B, ved fglgende skema.

A\ B by by
a1 | (2,-2) | (=3,3)
az| (0,00 (2,-2)
as | (=5,5) | (10,—10)

Spiller f.eks. A strategien aq og B strategien bs, vil A vinde to enheder, og B tabe to enheder.
Da det angivne spil er et TNS, er det nok at angive A’s gevinst. Altsa kan spillet repraesenteres
ved skemaet

A\B| b1 | b
aq 2| -3
&l 0 2 (6.1)
as -5 10

som i det fglgende vil blive omtalt som spillets matrix. I det fslgende vil ofte blot definerer
et spil ved dets matrix. Indgangene i matricen for et spil vil blive omtalt som gevinster. Nar
vi fremover omtaler et spil mellem A og B, vil vi altid repraesentere det, ved den matrix, der
har A’s gevinster som indgange.

Antagelse 1: Det antages, at spiller A til alle tider gnsker at maksimere t%, og at spiller
B til alle tider gnsker at minimere t'. (Altsa at begge spillere gnsker at vinde mest
muligt.)

Betragt igen spillet (6.1). Hvis A veelger strategien as, og B geetter dette, bgr B spille stra-
tegien b1. Men hvis spiller A geetter, at B spiller by, vil A sendre sin strategi til a;. Hvis B
gaetter dette, skifter B til by, osv. Disse strategiskift kan lettest overskues i skemaform. Et
sadan skema kan ses i Figur 6.1.

Et sadan skema kaldes pilediagrammet for spillet.

A8 b o,
a| —
a; —
a| —

Figur 6.1: Pilediagram for (6.1).

Definition 6.3.2. Betragt et vilkarligt TNS. En strategi a siges at dominere en strategi a’,
dersom enhver gevinst ved a, er mindst lige sa god, som den tilsvarende gevinst ved a’; og
ydermere skal der findes mindst en gevinst ved a, som er effektivt bedre end den tilsvarende
gevinst ved a’.

73



6.3. TO-PERSONERS NULSUMSPIL

Bemark at egenskaben ”god”skal forstas i hendhold til Antagelse 1. Som et eksempel pa

dominerende strategier, kan vi betragte:

A\B| by | by|bs| by
a1 121 -1] 1 0
as 5 71-20
as 3 2 4 3
ag | 16| 0| 0| 16

Her vil strategien bs dominerer b3. Husk pa at B jo gnsker at minimere gevinsterne.

I spillet (6.2) er strategiparret (as,be) interessant. Ved at tegne pilediagrammet for (6.2) vil

man indse:

(i) Hvis A spiller as, er strategien bs den bedst mulige for B.

(ii) Hvis B spiller be, er strategien a3 den bedst mulige for A.

A% b b b o
a, Iy 4
NN
o L
a,| la *

Figur 6.2: Pilediagram for (6.2)

Altsé kan det ikke betale sig for nogen af spillerne at skifte strategi, nar forst valget af

strategipar (ag, by) er indtruffet.

Et strategipar som (as, by) kaldes en ligevegtstilstand. Man ser at gevinsten hgrende til (a3, by)

er mindst i sin rackke og stgrst i sin sgjle. Generelt defineres

Definition 6.3.3. En indgang t i matricen for et TNS siges at veere et saddelpunkt dersom:

1. t er mindre end eller lig enhver anden indgang i sin rekke.

2. t er storre end eller lig enhver anden indgang @ sin sgjle.

Som et eksempel kan vi betragte nedenstaende spil, hvor samtlige saddelpunkter er frem-

heevet
A\B| by |ba| b3| b4
al 4 2 5 2
as 21 1] -1]-20
as 3 2 4
ag | =16 | 0| 16 1

(6.3)

Det er vaerd at bemeerke sig, at alle saddelpunkter har samme veerdi. Dette gaelder generelt
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Saetning 6.3.4. Betragt et TNS mellem spillerne A og B, med respektive strategimaengder
{a1,...,an} 0g {b1,...,by}. Da vil alle saddelpunkter i spillet have samme vardi.

Bevis: Lad a og b veaere saddelpunkter. Dersom a og b ligger i samme sgjle eller rackke, er det
klart at @ = b. Antag nu at a og b hverken deler reekke eller sgjle. I sa fald udspeender a og b
et rektangel i matricen for spillet. Lad ¢ og d veere de to resterende hjgrner i dette rektangel.

Vi far nu

1. Da a er minimalt i sin reekke, er a < ¢, og da b er maksimalt i sin sgjle er ¢ < b. Specielt
er a <b.

2. Da a er maksimalt i sin sgjle er a > d, og da b er minimalt i sin raekke er d > b. Specielt
er a > b.

Af 1. og 2.fglger det nu, at a = b. O

Bemaerkning 6.3.5. Bemerk at indgangene ¢ og d, fra beviset for Setning 6.8.4 ogsa vil
veere saddelpunkter.

Ovenstaende szetning retfeerdigger fglgende

Antagelse 2: Dersom et TNS har et saddelpunkt, bgr begge spillere veelge strategier som
realiserer dette.

Vi betragter igen et TNS mellem A og B, som spiller efter de respektive strategier
{a1,-++ ,an} og {b1,...,by}. Elementerne i strategimsengderne vil i det fglgende blive omtalt
som rene strategier. Vi antager nu at A velger en sandsynlighedsvektor P = (p1,...,pn),
hvor p; angiver sandsynligheden for A veelger at spille strategien a; (for 1 <i < n.) i et givet
spil. Parret ({a1,...,a,}, P) kaldes en blandet strategi.

Definition 6.3.6. For ethvert gevinstset g = {t1,...,tx} og enhver sandsynlighedsvektor
P = (pi1,...,px) defineres den forventede veerdi, som Zle tipj.

Antagelse 3 Betragt et TNS mellem A og B. Antag at B spiller med en fast blandet strategi.
For hvert valg af ren strategi for A, hgrer der en forventet veerdi. Spiller A bgr velge
den rene strategi, som giver stgrst forventet veerdi.

Som eksempel pa de indfgrte begreber, kan vi betragt folgende spil.

A\ B b | by
aq 2| -3
a9 0 3

Lad os antage at B spiller den blandede strategi ({b1,b2}, (%, %)), og at A spiller med rene
strategier. Da finder vi at
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e Strategien a; giver forventet veerdi: 3 -2+ 3 (=3) = —3
e Strategien ag giver forventet veerdi: % -0+ % -3 = %

Altsa beor A veelge at spille strategien as, idet A derved sikres et gennemsnitligt overskud pa
halvanden enhed. Dermed var B’s valg af blandet strategi ikke seerligt godt. Spiller B gnsker
derfor at veelge sin sandsynlighedsvektor (p1, p2), sa A ikke kan drage fordel af at kende denne.
Er dette muligt? Svaret er ja. For at indse dette betragtes et vilkarligt € [0,1]. Antag at
B spiller med den blandede strategi ({b1,b2}, (z,1 — x)). Da bliver de forventede veerdier for
A’s rene strategier:

e Forventet veerdi for aq: 2z + (1 — 2)(—3) = =3+ 5z
e forventet veerdi for ag: Ox 4+ (1 — )3 =3 — 3z

For at A ikke kan drage fordel af at kende til B’s blandede strategi, skal altsa —3+5x = 3—3x,
dvs. x = 3. Spiller B efter den blandede strategi ({b1,b2},(3,1)), vil A (uanset valg af ren
strategi!) aldrig vinde mere end 2+ 2 + 1 - (—3) = 2 enheder i gennemsnit.

Vi kalder strategien ({b1, b2}, (3,1)) for B’s optimale strategi.

Hvis omvendt A gnsker at bestemme sig en optimal strategi, bliver de relevante ligninger:
e Forventet veerdi for by: 2z + (1 — 2)0 = 2z
e Forventet veerdi for by: (—3)z + (1 —x)3 =3 — 62

Lgser vi 2z = 3 — 6z, fas = 3. Dersom A spiller den blandede strategi ({a1,as}, (2, 2)), er

A sikret en gennemsnitlig gevinst pa % <24 % 0= % enheder.
Man bemeerker at den gennemsnitlige gevinst er den samme, hvadenten der spilles efter A’s

eller B’s optimale strategi. Generelt gaelder

Saetning 6.3.7. Betragt et TNS mellem A og B. Da findes v € R og optimale strategier for
A og B, saledes at:

1. Huvis A spiller sin optimale strategi, er A’s forventede gevinstverdi storre en eller lig v,
uanset hvilken (ren eller blandet) strategi B velger.

2. Hvis B spiller sin optimale strategi, er A’s forventede gevinstverdi mindre end eller lig
v, uanset hvilken (ren eller blandet) strategi A velger.

Et par af rene eller blandede strategier som opfylder ovenstaende mht. v € R, kaldes en lgsning
til spillet, og tallet v kaldes spillets vaerdi.

Saetningen angives uden bevis. For en retfaerdigggrelse af seetningen, henvises der til Game
Theory and Strategy af Philip D. Straffin.
Seetning 6.3.7 udtaler altsa, at hvis A og B spiller de i seetningen naevnte strategier, kan det
ikke betale sig for nogen af spillerne at sendre strategier. Der er m.a.o. tale om en ligevaegtstil-
stand.
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6.4 Fangernes problem

Som afrunding pa Kapitlet vil vi kort omtale et topersoners ikke-nulsumsspil. Dette er kendt
som Fangernes problem. Her mgder vi to fanger, A og B, som er sat i forhgr hver for sig.
De er begge allerede i gang med at afsone straffe for tidligere begaede forbrydelser, men skal
afhgres i forbindelse med en uopklaret forbrydelse. De har begge vaeret med i den uopklarede
forbrydelse, og kan derved sladre om hinanden. Straffelovgivningen i deres land er som fglger:

e Hvis ingen af dem sladrer, gar begge fri.

e Hvis A sladrer, og B ikke sladrer, far A et ars strafnedseettelse og B far 2 ars ekstra
feengsel.

e Hvis B sladrer, og A ikke sladrer, far B et ars strafnedsacttelse og A far 2 ars ekstra
feengsel.

e Hvis de begge sladrer, far de hver et ars ekstra feengsel.

I skemaform bliver dette:
A\ B | tier | sladrer

tier | (0,0) | (—=2,1)
sladrer | (1,2) | (—1,-1)

Det interessante ved Fangernes problem er det tilhgrende pilediagram. Fange A vil selviglgeligt

28 b o,
a1 | ]
az —

Figur 6.3: Pilediagram for Fangernes problem.

prove at forudse hvilken strategi B veelger. Men ligegyldigt hvilken af B’s strategier han
antager valgt, vil det bedst kunne betale sig at sladre. Det samme gaelder for B. Dvs, hvis de
begge spiller individuelt optimalt, kommer begge til at sidde et ar i feengsel. Punktet (—1, —1)
er et eksempel pa et sakaldt ligevegtspunkt.

Definition 6.4.1. [ et to-personers ikke-nulsumsspil defineres et ligeveegtspunkt, som et
punkt i pilediagrammet for spillet, som ikke har udafgaende pile.

Begrebet ligevaegtspunkt i to-personers ikke-nulsumsspil, svarer til saddelpunkter i to-
personers nulsumsspil.

Vi kan let overfgre begreberne blandede strategier og optimale strategier til ikke-nulsumsspil.
Den fglgende sztning skyldes John Nash, og viser at Saetning 6.3.7 ogsa geelder i ikke-
nulsumsspil.

Saetning 6.4.2. Betragt et vilkarligt to-personersspil. Da findes optimale strategier, for hver
af de to spillere, saledes at det aldrig vil kunne betale sig at skifte vek fra disse.
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Gevinsten, hgrende til de optimale strategier fra ssetningen ovenfor, kaldes et ligevegts-
punkt. Dette generaliserer blot Definition 6.4.1.
Seetning 6.4.2 angives uden bevis.
Ligeveaegte i to-personers nulsmumsspil kaldes ofte Nash-ligevaegte. I Fangernes problem finder
vi en Nash-ligeveegt i (—1, —1). Men det er oplagt, at begge fanger ville veere bedre stillet, der-
som ingen af dem sladrede. Altsa har vi en situation, hvor begge spillere individuelt handler
bedst muligt, og ender med et resultat, der ikke er optimalt for nogen parter. Dette feeno-
men, kaldes i spilteorien for et ikke-Pareto-optimalt ligeveegtspunkt. For en mere dybdegaende
behandling af dette, henvises der til Game Theory and Strategy af Philip D. Straffin.
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