1 Schroeder-Bernsteins setning (Kap. 1-7 opg.
6)

1.1

Det skal vises at hvis B C A og f: A — B er injektiv sa har A og B samme
kardinalitet.

Inspireret af det givne vink definerer vi
Al — A Bl — B
A, = f(Anfl> B, = f(anl>

endvidere definerer vi h: A — A ved

hz) = { J(@) @€ Unly(An\ B)

T ellers

og vi vil ga efter at vise at h er en bijektion fra A til B.

For at vise surjektivitet viser vi at h(A) C B og at B C h(A).
Forst h(A) C B

p(A) = h((AnJAa\B)) U A\ A\ B))

n=1

_ h((Am D(An \ Bn))> U h(A\ G<A" \ B”))

da AD U (A, \ By) og h = fpalU,— (A, \ Bn), og da h er identiteten
pa A\ U~ (A, \ B,) far vi

— (U B)u (4 Q(An\m) 1

da f tager veerdier i B og da A\ B = A\ B; C |J,—,(A,\ B,) kan vi vurdere
opad ved

N

BU(A\ (4\ B))
~ BUB
- B



Altsa er h(A) C B.

Vi mangler altsa B C h(A).

Hvis vi gar ud fra (1) far vi

F(Uans))u (U 5,)

n=1

- Gf(An\Bn) U (A\ D(An\Bn)>

og da f er injektiv bevarer billedet af f maengdedifferens

= U £y u (4\ U\ B)
= U Byu (U B)

det betyder altsa at vi kan skrive A som
A= (A1 \ B1)Uh(A)=(A\ B)Uh(A)

og da vived at BC Aog BN(A\ B)=0dama B C h(A).
Ergo er h(A) = B hvilket vil sige at h er surjektiv pa B.

Vi mangler stadig at vise injektivitet af h.
Lad a,a’ € A sa h(a) = h(a')
Der er tre (fire) tilfzelde

Tilfeelde 1: a,a’ € |~ (A, \ By)
Vi har at f(a) = h(a) = h(a') = f(da’) og da f er injektiv ma a = o’

Tilfeelde 2: a € |~ (A, \ B,) og a’ ¢ U, (4, \ By)
Vi har at f(a) = h(a) = h(a’) = &’ men i forbindelse med tidli-
gere omskrivninger har vi at f(U0, (4, \ Ba)) = Upey(4, \ By) C
U~ (A, \ By,) hvilket medfgrer at o’ = f(a) € J,~,(A,\ B,), men det
havde vi netop antaget ikke var tilfzeldet, altsa er dette tilfeelde ikke
muligt.



Tilfeelde 2a: o’ € |J,~ (A, \ B,) og a ¢ U, (A, \ By)

Foregar ligesom 2

Tilfeelde 3: a,a’ ¢ U~ (A, \ By)
Vi har, pga. definitionen af h, at a = h(a) = h(a') = d

altsa er h ogsa injektiv, hvilket betyder h er bijektiv, som igen er sekvivalent

med at A og B har samme kardinalitet.

1.2

Det skal vises at hvis f: A — C og g : C — A er injektioner sa har A og C'

samme kardinalitet.

Vi har at f(A) C C og derfor er g(f(A)) C g(C) C A, og da g og f begge er
injektive vil

gof:A—g(C)
definere en injektiv funktion. Dette betyder ifglge det tidligere viste at A og
g(C) har samme kardinalitet. Der eksisterer altsa en bijektive afbildning

h:A— g(C)

Derudover har vi at g betragtet som funktion pa dens billede er bijektiv.

Altsa at funktionen
g:C —g(0)

er bijektiv, og som en konsekvens vil
g g(C)=C

veere en veldefineret og bijektiv funktion.

Hvis man nu betragter funktionen
p:A—=C
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givet ved ¢ = gt o h.
Sa er dette en sammensaetning af bijektive afbildninger, og derfor igen bijek-

tiv, og dette er altsa ensbetydende med at A og B har samme kardinalitet.

Jakob Boyhus



