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Linezere differentialligninger

En saedvanlig differentialligning af formen

y(M (@) + ay @)y D (@) + -
+ ap_1(@)y P (z) + an(z)y(z) = b(z)

kaldes en nte orden lineaer differentiallig-
ning. (Vi skal kun se pan=1o0g n=2.)
Hvis b(x) = 0 har vi en homogen ligning,
ellers en inhomogen ligning.

Den generelle Igsning har formen

y(z) = yo(x) + c1y1(x) + - - + cnyn(x)

hvor yg er en partikulaer Igsning, c1,...,cn
er konstanter, og y1(x),...,yn(x) er n godt
valgte Igsninger til den tilhgrende homo-
gene ligning. Vi vil ofte gaette den partiku-
lere Igsning yo(x) mens der vil vaere form-
ler for de homogene Igsninger y1(x),...,yn(x).




A. 1. ordens homogene ligninger

Den homogene lineaere fgrste ordens li-
neaer differentialligning ser sadan ud

d
d—y —I—p(a:):y =0
xT

med et O pa hgjresiden.

Den generelle Igsning er

y = Ce—P@)

hvor P(x) = [ p(x) dx er et integral til p(x)
og C er en konstant.

Ligningen er nemlig separabel, dy/dx =
—p(x)y, sa vi har:

/—p(w)dazzfédy@B—P(a:) = In |y

Sy = Ce ()



Eksempel 1 Lgs differentialligningen

j—z +xzy=20
Find den Igsning, der opfylder y(0) = 5.
Lasning: Dette er en homogen fgrste or-
dens linezr differentialligning med p(x) =

x. Da P(x) = [p(zx)dr = [xdx = %mQ er

y = Ce T®) = Ce 3%

i dette tilfeelde. Hvis y(0) =5, sd erC =5

og
1.2
y = 5e 27

dy/ dx+xy=0




Eksempel 2 Lgs differentialligningen
dy
dx
Find den Igsning, der opfylder y(0) = 1.
Lagsning: Her er P(x) = [10sin(5z) dx =
—2cos(5x) sa

+ 10ysin(5z) = 0

y = 2 cos(5x)
Hvis y(0) = 1, s er 1 = Ce? og
— 02,2 cos(b5z) — e2(cos(5:n)—1)

_ (e(cos(5x)—1))2

Yy

dy/ dx+10*si n(5*x) *y(x) =0




B. 1. ordens inhomogene ligninger

Den inhomogene fgrste ordens linezere dif-
ferentialligning ser sadan ud:

Yt p(@)y = f(2)

hvor hgjresiden ikke ngdvendigvis er O.

Lgsningen er

y = e~ F (@) /ep(x)f(a:) dx + CeP(z)

P(x) = /p(a:) dx

Hvorfor? Lad os antage, at y er en Igsning.
Hvad kan vi sige om y7 Vi har

d d
(") = p(a)el Py 4 PO
= p(2)e’ @y + L@ (—p(a)y + f(z))
= @) ()
og derfor er

ep(x)y = /ep(x)f(a:) dx

og vi finder y ved at gange med e~ F(2) p3
begge sider.



Eksempel 3 Lgs g—g -+ % =1 for x > 0.
Lasning: Dette er en farste ordens lineaer
inhomogen differentialligning. Her er p(x) =
L og f(z) =1. Da

T
1
P(x) =/—daz=|nx og
T
e P@) — —Inw _ (elnx)—l S 1
T
bliver

X T 2 T

dy/ dx+y/ x=1




Eksempel 4 L gs differentialligningen

d
Y —sing, x>0
dx T

Find den Izgsningen med y(1) = 2.
Lasning: Dette er en farste ordens lineaer
inhomogen differentialligning med p(x) =
% som fgr, men nu er f(x) = sinx. Derfor
bliver

1 , 1
Yy = —/a:-sm:cd:z; = —(—:1: cos:c—l—/ cos:cd:z;)

X X
SINx

= — COSzx + —|—g
x x

Med C = 2+ cos(1) —sin(1) bliver y(1) =
2.

dy/ dx+y/ x=sin(x), y(1l)=2




C. 1. ordens inhomogene ligninger med
konstante koefficienter

En fgrste ordens lineaer differentialligning
med konstante koefficienter ser sadan ud:
dy

4 — b
da:_l_ay

hvor a # 0 og b er konstanter.

Lgsningen er

b
y=—+4Ce
a

b

a’

hvor C = yg —

Den generelle formel siger

b
y=—-e ¥ / be** dxr = e~ (—eax + C)

a

b
=—4Ce™ %
a



Eksempel 5 Lgs differentialligningen

Find den Igsning, der opfylder y(0) = 3.
Lasning: Dette er en inhomogen farste
ordens linezser differentialligning med kon-
stante koefficienter a = 5 og b = —50.
Derfor er den generelle Izsning

y(z) = =10+ Ce ™7

For at f& den partikulaere Igsning med y(0) =
3 skal vi vaelge C = 3+10 =13, sd y(z) =
—10 + 13e7°%,

dy/ dx+5y=-50
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Eksempel 6 Lgs differentialligningen

Find den Igsning, der opfylder y(0) = 3.
Lasning: Dette er en inhomogen farste
ordens linezer differentialligning med kon-
stante koefficienter a = —5 o0og b = —50.
Derfor er den generelle Izsning

y(z) = 10 + Ce>”

For at fa den partikulzere Igsning med y(0) =
3 skal vi velge ' = 3 — 10 = -7, sa
y(z) = 10 — 7e°%.

dy/ dx- 5y=-50
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1-kammer modeller

I biologi bruges ligningen dy/dxr = b — ay
ofte til at beskrive dynamikken i en 1-kammer
model:

b ay
Y]

hvor noget tilfgres en beholder med kon-
stant hastighed og fjernes fra beholderen
med en hastighed proportional med den
indholdet af y i beholderen.

Tank feks. pa en hullet beholder under en
vandhane.
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Eksempel 7 Et stof injiceres i blodet med
konstant tilfagrsel r. Kroppens organer ud-
Skiller stoffet med en hastighed proportio-
nal med koncentrationen Q(t) af stoffet i
blodet. Hvordan udvikler Q(t) sig?

r QCQ

Lasning: Koncentrationen QQ(t) opfylder dif-
ferentialligningen

a T

med konstante koefficienter. Lgsningen er
derfor:

QW) =~ + (Qo— =)™

hvor Qg er koncentrationen til tiden t = 0.
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dQ dt=2-0.01*Q

35+

30+

25+

- 2‘0 - iO 0 lb 2}0

Koncentrationen vil, uanset startveerdien,
stabiliseres omkring g over lang tid.



2 2 1000@ ()

D
0]

Eksempel 8 Et akvarium med 1000 ¢ vand
gennemstrgmmes af vand med en konstant
fart pa 2 | i minuttet. Til tiden t = 0O in-
deholder akvariet 800 mg PCB. Det ind-
stremmende vand indeholder 125 mg/¢ PCB.
Hvornar er PCB-indholdet i akvariet nede

pa 200 mg?
Lasning: Akvariet indeholder Q(t) mg PCB
hvor

dQ 5 1 1

T —=9. — _

dt 100 1OOOQ 10 SOOQ

og @Q(0) = 800. Dette er en linezr diffe-
rentialligning med konstante koefficienter

a = 55 09 b= 5. Da % =50 bliver

Q(t) = 50 + (800 — 50) exp(—%t)

1
— 50 4+ 750 exp(————¢
+ p( 500)

ifaglge Izsningsformlen.
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Vi beregner nu hvor denne funktion anta-
ger vaerdien 200:

Q(t) = 200

& 750 exp(————t) = 150
p1 500 1_

S exp(———t) = =
P( 500) 5

1
&S ———t = —1In(b
500 (5)

&t =500-In(5)

Det tager altsa 500 - In(5), eller ca 805
minutter fgr PCB-mangden er faldet fra
800 mg til 100 mg.
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Eksempel 9 Samme situation som fgr bort-
set fra at akvariet nu draenes med kun
1 ¢/min sd vandmaengden stiger. Beskriv
indholdet af PCB til tiden t.

Lasning: Akvariet indeholder 10004+t¢ vand
og Q(t) mg PCB til tiden t. Udviklingen
beskrives af differentialligningen

o) =2. 5 QW

100 1000+t
Det er en 1.ordens lineaer inhomogen diffe-
rentialligning med p(t) = ﬁo—l—t og f(t) =

5. Den generelle Igsning er

1 1000 + ¢
£) = / dt
Q) 1000 + ¢ 10
100t 4 55t2 4+ C
B 1000 + ¢

og den partikulere Igsning med Q(0) =

800 er

100t + 55t2 4+ 800000
1000 + ¢

Q) =
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Opgaver til Lektion 11

1. Lgs begyndelsesvaerdiproblemet j—g = y—l—%e‘x/3, y(0) = 0.

2. (Eksamen Januar 2000) Et aktivt stof modvirker hoved-
pine. Efter indtagelsen nedbrydes det i organismen efter
fglgende differentialligning:

dQ _ In2
w127

dt

hvor Q(t) er maengden af stof til tiden ¢ efter indtagelsen.

a. Angiv stoffets halveringstid.

b. En hovedpinepille indeholder 6 mg af det aktive stof.
En patient indtager en pille kl. 6, kl. 12, kl. 18 og KiI.
24. Hvor meget aktivt stof indeholder patienten naeste
morgen kl. 67

C. Antag at den samme mangde aktivt stof i stedet var
giver intravengst over et dggn, altsa med en konstant
hastighed af 1 mg stof i timen. Hvor meget aktivt stof
ville patienten da indeholde efter 24 timer?
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