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1 Resume

1.1 English abstract

This project contains a definition of the spherical harmonics as the restriction of
certain polynomials to the unit sphere and of the Legendre polynomials. Presen-
ted are, among other things, two alternative representaions of the Legendre poly-
nomials, namely the Rodrigues representaion and a representation by Legendres
first integral. It is shown that the Lengendre polynomials are hypergeometric fun-
ctions. The associated Legendre functions are introduced and it is shown that the
spherical harmonics for a given dimension, ¢, can be constructed by the spherical
harmonics of dimension ¢ — 1 and the associated Legendre functions. Further-
more it is shown that the spherical harmonics span the space of square integrable
functions on the unit sphere. Finally the spherical harmonics are considered as

eigenfunctions of the Laplace-Beltrami operator.

1.2 Dansk resume

Dette projektet indeholder en definition af kuglefunktionerne givet ved begrans-
ningen af visse polynomier til enhedskugleoverfladen og af Legendre polynomi-
erne. Der gives bl.a. to alternative repraesentationer af Legendre polynomierne,
nemlig Rodrigues reprasentaion og en repraesentaion ved Legendres fgrste in-
tegral. Det vises at Legendre polynomierne er hypergeometriske funktioner. De
associerede Legendre funktioner indfgres og det vises at kuglefunktionerne i en gi-
ven dimension, ¢, kan konstrueres vha. kuglefunktionerne i dimension ¢ — 1 og de
associerede Legendre funktioner. Desuden vises at kuglefunktionerne udspaender
rummet bestaende af de kvadratintegrable funktioner pa enhedskuglen. Endelig

betragtes kuglefunktionerne som egenfunktioner til Laplace-Beltrami operatoren.



2 Definition af kuglefunktionerne

Med sadvanlig notation vil R? betegne det g-dimensionale euklidiske rum med

den sadvanlige basis givet ved

g1 = (1,0,,0)

g, = (0,0,...,1)

Elementer i dette rum vil vaere givet som vektorer
T =) = (T1,...,%4) = X161 + -+ + TyEqg = T(g—1) + TgEq,

hvor z(,_1) specielt i den sidste fremstilling skal forstas som element i R~! C RY.

Med det sadvanlige skalarprodukt givet ved
m.y:gjlyl—'—..._'_quq (2)

fas en norm pa RY

2| =Va -z = /o] 4 - + 12 (3)
Enhedskugleoverfladen i R? betegnes med S?~! og bestar af de elementer i R? der
har norm en. Alle elementer i R?\ {0} kan repraesenteres entydigt ved deres norm
og et element pa enhedskugleoverfladen. For x € RY, |z| €]0,00[ og & € S¢°!

bliver denne repraesentation

z = |z|¢ (4)
Elementer pa enhedskugleoverfladen kan ogsa med fordel beskrives ved en para-
meter, ¢, og et element i S92, Til hvert £, € S7! gaelder, at der entydigt findes
et t € [—1,1] og et §,_1) € S sa

g(q) =leg+VvVI1— t2§(q71) (5)

Dette kan bl.a. benyttes til, at lette udregningen af integraler over enhedskugle-
overfladen ved at ga fra et integral over S7! til et integral over S72 og [—1,1].
Disse overgange benyttes adskillige gange senere i projektet. Disse kan ogsa bru-
ges til at bestemme stgrelsen af den ¢ dimensionale kugleoverflade og man finder
(se f.eks. [2] 5. 7):

-l —9 (A

2

(6)



Selvom mange af resultaterne om kuglefunktioner ogsa geelder i én og to dimen-
sioner, vil det generelt i resten af projektet antages, at dimensionen, ¢, opfylder
q > 3. For ¢ = 2 vil mange af resultaterne have velkendte trigonometriske formu-
leringer, og for ¢ = 1 bliver teorien ikke sa interessant, da der kun er to elementer
pa “enhedskugleoverfladen” i en dimension, nemlig {41}. Dette ggres bl.a. for, at
undga, at skulle tage hgjde for en masse uinteressante specialtilfaelde.

For kvadratintegrable funktioner pa enhedskugleoverfladen, f,g € L?(S971) -
og altsa specielt for kontinuerte funktioner pa enhedskugleoverfladen — indfgres

skalarproduktet

< fg>= F(©)g(&)dST (&) (7)

Sa—1
og de velkendte normer

€S5a—1

Il = ([ 1r@Pas™ )" = V<T.F> o)

Hf”sup = gsup |f(§)| (8)

Definition 2.1 (De homogene polynomier) Ved de homogene polynomier af
grad n i q dimensioner, H,(q), forstis polynomier, H, : R? — C, der opfylder
H,(x) = H,(ré) = r"H,(€) for x = ré med & € ST

Definition 2.2 (Kuglefunktionerne) Y, (¢;-) : S9! — C kaldes en kuglefunk-
tion af grad n i q dimensioner, hvis der findes et homogent polynomium af grad
n, H,(z), der opfylder AH,, =0, sd Y,,(q;&) er restriktionen af H,(z) pd enheds-
kugleoverfladen. Altsd hvis Y, (q; &) og Hy(x) € H,(q) med x = r& opfylder:

H,(z) =r"H,(&§) =r"Y,.(¢;€), hvor AH, =0 (10)

Rummet af alle kuglefunktioner af grad n pd enhedskugleoverfladen i q dimensio-

ner betegnes V,(q).

Med notationen f4 skal forstas, for givet f € L?(S7') og A € Oy, fa(§) =
f(AE).

Definition 2.3 (Invariant rum) Et lineert underrum L af C(S97') kaldes in-

variant, hvis der for alle A € Oy geelder f € L = fa € L.



Rummet af alle kuglefunktioner af grad n pa enhedskugleoverfladen i ¢ dimen-
sioner er invariant, da der geelder Af =0 = Afy =0 for alle A € O,
Dimensionen af ), (q) begtegnes N(q,n). Det kan vises at N(q,n) for z € C,
|z] < 1 opfylder

(1—z)a (1= z)a1

og er givet ved:

1 forn=20

N(gq,n) = q forn=1
n+q—2)(n+q—3)!

(2 +qn!(2q)£2;q ) for n > 2

Lemma 2.4 Hvis Y € Y,(q) sd geelder ogsa Y € Y,(q). Specielt kan der altid

findes en basis bestiende af funktioner med reelle funktionsverdier.

Bevis: At Y ligger i V,(q), nar Y ligger der, er oplagt. Givet en basis bestaende
af N(q,n) komplekse funktioner, Uy, skabes en basis af reelle funktioner ved, for

hvert element, Uy, i den komplekse basis, at benytte U,U,.

Da alle H,, € H,(q) kan skrives pa fglgende form,

H,(z1,...,x Zx P (@1, Tgr) = Zxé’hn_k(x(q_l)), (12)
k=0

hvor h,,_ € H,_r(q — 1), kan de homogene polynomier, der opfylder AH,, = 0,
nu bestemmes, nar bare f.eks. h, og h,_; i ovenstaende fremstilling kendes. Da

2
nemlig Ay = A1) + (a%q) ses at for AH, = 0 geelder ogsa:

2
AHp(@1,. .0 @) =3 4o )k (Tg-1) + 2o (a%q) Tohn-1(T(g-1))
= k=0 qu(q,l)hn_k(:c(q,l)) + ko k(k = Dag?hyi(vg-)  (13)

Da A—1yh; = 0 for j <1 fas altsa:

= Ao hni(wgo) + Y (k= Dl (zgon) =0 (14)
= k=2



Sa ved at betragte hver potens af x4, fas fglgende krav, der skal veere opfyldt for
alle k € {0,--- ,n—2}

Aq_lhn_k(x(qfl)) + (k + 2)(]€ + 1)hn—k—2($(q71)) =0. (15)

S& nar forst h, og h,_; i fremstillingen givet ved (12) er bestemt, er resten

entydigt givet vha. (15).



3 Legendre polynomiet

For at konstruere Legendre polynomiet er det nyttigt at betragte visse rotationer

og spejlinger, der genereres af elementerne i O,).

Definition 3.1 Isotropigruppen for et givet element o € S971 er
Jq’a = {A|A S O(q), Aa = Oé}. (16)

Nu indfgres funktionen L,(q;-) : R? — R, der har 3 fglgende egenskaber og det

ses at funktionen er entydigt bestemt.
1. L,(g;1,...,2,) er et homogent polynomium af grad n og AL,, = 0.
2. For alle A € J,., geelder at L,(q; Ax) = Ly(q; v).
3. L,(q;eq) = 1.

Da L,(q;) € Hn(q) findes der en entydig fremstilling som givet i (12). Af det
andet krav fglger at for alle h; i denne fremstilling ma geelde h;j(Axg_1)) =
hj(x(g-1)) for A € O_1), altsa er h; konstant pa alle kugleoverflader, da der for
alle ;1) 08 Y(g—1), med |x_1)| = |yg-1)|, findes et A € O(_1) s& Az =
Y(g—1)- h; athenger altsd kun af normen |z(,_y)|. Altsa for alle ulige j er h; = 0.
Sa h; kan gives ved konstanter c I

k

1

i = Cn—k.flf?qi X hvor Cnk = 0 for n — k ulige

2

L,(q;-) kan altsd udtrykkes ved L,(¢;z) = Y., x’;ch-w”_kl men dette kan

q—1)’
med n — k = 2] omskrives til

Lo(giz) =y gl (17)
1=0
Nu fas med .
q— 2
0
A(qfl)(x(qfl))m = (a—wk) (x%q—n)l = (18)
k=1

q—1
> AUl = 1)(2f, 1) g + 207, 1) T = 20(g — 3+ 20) (2, ) (19)
k=1



og fra (15) folgende udtryk for ¢; og ¢;_1:

A(q,l)hn_k($(q,1)) + (/{5 + 2)(1{3 + 1)hn_k_2(:v(q,1)) = (20)
A(q—l)clx%é 1 + (k‘ + 2)(]{7 + ].)Cn712672 :E?é:i) = (21)
20(21 + g = 3)cl, "3 + (n = 21+ 2)(n = 2l + 1), 23 = 0 (22)

Da ovenstadende skal gelde for alle z(,_;) fas med overgangen | — [ + 1 altsd

fglgende sammenhang mellem ¢; og ¢;.1:
20+2)2l+q¢—1)m+(n—20)(n—2l—-1) =0 (23)

Fra krav nr. 3 bestemmes nu ¢y. Da z = ¢, svare til () = 0 og 2, = 1 fés

Ln(q;6q) = Zz Oc;x(q HT
Nu kan det bekraeftes at

ARAY n'r(qT)
“a= (7) Il(n — 20)T(52 +1) (24

Det verificeres let at kravet ¢y = 1 er opfyldt. Fra (23) fas

n2l _1

(n—20)(n—20-1)
(2l +2)(2l4+q—1)

og sa fglger det gnskede fra (”‘2(2(_%2!1—1)

Cl41 = — &)

= ('n,—21l—2)! og regnereglerne for I' funk-
tionen.

Ovenstaende overvejelser giver nu anledning til fglgende satning

Seetning 3.2 Der findes en entydigt bestemt funktion, L,(q;) : R? — R, givet
ved 3 folgende krav:

1. L,(q;x1,...,24) er et homogent polynomium af grad n og AL, = 0.
2. For alle A € J,., gelder at L, (q; Ax) = Lyn(q; ).
3. Ly(q;e4) = 1.

L, (q;x) er specifikt givet ved:

q— 1 l x%l 1)$g—2l
. — (- _ q—
Lalgz) = nll (75=) 0< 4) I(n —2)T(5E +1) (25)




Da L,(q;x) er et homogent polynomium gzlder, med notationen fra (5), at
Lo(q,2) = Lo(q; 7€) = " Ln(q; teg+v1 — 12€(4—1))- Men da {41y € S92 gaelder
at & ) =1 og s folger

n n _ [Q] 1 m€ _ 2lt n—21
Lu(g;7) = 1" Lu(g; teg + VT — P 1) = rmnlT(451) 30,20 (1) B S (e

1(n—20)0 (L1 +1)
o pra—dy =B 1yl (1=2)ln
=l (45) Y02 (—3) Hn—20)IT (%5 +1)

Dette polynomium bruges nu til at definere Legendre polynomiet.
Definition 3.3 (Legendre polynomiet) Med P,(q;-) : [-1,1] — R givet ved

(3] I
N qg—1 1
P.(q;t) = n!F(T) <_Z) m

=0

(1 _ t2)ltn_2l
n—20)I0(5E +1)

(26)

defineres Legendre polynomiet af orden n i q dimensioner.

Det ses at enhver kuglefunktion, Y € ), (q) af grad n der er invariant mht.
Jge, ma veere givet ved en konstant gange L, (¢;£) og denne konstant ma veere
kuglefunktionens veerdi i e,. Altsd Y (&) =Y (e,)Ln(q: &) = Y(ey)Pu(q; t).

Men hvis vi nu betragter en kuglefunktion der er invariant mht. isotropigruppen
for et vilkarligt element, o € S?!, vil der kunne bestemmes en ny ortonormal
basis, €,¢,...,&, hvor a kan opfattes som nordpolen pa kuglen. Altsa hvor
der gzelder a = €. 1 denne nye basis kan der med helt samme ovevejelser som
ovenfor findes en funktion tilsvarende L, (q;&) og en fremstilling for den givne
kuglefunktion der er invariant mht. J, .. Parameteren ¢ vil blive erstattet af { - .
Dette resultat bruges senere i mange udregninger og formuleres derfor som et

lemma.

Lemma 3.4 Antag at Y € Y,(q) er invariant mht. J, .. Sa gelder for alle & €
Sa-1
V(&) =Y(a)Pu(g; - ) (27)

Fra lemmaet fglger ogsa

Seetning 3.5 Underrummet af Y, (q) der bestir af elementer der er invariante

mht. J, o, for a € ST, har dimension en.



Bevis: For hvert underrum af ), (¢), bestaende af elementer der er invariante mht.

Jy.o €r der nu ifglge lemma 3.4 givet en endimensional basis ved & — P, (¢; a - §).

O

Szetning 3.6 (Additionsszetningen) Antag at Y;,j7 € {1,...,N(q,n)} er en
ortonormal basis for V,(q), sd gelder, for alle &,m € ST, at

g N(g,n) ,

VAQS0) = g7 Pl ) (25)

j=1
Bevis: For givet A € Oy og Y, i den givne basis findes koeficienter, Ul(A) sa

N(g,n)

= 2, Ul

Alle disse U/(A) danner nu en N(g,n) x N(g,n) matrix. Da integralet over en-
hedskugleoverfladen er invariant overfor et variabel skift gaelder, igen for vilkarligt
AeO

(9)>

G =< Y. Vi > / VORGSO~ (9)

N(qvn) N(q TL

/S Y v Z U (A)Y;u())dST(E) = (30)

UATTTD) [ V(OTa@ids™(6) = (31)
=1 m=1 Sa=1
N(g,n) N(g,n) N(g,n)
> UNAUP(A) <Y, Yy >= Y Uj(AUL(A) (32)
=1 m=1 =1

Sa der geelder at matrixen givet ved UJ(A) er uniteer, altsa gaelder:

N(g,n)

Sk =Y _ U(AUF(A). (33)

=1

Nu defineres funktionen F : S9! x S9! — C ved:

F(&n) = Y YY) (34)



Sa fplger, for alle A € O,:

N(g,n) N(g,n) N(g;n) N(qn)
F(Ag An) = ) UF(A) Yi(¢ F(¢n)
j=1 k=1 I=1 =1

Hvis F opfattes som funktion af en variabel med ¢ (hhv. n) givet, vil F vaere

invariant mht. J, ¢ (hhv. J,,) og der ma ifglge lemma 3.4 gzelde

hvilket giver F'(§,£) = F'(n,n). Men da £ og n var vilkarligt valgt fglger at F'(,§)
er konstant. Ved at betragte integralet af F'(£, ) over enhedskugleoverfladen fas
vha. (34) og (36)

[ Fegasie = Fleols = po s

Po(q:€ - m)
N(g,n)
= Y <Y.Y;>=N(gn) (38)
j=1
Sa fglger den gnskede ligning:
N(gn)
N(g,n)

. YY) = g Pala o) (39)
j=1

O

Additionssaetningen bruges bl.a. til at bevise at rummene ), (¢) er irreducible.

Definition 3.7 (Reducibelt og irreducibelt rum) FEt invariant rum, L, kal-
des reducibelt, hvis der findes et ikke trivielt invariant underrum, £, C L. Huvis

der ikke findes nogle sidanne underrum, kaldes L irreducibelt.
Satning 3.8 (Irreducibilitet) Hvert af rummene ), (q) er irreducible.

Bevis: Antag, for givne n og ¢, at V,(q) er reducibelt. Sa findes et invariant
underrum, £; C Y,(q). Vi antager yderligere at der er givet en basis for ),(q).
Hvert element i denne basis ma enten tilhgre £, eller det ortogonale komplement,

Ls. Da dimensionen af V,,(¢) (og dermed ogsa af £;) er endelig, fas pa denne made

11



en basis for £; (og for L£,).
Nu kan bestemmes F € L, F} : S9! x S9! — C (og Fy € Ly, Fy : ST71x 85771 —

C) pa helt samme made som F'(£,n) blev bestemt i beviset for additionsformlen.

F(&n) = F(EOPD (g€ n)
R(&n) = FR(E&OPP(gE ) (40)

Sa hvis {Y1,...,Yn, } er basen for £, og {Yn,41,..., Yn(gn) } €r basen for £, ma

geelde:

Ny N

YOV = ‘Sqﬂ‘ V(g€ m)

j=1
N(gn)

N ~N

Y Yi©Yaln) = %Pf)(q;ﬁ-n)

k=N1+1

Sa fglger fra ortogonaliteten af £, og L, at
/S PP @ e PP (g€ n)dST (n) = 0. (41)

Men da de Pygl)(q;f -1) 0g R(Lz)(q;f -7n) der optraeder i fremstillingen af F} og F;
begge stammer fra lemma 3.4, ma de vaere den samme funktion, nemlig Legendre
polynomiet, P,(g,t). F; kan jo stadig opfattes som funktion i hele V), (¢) med &
hhv. 7 givet. S& nu skal det bare vises at [g, , (Palg; & - n))zdSq_l # 0. Dette
folger af additions ssetningen (saetning 3.6):

/Sql P(q:& - m)dS* (n) = (42)
’Sq 1| N(g;n) N(g,n) - 3
(Mg / | > it v,m) ( 2 Yi(©)Viln) )ds® ) = (43)
-1 2N(qn q—1| |2 q—1
‘S ’ Z Yi(€ = <]l[5£q n’)> F(€,8) = ]’\iq n’) >0 (44)

S& rummene ), (q) er irreducible.

12



Sa V,(q) er bade irreducibelt og invariant.
Nu indfgres projektion af elementer i L?(S771) pa V,(q) helt seedvanligt vha. det
indre produkt.

Definition 3.9 (Projektions operatoren) For f € L?(S971) defineres projek-
tionen af f pd V,(q) ved:

N(g,n)
PDNE = Y < 15> V(O = g [ Pagen fndsT o)

(45)

Hvor det sidste lighedstegn fglger af additionsssetningen (sztning 3.6) og hvor

Y;, 7€ {1,2,...,n} antages at vere en ortonormal basis for V,(q).
Lemma 3.10 Huvis L C C(S?71) er et invariant funktionsrum geelder at rummet

Po(q)L = {glg € Pulq)f, f € L} (46)

er tnvariant.

Bevis: Givet et A € O og et g € P,(q)L findes et f € L sa g = P,(q)f. Sa
fglger, med koordinatskiftet 7 — An, da integralet over enhedskugleoverfladen er

invariant mht. et variabelskift:

94(8) = (Bu(0))a(€) = 75(311? [ PlAcnfmasm = @)
S [ P g Anf(ands™ (4n) = (Ba(a)4)(©
|59 S a1

Men da £ er invariant geelder at f4 € L, sa der findes et h € P,(q¢)L sa h =
P,.(q)fa. Men sa geelder at h = g4, sa P,(¢)L er invariant.

O

Seetning 3.11 Huvis L er et invariant og irreducibelt underrum af C(S971) sé
geelder enten L L YV, (q) eller at P,(q) er en bijektion af L pd YV, (q).

Bevis: Antag at £ ikke er ortogonal pa ), (q). Sa folger fra lemma 3.10 at P,,(¢)L
er invariant, og da ), (q) er irreducibelt kan P, (¢)L ikke veere et segte underrum.
S&a Pr(q)L = Vu(q) 0g Pu(q) : £ — Vu(q) er surjektiv. Hvis P,,(q) ikke er injektiv
vil ker IP,,(¢q) veere ikke triviel. Dette ikke trivielle underrum af £ vil veere invariant
da (P,(q)fa)(€) = (Pn(q)f)a(§), i modstrid med at £ er irreducibelt.

13



Korollar 3.12 Kuglefunktioner af forskellig grad er ortogonale. Altsd

yn(Q) J—ym(Q)v ndr n #m

Bevis: Da rummene af kuglefunktioner af forskellig grad har forskellig dimension,

ma de vaere ortogonale ifglge setning 3.11.

O

Da P,(q;t) optraeder igen og igen i beskrivelsen af kuglefunktionerne viser det sig

nyttigt at indfgre andre repraesentationer af P, (q;t). Her folger 3.

3.1 Rodrigues fremstilling

Ortogonaliteten af rummene Y, (q), Yin(q) for n # m vist i korollar 3.12 kan bru-
ges til en beskrivelse og konstruktion af P,(¢;t). Da V,(q) L Vu(q) for n # m
gelder [¢, Ln(q: &)L (q;£)dS™1(§) = 0. Men Ly, (q; €) kan pa enhedskugleover-
fladen erstattes af P,(q;t), og integralet kan vha. overvejelserne omkring (5) aen-

dres til et integral over S772 og t. Altsa:

([ Ptaopate (-7 ar)as )

-1

/Sql L (q;€) Lin(q; £)dST1(€) = /

Sa—2

= 1572 [ Pulg:)Pu(g:t) (1 —3)Tdt =0 for n#m (48)

-1
Ved (48) er givet en betingelse for P,(q;t), der sammen med P,(¢;1) = 1 kan
bruges til at give fglgende fremstilling af P, (q; ).

Saetning 3.13 (Rodrigues repraesentation) Der gelder

n s=q (d\" 423
Palgit) = (—)" Ral@)(1 = )% () (1 =)+ (49)
hvor Rodrigues konstant, R, (q), er givet ved
1\n T(5)
Ru(q)= (=) — 22 50

14



Bevis: Det skal vises at ovenstaende fremstilling af P, (¢;t) opfylder

/H Po(g; 1) Prlg; 0)(1 — %) dt = 0

1

for n #m og P,(q;1) = 1.

Da (—1)"R,(q) er en konstant for givet n og ¢ betragtes for at lette notationen,
k’te grads polynomiet p, = (1—2)"%" (dt) (1—t2)"+ 2" Det skal altsa vises at for
n # m geelder fjll Pu(O)pm(1)(1—12)"2° dt = 0. Dette vises ved partiel integration,
hvor det benyttes at for n > k > m, f € C*[—1,1] geelder

Oy a -] <o (51)

Sa ses, for n > m, da pl " (t) =0
[ mntmon - eFa= [Cpn(g) a-erta= @
() 0= (@) a6y

+1 n—(m+1) a3
== [ ()T e d =0 (s
-1

At P,(¢;1) = 1 kan f.eks. vises ved at erstatte ¢t med 1 — s og betragte konstanten
i fremstillingen af p,(1 — s) for s = 0, der svare til ¢t = 1. Se feks [2] s. 22 for

detaljer. Man finder at p,(1) = (—2)" % = (( 1)"R,(q )) sa der geelder
2

P,(q;1) = 1 ogsa i Rodrigues reprasentationen.
U

Lemma 3.14 Huis f € C"[—1,1] sd geelder der
+1

P00 - ) = oo T ma - e e (s5)

Bevis: Da der stadig gaelder (51) ses ved partiel integration
+1 +1

Ot =) T = (<) Rala) | fOpat)de = (56)

n d\n-1 2\n+9=314+1 (1) n—1 2\n+ 452
(-1) RAQ)([N)(@) (-t — [ 0y )
Y R — (57

U
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3.2 Laplaces fgrste integral

P,(gq;t) kan ogsa gives pa integral form, vha. Laplaces fgrste integral. For givet

Ng—1) € ST? defineres i ¢ dimensioner a € C? ved
@ = &g+ i) (59)

Fra a konstrueres nu et n’te grads polynomium, x +— (z-a)". Det ses at A(z-a)" =

0 er opfyldt ved at betragte, for n > 2,
q
Az -a)" = a? Z nin—1)(z-a)"? (59)
j=1

Da a* = 0 pr. definition gelder altsd A(z - a)" = 0.
Sa det ses at
1 1

Ln(2) = o= (z-a)"dS"*(n) = o= (g +i2(g-1)7(g-1))"dST* (1)
(59721 Jsu [S4=2] Jgyo T T DY

(60)
er et homogent polynomium der opfylder AL, (z) = 0. Dette var det forste krav
der blev stillet til funktionen i s@tning 3.2.
Det andet krav, at L,(Az) = L, (z) for alle A € J,., ses ogsa opfyldt, da inte-
gralet er invariant overfor et variabel skift.
Det 3. krav er ogsé opfyldt, da L, (¢,) = ﬁ Jga-2 1"dST72 = 1.
Sa fglger, med samme overvejelser som blev brugt forste gang Legendre polyno-
miet blev indfgrt at L, (¢) = ﬁ Jgaoa (t+1V1 — 12 1)n(g-1))"dST2(n). Altsé
kan Legendre polynomiet nu gives ved Laplaces fgrste integral.

Satning 3.15 (Laplaces fgrste integral) For g, n ogt € [—1,1] er Legendre

polynomiet givet ved:
s

“ g [, CH IR ATl e

P(g; t)

3.3 Legendre polynomiet som lgsning til differential ligning

Det kan vises, ved at betragte koeficienterne til hver potens af ¢ i fremstillingen
af P,(q;t) givet ved (26), at der gelder fplgende lemma. (Se f.eks. [2] s. 38.)

Lemma 3.16 P,(q;t) lgser Legendre differential ligningen, givet ved
8- d

((1-#) a(l—tQ)qT_l%+n(n—|—q—2)]Pn(q;t) ~0 (62)
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4 Legendre polynomiet som hypergeometrisk funk-
tion

Definition 4.1 (Hypergeometriske funktioner) De hypergeometriske funk-

tioner indfores som lgsninger til den hypergeometriske differential ligning
d \2 d
[z( z) o)t lc—(a+0b+1)z] e ab| f(z) =0 (63)
hvor a, b, c € C.

I [2] §36 vises at med (x),, = F(F:”(J;;l) er

> a j b ij
o F1(a,b,c; 2) _Z%F

=0
lgsninger til (63) for |z| < 1 nar ¢ ¢ {0,—1,—-2,...}. Der geelder desuden
oF(a,b,c;0) = 1.
Fra lemma 3.16 vides at Legendre polynomierne er lgsninger til differential lig-
ningen givet i lemmaet. Med (1 —t2)32;q%(1 —tQ)%% = (1-1?) (%)2 —(g—1)td
fas altsa for t € [—1,1]

(64)

[(1 4%(%)2 — (¢~ 1)% +n(n+q—2)}Pn(q;t) —0 (65)
Med ¢t =1 — 2z fas nu for z € [0, 1]
[2(1 —z>(d%)2 + (% ~(q— m)% Yn(n+q— 2)} (66)
eller
[z<1_z)(%)2+ (q%l—(—n+(n+q—2)+1>z>dilz_(_n)(n+q—2)} (67)

Sa det ses at lgsninger til Legendre differential ligningen er lgsninger til den

hypergeometriske ligning, med konstanterne a, b og ¢ givet ved:

-1
a=-n b=n+q—2 c:qT (68)
Det folger med ¢t =1 — 2z at P,(q;1 — 2z) = 1 for z = 0 og derfor gaelder
-1 1-—t¢

Der findes, bade i appendix af 2], og generelt i litteraturen masser af trans-
formations regler for hypergeometriske funktioner og disse regler kan altsa ogsa
benyttes pa Legendre polynomierne. Disse transformationer vil dog ikke blive
behandlet i dette projekt.
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5 Rummene )),(q) udspander L*(S71)

For at vise at rummene Y, (q) udspsender L?(S%71), vises at V,(q) ligger teet i
C(S971) da det vides at C(S971) ligger teet i L?(S971).

For at vise dette indfgres fglgende operator:

Definition 5.1 For f € C(S971) defineres I1,,(¢)f : S — C wved

(5 pas ) (70)

M@ =B [ (25

Sa-1

hvor E(q,n) er givet ved

N T T(n+q—1)
E(a.n) = (12) Tas ey (71)
Seetning 5.2 Der gelder uniformt, for f € C(S971),
lim (IL,(q) f)(€) = f (&) (72)

n—oo

Bevis: Fgrst betragtes fglgende integral, hvor omskrivningen: £ - =¢ = 2x — 1
benyttes, samt Eulers Beta integral (se f.eks. [2] s. 197 lemma 1).

/Sql (#)ndsq_l(n) =157 /j <#>n(1 —)'Tdt= (73)

1 q - 1 q— q—1
15471 / 2"(1 —2)"7 (42)"2 2dx = 2972|547} / 2T N1 — )" ldr =
0 0

g1 7 D4 BO0Y e Dot 5
['(&) D(n+ 2 + £1) I(n+q—1)
Fra ovenstaende fas nu

(M1)€ = £€)+ Bla.n) [

Sa—1

= (E(g,n))"  (74)

(1 +2§ . n)n(f(ﬁ) — f(&)dsS* (n). (75)

Med approximationen af T' fra [2] (§ 35.31) fas folgende approximation af E(q,n)

for n — oo

1\ 5t V2rpnta1-2en 1\%
Bam~ () " e = (5)
2mn"T Tz T2e
For ¢ -n<1—-4<1 gealder

s (Y (Y-
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sa da 0 < E(gq,n) (#)n folger det med (76) at for £ - n < 1 geelder:

lim E(q,n)(1+£.n)n:0 (78)

n—oo 2
Da f er kontinuert p& en begraenset maengde, S9!, er f uniformt kontinuert, og

der findes, for givet § € [0, 1], et w(d), der opfylder at lims_ow(d) = 0 og

[F(©) = fn)] <w(d) for 1 =0 <&-n<1 (79)

for alle £,n € S971.
Samtidig vides at f er begraenset, da f er en kontinuert funktion pa en kompakt

mengde. S& der findes et M, s3 der for alle £, € S771, gaelder:

1f€) = fm <M (80)

Tilhgrende givet 6 € [0,1] opsplittes enhedskugleoverfladen, S9!, nu i to dele,
nemlig

STHE) ={ne s> 14} (81)

STHE) = {neSTg <14} (82)

Nu fglger fra (75), (79) og (80) for givet § € [0, 1]

1T )(E) ~ F(©)llp = (83)

1B [ (S5 G - FO)ST e < (84
1], Pl (Y (f) - F@)las o (89)
[ B (S5 G - Al < (86)
@B [ (F5) asr - 1)

[ 1B () ST ) < (88)

w(8) + |57 B(g.m)M (1 - g) s w(6) for n— o (89)

Altsa geelder lim,, .o ||(I1,(¢) f) (&) — f()|lsup < w(d). Da w(d) — 0 for 6 — 0

fglger seetningens resultat.
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U

S& ovenstaende viser at enhver kontinuert funktion, f € C'(S97!), kan tilnaermes

uniformt med I1,,(¢). Dette viser i sig selv dog ikke det gnskede, men med fplgende

lemma ses at rummene Y, (q) ligger teet i C(S971).

Lemma 5.3 Med 15 (q) givet ved

n! (n+q—2)
n—Fk!(n+k+qg—2)

k _
fn(q) = (

geelder
&)= 1k(q)Pr(q)f)()
k=0

Bevis: Betragt forst, med lemma 3.14, for n > k

A= /Sq1(1 +&-0)"Pe(q; € - m)dST(E) =

+1 ,
50| / (L4 1) Pulgs ) (1 — )T dt =
-1

|Sq—2|Rk(q)/_l n ﬁ'kz) (1+8)" "1 — )k+q dt

Med t = 2z — 1 fas, tilsvarende udregningen for seetning 5.2,

ket 132

A= |Sq_2|Rk<Q)(nﬁ—!k)! /OI(Qx)"_k(le(l — x)) * 2dr =

|SQ—2|R ( )2n+k+q—2 n! ! xn—i-q%l—l(l )kz+q _1d$ _
o (n—k)! s

n T+ SHT(k+ 5 _

q—2 ontk+q—2
S i (q) (n—k)! T'(n+k+qg—1)

9 m'T (l)k (qT) on+k+q-2 n! F(n""q;_1>r(k+q%l) _
[ 27 T'(k+ %54 (n—k)! Tn+k+qg—1)
ortq-1_t5t n! L(n+ %)
T2

(n—K!T'(n+k+qg—1)
Med disse udregninger ses at

Bl [ (R0 T e s ) -
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N(g,n) (i)% L(n+g-1) <l>"2n+q—1 er L(n+ %)

|Ga-1] T(n+ S \2 (n—k)\T(n+k+q—1)
N(q,n) n! Fn+q¢—2+1)
ST =Rt +htq—2+1) (10
N(g,n) n! (n+q—2)! _N(q,n)ﬂi(q) (102)

1Se=1 (n—K)!(n+k+q—2)!  |S7|
Alle polynomier af grad n kan gives entydigt ved deres projektion pa alle Py(q;-)
med k € {0...,n}, da Py(q;-) L P;(¢;-) for k # j. Med dette folger nu at

Bl (250 = 3 ) M P i) (103)

1
2 prd | Sa—1|

og sa fglger trivielt det gnskede:

B ) fyr (25£2)" FO)dse () = (104)
Do (D) o [gus Pl € m) f(m)dST™ () (105)
O

Med 4if(q) givet ved (90) ses det at u < pF ., og at lim, . pf(q) = 1. Altsa,

med alt det foregaende i dette afsnit kan nu formuleres fglgende satning.

Seetning 5.4 For f € C(S97') gelder uniformt

= lim 3" ph (@) Be(@))(€) = S (Bul@))(©). (106)

k=0

Da projektionerne pé alle J;(q) mht. supremumsnormen ligger teet i C'(S97!)
fglger at rummene YV (q) ligger teet i C'(S?7!) mht. 2 normen, og heraf fglger,
da C(S971) ligger teet i L?(S971), at rummet udspezendt af alle Vi (q) ligger teet i
L?(S%71) og alts& udspzender L?(S971).
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6 Funk-Heckes satning

Seetning 6.1 [Funk-Heckes setning] Antag at @ € ST, Y € V.(q) og f €
C([—1,1]). Sd geelder

Jous fla-OY(£)dSTH(E) =AY (a),  hwor
A =1802) [T Pugt) f()(1 - 3) % dt (107)

Bevis: Antag at f € C([—1,1]). S& geelder at f(a:) € C(S97) for givet a € S7!
og at f(a-) er invariant mht. alle A € J,,. Da nu P,(¢)f er invariant mht. J,,

fglger fra lemma 3.4 og definitionen af projektionsoperatoren at

(Pn(q)f)(&) = (108)

jlvs(giﬁ) /Sql Po(q:€-n)f(a-n)dS™ (n)  (109)

Nu saxttes )\]‘\g(qq_’?l) = (P.(q)f)(«), og hver af leddene i (109) multipliceres med

Y (&) fra YV, (q) og der integreres over £. For det venstre led fas

(Po(q) f)(a) Pu(g; - §) =

[ Ay @ a- 9dsm (€ = W o) (110)

da projektionen af Y (§) pa V,(q) er triviel. For hgjre side fas, da det oplagt er
tilladt at bytte om pa integrationsrackkefplgen ifglge Fubinis saetning (se f.eks. [1]
seetning 6.12), fglgende

S Yol©) fsums ToZHPu(g; € - m) f (- m)dSTH (m)d S (€) = (111)
Jsamr Ya(n) f(a-)dS* () (112)

Sa mangler bare at vise at A har den gnskede form.

ST
N(gq,n)

Ehe) = [ PlaaieondsTe 13

Da dette integral ikke atheenger specifikt af o kan veelges at szette a = ¢, for at

lette udregningerne.

+1 3
A=|50? / R0
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7 De associerede kuglefunktioner

7.1 De associerede Legendre funktioner

Til konstruktionen af de associerede kuglefunktioner skal bruges de associerede
Legendre funktioner. Det der egentligt sgges er funktioner, A7 (q,-) : [-1,1] — R,
der opfylder

/+1 Al (g A (¢, ) (1 — 37 T dt = Onm (114)

1
Det viser sig dog at det polynomium, A’ der sgges, er proportionalt med den
associerede Legendre funktion af samme grad, P’, og da proportionalitetskon-

stanten ikke er helt triviel vil vi starte med at arbejde med P’.

Definition 7.1 (De associerede Legendre funktioner) For givet dimension,
q, defineres den associerede Legendre funktion af grad n og orden j, Pi(q;-) :
[—1,1] = R, ved

. Ga—3 o[t g—4
Pi(g,t) == }s: / (VTP B g - L)1 - ) s (115)

Lemma 7.2 For givet ¢ ogn > j > 0 geelder folgende sammenheng mellem den
associerede Legendre funktion i q dimensioner af grad n og orden j og Legendre
polynomaet © q + 25 dimensioner og grad n — j:

q—1

Pl = (5) e (- P Rete 2 ()

Bevis: Med brug af lemma 3.14 ses at

q 3 ' - +1 . . q—
Y »

(117)

Fra dette folger, fra Laplaces forste integral (sztning 3.15), og (6)

; q nl J |ga+2i—2 )
Pi(g;t) = }iq 2IR (- 1) 551 - tQ)%IgﬁT‘SIPnfj(q +2j:t) = (118)

I (Y .

(5) gy (1= )3 P (0 4+ 2531) (119)
O
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S& PJ(q;t) er proportional med (1 — t2)%Pn,j(q + 27;t) og for at bestemme kon-

3

) 2 3
stanten si (114) er opfyldt bestemmes fjll ((l—tQ)%Pn_j(quQj; t)) (1—1%)"z dt.

[ = 2P, (g + 255 6)2(1 — 12) 2 dt = (120)
S5 Pajlq+ 25021 — )5 dt (121)

Dette integral er identisk med fglgende integral over enhedskugleoverfladen, som
kan bestemmes vha. (44)

1

(5022 Py j(q 42536 - £)?dSTHH(E) = (122)

Sa+2i—1
|Ga+2i-1]
|S9+2-2|N (¢ + 2j,n — j)

PG +%5)  Vam—5)(g+2 1)
L(Z+j) Cn+q—2)T(n+q+j—2)
Da der geelder /7' (z) = 277 'T'(£)['(252) (se f.eks. [2] s. 199 lemma 3) bestemmes
dette udtryk til at vaere

= (123)

(124)

(n—J)IT( + 5)
2n+q—2)'(n+j+q—2)

%ta2 (125)
Sa med konstanter fra ovenstaende udregninger defineres de normerede associe-

rede funktioner, A7 (¢;t), nu.
Definition 7.3 For givet ¢ ogn > j > 0 defineres Al : [—1,1] — R ved:

(22720 + ¢ = 2)(n — )\ (n+ g+ - 3)]*

Al(g;t) = -
nIT(45)

Pl(q;t) (126)

Da AJ er proportional med (1 — tQ)%Pn_j(q + 27;t) geelder ifplge ovenstaende

udregninger

+1 »
/ A (g ) AT (g 0)(1 — )T dt = 6 (127)

1

7.2 De associerede run

Lemma 7.4 Antag at Y, 1(-) € YV;j(q — 1) sd gelder at Pi(q;t)Y;,1(6,-1) €
Vu(q), med & = teq + &(g-1)-
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Bevis: Da der pr. definition gaelder

. Sa=3| ot . o4
Ba;:1)Yjg-1(8g-1)) = :SH:Z ]/1 (t+isvV1 —t2)"Pi(q—1;s)(1—s%) = dsYjg-1(€-1)

ses med fremstillingen fra Funk-Heckes satning, (s@tning 6.1) at

. |Sq—2’ . . B
Piaia1 ) = [ [, V= B8 ia) Vgt (- d5" ()

Sé da (teg + iV 1 — t2(g-1) - N(g-1))" € Vu(q) for givet n,_1) € S92 pr. overvejel-

serne omkring (59) méa ovenstaende integral ogsa vaere en funktion i V,(q).

O

Sé pr. ovenstéende lemma og definition 7.3 falger at A7 (¢; )Y} ,—1(§4-1)) € Vu(q)
med { = te, + V1 —12{,_1) og dette giver anledning til at definere fglgende

operator.

Definition 7.5 For givet ¢ ogn > j > 0 defineres Al : V(g — 1) — Vu(q) ved

(ALYjq-1)(8) = A%(¢:)Yjg-1(§(-1) (128)
Operatoren AJ benyttes nu til at definere de associerede rum, ) (q).

Definition 7.6 (De associerede rum, Y/ (q)) For givet ¢ ogn > j > 0 defi-

neres det associerede rum ved
Vi(q) == AY;(g—1) (129)
Det ses at VI (q) C Vu(q).

Seetning 7.7 V.(q) er den direkte sum af YVi(q) for j € {0,1,...,n}. Altsd
Yulg) = Uj— Vi(a).

Bevis: Det vises fgrst at rummene yﬂ;(q) er ortogonale.
Lad Y(§) = AL(g:1)Yi(€q-1) € Vi(q) og V(&) = Ap(q;t)Ym(Eg-1)) € Vi(q)
med § = te + &g-1), Y1 € V(g —1) 0g Yo, € Vin(q — 1). Sa fas

+1

SYLYP =< VYo > [ M)A 00 - ) T d =5, (130)

-1
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Altsa geelder V' (q) L Y™ (q) for | # m.

Da AJ : V(¢ — 1) — Vu(q) er en injektion er AJ en bijektion fra V;(¢ — 1) til
Yi(q)- Sa dim(¥i(q)) = dim(Y;(q — 1)).

Fra (11) fglger

ZZO:O N(Qa n)zn — 1:_)}21—1 =0 1:)'3—2 % = (131)

(ZroNg—1m)n) (Soee") = S22 (S Nlg = LK) (152

Dette giver, da V! (q) L Y™(q) for [ # m, nu

dim ( CJ Yi'(q > Z dim ()Jm > Z dim ()/m(q - 1)) (133)

n

> Nlg—1,m) = N(g,n) = dim (Vu(q) ) (134)

m=0
Sa da Y (q) og Y™(q) er ortogonale delrum af ), (q) for [ # m og da dimensionen

af ' _, V' (¢) er den samme som dimensionen af ), (¢) ma de to rum veere ens.
U

Saledes kan der altsa findes en basis for ), (¢) nar bare der er givet baser for
Vi(g—1) for k € {0,1,...,n}. Specielt kan der findes ortonormale baser. Heldigvis
findes der meget velkendte og velbeskrevne ortonormale baser for ), (2), givet ved
de trigonometriske funktioner. Herfra kan altsa generaliseres en ortonormal basis

for Y, (q) for vilkarlig dimension, ¢, og orden, n.
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8 Laplace-Beltrami operatoren, Az‘q_l)
Laplace operatoren , A, kan med fordel opdeles i to dele. En differentiation
mht. r, radius og en differentation mht. enhedskugleoverfladen.
Det kan vises (se f.eks. [2]| s. 76-78) at der gzelder
0\?2 —-10 1 1 0 0 1
A(q) = (—> + q — AW) = ra—t _— + _A?q—l) (135)

or r (‘37‘+ﬁ (@=1) = pa-1 9y or r?

hvor qu—l) er Laplace-Beltrami operatoren. Tilsvarende kan det ogsa vises at

-0 1_,
Vig = 55 + ;V(q_1) (136)

Nu konstrueres en udvidelse af alle f € C'(S971) s& de er defineret pa en kugleskal
omkring S9!, For givet 1 > ¢ > 0, defineres f* for alle z € R? der opfylder
1—0<|z| <146 ved

f@)= () =€), medw=r¢ (137)

]

Specielt for f € C?(S77!) ses, da der galder 2 f(¢) = ag_(sg)% =0, at pa enheds-

kugleoverfladen, altsa for |z| = 1, fas

DN f(x) = Afy_y f(€) (138)

og for de x om hvilke der gaelder 1 —§ < || < 1+ fas

D) = 58y f€) 0 Vip f(2) = Vi, f(€)  (139)

r

Dette bruges nu, sammen med Greens identitet til at vise fglgende satning:

Seetning 8.1 For f € C*(S97') og g € C*(ST) geelder:

| o dinniast == [ (Vi igas (140)

Bevis: Til f og g konstrueres udvidelserne f* hhv. ¢* nu tilsvarende (137) og med
Greens identitet (se f.eks [3]) betragtes folgende integral.

/1—6<| ‘<1+6(9*($)-A(q)f*(x)—l-Vg*(x).Vf*(x)>dv _ /g*<l‘)V(q)f*($)dﬁ (141)
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Det hgjre integral skal her forstas som integral over den indre og ydre kugleskal.
Da f*(z) pr. definition er konstant i normalvektorens retning ma dette integral
veere lig nul. Med overgang fra volumenintegral til integral over enhedskugleover-
fladen og over radius, 7, fas med dV = r?'drdS?! at det venstre af ovenstaende
integraler ma vaere givet ved

146 1 1

1
[0 580 (€ + Vi sl€) 3 Vi ()5 €dr =
1-§ JSa-1

r2

/1”‘S a3 ( /S . (9(8) - Afyony F(&) + Vigy9(&) - Vig—ny () dS H@)dr -

-5
Sa folger saetningens resultat, da integralet over kugleoverfladen ma kraeves lig

nul.
O

Det vises nu at kuglefunktionerne er egenfunktioner til Laplace-Beltrami opera-

toren.

Definition 8.2 (Egenfunktion) En ikke-triviel funktion, f € C*(S97'), kaldes

en egenfunktion til operatoren B, med egenverdi A € R, huvis der gelder
Bf =\f (142)

Huvis der er N lLineert uafhengige egenfunktioner til en givet operator kaldes N

for operatorens multiplicitet.

Seetning 8.3 (V,(¢) som rum af egenfunktioner til A7 _,)) Rummet V,(q)
er rummet af egenfunktioner til Laplace-Beltrami operatoren, A?q—l)’ med egen-

verdi n(2 —n — q).

Bevis: Til hvert Y,, € )V,(q) findes et harmonisk polynomium, H,, der opfylder
bade A H, =0 og H,(z) = 1"Y,(§). Sa der geelder:
( 1 0 0 1

r

ByHa() = B (r"Yal€)) = P gAY (43)

ra=1 r or
=" (nn+q—2)+ Aj,_))Ya(€) =0 (144)
og heraf fglger at
AfypyYal&) = 0(2 = n — q)Ya(§) (145)



U

Da der er N(g,n) linezrt uathaengige funktioner i ), (¢) er multipliciteten af

Laplace-Beltrami operatoren altsa givet ved dimensionen af ), (q).
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