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1. INDLEDNING.

Lad d veere et naturligt tal. Et klassisk, diofantisk problem - endda taget op
til overvejelse af Diofant selv - bestadr i at spgrge efter rationale tal «, 3,7y, hvis
kvadrater er pd hinanden fglgende tal i en aritmetisk progression med modulus d;
med andre ord: Der spgrges efter rationale tal «, 3,y sdledes, at:

(%) Y -pP=p-a’=d.

Hvis (%) har en Igsning i rationale tal «, 3,7, kaldes d klassisk for et ’kongruen-
stal’. Mens forfattere i oldtiden og middelalderen var tilfredse med at kunne angive
eksempler pa kongruenstal (f.eks. (Fibonacci) d = 5, a = 31/12, g = 41/12,
v = 49/12), ma opgaven set fra et moderne synspunkt - safremt problemet da
overhovedet skal tages alvorligt - veere at karakterisere kongruenstallene eller i det
mindste at spgrge efter en algoritme, der for givet d afggr, om d er et kongruen-
stal. Bemeerk, at det pd ingensomhelst made er trivielt klart, at en sddan algoritme
eksisterer: Hvis et givet d skal vises ikke at veere et kongruenstal, skal - a priori -
uendeligt mange muligheder for (a, 3,y) udelukkes.

Vi vil se, at det er muligt at give et partielt svar pd disse spgrgsmal og, at
eksistensen af en fuld algoritme som ovenfor tilsyneladende hzenger pa et af de
store, centrale, ulgste problemer i moderne talteori, nemlig den sdkaldte Birch- og
Swinnerton-Dyer formodning (se nedenfor i afsnit 3).

Dvelse 1: Vis, at d er et kongruenstal, hvis og kun hvis d er arealet af en retvinklet
trekant med rationale kantlengder.

Lad os nu bemerke, at vi gjensynligt uden veesentlige indskreenkninger kan
antage, at d er kvadratfrit. Af pladshensyn vil vi i denne artikel yderligere antage,
at d er ulige; tilfeeldet, hvor d er lige kan behandles helt analogt. Altsa:

d € N, kvadratfrit og ulige.

Vi vil diskutere forskellige aspekter af fglgende setning af J. B. Tunnell (/nvent.
math. 72 (1983), 323-334):
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Saetning 1.1. Definer:
ca = #{(z,y,2) € 2| 22° +y?+322% =d}

-1 - #{(z,y,2) € Z° | 22 +y> +82% =d}.
Da gelder:
cqg # 0 = d er ikke kongruenstal.

Huvis Birch-Swinnerton-Dyer formodningen gelder, kan denne implikation
vendes om.

Tunnell’s seetning har diverse klassiske resultater om kongruenstalproblemet som
umiddelbare konsekvenser og viser, at visse klassiske formodninger kan opnds som
fglger af Birch-Swinnerton-Dyer formodningen, men vi kommer af pladshensyn ikke
ind pa dette.

Interessen for Tunnells seetning i sammenhang med det maske udfra en umiddel-
bar betragtning relativt tilfeeldigt udseende problem (*) koncentrerer sig - bortset
fra den historiske interesse - i fglgende 2 punkter: (7) Man beviser i den matem-
atiske logik, at der ikke findes nogen generel algoritme til afggrelse af lgsbarhed i
hele tal til systemer af diofantiske ligninger (i.e. systemer af polynomiumsligninger i
flere variable med heltallige koefficienter). Men det tilsvarende spgrgsmal angaende
mulighederne for algoritmisk afggrelse af lgsbarhed i rationale tal er endnu ikke
afklaret. Selv specielle spgrgsmal af denne type, der kan vise hvilke problemer, man
er oppe imod, er derfor af en vis interesse. (%) Som vi vil se nedenfor lurer der
under overfladen af det 'uskyldigt’ udseende problem (*) en dyb, massiv struktur,
som kun den moderne matematik er i stand til at handtere. Og det er vel ne-
top matematikkens egentlige opgave at afdekke sddanne dybtliggende og a priori
skjulte strukturer.

2. OMFORMULERING.
Lemma 2.1. Ligningen (x) har en lgsning (o,B,7) € Q3, hvis og kun hvis
ligningen
v’ = 2% — &%z
har en lgsning © rationale tal ,y med y # 0.
Bevis: =: St z := (a+ B)(B+7), v := (¢ + B)(ex + 7)(6 + 7v) og udnyt, at

d=(+p)(y—p)=(B+a)(f-a)
<: Seet o := (22 —2dz — d?)/(2y), B := (2% +d?)/(2y), v := (2 + 2dz — d?)/(2y).

I denne og vel at marke kun i denne artikel vil vi definere en elliptisk kurve E
(over Q) som en ligning af formen y? = z* + az? + bz + ¢, hvor a,b, ¢ € Z, og hvor
polynomiet z3 + az? + bz + c har 3 forskellige rgdder. Vi skriver:

(%) E: y*=2°+az’ +bz+c,
og vi vil betegne den specielle elliptiske kurve, der forekommer i 2.1, med E,, altsa:

(% * %) Ey: v*=2°%—d’z .



3

Lgsninger til (%) i rationale tal z,y kaldes rationale punkter pa E; til disse
Igsninger tilfgjes 'kunstigt’ et ekstra 'punkt’, som betegnes O, og man satter:

E(Q) :={0}u{(z,y) € Q*| v* =z% +az® + bz +c}.

Formalet med tilfgjelsen af det ekstra punkt O er, at man i teorien for elliptiske
kurver viser, at £(Q) har en naturlig struktur som abelsk gruppe, hvor O spiller
rollen som neutralelement. Kompositionen i denne abelske gruppe betegner vi
simpelthen med ’'+’; den kan angives eksplicit: Haves eksempelvis 2 lgsninger P; =
(zi,9:) € Q% 1 = 1,2, til (xx) med z; # z2, fés en 3’de lgsning P; = P, + P, =
(zs,ys) € Q?, hvor z3 = (%)2 —a—T1—Z3, Y3 = — (%) T3 — (7”21:23”)
(kan checkes direkte som gvelse). Et andet eksempel pa kompositionen er: (z1,y1)+
(z1,—v1) = O, altsé (z1,—y1) = —P1.

Hvad kan vi sige om strukturen af E(Q)? En grundleggende sztning i teorien
for elliptiske kurver er Mordell’s setning (1922), der udsiger, at gruppen E(Q) er
endeligt frembragt. Af strukturseetningen for endeligt frembragte, abelske grupper
kan vi da slutte, at

EQ=TeZ ,

hvor r € Ng, T er en endelig, abelsk gruppe, og T og r er entydigt bestemte ved E.
Gruppen T kaldes E’s gruppe af (rationale) torsionspunkter og betegnes Eiors(Q);
denne gruppe bestar altsa netop af elementerne af endelig orden i E(Q). Tallet 7
kaldes E’s rang, og vi betegner det med r(E).

Lad os nu specialisere til vores specielle kurver E;: Kan vi angive nogle rationale

punkter pd E;? Det er let: Vi har gjensynligt (0,0), (d,0), (—d,0) € E4(Q). Som vi
navnte ovenfor, har vi —P = (z, —y), for P = (z,y) € E4(Q), og for disse punkter
geelder fglgelig 2- P (= P+ P) = O, hvis og kun hvis P € {(0,0), (d,0),(—d,0)}.
Naturligvis har vi ogsd 2- O = O, da O er neutralelement i E4(Q). Vi kan altsa
slutte, at U := {0, (0,0),(d,0),(—d,0)} er undergruppen i (Ez)tors(Q) bestdende
af elementerne af orden 2 i E4(Q). Med blot en lille smule teori for elliptiske kurver
kan man pa relativ simpel vis slutte, at vi faktisk har U = (Eq)tors(Q). Vi antyder
en mulig bevismetode i den nzste gvelse.
Dvelse 2: Betragt tilfeeldet, hvor d er et primtal . Den sikaldte Nagell-Lutz
setning specialiseret til kurven E, udsiger, at hvis P = (z,y) € E,(Q) er et tor-
sionspunkt, da galder z,y € Z, og enten 2- P = O eller y | 2£3. Slut heraf, at vi
for et torsionspunkt (z,y) mé have y = 0.

Vi er nu i stand til at omformulere vores kongruenstalproblem.

Lemma 2.2. (d er et kongruenstal) < r(Eg) > 0.

Bevis: Ifglge Lemma 2.1 er d et kongruenstal, netop hvis der findes (z,vy) € E4(Q)
med y # 0. Vi karakteriserede ovenfor torsionspunkter (altsa punkter af endelig
orden) (z,y) € E4(Q) ved betingelsen y = 0. Altsd er d et kongruenstal, netop
hvis E4(Q) har et element af uendelig orden. Men dette er jo akvivalent med
betingelsen r(Ey) > 0.



3. L—RIEKKER, SPIDSFORMER OG MODULARITET.

Vi betragter igen den generelle elliptiske kurve (xx). Lad p vere et primtal. Til
parret (E,p) er knyttet et helt tal ap(E), der kommer til at spille en afggrende rolle
i det fplgende. Vi angiver definitionen af a,(E) 'for naesten alle p’: Da ligningen
(%) har heltallige koefficienter, giver det mening at opfatte den som en ligning
med koefficienter i det endelige legeme Iy, i.e.: Vi opfatter a,b,c som liggende i
Z/Zp = Fp. Man kan vise, at polynomiet z° + az? + bz + ¢ € Fp[X] for alle panar
endeligt mange primtal p har 3 forskellige rgdder (i en eller anden endelig udvidelse
af Fp); antag, at dette er tilfeeldet for det givne p; da defineres:

ap(E) :=p— #{(=,y) €F§| y? =2%+az® + bz +c} .

I de endeligt mange tilfelde, hvor 2 eller 3 af rgdderne i z3+az?+bz+c over I, falder
sammen, har man ogsa en definition af a,(E), men denne kan ikke mere forklares
i elementere termer (hvilket vi derfor mé undlade at ggre). Som vi snart skal se
spiller fglgen af tal (ax(E), az(E), as(E), a7(E),a11(E),...) en fundamental rolle for
strukturen af F, specielt for strukturen af F(Q). Imidlertid reekker det ikke kun at
kende endeligt mange af disse tal a,(E); vi mé derfor finde en made at 'pakke’ den
information, der ligger i hele raekken af a,(E)’er, sammen i et nyt objekt. Dette
nye objekt er E’s sdkaldte L-raekke. Der findes (uendeligt) mange andre strukturer
i talteorien, der har L-reekker knyttet til sig. Det simpleste eksempel pa en L-raekke
er Riemann’s zeta-funktion:

(1) (()=>n*= ] (-p",

n=1 p primtal

med sin udvidede version:
A(s) := w52 (s/2)¢(s) ,

hvor I' er den sedvanlige gamma-funktion. Som bekendt konvergerer (ff) absolut
for s € C, Re(s) > 1, og her definerer A(s) en holomorf funktion af s. Denne kan
fortsaettes meromorft til hele den komplekse plan, hvor den har simple poler i 0 og
1 og tilfredsstiller funktionalligningen A(s) = A(1 — s).

Definitionen af L-raekken for E, L(E, s), er analog:

(1t) L(Bs)= [] (@-ap(® p*+p>)7",
p primtal

og vi har ogsa her en udvidet version:
A(E,s) := N3/*(2m)°T(s)L(E, s) ,

hvor Ng er et vist naturligt tal knyttet til £, hvis definition vi ikke kommer ind
pé (Ng er E’s sdkaldte 'fgrer’). Benytter man Hasse-Weil-vurderingerne, der siger,
at | ap(E) |< 24/p, kan man slutte, at (i) konvergerer absolut for s € C, Re(s) > 2
og definerer en holomorf funktion af s i dette omrade. I dette omrdde kan vi sa
gange paranteserne i (fiff) ud, og finder under benyttelse af den geometriske reekke



(1-gq)'=1+q+¢*+..:
L(E,s) = Zan(E)n*s ,
n=1

hvor a1(E) := 1, amn(E) := am(E)an(E) for (m,n) = 1, a2 (E) := ay(E)? — p,
OSV..

Kunne det méske vere tilfeldet, at A(F,s) har en analytisk fortsattelse til
hele den komplekse plan s € C, hvor den tilfredsstiller en funktionalligning analog
til funktionalligningen for Riemann’s zeta-funktion? Dette er et overordentligt
meget mere kompliceret spgrgsmal end det tilsvarende spgrgsmal for Riemann’s
zeta-funktion, fordi svaret afhaenger af, om E er 'moduler’, - et begreb, som vi nu
kort vil forklare: Lad N € N. En spidsform af vaegt 2 og niveau N er en holomorf
funktion f pé ’den gvre halvplan’ {7 € C | Im(7) > 0} med fglgende egenskaber:

(i) f(r) = (c7 + d)72f (%) for alle a,b,¢c,d € Z med N | c og ad — bc = 1;
(it) v €]0,2[: f(7) = O(Im(7)~") for Im(7) — O+, uniformt m.h.t. Re(7). En
sddan spidsform er et specielt eksempel pa en modulform af vegt 2 og niveau N,
- definitionen af en sddan er det samme som ovenstdende bortset fra, at der kun

forlanges v > 0 i betingelse (%i). En spidsform f har en Fourier-udvikling:

f(T) _ Z an(f) . g2minT ,
n=1

hvor a,(f) er visse komplekse tal. Teorien for spidsformer er klassisk, og man
kan ’let’ (dvs. kun under brug af klassiske metoder, sdsom kompleks analyse) vise
eksempelvis fglgende: Defineres:

A(f,s) == N*2(2m)~°T(s) > " an(f)-n"°,

da konvergerer A(f,s) absolut for Re(s) > 2, har holomorf fortseettelse til hele
s € C, og tilfredsstiller her funktionalligningen:

(ﬂﬂﬂ) A(f) S) = 7A(f’ 2- S) )

hvor f(7) := N=1772f (%), som ogsé er en spidsform af veegt 2 og niveau N.
Den elliptiske kurve E siges at veere moduleer, hvis der findes en spidsform f af

veegt 2 og niveau Ny séledes, at a,(E) = an(f), Vn € N. I sa fald er gjensynligt

A(E,s) = A(f,s) for Re(s) > 2. Af (fitiff) folger da med lidt ekstra arbejde, hvor

man viser, at der 7 dette tilfelde gelder f =+f:

Saetning 3.1. Lad E vere en moduler elliptisk kurve over Q. Da kan A(E, s)
fortseettes holomorft til hele s € C, og tilfredsstiller her funtionalligningen:
A(E,s)=0(E)-AE,2—5s),
med et vist (af E afhengigt) fortegn o(E) € {£1}.
Den bergmte Taniyama-Shimura-formodning siger, at enhver elliptisk kurve

over Q er moduleer. Som mange lasere maske vil vide, blev denne formodning
bevist for en stor klasse af elliptiske kurver af Andrew Wiles i 1995. Ved en fgrste
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konfrontation kan T.-S.-formodningen forekomme overordentligt mystisk: Tallene
ap(E) har at ggre med antallet af lgsninger modulo p til (*x); hvorfor i alverden
skulle disse tal have noget med Fourierkoefficienterne af en periodisk holomorf funk-
tion at ggre? Noget af mystikken forsvinder, hvis man ved, at en spidsform i virke-
ligheden er et betydeligt meget mere abstrakt (repraesentationsteoretisk, algebraisk-
geometrisk) objekt. Intuitivt kunne man sige, at den holomorfe funktion f ovenfor
blot er en af co mange af det virkelige objekts inkarnationer (de gvrige star i 1-1
korrespondance med mengden af primtal). Vi vil hermed sige, at den ’rigtige’
spidsform er et langt mere struktureret objekt, end definitionen ovenfor lader ane,
og at T.-S.-formodningen fra denne hgjere synsvinkel ganske vist stadig fremstar
som en dyb, men langt mere naturlig og mindre overraskende formodning.
T.-S.-formodningen er blevet bevist i fuld almenhed af C. Breuil, B. Conrad,
F. Diamond og R. Taylor. Beviset forlgber over adskillige etaper, hvoraf Wiles’
store satning udggr den fgrste. Relativt kort tid efter Wiles’ resultat var man
(F. Diamond og K. Kramer) dog i stand til at bevise fglgende udsagn: Antag, at
polynomiet 3 + az? + bz + ¢ i (xx) har 3 forskellige rationale rgdder. Da er E
moduler. Specielt kunne vi heraf slutte fglgende om vores specielle kurver E;:

Setning 3.2. Kurven E; er moduler.

At bruge Wiles’ store satning til at bevise seetning 3.2 er i virkeligheden et
massivt teoretisk overkill; grunden er, at kurverne E; tilhgrer en speciel klasse
af elliptiske kurver, hvis teori er simplere end i det generelle tilfeelde (men ikke
simpel): Kurverne Ey er sakaldte CM-kurver (CM = ’Complex Multiplication’);
det betyder groft sagt, at disse kurver har nogle ekstra, exceptionelle ’'endomorfier’:
Et eksempel pa, hvad der menes med dette, kan fas af fglgende observation: Lad
(z,y) veere en lgsning i komplekse tal til (* x *); da er ogsd (—z,y) en lgsning.
For CM-kurver - og altsa specielt for kurverne E; - kan modularitet bevises v.hj.a.
mere klassiske teorier i algebraisk talteori og algebraisk geometri (for kendere af de
finere dele af algebraisk talteori kan vi oplyse, at A(Eq4, s) kan udtrykkes via en vis
grossen-karakter pa det tilhgrende CM-legeme Q(2)).

Lad nu f; betegne den spidsform af veaegt 2 (og niveau Ng,), som opfylder
an(Eq) = an(fa), og hvis eksistens er sikret af seetning 3.2. Vi har altsa: A(Ey, s) =
A(fa,s) for s € C, og det giver mening at studere opfgrslen af A(Eg4, s) i (en omegn
af) symmetripunktet s = 1 for s — 2 — 5. Dette fgrer os naturligt til neeste afsnit.

4. BIRCH- OG SWINNERTON-DYER FORMODNINGEN 0G WALDSPURGER’S
SETNING.

Antag, at kurven F er moduler. Vi kan da meningsfuldt tale om nulpunktsor-
denen af den holomorfe funktion A(E, s) i punktet s = 1. Denne orden kaldes E’s
analytiske rang, og betegnes 74, (E). Den svage form af Birch-Swinnerton-Dyer-
formodningen siger:

Formodning (Birch-Swinnerton-Dyer, svag form): r(E) = rqn(E).
Den steerke form af formodningen er den svage form + en preecis angivelse af
vaerdien A (B, 1), r := 74, (E) = r(E), udtrykt ved visse fundamentale analytiske
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og algebraisk-aritmetiske invarianter knyttet til £. B.-Sw.-D.-formodningen er den
naeste store udfordring i teorien for elliptiske kurver efter, at Taniyama-Shimura-
formodningen nu er faldet pa plads. Hvilke grunde har vi nu til at tro pad B.-Sw.-
D.-formodningen? Der kan neevnes 3 grunde, ordnet efter faldende vaegt:

(1). Formodningen understgttes af et stort eksperimentelt datamateriale: Der
findes algoritmer til bestemmelse af 74, (F), og selvom der ikke kendes nogen algo-
ritme til bestemmelse af 7(E), der beviseligt fungerer i ethvert tilfzelde, si kan r(E)
alligevel bestemmes i mange tilfzelde. Man kan sdledes for mange kurver checke, om
ran(E) = 7(E), hvilket er blevet gjort (endda er den starke form af formodningen
blevet testet for mange kurver; i gvrigt kan det navnes, at B.-Sw.-D.-formodningen
faktisk opstod i slutningen af 1960’erne pé grundlag af sddanne eksperimenter).
(2). Felgende setning ('big theorem’):

Seetning 4.1. (V. Kolyvagin, 1990, se Grothendieck Festschrift, vol. II): Lad
E vere en moduler elliptisk kurve over Q og antag, at ren(E) < 1. Da er

Tan(EB) = r(E).

(3). B.-Sw.-D.-formodningen er et lille hjgrne af et gigantisk, men uhyre ko-
heerent formodningsnetvaerk (Beilinson-formodningerne), der forbinder algebraisk-
aritmetiske egenskaber ved bestemte typer af talteoretiske objekter (sdkaldte 'mo-
tiver’) med den analytiske opfgrsel af tilknyttede L-funktioner i specielle punkter.
Dette store formodningssystem generaliserer diverse helt klassiske setninger eksem-
pelvis om Riemann’s zeta-funktion, men har pd den anden side ogsa ikke-klassiske
konsekvenser, der i nogle tilfzelde (som ved B.-Sw.-D.) kan bekrzftes i det mindste
partielt. Som minimum kan man derfor sige, at dette formodningssystem er en god
arbejdshypotese.

Bemeerk, at hvis vi kun interesserer os for nulpunktsordenen af A(E,s)is =1,
da kan vi ligesd godt diskutere nulpunktsordenen af (den meromorfe funktion)
L(E,s) i dette punkt, eftersom A(F, s) kun adskiller sig fra L(E, s) ved faktoren
(27 /+/Ng)~°T'(s). Af lemma 2.2 og satning 4.1 kan vi da konkludere:

Lemma 4.1. L(E4,1) #0 = (d er ikke kongruenstal).
Huvis B.-Sw.-D.-formodningen gelder, kan denne implikation vendes om.

Et bevis for Tunnell’s seetning fas derfor, hvis man viser:
(b) L(Ed,l)#o 4 Cd#o.

Vi skitserer nu, hvordan man kan reducere beviset for (b) til en endelig maengde
regning (det skitserede argument er lidt anderledes og bedre generaliserbart end
argumentet i Tunnell’s artikel) : Vi interesserer os for veerdierne L(Eg, 1) hgrende
til familien af kurver (Eq), ulige, kvadratfri; disse veerdier er L(f4,1), hvor
(fa)4 ulige, kvadratfri €f familien af til (E4) herende spidsformer. Den afggrende
pointe er nu, at f;’erne alle fremgar af 'grundformen’ f; hgrende til F; ved en
proces, der teknisk kaldes 'twist’: Det preecise udsagn er, at der for Fourierkoeffi-

cienterne af f; og f1 geelder fglgende sammenheeng:

en(fs) = (2) anlf) . s (n,20) =1,



8

hvor (4) er det sedvanlige Legendre-symbol, altsd (eksempelvis) for primtal £,
(d,2) =1 (%) = 1, hvis d er et kvadrat i IFy, og ellers = —1. For en familie af
spidsformer, der fremgar af en grundform ved sddanne 'twists’, geelder der - under
bestemte tekniske forudseaetninger, der er opfyldte i det foreliggende tilflde - en dyb
og ret beset temmelig mystisk setning af Waldspurger (*big theorem’, se J. Math.
pures et appl. 60 (1981), 375-484), som vi ikke formulerer i sin fulde generalitet
men kun i sin specialisering til den foreliggende familie (f;): Waldspurger’s seetning
siger her, at veerdierne L(f4, 1) kan udtrykkes ved L(f1,1) og Fourierkoefficienterne
i en spidsform af veegt 3/2 (se (bbb) nedenfor for det praecise udsagn); men hvad
er nu en spidsform af veegt 3/2? Man kan nesten gette det af definitionerne i
foregdende afsnit: En spidsform af vegt 3/2 og niveau N er en holomorf funktion
g pa den gvre halvplan {7 € C | Im(7) > 0} med:

(i) v €]0,3/2[: g(7) = O(Im(7)~¥) for Im(7) — 0+, uniformt m.h.t. Re(7); (%)
g(1) = x(c,d)(cT 4+ d)~3/%g (%) for alle a,b,c,d € Z med N | c og ad — bc = 1,
hvor der tages hovedverdien af kvadratroden, og hvor x(c,d) er et vist fortegn
€ {£1, +1}, hvis preecise athengighed af ¢, d er irrelevant i denne sammenhang.
En sddan funktion g har ogsd en Fourierudvikling:

(bb) g(m) =) balg) - €57

Det precise udsagn fra Waldspurger’s setning specialiseret til familien (fg) er:
Der findes en spidsform g af veegt 3/2 og niveau 128 - lad os sige med Fourierud-
vikling (bb) - saledes, at:

(bbb) b1(9)*L(f4,1)Vd = ba(9)*L(f1,1) ;

formen g er ikke entydigt bestemt ved kravet (bbb), men (bbb) er opfyldt, hvis g for
ethvert ulige primtal p er egenform for en vis operator (kaldet en Hecke-operator)
Tp> med tilhgrende egenveerdier a,(f1), hvor T2 er en lineser operator virkende
pa det komplekse vektorrum S3/5(128) af spidsformer af vaegt 3/2 og niveau 128.
Nu er rummet Ss/5(128) endelig-dimensionalt (faktisk er dim Ss/5(128) = 3), og
der findes algoritmer til konstruktion af en basis for dette rum, hvorved vi mener,
at Fourierkoefficienterne for en basis kan konstrueres op til en hvilken som helst
granse, der gnskes. Videre kan virkningerne af operatorerne Tj: angives eksplicit
som virkninger pa fglgerne af Fourierkoefficienter for en basis. Af den nzevnte
endelig-dimensionalitet kan man traekke den konsekvens, at det krav, der stilles til
vores ukendte form g € S3/5(128) - altsé at Tp2g = ap(f1)g for alle ulige primtal
-, kan vises eller afvises at veere opfyldt for en given kandidat g ved for endeligt
mange ulige primtal p (i det foreliggende tilfelde raekker det at tage p € {3,5}) at
teste, om Tp2 giver den gnskede virkning péd g's Fourierkoefficienter op til en vis
eksplicit angivelig graense. At finde et g € Ss/5(128) séledes, at (bbb) geelder, er
sdledes reduceret til en endelig maengde linezr algebra. Man kan pa denne maéade
verificere, at vi har (bbb) , hvis g betegner fglgende form:

(b) g(r) = Y (~1)F - ePmm@sit e

T,Y,2=—00
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At denne funktion virkelig er et element i S3/5(128), er i princippet standard
19. arhundredes-viden: Beviset kan fgres ved klassisk Fourieranalyse (Poisson-
summation) analogt til beviset for den klassiske theta-transformationsformel:

1 27
o(——)=1/Tq
( 47') 1 (7)
hvor 6(7) == Y12° ___ €>™"°T for Im(7) > 0.

Vi kan nu let afslutte beviset for Tunnell’s seetning: Tallet L(f1,1) kan beregnes
numerisk; det er givet ved den uendelige raekke:

L(f1,1) =2  an(fi)n " te™™/V8
n=1

s& man beregner, at L(f1,1) = 0,655514... # 0. For vores form g givet ved (f)
haves b1(g) =1 # 0. Da g tilfredsstiller (bbb), fas séledes

L(Ed) 1) - L(fd) 1) 7& 0& bd(g) 3& 0 )
sa (b) fglger, hvis vi viser, at bg(g) = ¢4. Lad:

ug = #{(z,y,2) € Z®| 22? + y* + 3222 =d}
= #{(z,y,2) € Z® | 2z% + y* + 822 =d, z lige},
vg = #{(z,y,2) € Z®| 2z% + y* +82% = d, z ulige};

daercg=1uqg— % - (uq + vq), altsd 2cq4 = ug — vg. Men nu har vi ogsé:

ug = #{(z,v,2) € Z®| 222+ y*> + 822 =d, z lige, y af form 4¢ + 1}
+ #{(z,v,2) € Z® | 2z% +y% + 822 =d, z lige, y af form 4t + 3}
= #{(z,y,2) € Z®| 22% +y? + 822 =d, z lige, y af form 4t + 1}
+ #{(z, ~y,z) € Z® | 22?2+ y? + 822 =d, z lige, y af form 4¢ + 1}
= 2-#{(z,y,2) € Z®| 2z% +y? + 822 =d, z lige, y af form 4t + 1},

og tilsvarende for vg, hvoraf sluttes ug — vg = 2b4(g).

5. EKSEMPEL.

Betragt tallet 751 (primtal). Vi har, at 751 = 7 (8), i.e. 751 giver rest 7 ved
division med 8. Hvis man bemarker, at kvadratet pa et ulige, helt tal er = 1 (8),
ser man da, at ingen af ligningerne 2z2 + y2 + 3222 = 751 og 2z2 + y* + 822 = 751
har en Igsning i hele tal z,y, z. Tallet c75; fra Tunnell’s seetning er sdledes = 0. Af
beviset for Tunnell’s setning fglger derfor, at L(E7s1, 1) = 0 (alternativt kan dette
vises pd fglgende made: Der findes en algoritme til bestemmelse af fortegnet o(E)
fra seetning 3.1; benyttes denne, finder man, at o(E7s1) = —1; af seetning 3.1 fglger
da L(Ers1,1) = 0). Nu er det saledes, at man for en moduler elliptisk kurve E
v.hj.a. af tallene a,(F) kan udtrykke tallet L'(E, 1) ved en hurtigt konvergerende
uendelig reekke. Jeg beslutter mig for et beregningsmaeessigt overkill og forlanger
1000 led af denne uendelige raekke hgrende til E7s; og hvert led beregnet med
100 decimalers ngjagtighed. Efter knapt 2 sek. regnetid oplyser min computer
mig, at L'(E7s1,1) = 10,89225888.... Den navnte uendelige raekke konvergerer
sd hurtigt, at man heraf rigorgst kan slutte, at L'(E7s1,1) # 0. Vi har fglgelig
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Tan(BE751) = 1. Ifglge Kolyvagin’s setning (setning 4.1 ovenfor) er da r(Ers1) = 1.
Ifglge lemma 2.2 er derfor 751 et kongruenstal. P3a helt tilsvarende vis viser man,
at 1063 (primtal) ogsa er et kongruenstal.

Dvelse 3: Vi beviste altsd netop eksistensen af rationale tal a, 8, med den egen-
skab, at v2 — 32 = 32 — o? = 751. Men kan vi ogsa faktisk angive et eksempel pa
sddanne rationale tal o, 8,77 Nu, man konstaterer, at:

e _ (99126392479 2 75963556321 2
~\ 2323841520 2323841520
(759635563217 (41411134879
o 2323841520 2323841520

@velsen bestar i at teenke over, hvorledes man finder sddan en lgsning. Eventuelle
leesere, der let finder denne eller en anden lgsning, og som derfor ikke forstar ek-
semplets og gvelsens pointe, kan i stedet betragte tilfeeldet d = 1063.
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