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Dette manuskripts indhold beskrives godt af dets titel: En ikke overmade teknisk,
men heller ikke overfladisk oversigt over nogle af de essentielle punkter i A. Wiles’
bevis for Fermat’s sidste setning. Manuskriptet indeholder et appendiks med en
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oversigt over nogle ngdvendige grundbegreber fra den algebraiske talteori. Laesere
uden baggrund i algebraisk talteori kan som det fgrste kort skimme dette appendiks
igennem. De i appendikset omtalte grundbegreber vil blive benyttet frit i det
fglgende. Litteraturlisten indeholder referencer til savel baggrundsmateriale som
til avancerede arbejder.

Overalt i det fglgende betegner p og £ primtal.

1. OPTAKT: ET KLASSISK PROBLEM.

Latteratur: [BS], [Neu], [Koc|, [CF]

Lad os betragte en af de mest velkendte kurver i planen, nemlig enhedscirklen:
(%) 2 +y2=1.

Vi er alle fortrolige med strukturen af lgsningerne i reelle tal til (x): Lgsningerne
kan parametriseres ved:

-1 2t

(+) (=.9) = (t+1 t+1) !

hvor t gennelgber R U {oo}, idet hgjresiden af () for t = oo fortolkes som (1,0).
Lad os nu stille et andet — og maske tabeligt — spgrgsmal: Hvorledes ‘ser’ enhed-
scirklen ud over det endelige legeme med p elementer F, = Z/Zp? Ved denne
‘enhedscirkel over F,’ kan vi i fgrste omgang naeppe forstd andet end mangden
af lgsninger (z,y) € IE‘% til (). Som det fgrste kunne vi spgrge efter antallet af
sddanne lgsninger, lad os kalde det n,. Kan vi angive en ‘formel’ for n, som funk-
tion af p? Eftersom n, kan beregnes som antallet af par (z,y) af hele tal med
0<z,y<p-—1logz?+y?=1(p),erdet let, (at fd en computer til) at beregne
eksempler pa np:

ng =2, ng =4, ng =4, ny =8, ni; =12, ni3 =12, ny7 =16, nig9 = 20,

Moz = 24, Nog = 28, covy Mio1 = 100, ...y, Mi10037 = 10036, ce

Studerer man disse eksempler et gjeblik, kan man opdage, at der tilsyneladende
er en ‘formel’ for n,. Lad os bevise, at den er korrekt. Man overbeviser sig let om,
at (xx) 1 det mindste for p ulige giver en fuldsteendig parametrisering af lgsningerne
til (%) over IFp, idet t nu gennemlgber F,U{co} med undtagelse af eventuelle veerdier
af t med ¢t = —1 i F,; beviset herfor er analogt til det oprindelige bevis for (xx)
som parametrisering af de reelle Igsninger til (*). For p = 2 er der problemer med
fortolkningen af (x*); vi ignorerer i fgrste omgang dette, men vil nedenfor opdage
den egentlige grund til seerstillingen af tilfeeldet p = 2. Lad altsd p veere ulige.
Ligningen ¢t = —1 vil have en lgsning i F,, hvis og kun hvis [F7 har et element af
orden 4, altsd - da [ er cyklisk - hvis og kun hvis |IF;§| = p — 1 er deleligt med 4;
og har denne ligning en lgsning, da har den netop 2. Med andre ord:

p—1 ,forpuligeog=1(4
(% * %) np = . _ (4)
p+1 |, for puligeog =3 (4) .



Lad nu N vere et naturligt tal. Ved en Dirichlet-karakter modulo N forstas
en homomorfi (Z/NZ)* — C*. Hvis N = 4, har vi (Z/NZ)* = {£1}, sa der er
netop 1 ikke-triviel Dirichlet-karakter modulo 4, nemlig x: (Z/4Z)* = {£1} — C*
givet ved x(+1) = +1. Hvis p er et ulige primtal, si er p’s restklasse modulo 4
et element i (Z/47)*, og vi kan betragte x’s veerdi pa denne restklasse; skriver vi
X(p) for denne veerdi, og definerer vi a, := p —nyp, da har vi sé gjensynligt fglgende
omformulering af (* * *):

ap = x(p) , for p ulige.

1.1. Algebraisk-talteoretisk fortolkning. Den afggrende pointe i det forega-
ende var, at ligningen ¢t> = —1 for p ulige vistes at have en lgsning i F,, hvis og
kun hvis x(p) = 1. Vi vil nu fortolke denne pointe algebraisk-talteoretisk. Lad os
betragte det (over Q) kvadratiske tallegeme L := Q(%), i.e. spaltningslegemet for
polynomiet t2 + 1. Kald dette legemes ring af hele algebraiske tal for ) (man kan
vise, at O = Z[3]).

Opfat nu primtal p som svarende til idealer i Z (eller akvivalent som svarende
til ikke-arkimediske valuationer pd Q). Diskriminanten af L/Q vises at veere 4;
fglgelig er p uforgrenet i L, hvis og kun hvis p er ulige (appendiks).

Lad da p veere ulige. Af setning A.3.2 fglger, at vi har fglgende 2 muligheder
for primfaktoriseringen af pO:

D—{ PPz , med Pi1 # Po og O/P; =T,
P20 3 med O/P .

Disse 2 alternativer svarer gjensynligt til, at polynomiet ¢ + 1 har en rod i F, hhv.
ikke har en rod i IF,. Med x som ovenfor, har vi fglgelig:

PP, hvis x(p) =1
®) PO = { P, hvis x(p) = -1

Sammenhangen (b) er et eksempel pa en ‘dekompositionslov’ eller - i talteoretisk
jargon - en ‘rectprocitetslov’; dens essentielle indhold er, at spaltningen af pi O -
eller kvivalent strukturen af fortsasettelserne af den til p hgrende valuation pd Q til
L - ‘kontrolleres’ af en Dirichlet-karakter, nemlig x. Klasselegemeteorien - en af de
stgrste landvindinger i det 20. drhundredes matematik - er essentielt set en teori,
der analogt til ovenstiende etablerer dekompositionslove for vilkarlige cykliske (og
dermed ogsa for vilkarlige abelske) Galoisudvidelser af Q via Dirichlet-karakterer;
se naeste afsnit for en preecis og mere moderne formulering. Klasselegemeteorien kan
generaliseres til diskussion af vilkarlige abelske udvidelser af algebraiske tallegemer.

Spgrgsmalet om eksistens af ‘tilsvarende’ dekompositionslove for vilkarlige ikke
ngdvendigvis abelske udvidelser af algebraiske tallegemer kan af flere forskellige
grunde betegnes som den algebraiske talteoris fundamentalproblem. En grund
hertil er eksempelvis, at forstdelse af strukturen af fortseettelserne af valuationer pa
algebraiske tallegemer til (endelige) udvidelser heraf tidligt viste sig at veere ngglen
til lgsning af en lang rekke diophantiske problemer; for eksempel er det konkrete
problem, som vi betragtede ovenfor, ngglen til forstaelse af, hvilke naturlige tal,
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der kan udtrykkes som sum af 2 kvadrater; siledes har man, at pO = PP <
p er sum af 2 kvadrater.

Det afggrende spgrgsmal i denne forbindelse angar fortolkningen af udtrykket
‘tilsvarende’ ovenfor: Hvad skulle det overhovedet betyde, at opna en ‘dekompo-
sitionslov’ for vilkarlige Galoisudvidelser af Q?; hvilken form kunne et svar over-
hovedet have? Ngglen til besvarelse af disse spgrgsmal blev fundet i 1960’erne af R.
P. Langlands, hvilket blev starten pad diverse revolutionerende udviklinger omfat-
tende blandt mange andre ting Taniyama-Shimura-formodningen og Wiles’ store
arbejde. Lad os via det konkrete eksempel ovenfor se pa kimen til disse udviklinger.

1.2. Hgjniveaufortolkning. Betragt igen det ovenstdende konkrete eksempel.
Galoisgruppen G := Gal(L/Q) er cyklisk af orden 2; kald en frembringer for den
c. Gruppen G er en kanonisk kvotient af Q’s absolutte Galoisgruppe: k: Ggp - G.
Lad igen p veere et ulige primtal. Som i appendiks kan vi betragte en dekomposi-
tions- og inertigruppe over p: I, < D, < Gg og det tilhgrende Frobeniuselement
Fr, € D,/I,. Da p er uforgrenet i L, geelder x(I,) = 1, sa det giver mening at tale
om o, := k(Frp) € G; 0, er da Frobeniuselement over p m.h.t. udvidelsen L/Q,
i.e. 0p kan identificeres med den kanoniske frembringer for Gal((Or/9)/Fp), hvor
P er en primdivisor i p2); denne frembringer er triviel, netop hvis p9 = PP, med
P1 # Pa, altsd netop hvis x(p) = 1. Definerer vi en homomorfi ¢: G — C* ved
¢(c) = —1, og betegner vi med p den sammensatte homomorfi:

(bb) p: Go 5 a4 ¥,
haves fglgende omformulering af (b):

(bbb) p(Frp) = x(p) -

Essensen af klasselegemeteori over Q bestar i en generalisering af (bbb) til vilkarlige
(endelige) cykliske udvidelser M/Q: Givet en sddan og en indlejring af den cykliske
gruppe Gal(M/Q) i C*, far vi en homomorfi p: Gg — C* som ovenfor. Til M/Q
defineres et naturligt tal N kaldet fgreren af M/Q; N har bl.a. den egenskab, at p
er uforgrenet i M, hvis og kun hvis p ikke gar op i N. For vores konkrete eksempel
ovenfor er denne fzlles fgrer N = 4.

Klasselgemeteoriens centrale udsagn bestdr nu i konstruktion af en Dirichlet-
karakter x modulo N séledes, at (bbb) geelder for i M uforgrenede primtal p, med
andre ord: For p { N. Omvendt vises for given Dirichlet-karakter x modulo N
eksistensen af en homomorfi p: Gg — C¥*, der er uforgrenet over p for p { N
saledes, at (bbb) geelder for p 4 N.

Men hvorledes kunne man nu forestille sig en generalisering af relationen (bbb)
til 1kke-abelske Galoisudvidelser af Q7 Et fgrste, men afggrende konceptuelt skred
bestar i et skift af fokus fra venstre- til hgjresiden af identiteten C* = GL;(C) i
forbindelse med (bb). Med andre ord: Vi opfatter p som en 1-dimensional kompleks
Galoisrepresentation p: Gg — GL1(C). Som sidan har p en Artin-fgrer, som vi
definerede i B.3; som neevnt i B.3 stemmer denne Artin-fgrer overens med den klas-
selegemeteoretiske fgrer; Artin-fgreren af p er altsd N. Fglgelig kan vi - bringende



vores a, fra 1 ovenfor ind i spillet igen - omskrive (bbb) til:

(h) ap = Trp(Frp) = x(p) ,forpt N .

Den interessante fortolkning af () er fglgende: Vi har givet en Galoisreprasenta-
tion p, og interesserer os for sporene af p(Fr,) for m.h.t. p uforgrenede primtal
p; af Chebotarev’s sztning B.2.1 kan man trakke den konsekvens, at disse spor
bestemmer repraesentationen p op til ekvivalens (i.e. op til konjugation med et el-
ement af Gg). Relationen (hy) viser, at sporene af p(Fr,) er langt fra at veere kaotisk
fordelt, nar p varierer: De ‘kontrolleres’ af et struktureret objekt, nemlig Dirichlet-
karakteren x. Den formodningsmaessige generalisering af (Ij), som blev udviklet
af Langlands i 1960’erne, bestar i fgrste omgang i at betragte hgjeredimensionale
repreesentationer p: Gg — GL,(C). Det oplagte spgrgsmal er da, hvad man skulle
forvente som generalisering af hgjresiden i (lj), i.e. hvilke ‘kontrolobjekter’ kommer
ind i spillet i stedet for x, nar n > 17

I disse noter vil vi udelukkende veere beskaftigede med tilfeeldet n = 2, og endda
kun med specielle typer af 2-dimensionale repraesentationer; til gengeeld rackker det
for vores formal ikke kun at betragte komplekse Galoisrepraesentationer: Vi far ogsa
brug for ¢-adiske og mod £ Galoisrepraesentationer (jfr. B.2). Taniyama-Shimura-
formodningen, som er emnet for afsnit 3 nedenfor, vil fremsta som et udsagn af
samme formelle struktur som (hj). Men inden da ma vi fgrst indfgre de korrekte
‘kontrolobjekter’, i.e. substitutterne for x i denne nye sammenhang. Dette er
emnet for naeste afsnit.

2. MODULFORMER 0G GALOISREPRAESENTATIONER.

Litteratur: [Miy], [Shi]
[Ser77], [DS], [DDT], [Del], [Ser87]
* [Maz77], [Car]

2.1. Modulformer. Betragt den sdkaldte ‘gvre halvplan’
$:={z€C| Im(z) > 0}.
Gruppen GLJ (R) virker pa § ved:

az+b a b
2= fora:< e d > €GLI(R), z€ 9.
Lad nu N,k € N, lad x: (Z/ZN)* — C vere en Dirichlet-karakter, og betragt
gruppen

To(N) = {a— ( ‘: Z ) € SLy(Z) | CEO(N)} ;
bemeerk, at I'g(1) = SLy(Z). Vi har en af (k,x) afhengig hgjrevirkning |, af
I'o(N) pa holomorfe funktioner f pa $ via:

az+b
cz+d

(f i @)(2) = x(d)™* - (cz +d) ™ f< ) for a € To(N) ;
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bemerk, at da a € SL2(Z) og ¢ = 0 (N), haves ad = 1 (N), hvorfor d er invert-
ibel modulo N, s& x(d) er defineret. Vi definerer: En modulform af vegt k og
nebentypus x pd I'o(N) er en holomorf funktion f pa $ med fglgende egenskaber:

(@) flexa=f, VaeTlo(N),
og
(i) v >0: f(r) =O(Im(7)™") for Im(7) - 0+ uniformt m.h.t Re(7).

Hvis f tilfredstiller (¢2) med et v €]0, k[, siges f at vere en spidsform. En sddan
modul- eller spidsform siges ogsa at veere af type (N,k,x); man referer til de
enkelte data N, k og x som f’s niweau, vegt hhv. nebentypus. Man betegner
det komplekse vektorrum bestdende af modulformer hhv. spidsformer af veegt &
og nebentypus x pd ['o(N) med Mg(N,x) hhv. Si(N,x). Hvis x = 1, skrives
i reglen blot M(N) hhv. Si(N). Rummene M(N,x) og Sp(N,x) kan vises at
vare endelig-dimensionale; beviset kan opnds v.hj.a. formernes fortolkning som
differentialformer i algebraisk-geometrisk forstand (se nedenfor).

Lad nu f € My(N,x). Da ( (1) 1 ) € I'o(N), giver betingelsen (%) ovenfor, at
f(z + 1) = f(z); med dette vises vaekstbetingelsen (i) at medfgre eksistensen af
en Fourter-udvikling af f

oo
f(z) = Zanemmz , forze 9,
n=0
hvor a, er komplekse tal, der naturligvis kaldes f’s Fourier-koefficienter. Hvis
endda f € Si(N,x), vises ag = 0. Her fglger et par klassiske eksempler pd modul-
og spidsformer:
Eksempel 1: Det uendelige produkt

oo

A(z) . g2miz H (1 _ 627ri'n.z)24

n=1
vises at konvergere absolut og uniformt pa kompakte delmangder af ), sa A(z) er
en holomorf funktion pa §). Den kan vises at vere en spidsform af type (1,12, 1).
Eksempel 2: Rummet S,(11) kan vises at veere 1-dimensionalt og frembragt af:

(A(Z)A(llz))% = eZwiz H (1 _ eZ‘rrinz)z . (1 _ e27ri-11nz)2 ]

n=1

Eksempel 3: Lad Z vere et ulige primtal, og lad x vere en Dirichlet-karakter
modulo £ med x(—1) = —1. Den uendelige raekke:

[ee]

B, (2) =1 2—Z.Z > x(d) | e,

Yi<ace1X(@)a i dn

hvor x(d) for £|d skal fortolkes som 0, kan vises at definere en modulform af veegt
1 og nebentypus x pd I'g(£). Denne form er et specielt eksempel pa sikaldte
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Eisenstein-rekker. Et specielt og vigtigt eksempel pé formerne E , fds sdledes:
Der findes en Dirichlet-karakter 9 modulo £ med ¥ (—1) = —1, séledes, at:

P(a)a =1 () fora € Z med ¢ ja,

hvor kongruensen skal forstas saledes: verdierne 1(a) ligger i det algebraiske tal-
legeme Q(e%); kongruensen skal forstds som kongruens mellem algebraisk hele
tal i dette legeme med [ en primplads i legemet over £. Det interessante ved den
tilhgrende Eisenstein-raekke F,  er, at vi har kongruensen:

El,'zp =1 ([) ,

hvilken kongruens skal forstds ‘ledvist’, i.e., at der for E; 's Fourier-koefficienter
a, gelder:
ap=1 () og a, =0 (I) for n > 0.

At modul- og spidsformer i virkeligheden snarere er algebraisk-geometriske ob-
jekter end analytiske, henger sammen med fglgende omstaendigheder: Akvivalen-
sklasserne af punkter i $ m.h.t. virkningen af I'o(V) kan vises at have en naturlig
struktur som en ikke-kompakt Riemann-flade, kaldet den affine modulkurve Yo(N);
videre: Yo(N) kan ved tilfgjelse af endeligt mange punkter (mere preecist: akvi-
valensklasserne af punkterne i Q U {oo} m.h.t. den naturlige virkning af I'g(N))
kompaktificeres til en kompakt Riemann-flade kaldet modulkurven Xo(N). En
bergmt seetning af Riemann siger, at en kompakt Riemann-flade er en projektiv al-
gebraisk kurve over C. For Xo(N) kan der vises den yderst vigtige og ikke-trivielle
s@tning, at den som projektiv algebraisk kurve kan defineres over Q, i.e. at Xo(N)
i sidste ende kan beskrives ved polynomiumsligninger med rationale koefficienter.
Dette er en af grundene til - som vi skal se nedenfor -, at Xo(N) og modulformer
har noget at ggre med Galoisrepraesentationer over (Y, som jo er vores egentlige
studieobjekter.

Vi angiver den algebraisk-geometriske fortolkning af begrebet ‘spidsform’ for
veegt 2 og triviel nebentypus, i.e. for elementer f € So(N): Lad a = ( j P ) €

6
SLy(Z). Man beregner, at:
az+ 0

d(a.z) = d <7Z s

og definitionen af elementer i M,(N) viser derfor, at differentialet f(z)dz pa $ er
wnvariant ved substitutionen z — a.z for a € T'o(N); fglgelig kan f(z)dz opfattes
som et differential pa den affine kurve Y5(N). Man viser nu, at de veekstbetingelser,
der karakteriserer spidsformer, i det foreliggende tilfzelde er akvivalente med at for-
lange, at f(z)dz kan fortsaettes til et holomorft differential pa den projektive kurve
Xo(N). Rummet S3(N) er altsd isomorft med rummet af holomorfe differentialer
pé en projektiv algebraisk kurve, hvilket eksempelvis implicerer S3(N)’s endelig-
dimensionalitet: dim¢ S2(N) er genus af Riemann-fladen Xo(N). Denne genus kan
bestemmes ved ren topologisk analyse af Xo(N), og en formel kan angives (som
funktion af N). Eksempelvis fas:

) = (yz+6)%dz,



Saetning 2.1.1. For primtalsniveau N = p haves:

0 , forp=2
=18 forp=1 (12)
dime Sa(p) =< 252, forp=5 (12)

BT forp=T(12)

pEL forp=11 (12) .

Tilsvarende fortolkninger og formler haves for spidsformer af hgjere, lige vaegte;
for ulige vaegte stiller sagen sig en smule mere kompliceret, for veegt 1 endda overor-
dentligt meget mere kompliceret.

2.2. Hecke-operatorer og Galoisrepraesentationer. Betragt rummet af spids-
former Si(N, x). Vi vil nu indfgre de sdkaldte Hecke-operatorer pa Sk(N,x). Den
bedste definition af disse operatorer gar via algebraisk geometri, hvilket vi dog af
pladshensyn ikke kan gennemfgre. Vi velger en konkret definition via Fourier-
udviklinger, hvilken i gvrigt stemmer overens med Hecke’s oprindelige definition.
Det skal dog nevnes, at beviserne for diverse satninger om Hecke-operatorer, som
vil forekomme nedenfor, bedst fgres udfra det algebraisk-geometriske synspunkt.

Lad f € Sg(N, x) med Fourier-udvikling:

og lad p vare et primtal. Vi definerer den holomorfe funktion T, f pad $ ved:

o o0
(Tof)(2) 1= D apne™™™ + x(p)p* " ) ane®™ ",
n=1 n=1

hvor x(p) for p|N skal fortolkes som 0. Det vises, at T,f igen er et element i
Sk(N,x), sa vi kan opfatte T}, som en linezr operator pa dette rum. Bemeerk, at
definitionen af T, er afhangig af (N, k, x), hvilket ikke fremgar af notationen.

Antag nu, at f # 0 er en simultan egenform for samtlige Hecke-operatorer T,
i.e. at vi har:

Tof =X f for alle primtal p,

hvor Ap’erne er visse komplekse tal. Det kan vises, at vi sd fald har a; # 0, s& vi
kan gerne antage, at f er normaliseret sdledes, at:

a; = 1;
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Vi betegner sddanne former simpelthen som normaliserede egenformer. Det fglger
nu af definitionen af T}, f, at egenveerdien A, stemmer overens med Fourier-koeffi-
cienten a, og, at vi har fglgende i fgrste omgang formelle identitet:

(ﬂ) Z a,n”° = H (1 — a,pp_s + X(p)pk—1—2s)—1 ’

p primtal

hvor ‘formel’ betyder a,, = b,, hvis man formelt ganger produktet i hgjresiden
ud og skriver det pa formen E;’ozl b,n~°; denne formelle identitet kan saledes
oversaettes til en (uendelig) liste af rekursionsformler for Fourier-koefficienterne
an. (Det var i gvrigt studiet af sddanne rekursionformler i forbindelse med visse
klassiske konstruktioner af modulformer fra kvadratiske former, der foranledigede
Hecke til indfgrelse af Hecke-operatorerne). Men () er langt mere en blot en
formel identitet: I den klassiske teori for modulformer vises det, at (ff) konvergerer
absolut for s € C med Re(s) > k, hvor den definerer en funktion L(f,s), holomorf
i dette omrade; defineres videre A(f,s) := (2m/v/N)~°T'(s)L(f, s), da har A(f, s)
holomorf fortseattelse til hele den komplekse plan s € C, hvor den tilfredsstiller
en funktionalligning, der i misteenkelig grad minder om funktionalligninger for L-
reekkerne knyttede til visse typer af Galoisreprasentationer. Lad os nu se, at dette
ikke er noget tilfaelde.

Saetning 2.2.1. (se f.eks. [Shi]) Antag, at k > 2, og lad f € Sk(N,x) vere en
normaliseret egenform med Fourier-udvikling

(o]
f(Z) _ Z aneZW’inZ.
n=1
Da er tallene a,, alle algebraisk hele tal i en (af n uafhengig) endelig udvidelse
af Q.

Seetning 2.2.2. (Deligne [Del|, se ogsd [Car|) Antag, at k > 2, og lad f €
Sk(N,x) vere en normaliseret egenform med Fourier-udvikling

e .
f(Z) _ Z ane21r'mz.
n=1

Da findes der til hvert primtal £ en kontinuert, irreducibel £-adisk Galois-
representation:

pf7gl GQ — GLQ(D}\) ,

hvor D, er ringen af hele tal 1 en endelig udvidelse af Q;, og med falgende
egenskaber:

(3) For p [N{ er ps, uforgrenet over p ,
(i) Trpse(Frp) = ap forp [NZ,
og

(i43) det pso(Frp) = x(p)p*~'  forp [NC .
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Det kan vises, at ps, har fgrer N (B.3).

Ved en fgrste konfrontation med Seetning 2.2.2 kan denne forekomme overor-
dentligt mystisk: Hvordan i alverden kommer man fra formen f til repraesentatio-
nen ps¢? Denne mystificering er berettiget forsdvidt, som den faktiske konstruktion
er bade kompliceret og afheengig af avanceret matematik. Den afggrende pointe
er imidlertid den algebraisk-geometriske fortolkning af begrebet ‘spidsform’, som
vi antydede ovenfor. I det fglgende underafsnit giver vi - for tilfeeldet £k = 2 - en
antydning af, hvordan py, konstrueres.

2.2.1. Antydning af konstruktion: En abelsk varietet er en komplet gruppeva-
rietet A, i.e. A er en komplet algebraisk varietet defineret over et eller andet
grundlegeme K og forsynet med en ‘gruppestruktur’: Hvis L/K er en legemsud-
videlse, har mangden A(L) af L-rationale punkter pa A struktur af en gruppe, og
tilordningen L — A(L) er ‘funktoriel’. Det vises, at A er projektiv, og at grup-
peloven er abelsk (kommutativ), i.e. gruppen A(L) er abelsk for hvert L.

Lad nu A vere en abelsk varietet af dimension d defineret over (Q; med andre
ord: A kan beskrives ved polynomiumsligninger med rationale koefficienter. Be-
tragt A(Q), dvs. a priori mengden af lgsninger i algebraiske tal til de navnte
polynomiumsligninger; da A er en abelsk varietet, har A(Q) struktur af en abelsk
gruppe. Lad £ vere et primtal. For m € Z definerer vi mangden A[{™] af £™-

torsionspunkter for A som delmengden af punkter P € A(Q) for hvilke
{r-P=0,

hvor 0 betegner neutralelementet i A(Q) og £™- betyder potensering med £™ m.h.t.
gruppestrukturen i A(Q). @jensynligt er A[{™] en undergruppe af A(Q) og har
en naturlig struktur som Z/Zm-modul. Vi definerer videre mengden A[¢{*°] af
£*°-torsionspunkter for A med en naturlig struktur som Z,-modul ved:

Al®] = 1lim AL ® Zy .

m

For A[¢*°] som Z;-modul har man fglgende fundamentale satning:
Seetning 2.2.3. A[(®] = (Z,)** som Zg-modul.

Men vi har yderligere struktur pad A[{*°]: Galoisgruppen Gg virker pa naturlig
méde pa A(Q): Hvis vi har en lgsning (zo, 21, ...) i algebraiske tal til de polynomi-
umsligninger, der definerer A, og har vi et g € Gg, da vil gjensynligt (g.zo, 9.21, .. .)
igen veere en lgsning i algebraiske tal til de neevnte polynomiumsligninger, efter-
som disse har rationale koefficienter. Man viser nu, at denne virkning respekterer
gruppestrukturen i A(Q), specielt bringer den A[¢*] ind i sig selv. Vi har alts&
en virkning af Gy pad A[¢*°]. Setning 2.2.3 siger nu, at denne virkning giver os en
homomorfi:

pae: Go — GLog(Zy) ,
som vises at veere kontinuert. p,, er altsd en /f-adisk Galoisrepraesentation; den
kaldes passende for den /-adiske reprasentation hgrende til A.

Betragt nu modulkurven Xo(N). Det er som neaevnt en projektiv algebraisk va-
rietet defineret over Q. Som sddan har den en tilknyttet Jacobi-varietet, kaldet
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Jo(N), som er en abelsk varietet defineret over Q. Som ovenfor kan vi betragte
Jo(N)[€*°] og far herfra repreesentationer af Gg. Betragtes nu Hecke-operatorerne
hgrende til rummet Sy(N), kan det vises, at disse har en naturlig fortolkning (via
‘funktorialitet’) som endomorfier af Jo(N); dette haeenger sammen med den ovenfor
omtalte fortolkning af elementerne i So(N) som holomorfe differentialer pd Xo(N).
Denne fortolkning af Hecke-operatorerne muligggr en bestemt type af spaltning af
Jo(N)[£°°], hvor de enkelte ‘stykker’ svarer til normaliserede egenformer f € Sy(N);
denne spaltning udmgntes i sidste ende i en spaltning af Galoisrepraesentationen
hgrende til Jo(N)[£*°] svarende igen til normaliserede egenformer f € S3(N). Ga-
loisrepraesentationen py , fra Seetning 2.2.2 konstrueres via denne proces. Det virke-
ligt harde arbejde bestdr sa i at vise, at den sdledes konstruerede repraesentation
pr.¢ har egenskaberne angivet i Saetning 2.2.2.

Konstruktionen af p¢, i det tilfzelde, hvor vaegten k er stgrre end 2, er noget mere
abstrakt, da man ikke leengere blot kan arbejde med Jo(N): Der skal nogle noget
mere abstrakte objekter ind i spillet (sdkaldte ¢-adiske kohomologigrupper). Set fra
en hgjere synsvinkel er konstruktionen for veegte >2 dog analog til konstruktionen
for k = 2.

2.3. Artin-formodningen. Det er ikke sveert at geette pd en mulig version af
Satning 2.2.2 i tilfeldet £ = 1. Vanskeligheden bestar deri, at de ovenfor omtalte
metoder til konstruktion af py, for vaegte k > 2 bryder totalt sammen for vaegt
k = 1. Ikke desto mindre gelder der fglgende bemarkelsesveerdige saetning, hvis
bevis vi ikke kan komme ind p3; det skal dog nezvnes, at beviset bl.a. benytter
Seatning 2.2.2.

Seetning 2.3.1. (Deligne-Serre [DS]) Lad f € S1(N,x) vere en normaliseret
egenform med Fourier-udvikling

e .
f(Z) — Z ane27rznz.
n=1

Da findes der en kontinuert, irreducibel Galoisrepraesentation
Pf: GQ — GLQ((C) y

med fglgende egenskaber:

(3) For p [N er p; uforgrenet over p ,
(i) Trps(Frp) = ap forp [N,
og

(122) det ps(Frp) = x(p)  forp /N .

Men far vi ikke ¢-adiske repraesentationer knyttet til f? Jo, via en simpel kon-
struktion: Repraesentationen p; har endeligt billede, og kan derfor realiseres over
et algebraisk tallegeme K, i.e. vi kan opfatte pf som en homomorfi:

(1) ps: Gg — GLo(X) ,
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der naturligvis har samme endelige billede som p¢. Er nu £ et primtal, kan repraesen-
tationen (fiff) som bekendt ggres ‘¢-adisk heltallig’, dvs. er ekvivalent med en
reprasentation

pf7g2 GQ E— GLQ(D)\) ,

med O, ringen af hele tal i en endelig udvidelse af Q,. Repraesentationen py, har
naturligvis billede isomorft med Imp;.

Vi har nu kgrt tilstraekkeligt meget skyts i stilling til at kunne vende tilbage til
diskussionen sidst i afsnit 1.2. Det spgrgsmal, som man gnsker besvaret, er fglgende:
Vi har gennem sztningerne 2.2.2 og 2.3.1 via normaliserede egenformer faet kon-
strueret Galoisreprasentationer; hvis vi vedtager at kalde disse konstruerede reprze-
sentationer for modulere (de opstar fra modul-former), hvilke Galoisrepraesenta-
tioner er s& modulere? Vi vil nu kort gd ind pa dette spgrgsmal i forbindelse med
repraesentationerne fra saetning 2.3.1. Inden vi kan formulere den bergmte Artin-
formodning i denne forbindelse, skal vi have noteret os en lille, men vigtig egen-
skab ved repraesentationerne i setningerne 2.2.2 og 2.3.1: Kompleks konjugering
af algebraiske tal er gjensynligt en legemsautomorfi af Q, der fikserer Q punktvist.
Fglgelig kan vi opfatte kompleks konjugering som et element ¢ € Gg; dette element
har orden 2. Er nu p en repraesentation fra Seetning 2.2.2 eller 2.3.1, kan vi fglgelig
betragte p(c); da ¢? = 1, haves (det p(c))? = 1, altsd

det p(c) = £1.

Definition: Representationen p kaldes ulige, hvis det p(c) = —1.

Saetning 2.3.2. Samtlige representationer, der forekommer i saetningerne
2.2.2 og 2.3.1 er ulige.

Den fglgende formodning ville veere en delvis generalisering af klasselegemete-
orien til studiet af 2-dimensionale, komplekse Galoisrepraesentationer, jfr. diskus-
sionen sidst i afsnit 1.2.

Formodning: Lad p: Gg — GL3(C) veere en irreducibel, ulige Galoisrepre-
sentation. Da er p moduler af vegt 1, i.e. der findes ((N,x) og) en normalis-
eret egenform f € S1(N,x) sdledes, at p = ps, hvor ps er representationen fra
Setning 2.3.1.

En steerkere version af denne formodning opnés ved at forlange, at (N, x) kan
valges saledes, at N er Artin-fgreren af p (appendiks B.3) og saledes, at x via
klasselegemeteorien svarer til det p: Gg — GL1(C), men det kan vises, at denne
steerkere version fglger af den svagere.

Det er blevet standard at kalde denne formodning for ‘Artin-formodningen’ (for
irreducible, 2-dimensionale, komplekse, ulige Galoisrepreesentationer over Q), idet
den kan vises at veere ekvivalent med en del af den i appendiks B.3 omtalte klassiske
Artin-formodning.

Der fglger nu en kort beskrivelse af, hvad der i gjeblikket er kendt om denne
formodning.
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Lad altsa p: Gg — GL2(C) veere en irreducibel, ulige reprasentation. Betragt
den naturlige homomorfi GL,(C) — PGL2(C), og lad os diskutere gruppen

G:=1Im (G@ £, GLy(C) — PGLQ((C)) ;

da G séledes er en endelig undergruppe af PGL(C), har vi som bekendt a priori
fglgende muligheder for isomorfiklassen af G:

Cp , den cykliske gruppe af orden n

D, , diedergruppen af orden 2n

A4 , den alternerende gruppe pa 4 symboler
Sy , den symmetriske gruppe pa 4 symboler
Ag , den alternerende gruppe pa 5 symboler ,

O]
I

men tilfeeldet G = C), er udelukket, da p i sa fald ville veere reducibel.

Formodningen ovenfor er bevist generelt i tilfeeldene, hvor G er isomorf med
Dy, Ay eller Sy: I tilfeeldet G = D,, kan pastanden i sidste ende (svert) fgres
tilbage til klasselegemeteorien, mens der i tilfeeldene A, og S, kreeves en nyere
fundamental (svear) teori, den sdkaldte teori for cyklisk Base Change; beviserne
i Ay~ og Sy-tilfeeldene skyldes Langlands hhv. Tunnell, se [Lan]| og [Tun|. Disse
metoder virker ikke i tilfeeldet G = Ag, der derfor lenge forekom at vaere en
fuldstendigt uindtagelig bastion. Men et bevis for formodningen i Ag-tilfeeldet
(under visse tekniske indskreenkninger pa p) er for nyligt (sommer 1999) blevet
annonceret; dette sidstnevnte bevis bygger stadig pd Wiles’ fundamentalt nye og
banebrydende ideer i disse problemkredse, men involverer ogsad en lengere raekke
nye og hgjst komplicerede resultater, bl.a. angdende sdkaldt niveaureduktion.

2.4. Galoisrepraesentationer i positiv karakteristik og Serre’s formodning.
Lad pg: Gg — GL3(9)) veere enten en repreaesentation fra Seetning 2.2.2 eller den
{-adiske repraesentation konstrueret fra en repraesentation ps fra Seetning 2.3.1 som
skitseret umiddelbart efter Seetning 2.3.1. Lad 91 veere maksimalidealet i O ; vi har
altsd, at F' := O, /9 er en endelig udvidelse af F,. Via den kanoniske homomorfi
GL2(9D5) — GLy(F) giver p, anledning til en mod ¢ repraesentation gj:

(1) Be: Gog 25 GLy (D)) — GLy(F)

som er ulige i samme forstand som i foregdende afsnit. Betegner vi f’s Fourierko-
efficienter med a,(f), og f's niveau med N, er reprasentationen g, gjensynligt
uforgrenet over p, for p JN¢, og har fglgende egenskab:

1) Trp(Frp) = (ap(f) mod (1)) , for p fNL,

hvor [ er et primideal over £ i et algebraisk tallegemes ring af hele algebraiske tal
O, der er tilstraekkelig stor til at indeholde samtlige tal a,(f), og sa O/l O F
(eksisterer ifglge Seetning 2.2.1).

Lad nu F/F, vere en endelig udvidelse, og lad
(11) pe: Gg — GLy(F)

veare en vilkarlig, absolut irreducibel, ulige repraesentation.
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Definition: Vi siger, at p; er (mod £) moduler, hvis der findes en normaliseret
egenform f af en eller anden type (N, k,x) og med Fourierkoefficienter a,(f)
saledes, at p; er uforgrenet over p, for p fN{, og sdledes, at (}) gelder.

I 1987 formulerede J.-P. Serre i [Ser87] fglgende bemeerkelsesverdige og - pa det
pageldende tidspunkt - temmeligt dristige formodning:

Serre’s formodning: Lad p; vere en absolut 1rreductibel, ulige representation
som 1 (11). Da er p; (mod £) moduler.

Grunden til, at vi i forbindelse med (), definitionen ovenfor og Serre’s formod-
ning og i modsaetning til Setningerne 2.2.2 og 2.3.1 fokuserer i mindre grad pa
det p; er fglgende: I seetningerne 2.2.2 og 2.3.1, der jo omhandler karakteristik 0
repraesentationer, haenger det ps, hhv. det p; gjensynligt sammen med vaegten k of
f. Faktisk kan det vises, at data-triplet (N, k, x) hgrende til f er entydigt bestemt
alene ved reprasentationerne ps, hhv. ved p;. Dette star i skarp kontrast til situa-
tionen i karakteristik £: Er g, som i () moduler, kan det vises, at der altid findes
uendeligt mange mulige valg af savel k som N; vi vil se et eksempel pa et sddant
feenomen nedenfor. @nsker man ikke desto mindre at betone et muligt valg af &
og/eller N, siges p, naturligvis at veere mod £ moduler af vegt k hhv. af niveau
N.

Serre’s forfinede formodning - ogsa formuleret i [Ser87] - er den ovenstaende
formodning plus en precis angivelse af et muligt valg af data (N, &, x), der i en vis
forstand er optimalt (minimalt). Vi for ikke brug for at formulere denne forfinede
formodning i fuld generalitet, men vil dog senere se et specielt eksempel pa, hvad
dens indhold er.

I det fglgende underafsnit vil vi se eksempler pd mod 3 repraesentationer, der
beviseligt er moduleere.

2.4.1. Nogle modulere mod 3 reprasentationer: Lad i dette underafsnit p veere
en absolut irreducibel, ulige mod 3 Galoisrepraesentation:

ﬁl G@ — GLQ(]F3) .

Lad os nu bemerke, at gruppen PGL,(F3) som bekendt er isomorf med den sym-
metriske gruppe Sy pa 4 symboler. Gruppen GLy(F3) har fglgelig Sy som kvotient.
Mere preecist kan vi vise, at GLy(F3) er isomorf med en sakaldt overdeekningsgruppe
S, af Sy Gruppen S, er som abstrakt gruppe givet ved frembringere a4, a-, as, 2
med definerende relationer:

(&%) a? =a2 =a?=2%=(a1a5)® = (a203)* =1, (a1a3)’=z2.

Elementet z er centralt i 5'4, og kvotienten 5’4 / < z > er isomorf med Sy; vi har
altsa |S,| = 48.
Man checker nu, at hvis vi betragter fglgende matricer i GLy(F3):

11 1 0 10 10
a1::<0 _1),0121:(0 _1>,a3::(1 _1)aC::< 0 _1>)
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da tilfredstiller disse elementer o, cs,as,( relationerne (&); vi har fglgelig en
surjektiv homomorfi S, — GLo(FF3); eftersom |,§4| = 48 = |GLy(F3)|, folger

GLy(Fs) = 8, .

Betragt nu fglgende matricer i GLo(Z[v/—2]) C GLy(C) (Z[+/—2] er ringen af
hele algebraiske tal i det algebraiske tallegeme Q(v/—2)):

A1::< —/=2 1+ﬁ>,A2::<1 1\/*2>’

-1-v=2 /=2 o -1
we (s ) e (0 )

man checker, at disse matricer tilfredsstiller relationerne (é&); fglgelig har vi en
homomorfi

g: GLg(Fg) — GLQ(Z[\/ —2]) Q GLz(C),
der kan ses at vere injektiv. Sammensatningen
p:=00p: Gg — GL,(C)

ses at vere irreducibel, ulige, og med billede isomorft med Impg C GL5(F3); da
denne gruppe er isomorf med S, og saledes oplgselig, er p tkke af As-type. Det
fglger derfor af resultaterne omtalt sidst i afsnit 2.3, at p er moduleer, i.e. knyttet
til en normaliseret egenform af veegt 1 via Seetning 2.3.1. Man efterviser let, at
p er et ‘1gft’ af p i fglgende forstand: Er ‘3 et primideal over 3 i Z[/—2], haves
Z[/—2] /B = F3; repraesentationen p er isomorf med mod ‘P reduktionen af p, i.e.
med

(p mod PB): Gg — GLa(Z[v~2]) — GLa(Z[v~2]/P) = GLy(Fs) .

Fglgelig er p mod 3 moduleer af veegt 1. Vi far senere brug for at vide, at p ogsa er
mod 3 moduler af vegt 2, og antyder nu beviset for denne kendsgerning:

Da som neevnt p er moduleer af vaegt 1, er p Galoisrepraesentationen knyttet til
en normaliseret egenform af veegt 1

o0 .
f(Z) _ Z aneZ‘mnz
n=1

via satning 2.3.1. Betragt nu den specielle Eisenstein-reekke E, , fra eksempel 3
ovenfor i tilfeldet £ = 3: Konkret haves i dette tilfeelde:

(o]
(o) Biy(z)=1+6) | > 9(d) | ™,

n=1 d|n
hvor ¥(z) er 0,1, —1 for z = 0,1, —1 mod 3, hhv. Da E; 4 er en modulform af veegt
1, og da f er en spidsform af veegt 1, er g(z) := Ey,4(2)f(2) en spidsform af veegt
2. Nu er g tkke en egenform, men det fglger af eksempel 3 eller direkte af (), at
hvis

g(z) _ Z bnezmnz ’

n=1
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da haves
(docoh) b, = a, mod [ ,Vn

hvor [ er et primideal over 3 i en tilstraekkelig stor udvidelse af Q. Af (dododb) og et
‘Ipftningslemma’ af Deligne og Serre (se [DS]) fglger eksistensen af en normaliseret
egenform

© .
g(z) — Z bne27r1nz
n=1

af veegt 2 saledes, at

bn (Ebn) =a, mod [ ,Vn;
ifglge definition er altsd p mod 3 moduleer af veegt 2. Vi har altsa fglgende setning:

Saetning 2.4.1. Lad
ﬁl GQ — GLz(]Fg,)

vere en absolut irreducibel, ulige Galoisreprasentation. Da er p mod 3 mod-
uler af vegt 2.

2.5. Ribet’s seetning. Lad i dette afsnit £ veere ulige, og lad
,5[2 GQ — GLZ(F[)

veere en kontinuert (i.e.: Imp endelig), irreducibel, ulige Galoisrepraesentation, som
antages at veere mod £ moduleer af vaegt 2 og triviel nebentypus. Der findes altsd
en normaliseret egenform f af veegt 2 sdledes, at p, er representationen konstrueret
via setning 2.2.2 og processen beskrevet i begyndelsen af afsnit 2.4. Lad N vere
f's niveau. Som vi tidligere neaevnte, er N ikke entydigt bestemt: Der kunne
(og vil) findes en anden normaliseret egenform f af type (M,2,1) og med M #
N saledes, at p, ogsa er repraesentationen knyttet til f via den nzvnte proces.
Men vi kunne spgrge efter det minimalt mulige niveau, nar vaegten fastholdes.
Som vi ogsa tidligere neevnte, opstillede Serre i [Ser87] en pracis formodning om,
hvad dette minimale niveau er. Vi vil i dette afsnit citere en for anvendelserne
i forbindelse med Fermat’s sidste setning afggrende satning af Ribet, der under
visse omstendigheder beviser Serre’s forudsigelse angdende det minimale niveau;
mere pracist giver Ribet’s setning tistraekkelige betingelser for at kunne ‘fjerne’
en primdivisor fra niveauet N:

Seetning 2.5.1. (Rubet, [Rib]). Lad £ vere ulige og antag, at p; er moduler af
vegt 2, triviel nebentypus, og nweaw N. Lad p vere en primdivisor 1 N, og
antag, at p>{ N. Antag yderligere, at enten

(i) pe er uforgrenet over p,
eller

(i) p=4£, og p, er flad over p.

Da er py moduler af vegt 2, triviel nebentypus og niveau N/p.
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Betingelsen i (ii) er en betingelse pa restriktionen
(Pe)ip, D, C G dekompositionsgruppe over p ,

af geometrisk natur. Den korrekte, tekniske definition pa begrebet ‘flad over p’ er
at denne restriktion skal kunne udvides til et endeligt, fladt gruppeskema over Z,;
vi vil ikke gd ind pa at forklare indholdet af denne definition, men vil dog nedenfor
1 forbindelse med mod £ Galoisrepraesentationer knyttede til elliptiske kurver over
Q se en anden og - for disse tilfzlde - eekvivalent definition.

3. ELLIPTISKE KURVER OG TANIYAMA-SHIMURA-FORMODNINGEN.

Latteratur: [Sil86], [Har|, [Ser87], [CSS], [DDT], [Shi]
* [Sil94], [CS]

3.1. Elliptiske kurver. En elliptisk kurve over et legeme K er en abelsk varietet
af dimension 1 defineret over K. Vi vili det fglgende kun betragte tilfeldene K = Q
og K = Qp. En elliptisk kurve E over K kan vises at vare givet ved en sdkaldt
Wezterstrafi-ligning:

() Y2z + onzyz + azyz? = 23 + asz?z + agzz? + agz?

hvor ai, a3, az,04,06 € K, ie., E er isomorf med den projektive kurve i P?(K)
givet ved ({); denne kurve har netop 1 punkt med z = 0, nemlig punktet O :=
[0,1,0]. Normalt vil man blot give E ved ligningen

V2 4+ a1zy + a3y = 22 + 0z’ + oz + a6

hvor det s er underforstaet, at der skal tilfgjes punktet O ‘i co’.

WeierstraB-ligningen (<) er ikke entydigt bestemt ved E: Ved et variabelskift af
typen

=vlz+r, y =uly+ulsz+t,
hvor r,s,t,u € K, u # 0, fas en ny Weierstraf3-ligning, der dog definerer en kurve
isomorf med E. Ikke desto mindre er det af interesse at knytte diverse tal til
ligningen ({); vi far iseer brug for den sakaldte diskriminant A, der defineres
sdledes: Set:
by = a% + 4as, by =204 + a1as, bg = ag + 4ag,

2 2 2.
bg 1= ajas + dazos — ajazoy + axas — ag;

da er:
A = —b2bg — 8b3 — 27bZ + 9bybyb.
For en Weierstraf3-ligning af den simple type
v=z+az’ +bz+c

er A simpelthen 16 gange diskriminanten af polynomiet pd hgjresiden.

Er der omvendt givet en WeierstraB-ligning (<), vises det, at denne definerer en
ikke-singular, projektiv kurve af genus 1 over K, og dermed en elliptisk kurve over
K, hvis og kun hvis vi for ligningens diskriminant har A # 0.
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Antag nu, at E er defineret over Qp, og givet ved en ligning () med a; € Q,.
Ved et passende variabelskift kan vi opnd, at o; € Z,. I sd fald har vi gjensynligt
for den tilhgrende diskriminant A, at

VP(A) Z 0 )
hvor v, som i appendiks A er den ‘additive valuation’ hgrende til Qp, i.e. konkret:
vp(A) =s, hvis A = p°u med u en enhed i Z,.

Vi kan derfor definere en minimal Weierstrafs-ligning for E som en Weierstraf3-
ligning, der minimaliserer stgrrelsen v,(A). Er A diskriminanten for en minimal
WeierstraB-ligning, kan vi altsd ogsa definere stgrrelsen

(*) Amin(E') = pVP(A)~

Antag s3, at E er defineret over Q. For hvert primtal p kan vi - via indlejringen
Q — Qp - opfatte E som en elliptisk kurve E/q, over Qp, og har hertil knyttet
stgrrelsen Amin(E/q,) givet ved (#); det kan vises, at denne stgrrelse er 1 for alle
panear endeligt mange p; derfor giver fglgende definition - som vi nedenfor vil se
formalet med - mening:

Definition: E’s minimale diskriminant Apin(E) defineres ved:

Amin(E') = H Amin(-E/(@p) .
p primtal

3.2. Elliptiske kurver og Galoisrepraesentationer. I. Lad F vere en elliptisk
kurve defineret over Q. Da F er en abelsk varietet af dimension 1 defineret over
Q, har vi - som skildret i afsnit 2.2.1 - for hvert primtal £ en kontinuert ¢-adisk
Galoisreprasentation:
PE: GQ — GLQ(Z[) .

Bringes den algebraiske geometri mere dybtgdende ind i spillet, kan reprzesentatio-
nen pg  vises at have fglgende egenskaber: Den er irreducibel, uforgrenet over alle
péner endeligt mange primtal p, og ulige; den har en fgrer (se B.3), der kan vises
at veere uafhengig af ¢ den forstand, at den er konstant lig et vist naturligt tal
Ng, nar blot £ er tilstraekkelig stor (aftheengigt af F); mere praecist stemmer Ng op
til en potens af £ overens med fgreren af pg . Vi definerer E’s fgrer som dette
naturlige tal Ng. Repreesentationen pg , er uforgrenet over p, netop hvis p { Ng¥.

Videre kan det vises, at vi for m.h.t. pg ¢ uforgrenede primtal p - altsé for p t Ng/

- har:
det pg (Frp) =p,
og
ap :=Trpg o(Frpy) =p+ 1 — #E(F,) ;

her betyder #E(F,) ‘antallet af punkter pa E over F,’, hvilket konkret er fglgende:
Vzlg en minimal Weierstrafi-ligning for EF over Q, med a; € Z,p; det giver da
mening at reducere denne ligning modulo p, i.e. at reducere hver af koefficienterne
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a; modulo p; vi far en Weierstrafl-ligning over legemet F,; det kan vises, at denne
for p { Ng{ definerer en elliptisk kurve over Fy; #E(F,) er antallet af Fy-rationale
punkter pd denne kurve, i.e. antallet af lgsninger - projektivt talt - over I, til
denne Weierstra-ligning.

Vi kan nu i sammenhang med reprasentationen pg , vende tilbage til den prob-
lemkreds, der optog os i afsnit 1, mere specielt til de vage spgrgsmal, som vi stillede
sidst 1 afsnit 1.2: Vi havde der at ggre med en 1-dimensional kompleks Galois-
reprasentation p og fortolkede klasselgemeteorien som et udsagn om, at sporene
Trp(Frp) ‘kontrolleres’ af et struktureret objekt, nemlig en Dirichlet-karakter, jfr.
relationen (f); i afsnit 2.3 havde vi at ggre med 2-dimensionale, irreducible, kom-
plekse, ulige Galoisrepraesentationer p og fik udtalt formodningen, at sporene i
disse tilfeelde kontrolleres af spidsformer af veegt 1. Det spgrgsmal, der nu stilles
er naturligvis spggsmaélet efter et ‘kontrolobjekt’ i forbindelse med den /-adiske
repraesentation pg ¢ hgrende til £. Sammenholder man de egenskaber for pg ¢, som
vi opsummerede ovenfor, med setning 2.2.2, er det ikke sveert at geette pa fglgende
formodning, som er en mulig formulering af den bergmte Taniyama-Shimura-
formodning:

Taniyama-Shimura-formodningen: Lad E vere en elliptisk kurve defineret
over Q. Da findes der et primtal £ og en normaliseret egenform f af veegt 2 saledes,
at

PEL = Pfe
hvor ps, er Galoisrepraesentationen hgrende til f fra ssetning 2.2.2.

I denne forbindelse synes fglgende definitioner relevante:

Definition: Lad py: Gp — GL3(K) med K en endelig udvidelse af Q, vare
en kontinuert, irreducibel, ulige ¢-adisk Galoisreprasentation. Vi siger, at p, er
moduler af vegt 2, hvis der findes en normaliseret egenform f af type (N,2,1)
saledes, at

Pt = pre -
@nskes f’s niveau N betonet, siger vi, at p; er moduler (af vaegt 2 og) niveau N.
Definition: Den elliptiske kurve E over Q siges at veere moduler, hvis repraesen-
tationen pg, er modular af vaegt 2 for et eller andet £.

Taniyama-Shimura-formodningen siger siledes simpelthen, at enhver elliptisk
kurve over Q er moduler. Det kan vare nyttigt at notere sig fglgende seetning, der
ikke er sveer at bevise:

Saetning 3.2.1. Lad E vere en elliptisk kurve over Q med fogrer Ng. Da er
foalgende betingelser &kvivalente:

(i) E er moduler.

(it) For ethvert primtal £ er pg, moduler af vegt 2.

(i11) For ethvert primtal £ er pg, moduler af vaegt 2 og niveau Ng.

Der findes andre (naturligvis med ovenstdende ekvivalente) formuleringer af
Taniyama-Shimura-formodningen, som er af mere algebraisk-geometrisk natur, men
vi gar ikke ind pa disse.
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Det for talteorien helt revolutionerende i Wiles’ og Taylor’s store arbejde ([Wil],
[TW]) er ikke s& meget beviset for den set udfra en nggtern synsvinkel relativt
uvigtige Fermat’s sidste satning, men derimod, at disse arbejder giver et bevis for
Taniyama-Shimura-formodningen under visse indskrankende, men relativt milde
tekniske betingelser pd E, som vi gar naermere ind pa nedenfor. For ganske nyligt
(sommer 1999) er et bevis for Taniyama-Shimura-formodningen uden nogen ind-
skreenkninger blevet annonceret af Breuil, Conrad, Diamond og Taylor [BCDT];
den fundamentale grundsten for dette bevis er stadig Wiles’ gennembrud [Wil],
og det gar - startende med dette gennembrud - igennem adskillige etaper, hvor
betingelserne pa E gradvist sveekkes. En af etaperne er eksempelvis arbejdet
[CDT].

Det vigtige for talteorien er, at Taniyama-Shimura-formodningen og Wiles’ nye
fundamentale ideer giver et bidrag til at komme videre med de meget generelle
spgrgsmal, som vi antydede i slutningen af afsnit 1.2: Hele spillet gar ud pa -
som generalisering af klasselegemeteorien - at finde ‘reciprocitetslove’ for meget
generelle klasser af enten komplekse eller /-adiske Galoisrepraesentationer (iszer for
sadanne, der er af algebraisk-geometrisk oprindelse). Den generelle filosofi udviklet
oprindeligt af Langlands i 1960’erne er, at sddanne reciprocitetslove bgr tage form
af en bestemt type af associering mellem Galoisreprasentationer og sdkaldte auto-
morfe former: Eksempler pd, hvad der menes denne ‘associering’ far vi fra afsnit
1.2: Dirichlet-karakterer er ‘automorfe former pa GL;’, fra afsnit 2.3 i forbindelse
med Artin-formodningen, og fra ovenstdende definition af moduleere ¢-adiske Ga-
loisrepraesentationer: Modulformer er ‘automorfe former pa GL5’.

Langlands’ ideer er idag blevet udmgntet i et praecist og ganske overvaldende for-
modningssystem i hvilket eksempelvis Artin-formodningen og Taniyama-Shimura-
formodningen blot er sma specialtilfzelde.

3.3. Elliptiske kurver og Galoisreprasentationer. II. Lad igen E vere en
elliptisk kurve defineret over Q, og lad os atter for primtal £ betragte de /-adiske
reprasentationer

pE,Z: GQ — GLQ(Z[)
knyttet til £. Via den kanoniske homomorfi Z, — F, giver repraesentationerne pg 4
anledning til mod £ repraesentationer knyttet til F:

Pre: Go 224 GLy(Zs) — GLy(Fy) .
Lad p veere et primtal, og betragt som i 3.2 en over Q, minimal Weierstra$}-
ligning

yzz +a1zyz + ozg,yz2 =z + azmzz + 0443022 + a6z3 , o5 € Zp .

Vi skal nu interessere os lidt mere dybtgdende for denne lignings opfgrsel under

reduktion modulo p. Vi betragter altsd den reducerede ligning:

(*I*) yzz + ajzyz + 073yz2 =z3+ &2$2z + 5(41:2:2 + &6z3 ,

hvor &; € Fp er reduktionen af a; € Z, modulo p. Vi opfatter (") som definerende
en projektiv kurve Cp, over IF,. For C,, haves fglgende 3 muligheder:
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(i) Cp er er uden singulariteter (og definerer derfor en elliptisk kurve over Fp),
(ii) Cp har en singularitet, som er et doppeltpunkt,
(iii) Cp har en singularitet, som er en spids.
Definition: Svarende til tilfeeldene (i), (ii) og (iii) for C), siges E at have god,
multiplikativ hhv. additiv reduktion over p.

E kaldes semistabil over p, hvis E har god eller multiplikativ reduktion over p.
E kaldes semistabil, hvis den er semistabil over p for ethvert primtal p.

Er E givet konkret ved en WeierstraB-ligning, findes der en algoritme, der for
givet p bestemmer en minimal Weierstra3-ligning over Q, og dermed ogsé fgrer til
en bestemmelse af E’s reduktionstype over p.

Det afggrende for os er nu, at E’s reduktionstype over et givet p siger noget
om egenskaberne for restriktionerne til en dekompositionsgruppe over p af Galois-
reprasentationerne pg, og pge. Mere praecist viser den dyberegdende aritmetisk-
geometriske teori for elliptiske kurver fggende satning.

Seetning 3.3.1. Lad E vere en elliptisk kurve over Q med fogrer

NE: H p'yp )

p primtal

manimal diskriminant Amin(E), og tilhgrende Galoisrepresenationer pg, og
Pr,e for primtal £. Da geelder fglgende.

(@) 4, = 0 , hwis og kun hvis E har god reduktion over p
=1 , huts og kun hvis E har multiplikativ reduktion over p

(b) Antag, at E har multiplikativ reduktion over p. For £ # p er da pg g ufor-
grenet over p, hvis og kun hvis £|vp(Amin(E)) (med v, som ovenfor den additive
p-adiske valuation pd Q, i.e. vy(a) = eksponenten af p 1 primfaktoriseringen

af a).

(c) Antag, at E har multiplikativ reduktion over p. Da er (pgp) flad over p,
hvis og kun hvis p|vp(Amin(E)).

Som vi navnte ovenfor er repraesentationen pg, altid irreducibel. Dette gaelder
imidlertid ikke altid for pg,. Hvad angédr dette spgrgsmal har man fglgende ‘big
theorem’, der skyldes Mazur; vi far i det fglgende kun brug for udsagnet (c).

Seetning 3.3.2. (Mazur, [Maz78|, [Maz77]). Lad E vere en elliptisk kurve over
Q. Da geelder falgende.

(a) Hvis £ > 163, er pg, absolut irreducibel.

(b) Hvis E er semistabil og £ > 7, er pg e absolut trreducibel.

(c) Huis E er semistabil, pg o er triviel, og £ > 3, da er pg, absolut trreducibel.
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3.4. Wiles’ ssetning. Vi kan nu formulere Wiles’ store seetning angdende
Taniyama-Shimura-formodningen.

Seetning 3.4.1. (Wiles, Taylor-Wiles, [Wil], [TW]) Lad E vere en semistabil
elliptisk kurve over Q. Da er E moduler.

Vi giver nu en meget kortfattet beskrivelse af (superstrukturen af) strategien
for beviset for denne seztning: Lad E vere en semistabil elliptisk kurve over Q og
betragt Galoisrepraesentationen

ﬁE‘gi GQ — GLQ(]FS) .

Nu er denne reprasentation ikke ngdvendigvis (absolut) irreducibel, men beviset
for 3.4.1 reduceres i [Wil] ved hjelp af et bestemt trick til tilfaeldet, hvor den er det.
Vi antager altsd, at pg 3 er absolut irreducibel. Som vi tidligere har bemaerket, er
denne reprasentation ulige. Af seetning 2.4.1 fglger derfor:

Pg,3 er modulaer af vaegt 2.

Der findes altsd en normaliseret egenform f af veegt 2 (og triviel nebentypus)
saledes, at

(¥) PE3 = Pf3,

hvor pf3 er den moduleere mod 3 reprasentation opndet ved mod 3 reduktion af
den 3-adiske modulare repraesentation

Pf3: GQ — GLz(D) ,

) ringen af hele tal i en endelig udvidelse af Q3. Det neeste skridt er nu fra
(%) at slutte, at pg 3 er moduler, hvilket ifgge definition giver E’s modularitet.
Modulariteten af pg 3 opnas via etableringen af et princip (‘Mazur’s princip’) - og
dette er den virkeligt afggrende og harde kerne i Wiles’ arbejde -, der groft udtrykt
siger fglgende:

Betragt en absolut irreducibel, ulige mod ¢ Galoisrepraesentation
pe: Gg — GLa(Fe) ,
med ¢ et ulige primtal. Vi betragter Z-adiske ‘1gft’ af p,, dvs. repraesentationer
pe: Gg — GL(O) ,

9 ringen af hele tal i en endelig udvidelse af Q, der reducerer til p; via den
kanoniske homomorfi © — (restklasselegeme). ‘Mazur’s princip’ er da et princip,
der groft sagt siger: ‘Hvis pp, har 1 moduleert /-adisk 1gft af veegt 2, da er ethvert
¢-adisk 1gft (med cyklotomisk determinant) moduleert af veegt 2. Det er et udsagn
af denne type, som Wiles (komplementeret af Taylor-Wiles i [TW]) under visse
tekniske betingelser pa g, beviser i [Wil].

Anvendelsen pd pg 3 ovenfor er nu klar: Denne mod 3 repraesentation har ifglge
(¥) et modulert 3-adisk 1¢ft, nemlig ps3. Anvendes ‘Mazur’s princip’ pé pg,s,
f&s derfor modulariteten af pg 3 og dermed af E. Det er i forbindelse med an-
vendelsen pa pg,s af den version af Mazur’s princip, som Wiles beviser i [Wil],
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at semistabilitets-forudsatningen pd F kommer ind i spillet: Denne bruges til at
sikre, at pg 3 opfylder de ovenfor omtalte tekniske betingelser.

4. FERMAT’S SIDSTE SETNING.

Litteratur: [CSS], [DDT], [Ser87], [Sil86]
* [Dia96], [Wil], [TW], [Dia97], [Fre86], [Fre89]

4.1. Frey-kurver. Frey’s geniale ide i [Fre86] og [Fre89] var, at terneere Diofantiske
ligninger af den formelle form

(8) A+B=C

kan analyseres ved at studere aritmetikken af en vis elliptisk kurve knyttet til (§):
Lad A, B, C vere parvist primiske hele tal med (§), og betragt Weierstra-ligningen

(88) yv* =z(z — A)(z+ B) .
Man beregner, at diskriminanten af (§§) er:
A =16(ABC)?

sa hvis ABC # 0, definerer (§§) en elliptisk kurve E4 g ¢ over Q.

Antages det yderligere, at A = —1 (4) og B = 0 (16), kan det vises, at F4 g ¢ har
fglgende globalt minimale WeierstraB-ligning (‘globalt’ betyder, at den er minimal
over Q, for ethvert p):

B-A-1 AB
2 _ .3 2, _ 2
yz+zxyz =" + 4 Tz 16:1:z R
hvoraf beregnes, at
Amin(Bapc) =2 %(ABC)?,

og under brug af hvilken man kan bevise, at F4 g,c er semistabil med fgrer

NEA,B,C = 1_[ p.

p primtal
p|ABC

Af Wiles’ sztning 3.4.1 fglger derfor, at E4 g,c er moduler.

Vi far desuden brug for at vide, at reprasentationen pg, . .2 er triviel: Dette
fplger af, at denne representation er defineret (se afsnit 2.2.1) via virkningen af
Gg pé de 4 punkter P pd E4 p,c med algebraiske koordinater, som tilfredsstiller
2-P = 0 m.h.t. gruppestrukturen p& E(Q), og fordi man ved, at disse 4 punkter for
en elliptisk kurve af den specielle form (§§) er ‘punktet i co’ samt de 3 punkter med
affine koordinater (0,0), (0, A) og (0,—B). Da de 4 punkter saledes har rationale
koordinater, er virkningen af Ggp pa dem triviel, hvoraf det gnskede.

Vi opsummerer i fglgende satning:
Saetning 4.1.1. Lad A, B,C vere parvist primiske hele tal med
A+B=C, ABC#0, A=-1(4), B=0(16),
og betragt den elliptiske kurve E4 pc over Q gwet ved ligningen

v =z(z — A)(z + B) .
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Da er Ea pc semistabil og folgelig ifglge Wiles’ setning 3.4.1 moduler. Vi
har
Amin(Bapc)=2"%(ABC), Np,,.= || »,

» primtal
p|ABC

og representationen pg, .2 er triviel.

4.2. Fermat’s sidste ssetning. Lad ¢ vere et ulige primtal og antag, at a,b,c er
hele tal med
at +vt=ct.

Fermat’s sidste seetning er da udsagnet, at vi i s fald ma have abc = 0. Vi antager
derfor, at abc # 0, og sgger at opnd en modstrid. Allerede fra Fermat selv ved
vi da, at vi ma have £ > 3. @jensynligt kan vi gerne antage, at a,b,c er parvist
primiske, og via eventuelt fortegnsskift og/eller permutation af a, b, ¢ yderligere, at
a=—1(4)og, at ber lige. Da £ > 3, fas derfor b* = 0 (16). Hvis vi derfor betragter
Frey-kurven E 4 g ¢ fra foregdende afsnit i tilfaeldet:

A=a*, B=b, Cc=¢,

er forudsaetningerne i setning 4.1.1 opfyldte: Saet

E = Eaz,be,cz )
da er F semistabil, moduleer, har minimal diskriminant
(%) Brin(B) = 2-%(abe) ,
og fgrer
(38) Ne= J] ».
p primtal
plabe

Vi gnsker at studere mod ¢ Galoisrepraesentationen
pre: Gg — GLy(F,) ,
som er mod £ reduktionen af den ¢-adiske reprasentation
pee: Gog — GLa(Z) ,

der er moduler af veegt 2, fordi F er moduler (se sztning 3.2.1). Der findes altsa
en normaliseret egenform f af veegt 2 og triviel nebentypus saledes, at

PEL = Pfe -

Ifplge seetning 3.2.1, kan vi antage, at f har niveau Ng, der ifglge ($$) er kvadratfrit.
Det fglger, at gz er (mod ¢) moduler af type (Ng,2,1). Lad nu p vere en ulige
primdivisor i Ng. Vi pdstar pd grundlag af Ribet’s seetning 2.5.1, at pg ¢ er modulaer
af type ((Ng)/p,2,1): Da p|Ng, er p en primdivisor i abc, s& p gar op i Amin(E).
Af ($) fglger, at eksponenten af p i primfaktoriseringen af Amin(E) er delelig med
¢

Vp(Amin(E)) = vp((abe)?) = 2¢ - vp(abc) = 0 (£) .
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Af setning 3.3.1 fglger derfor:

Pr,¢ er uforgrenet over p, hvis p # £,

0g

Pr, er flad over p, hvis p = £.
Med disse oplysninger kan vi da af Ribet’s seetning 2.5.1 - idet Ny er kvadratfrit -
slutte, at pg o er moduler af vaegt 2, triviel nebentypus og niveau (Ng)/p. Da vi
kan gentage argumentet for en eventuel ulige primdivisor i (Ng)/p fglger:

P er moduleer af veegt 2, triviel nebentypus og niveau 2 ;

der findes fglgelig en normaliseret egenform g € S3(2), der giver anledning til pg ¢
via setning 2.2.2 og reduktion modulo ¢; da en normaliseret egenform ikke er 0,
slutter vi fglgelig

dimg S2(2) # 0,
hvilket imidlertid strider mod sztning 2.1.1. Q.E.D.

Appendiks. Et par grundbegreber fra algebraisk talteori.

Dette appendiks er et hgjst koncentreret kompendium over nogle essentielle be-
greber og resultater fra den algebraiske talteori til brug for laesere uden baggrund
1 denne teori.

Lad i det fglgende K veere et algebraisk tallegeme, i.e. en endelig udvidelse af
de rational tal Q.

APPENDIX A. VALUATIONER.

En (ikke-triviel) valuation v pa et legeme F er en ikke-konstant homomorfi
v: F* — R% med

v(z+y) <v(z)+ v(y) for z+y#0.

Man udvider definitionen af v til hele F' ved at satte v(0) := 0. Man far da fra v en
metrik d, pd F' ved at sztte d,(z,y) := v(z—y); metrikken d, giver F' struktur af et
topologisk legeme; 2 valuationer kaldes @kvivalente, hvis de inducerede topologier
pa F' stemmer overens.

Lad nu F = K. Ved en primplads i K forstas en ekvivalensklasse af valuationer
pa K. De begreber/strukturer, der i det fglgende indfgres for valuationer, stemmer
enten overens, eller er naturligt isomorfe for xkvivalente valuationer, hvorfor man
ikke finder anledning til at skelne skarpt mellem en valuation og den akvivalen-
sklasse, den er medlem af. Lad altsd v veere en primplads.

Man kalder v arkimedisk, hvis fglgen v(n), n € N, konvergerer mod oo; i modsat
fald tkke-arkimedisk. Man skriver ofte v | co hhv. v ) oo som kort notation
skelnende mellem disse 2 tilfelde. For v ikke-arkimedisk vises:

v(a + b) < max{v(a),v(b)},
med lighed hvis v(a) # v(b).
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De arkimediske primpladser i K er fglgende: v(z) = |¢(z)|, hvor ¢ er en legems-
indlejring af K i C, og |- | den seedvanlige absolutte veerdi. De ikke-arkimediske

primpladser i K opstar alle pa fglgende vis: Lad g veere ringen af hele algebraiske
tal i K, i.e. ringen af elementer z i K, der er rgdder i et eller andet (i.e. af
z afhengigt) normeret polynomium med heltallige koefficienter. Lad p veere et
primideal 1 Ok, lad o € K*, veelg G € O, — {0}, s& aff € Ok, lad

vp(e) := max{af € p"} —max{f € p"},
og st
(1) vp(a) := a (), vp(0) :==0,

hvor a er et vilkarligt reelt tal > 1; v, afhaenger ikke af valget af 3, og definerer
en ikke-arkimedisk valuation pa K. Forskellige valg af a resulterer i xkvivalente
valuationer. Sedvanligvis vil man ‘normalisere’ valget af a ved at sette a = |[Ox /p|;
i sa fald kaldes v, defineret ved (1) for den normaliserede p-adiske valuation pd K.
Vi forudsetter i det fglgende, at vores ikke-arkimediske valuationer er normaliserede
1 denne forstand.

A.1. Kompletion. Lad v vaere en primplads i K. Via metrikken d, kan vi kon-
struere kompletionen K, af K m.h.t. v: Det er samme type konstruktion som
konstruktionen af R fra Q: Givet d, har man begreberne ‘Cauchy-fglge’ og ‘nul-
fglge’ m.h.t. d,, og vi definerer:

K, = {Cauchy-fglger}/{nul-fglger} .

K, bliver da fgdt med en naturlig legemsstruktur, man har en legemsindlejring
K — K, og v kan fortseettes til en valuation pa K,; K, bliver et lokalkompakt,
fuldstendigt topologisk legeme m.h.t. d,. Hvis v er arkimedisk, er K, velkendt:
Vi far K, = R eller C, eftersom ¢(X) (se ovenfor) er indeholdt i R eller ej.

Lad nu v veere ikke-arkimedisk. Mangden
Oy :={veK,|v(z) <1}

vises at udggre en underring i KX, (kaldet ringen af hele v-adiske tal). Denne ring
er en lokal (kommutativ) ring, i.e. den har netop et maksimalideal; dette er

Py ={v € K, | v(z) < 1}.

Legemet k, := O, /p, vises at vaere et endeligt legeme kaldet v’s restklasselegeme.

A2, Udvidelser. Lad L/K vere en endelig, normal udvidelse af grad n og Ga-
loisgruppe G. Lad v veere en (normaliseret) ikke-arkimedisk valuation i K. Hvis
w er en valuation pa L, sa siges w at veere en udvidelse af v, sdfremt restriktionen
af w til K er xkvivalent med v. I sa fald er ogsd w ikke-arkimedisk. Man viser
fglgende: v har mindst 1 og hgjst n udvidelser til en normaliseret ikke-arkimedisk
valuation pad L; lad w = wy, ..., ws veere disse. Man har da for o € L:

[T wi(e) = o2/ xc(a))
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hvor N, () er normafbildningen a +— [[, o g.c af L ind i K. Nu virker Galois-
gruppen G pd mengden {wy, ..., ws} via fastsettelsen:

1

(g.w;)(e) :==wi(g™ ") ;

man viser, at denne virkning er transitiv.

Man definerer dekompositionsgruppen D, for w som stabilisatoren i G m.h.t.
denne virkning:

Dy, ={g€G| gw=uw}

Grupperne D, ,..., Dy, er indbyrdes konjugerede i G: Hvis w; = g.w;, haves
Dy, = 9Dy, g7 "

Da w er en udvidelse af v, har man pa naturlig made K, indlejret som dellegeme
af L,,. Nu har vi en naturlig virkning af D,, pd meangden af Cauchy-fglger m.h.t.
wilkL (hvis g € G, og () er en Cauchy-fplge m.h.t. w, da er (g.a,) en Cauchy-
fglge m.h.t. g.w). Ved denne virkning gar nul-fglger over i nul-fglger, sa vi far en
virkning pd L,,; denne stabiliserer K, punktvist. Man viser: L,,/K, er en normal
udvidelse, og den beskrevne virkning af D,, giver en isomorfi.

D,—Gal(Ly,/K,) .

Man kan anstille fuldsteendigt tilsvarende overvejelser, hvis v er en arkimedisk
valuation; i dette tilfeelde vil analogierne til ovenstdende dog kun besta af trivi-
aliteter, som vi ikke vil fa yderligere brug for.

A.3. Forgrening og Frobenius-elementer. Behold situation og notation som i
A.2. For hvert ¢ er p,9,,, et ideal i O,,, og fplgelig en potens af p,,,:

p'ugwi = Pfu’l )
stgrrelsen e; kaldes w;’s forgreningsindexz (over v); w; kaldes uforgrenet, hvis e, =
1, i modsat fald forgrenet. Nu vises e; = ... = es; det har da mening at kalde v

uforgrenet 1 L, hvis e := e; = 1; 1 modsat fald siges v at veere forgrenet 1+ L. Man
har fglgende fundamentale saetning:

Saetning A.3.1. Mengden af 1 L forgrenede primpladser 1 K er endelig.

Mere pracist kan man definere et ideal ®(L/K) - kaldet diskriminanten for
L/K - iringen O af hele algebraiske tal i K med den egenskab, at primpladsen i K
hgrende til et primideal p i O forgrenes i L, hvis og kun hvis p gir op i D(L/K).

Man definerer w’s inertigruppe I, som fglgende undergruppe af D, :
I,:-={g€ Dy | wlga—a) <1, Vae O,},

og viser:
I, =1 & w er uforgrenet;

mere precist er #I, = e.

Lad nu F vere fikspunktslegemet for I, i L,; w inducerer en valuation w""*

pé F(‘unr’ for ‘unramified’); w"™" er en fortszettelse af v til F, og F' er fuldstendig

m.h.t. w"; vi kan altsad skrive F' = Fyunr og har stgrrelserne unr 0g pyunr
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knyttet hertil. Fun: er den maksimale uforgrenede udvidelse af K, i L,,, og man
har med ky, := O, /Py en kanonisk homomorfi

Gal(Fyunr /Ky) 22 Dy /Iy — Gal(ky/ky)

der vises at veere en isomorfi. Da k,, er en endelig udvidelse af det endelige legeme
ky, kender vi strukturen af Galoisgruppen Gal(k,/k,): Den er cyklisk af orden
dimy, k., med den kanoniske frembringer (Frobenius-automorfien) z — z?, hvor
q = Fky; et lgft til D,, af denne kanoniske frembringer kaldes et (aritmetisk)
Frobenius-element hgrende til w, og vi betegner et sddant med Fr,,; Fr, € D,
er altsd kun defineret modulo I,,; som element i D,, /I, karakteriseres det ved
egenskaben:
Fry(a)=a? mod py,, Va€D,.

Som vi navnte ovenfor har enhver anden primplads w; af L over v formen
w; = g.w for et g € G := Gal(L/K); man verificerer, at Fry,, = gFr,g~! (som
elementer i Dy ,,/ Ig_u,). Er man derfor kun interesseret i egenskaber ved Frobenius-
elementerne, der er invariante under konjugation (som eksempelvis sporene af deres
billeder under en linezer reprasentation), si tillader man sig i reglen at benytte Fr,
som betegnelse for ethvert af disse; Fr, er altsa kun bestemt op til konjugation med
elementer i G, og kaldes ‘Frobenius-element over v’.

Endelig vil vi neevne fglgende down-to-earth fortolkning af de stgrrelser, der

forekommer ovenfor. Lad som ovenfor wy, ..., w, veere fortsettelserne af v til L med
tilhgrende forgreningsindices e; = ... = e, =: e. Stgrrelsen f; := dimy, k,, kaldes
w;'s restklassegrad; det fglger af det ovenstdende, at vihar f; = ... = fs =: f. Man

viser, at stgrrelserne s, e, f ogsd kan aflaeses pé fglgende made: Valuationen v svarer
til et primideal p i O ; ringen O, af hele algebraiske tal i L har entydig faktorisering
af idealer som produkt af primidealer; vi kan fglgelig betragte primfaktoriseringen
af pOyr,; denne faktorisering har form:

pOL =P1... B¢,
hvor Py, ... Ps er indbyrdes forskellige primidealer i O, med O /P; = fi = f, og
man har fglgende setning:

Seetning A.3.2. sef =n=[L: K].

A.4. Hgjere forgreningsgrupper. Samme situation som i 1.2. Szt O = O,),
I := I, og v := v,, siledes, at vi ifglge definitioner har w(a) = [ /p,,| (¥ for
a € L. Ifglge definitionen pa I haves da:

gelsw(ga—a)<l,VaeD e v(ga—a)>0, VaeD
& vga—a)>1, VaeD.
For u € Z, u > —1, definereres den hgrere forgreningsgruppe I,, ved:
(%) gel, evga—a)>u+1, VaeO.

Sdledeser D, = I_; og I = Iy. Det vises, at grupperne I, er normale undergrupper
iDy;manhar Iy > I; > ..., o0g I, = 1 for u tilstraekkelig stor. Gruppen [; kan vises
at veere en p-gruppe, hvis p betegner karakteristikken af k,, hvorimod kvotienten
Ip/I; er cyklisk af orden primisk med p.
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Definitionen () giver mening for ethvert v € R; vi kan siledes definere en
funktion ¢ : R>_; — R ved:
voodt
o= [
( ) 0 [IO . It]

hvor [Io : I;] for t < 0 skal fortolkes som [I; : I]~!. Funktionen ¢ vises at vare
en stykkevis lineer, kontinuert, voksende og konkav afbildning af [—1, co[ pa sig
selv. Kald den inverse funktion til ¢ for ¢ og definer for s > —1: I® := Iy.
Grupperne I° kaldes forgreningsgrupper med gvre nummerering, og formalet
med deres indfgring er fglgende satning, hvis betydning vi vil se i naeste afsnit:

Seetning A.4.1. Lad L'/K vere en Galoisudvidelse indeholdt 1 L, og lad w’
veere va-luationen pd L', som w er en fortsettelse af. Lad N := Gal(L,,/L.,)
sdledes, at N I D,,. Da gelder

I3, = (I5N)/N .

APPENDIX B. ABSOLUTTE GALOISGRUPPER.

Lad M/K vere en vilkarlig Galoisudvidelse af legemer, i.e., M er algebraisk
over K, og gruppen Gal(M/K) bestdende af legems-automorfier af M, der fikserer
K elementvist, fikserer kun elementer i K. Lad K(j), 7 € J, vere mangden
af endelige Galoisudvidelser af K indeholdt i M. Hvis K(¢) C K(j), har vi fra
Galoisteorien en surjektiv homomorfi 7;;: Gal(K(j)/K) — Gal(K(7)/K), hvilket
giver systemet af endelige grupper Gal(K(j)/K), j € J, struktur af et projektivt
system. Vi kan derfor betragte systemets projektive limes:

G = lim Gal(K (5)/K) ;
JjeJ
man viser, at vi har en naturlig isomorfi:
Gal(M/K)=G .

Vi kan forsyne hver af grupperne Gal(K(j)/K) med den diskrete topologi; ho-
momorfierne 7;; er da kontinuerte, og ‘abstrakt nonsens’ giver derfor en topologi pé
Gal(M/K) = G p.gr.a. G’s konstruktion som projektiv limes: Et system af abne
omegne af 1 er mangden Gal(M/K(j)), 7 € J. Gal(M/K) er et eksempel pé en
pro-endelig topologisk gruppe; sddanne kan karakteriseres ved at veere kompakte
og totalt usammenheangende.

Vi skal benytte denne konstruktion i tilfeelde, hvor K er et algebraisk tallegeme,
kompletteringen af et sddant m.h.t. en valuation, eller er et endeligt legeme, og
hvor M = K er en algebraisk afslutning af K. I disse tilfelde skriver vi

Gk := Gal(K/K) .

B.1. Dekompositionsgrupper. Betragt specielt tilfeldet K = Q, M = Q, med
K(j5)/Q, g € J, systemet af endelige Galoisudvidelser af Q. Lad p vere et primtal.
Lad w(p, j), J € J, veere et system af valuationer pa legemerne K (j) med fplgende
egenskaber: (i) w(p, 7) er en valuation pa K(7), der fortsetter valuationen hgrende
til p p& Q; (ii) Hvis K (3) < K(j), da er w(p, j) en fortsaettelse af w(p, ).
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Et sddant system w(p,j) eksisterer, men er pa ingen made entydigt bestemt;
faktisk er meengden af mulige systemer overtelleligt.

Givet systemet w(p,j), 7 € J, kan vi lade K(p,7) betegne kompletionen af
K(j) m.ht. w(p,j), og lade D(p,7) hhv. I(p,5)%, uw > —1, veere de tilhgrende
dekompositionsgrupper hhv. hgjere inertigrupper med gvre nummerering; vi har
alts& I(p,7)~' = D(p,7). Vi vil nu se formalet med introduktionen af den gvre
nummerering pa de hgjere inertigrupper: Seetning A.4.1 medfgrer, at systemet
I(p,7)*, j € J, for ethvert givet u > —1, p& naturlig mide udggr et projektivt
system: Hvis K(¢) < K(j), da er I(p,1)* kvotient af I(p,5)* via den kanoniske
homomorfi fra Galoisteorien. Det giver sdledes mening at definere:

Iy :=1limI(p,7)*,
jEJ
og specielt
Dy :=I;"=1imD(p,7) .
JjeJ
Af konstruktion of tidligere navnte resultater fglger:

(i) Dp < G, I 4 Dp, YVu > —1,

(i) Iy > I, for v <, I¥ =, ., Ip, 08 N, Iy = 1.

Grupperne D, I} afhenger naturligvis af valget af systemet w(p,j). Resul-
taterne i A.2 viser imidlertid, at forskellige valg af systemet w(p,j) resulterer i
konjugation med elementer i Gg af de tilknyttede grupper D,. Vi kalder D, hhv.
I¥, u >0, for (en) dekompositionsgruppe over pi Gg hhv. (hgjere) inertigrupper
over piGgq. Visaztter I, := IS . Der gzlder fglgende setning, som ikke helt fglger
af tidligere naevnte resultater:

Szetning B.1.1. (1) D, = Goq,,
(i) Dp/I, = Gp,.

Disse isomorfier er kanoniske i den forstand, at deres konstruktion som injek-
tive homomorfier fglger direkte af de tilsvarende konstruktioner i A.3 ovenfor samt
konstruktionen af grupperne I;; kun surjektiviteten af disse homomorfier kreever
yderligere overvejelser.

Gruppen Gy, har en kanonisk topologisk frembringer: Frobenius-automorfien
o, der virker p& F ved o(a) = oP; ‘topologisk frembringer’ betyder naturligvis, at
< o >ertetiGr, Etlgftaf otil D, via isomorfien i (ii) i szetningen ovenfor
kaldes (et) Frobenius-element over p i Gg, og vi betegner et sadant med Frp.
Saledes er Fr, € D, < Gg efter valg af system w(p, 7) og dermed D, kun entydigt
bestemt modulo I,,; foskellige valg af systemer w(p, j) resulterer i konjugation af
de tilknyttede elementer Frp.

B.2. Galoisrepraesentationer. Lad n veare et naturligt tal. Ved en n-dimen-
sional Galoisrepresentation (af Gg) vil vi forsta en semisimpel, kontinuert ho-
momorfi p: Gg —> GLy(F), hvor F er enten (i) C med den diskrete topologi,
(ii) en endelig udvidelse af Q,, (¢ primtal) med sin naturlige topologi, eller (iii) et
endeligt legeme (lad os sige af karakteristik £) med den diskrete topologi. Svarende
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til disse 3 tilfeelde kalder man p en kompleks, en £-adisk, hhv. en mod ¢ Ga-
loisrepraesentation. Billedet p(Gg) er endeligt i tilfeeldene (i) og (iii), men ikke
ngdvendigvis i tilfzeldet (ii). Hvis p er givet, vil vi som fast betegnelse benytte £
som betegnelse for det primtal, der er givet med p, hvis p er af typen (ii) eller (iii).

Lad nu p: Gg — GL,(F) vere en Galoisreprasentation, lad p vare et primtal,
lad D, vere (en) dekompositionsgruppe over p, og lad I, I D, vere den tilhgrende
inertigruppe. Vi siger, at p er uforgrenet over p, hvis p(I,) = 1; i modsat fald siges
p naturligvis at veaere forgrenet over p; man siger ogsa, at p er et forgreningspunkt
for p. Da jo p’s kerne er en normal undergruppe i Gg, fglger det, at selvom gruppen
I, < Ggq ikke er entydigt bestemt, s& er egenskaben ‘uforgrenet over p’ uafhangig
af valget af D,, I,. Hvis p er af type (i) eller (iii), sa fglger det af setning A.3.1,
at p kun er forgrenet over p for endeligt mange p. Hvis p er af type (ii) fglger
dette ikke ngdvendigvis, men man finder i gjeblikket i talteorien ikke anledning
til at betragte /-adiske repraesentationer med uendeligt mange forgreningspunkter;
vt vil overalt forudsette, at £-adiske Galoisrepresentationer kun har endeligt
mange forgreningspunkter; man kan sdledes tage denne egenskab som en del af
definitionen af en £-adisk repraesentation.

Hvis p er uforgrenet, giver p via restriktion til D, anledning til en homomorfi
D, /I, — GL,(F), hvorfor det giver mening at tale om p(Fr,); dette element i
GL,(F') afhenger naturligvis af valget af Dy, men det fglger af bemeerkningerne i
B.1, at det karakteristiske polynomium af p(Frp) - og dermed specielt Trp(Fr,) -
er uafhaengigt af dette valg. Mere generelt kan vi ggre os fglgende overvejelser: Vi
kan opfatte p som en homomorfi Gy — Aut(V), hvor V er et n-dimensionalt vek-
torrum over F'. Betegner vi med p, restriktionen af p til D, da giver p, - eftersom
I, < D, - en homomorfi D, /I, — Aut(V’?), hvor V!» betegner fikspunkterne for
p(Ip) 1 V; betegner vi denne homomorfi med pII,”, kan vi sdledes tale om p,I,"(F&p),
og Vi har, at det karakteristiske polynomium og dermed specielt sporet af af dette
element i Aut(V'») er uafhengigt af valget af D,.

Vi har nu fglgende fundamentale seetninger.

Seetning B.2.1. (Chebotarev’s setning.) Lad L/Q vere en endelig Galoisud-
videlse med Galotsgruppe G. Lad C C G vere en konjugationsklasse 1 G.
For z € R, z > 2, har vi da for antallet 71,9,c(z) af primtal p < z, der er
uforgrenede ¢ L/Q, og for huvilke Fr, € C':

ic| [® at z
mL/0c(z) = G| : +o( )-

Chebotarev’s setning er en generalisering af den velkendte primtalsseetning. Be-

5 logt log z

viset er i det vaesentlige analytisk talteori, men benytter sig dog af et grundleeggende
udsagn fra klasselegemeteorien. Restleddet kan preeciseres, og under antagelse af

den sdkaldte generaliserede Riemann-hypotese forbedres betydeligt. Fglgende saet-
ning er et korollar til Chebotarev’s satning.

Seetning B.2.2. Lad L/Q vere en (tkke ngdvendiguis endelig) Galoisudvidelse
med Galoisgruppe G, der er uforgrenet udenfor en endelig mengde af primtal
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S. Betegn for p € S med [Frp] konjugationsklassen af Fr, 1 G. Da er UpQS[FrP}
tet 1 G.

Denne setning medfgrer sammen med generelle egenskaber for semisimple re-
preaesentationer fglgende satning, der giver en fgrste antydning af begrundelsen for
vores fokusering pa Frobenius-elementer i forbindelse med Galoisrepraesentationer.

Satning B.2.3. Lad p: Gg — GL,(F) vere en Galoisrepresentation ufor-
grenet udenfor den endelige maengde S af primtal.

Huvis p er kompleks eller £-adisk, er p bestemt op til konjugation ved sporene
Trp(Frp), p € S.

Huvis p er en mod £ reprasentation, er p bestemt op til konjugation ved de
karakteristiske polynomier af p(Frp), p € S. Er £ > n, er p bestemt op til
kongjugation ved sporene Trp(Fr,), p & S.

B.3. Fgrere af Galoisrepraesentationer. Samme betegnelser og notationer som
i B.2. Lad altsd igen p : Gg — GL,(F') vare en Galoisrepraesentation. Opfat som
i B.2 p som en homomorfi Gy — Aut(V), hvor V er et n-dimensionalt vektorrum
over F'. Lad p veere et primtal, der forudsaettes # £, hvis p er en mod /£ eller ¢-adisk
reprasentation. Vi definerer:

() mp(p) = dimp(V/VPU2)) 4 /0 ” dimp(V/VPIR))dy .

Man viser fgrst, at m,(p) < co; hvis p er en kompleks eller mod £ repraesentation,
fplger dette af endeligheden af p(Gg). Hvis p er f-adisk, fglger endeligheden af
mp(p) af en pavisning af, at p(Pp) er endelig, hvor P, := J, [; dette medfgres
af p # £, efter at man har bevist, at P, er en pro-p-gruppe, i.e. en projektiv limes
af endelige p-grupper.

Der gelder fglgende ikke-trivielle setning:

Saetning B.3.1. m,(p) € No.
Vi bemeerker, at definitionen af m,(p) umiddelbart giver:
mp(p) = 0 & p er uforgrenet over p.

Fglgelig kan vi definere et naturligt tal N(p) kaldet fgreren af p (eng.: conductor)
ved:

N(p):=]]pm,
p

hvor produktet er over alle primtal p, hvis p er kompleks, mens det er over alle
p # £, hvis p er en mod /£ eller /-adisk repraesentation.

Hvis p er en kompleks repreaesentation, kaldes N(p) ogsd Artin-fgreren af p.
Begrebet ‘Artin-fgrer’ er generalisering af et klassisk begreb fra klasselegemeteorien:
Antag, at p er 1-dimensional: p : Gg — GL1(C) = C%; da er p(Gg) cyklisk,
i.e. fikslegemet for Ker(p) < Gg er en endelig Galoisudvidelse af Q med cyklisk
Galoisgruppe; i klasselegemeteorien knytter man til en sddan et naturligt tal kaldet
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fgreren af den givne udvidelse; denne fgrer stemmer overens med Artin-fgreren af
0.

Selvom vi i artiklens hoveddel ikke beskeaeftiger os synderligt med L-reekker af
Galoisreprasentationer, vil vi dog for fuldsteendighedens skyld kort anfgre deres
definition for komplekse repraesentationer, da det kan siges at veere ‘L-funktions-
yoga’, der historisk set fgrte Langlands frem til sine storsldede visioner om sammen-
heenge mellem Galoisrepraesentationer og automorfe former, hvorved den udvikling,
der i sidste ende fgrte frem til beviset for Taniyama-Shimura-formodningen, blev
igangsat.

Lad altsa p: Gg — GL,(C) veare en kompleks reprasentation, og V' som oven-
for. Man definerer for en kompleks parameter s:

) Le.s) = Ay )] | g = pS;(Frp) [VE)

hvor | betyder ‘virkende pa’, A(p) er et vist naturligt tal, der afhaenger bl. a. af
N(p), v(s) er en vis funktion, der kan udtrykkes via den klassiske Gamma-funktion
I'(s), og hvor produktet er over alle primtal p. Denne definition er i fgrste omgang
rent formel, men vi kan dog straks notere os, at den generaliserer en yderst velkendt,
klassisk funktion: Antag, at p er den trivielle repraesentation Gy — GL1(C), i.e.
p(g) = 1, Vg € Gg. I dette tilfelde er N(p) = 1, A(p) = 1, 7(s) = 7~/2'(s/2),
og felgelig L(p,s) = m—°/?T'(s/2)¢(s), hvor ((s) er Riemann’s zeta-funktion; som
bekendt geelder der altsa i dette tilfeelde, at L(p, s) definerer en holomorf funktion
af s for Re(s) > 1, og kan fortszttes meromorft til hele den komplekse plan, hvor
den har simple poler i 0 og 1, og tilfredsstiller funktionalligningen:

L(p,1—3s)=L(p,s).
Generelt har man fglgende bergmte seetning af Artin:

Satning B.3.2. L(p, s) definerer en holomorf funktion af s for Re(s) > 1, som
kan fortsettes meromorft til hele den komplekse plan, hvor den tilfredsstiller
funktionalligningen

L(p,1 = s) = W(p)L($, s)-

Her er p den til p kontragrediente repraesentation, og W (p) er et vist komplekst
tal med absolutveerds 1 (det sdkaldte Artin’ske ‘rodtal’ knyttet til p).

Artin’s bergmte formodning udsiger, at hvis enten n > 1 og p er irreducibel,
eller hvis n = 1 og p er ikke-triviel, da kan L(p, s) fortsattes holomorft til hele
den komplekse plan (med ovenstdende funktionalligning). For n = 1 kan denne
formodning bevises ved hjelp af klasselegemeteorien. For n = 2 vides der nu
ganske meget, hvilket bl.a. (men ikke kun) skyldes de nyeste udviklinger, som
Wiles’ fundamentale arbejde har givet anledning til. For n > 1 er formodningen
stort set stadig &dben, idet man kun kender beviser i en raekke (ret beset temmeligt)
specielle tilfelde.
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B.4. Bemaerkninger. Samtlige af de ovenstdende begreber, resultater og formod-
ninger har generaliseringer til situationen, hvor man betragter repraesentationer af
Gy, hvor K er et vilkarligt algebraisk tallegeme.

Man kan ogsa definere L-raekker knyttede til visse typer af /-adiske repraesenta-
tioner (eller rettere: til visse systemer af sadanne), og for disse udtale formodninger,
der generaliserer Artin’s formodning ovenfor. Vi undgar af give de relevante defi-
nitioner, da de forudsatter indfgrelse af yderligere begreber, iser fra algebraisk
geometri. Det skal dog naevnes, at disse ‘generaliserede Artin-formodninger’ i sam-
menhaeng med de systemer af /-adiske repraesentationer, der opstar pd naturlig
made fra elliptiske kurver defineret over Y, kan vises at vare akvivalente med
(en version af) den bergmte Taniyama-Shimura-formodning, der star centralt i
Wiles’ arbejde. Vi vil dog ikke beskeeftige os naermere med denne formulering af
Taniyama-Shimura-formodningen, iseer fordi denne formulering ikke har vist sig at
veere en frugtbar ansats for beviser for Taniyama-Shimura.

Artin’s formodning (i den ovenfor benyttede analytiske version) er af betydning
for moderne talteori, fordi den (overraskende) viste sig i tilfeeldet n = 2 at veere @k-
viwvalent til en generalisering af klasselegemeteorien til 2-dimensionale komplekse
repraesentationer af Gg; denne synsvinkel har - i modsatning til foregidende be-
meaerkning - vist sig at veere frugtbar, idet den har spillet en rolle for beviser for en
del af disse generaliseringer, hvoraf én udggr udgangspunktet for Wiles’ bevis for
en del af Taniyama-Shimura-formodningen.

Litteratur.

Der fglger her et kort og pa ingen made fuldsteendigt udvalg af litteratur; lis-
ten indeholder litteratur til brug ved studium af baggrundsstof, selve beviset for
Taniyama-Shimura/Fermat, samt mere avancerede emner.

Algebraisk talteori, klasselegemeteori: [BS], [Neu], [Ser68], [Koc|, [CF]

Gruppekohomologi, Galoiskohomologi: [CF], [Mil], [Hab]
Gruppereprzaesenationer: [CR]

Algebraisk/aritmetisk geometri: [Har], [CS]
Elliptiske kurver: [Sil86], [Sil94]
Modulformer: [Miy], [Shi]

Aritmetik af modulkurver: [CSS], [Maz77|

Modulformer og Galoisrepraesentationer: [Del|, [Ser77], [DS], [Ser87], [Rib],
[Car]

Artinske L-funktioner, Artin’s formodninger: [Mar|, [Neu], [Ser77], [DS],
[Lan], [Tun]

Base change teori: [Lan], [Tun]
Serre’s formodninger: [Ser87], [Rib], [Edi]
Taniyama-Shimura — Fermat: [Fre86], [Fre89], [Ser87], [Rib]

Taniyama-Shimura og generaliseringer: [DDT], [CSS]|, [Wil], [TW], [Dia97],
[Dia96], [CDT], [BCDT]
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