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Lad [a,b] C R vaere et begraenset interval og betegn med D mengden af inter-
valinddelinger af [a,b] med udvalgte punkter, dvs. D er meengden af par (z,£) med
r = (Ii)ogign og€ = (51')1957“ hvora =0 <21 <---<xp=bogwi—1 <& < x4
for © = 1,...,n, og hvor n tillades at veere et vilkarligt naturligt tal. Et typisk
element i D betegnes f.eks. . Hvis a = (z,€) € D, er I, = [x;_1,z;] det i'te
delinterval hgrende til «, og |I;| = x; — x;—1 den tilhgrende leengde. Med o = o(«)
betegnes intervalinddelingens finhed, dvs. o = max;<;<y, |1;].

Med Dy betegnes meengden D forsynet med relationen “videredeling’, dvs. i
denne relation, skrevet “<”. betyder a < 3, at hvert delinterval hgrende til « er en
foreningsmaengde af delintervaller hgrende til .

Med D; betegnes ligeledes mengden D, men forsynet med relationen “finere
finhed”, dvs. i denne relation, skrevet “<”, betyder o < 3, at o(0) < o(«).

(i) Bevis, at savel Dy som D; er opad filtrerende pracordninger.

(ii) Lad S : D — M vaere en afbildning fra D ind i det topologiske rum M. Se
pa de to net (S(a))aecn, 08 (S())aecp, 0g vis, at et af disse net pa naturlig
made, dvs. via sammensatning med den identiske afbildning, er et delnet
af det andet.

(iii) Vis, at safremt (S(a))aep, er konvergent med graensepunkt ¢ € M, sa er
ogsa (S(a))aep, konvergent med grzensepunkt t. Vis ved et eksempel, at
det omvendte ikke behgver veere tilfeeldet. Vejledning. F.eks. kunne S(«)
atheenge af om et bestemt delepunkt er med i z eller €j).

(iv) Lad der nu tillige veere givet en reel funktion f € Rl*%. For a = (z,£) € D
betegner S¢(a) den tilhgrende middelsum, altsa

Sp(@) =3 F(E)ILI.

Vis, at nettet (S¢(a))aep, er konvergent med greenseveerdi I € R, hvis og
kun hvis nettet (S¢(a))acp, er konvergent med greenseveerdi I. Vejledning.
Vis forst, at safremt limp, Sf(«) eksisterer, sa er f begreenset.

Vi siger at f er Riemann integrabel safremt (Sf(c))acp, er konvergent, og i
bekreeftende fald defineres Riemann-integralet af f, her betegnet R- [, ved

b
R—/ f(z)dr = lim S¢(a).

OzGDl

Diskutér denne definition i lyset af definitioner fra tidligere undervisning — er der
overensstemmelse? (I Mat 2AN, Niels Grgnbaeks noter, ser man pa sagen ud fra

en funktionalanalytisk synsvinkel, hvilket ggr sammenligning lidt sveerere — se dog
2AN, Korollar 7.11).



Frivillige ekstrasprgsmal:

(v)

(vii)

Vi indfgrer nu en tredie opad filtrerende praeordning, som vi betegner Ds.
For denne er grundmaengden ikke D, men mengden af tripler (z,£, o), hvor
(z,6) e Dogo € R[f:’b] og hvor det forlanges, at & — o(&) <z <& <
x; <& 40(&); i =1,...,n (igen med n = antal intervaller i intervalind-
delingen). Et typisk element i Do betegnes (: 3 = (z,€,0). Funktionen o
kaldes finhedsfunktionen for (3. Definér relationen “finere finhedsfunktion”
ved §1 < 3 <= 09 < o1 (med oplagte betegnelser). Vis, at Dy med
denne relation virkelig er en opad filtrerende praeordning. Vejledning. Vis
ved et kompakthedsraesonnement, at der for alle o € R[f’b] findes x og &, sa
(.’L', & o ) € Ds.

For 8 = (x,£,0) € Dy og f € RI*¥ defineres middelsummen S¢(3) ved
S¢(B) = Sf(o) med a = (x,€). Hvis graenseveerdien for nettet (S;(5))sen,
eksisterer, siges f at veere Kurzweil-Henstock-integrabel, og Kurzweil-Hen-
stock integralet af f defineres ved

b
KH- x)dr = lim S .
|t = Jim 555)
Vis via betragtninger omkring net og delnet, at safremt f er Riemann-
integrabel, er f ogsa Kurzweil-Henstock integrabel og

KH- /ab f(z)dz = R- /ab f(z)dz.

Angiv et eksempel pa en Kurzweil-Henstock integrabel funktion, der ikke
er Riemann integrabel. Vejledning. Se f.eks. pa indikatorfunktionen f =14
med A en tallelig taet delmaengde af [a, b]. En anden mulighed er at angive
en ubegraenset Kurzweil-Henstock integrabel funktion, f.eks. f(x) = =2 for
z €]0,1[ og f(0) = 5.

Bemerkning. Videre undersggelser viser, at enhver Lebesgue integrabel funktion
pa R er Kurzweil-Henstock integrabel og har samme integral. Kurzweil-Henstock
integralet er altsa et “Riemann-agtigt” integral, der er mere generelt end Lebesgue

integralet (se ogsa (viii)). Det kaldes ogsa det generaliserede eller det fuldstendige

(viii)

Riemann integral.

Bevis, at hvis f € R[*! har en stamfunktion i [a,b], altsa hvis der findes
en funktion F € RI*? der er differentiabel i [a,b] med F' = f, sa er f
Kurzweil-Henstock integrabel og

b
KH- / F(z)dz = F(b) — F(a).
Vejledning. Til € > 0 og £ € [a,b] findes o(§) > 0, sa

[F(E+h) = F(E—k) = (h+ k)] <e(h+k)

2



3

for alle (h,k) med 0 < h < o(§) 0og 0 < k < g(&). Udnyt dette sammenholdt
med en vurdering af typen

|F(b) — Fa) = S¢(B) < D |F (i) = Flwioa) — (v — 2i-1) (&)

1=1

Bemerkning. Kurzweil-Henstock integralet er dermed et “bedre” integral end
Lebesgue integralet! (En differentialkvotient behgver ikke veere Lebesgue integra-
bel — se f.eks. pa f = F' med F(z) = 2%sin(z71); 2 € [-1,1]). Man kan dog vise,
at de to integralbegreber stemmer overens for ikke-negative funktioner.



