3 Operatorer pa Hilbert rum

3.1 Eksempler pa operatorer pa Hilbert rum

Vi vil i det fglgende benytte betegnelsen lineer operator (eller blot opera-
tor) synonymt med lineger afbildning, specielt nar der er tale om linesere
afbildninger mellem uendeligdimensionale vektorrum, som har vores hoved-
interesse i disse noter. En linezer operator fra et Hilbert rum H; til et andet
H, er saledes en afbildning A, der opfylder

Alv+w)=Av+ Aw og A(M) = A(Av) (3.1)

for alle v, w i definitionsmeengden D(A) C H; og alle skalarer A. Akvivalent
hermed er, at A bevarer linearkombinationer, dvs. for vq,...,v, i D(A) og
skalarer A\q,..., A\, geelder

A()\lvl + e+ >\n'Un> = )\1141)1 + e+ )\nAUn s (32)

jvf. Opgave 3.1. Vi har her brugt betegnelsen Az i stedet for A(z), som
det er sedvane for operatorer. Nar vi har indfgrt en seerlig betegnelse for
definitionsmaengden D(A), ogsa kaldet domenet for A, skyldes det, at en
rackke af de operatorer, der er af stgrst relevans for fysik, ikke kan defineres
pa hele Hilbert rummet H;, men kun pa et passende “stort” underrum D(A).
Med “stort” mener vi her mere preecist, at

D(A)* = {0}, (3.3)

altsa at der ikke er andre vektorer end nulvektoren, der star vinkelret pa alle
vektorer i D(A). Lad os se pa nogle centrale eksempler.

Eksempel 3.1. a) Differentiation. Det er velkendt, at differentiation er en
lineser operation, dvs. (f +g) = f' + ¢ og (Af) = Af’, hvor f og g er
differentiable funktioner pa et interval [a, b]. Derfor er afbildningen

d /
%f—>f

en linezer operator fra Ly([a, b)) til Ls([a,b]), som dog ikke er defineret pa
hele Ls([a,b]). Valget af definitionsmeengde er langt fra entydigt. Et muligt
valg, og maske det umiddelbart mest neerliggende, er underrummet C*([a, b])
bestaende af de kontinuert differentiable funktioner. En anden mulighed er
underrummet bestaende af stykkevis glatte funktioner. Men der findes andre
og, viser det sig, mere relevante domeener.
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Til illustration ser vi pa tilfeeldet [a, b] = [—7, 7], hvor vi har ortonormal-
basen (1.26), hvis n'te vektor er funktionen

1
en(x) = \/—2_7r

Disse funktioner er vilkarligt ofte differentiable, og

em™ nez. (3.4)

in .
e (x) = e™ = ine,(x). 3.5
)= o= @ (35)
For en (endelig) linearkombination A_,,e_,, + - -+ + A\,e, af vektorerne fra
ortonormalbasen har vi

d
d—()\_me_m + o4+ Apen) = —imA e, + -+ inke, . (3.6)
x
Hermed er L defineret pa span{e, | n € Z}.
Da enhver funktion f i Lo([—7,7]) har en ortonormaludvikling f =

> Anen, hvor A, = (e,, f), er det naturligt at spegrge, om (3.6) kan udvides
neZ
til ogsa at geelde for “uendelige linearkombinationer”, dvs. for ortonormal-

udviklinger, saledes at % defineres ved

% (Z )\nen> = e, (3.7)

neZ nel

For at denne definition skal give mening kreeves, at hgjresiden af (3.7) er
konvergent i Lo([—m, 7]), og ifelge Lemma 2.3 er dette tilfeeldet netop, hvis

> Al < oo,
neL

Men dette er ikke sandt for alle funktioner i Ly([—, 7]). Tag f.eks. funktionen

f givet ved
1
f = Z E S
neZ\{0}
hvor raekken er konvergent, da ) n—12 < o0. For denne funktion bliver
neZ\{0}
hgjresiden af (3.7) lig med raekken > ey, som er divergent, da > 1
nezZ\{0} nezZ\{0}

er divergent. Vi slutter derfor, at vi ikke ved (3.7) kan udvide operatoren %
til hele Lo([—m, 7]), men kun til domaenet

D (%) = {Z Anen | Y InA|* < oo} (3.8)

nez ne”L
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ved formlen (3.7). Dette er, som det ses, det maksimale underrum, hvorpa
% kan defineres ved (3.7), og det kan vises, at det indeholder alle kontinuert
differentiable funktioner f, for hvilke f(7) = f(—mn), jvf. Opgave 3.2. Pa den
anden side indeholder D(-L) ikke hele C'([—,7]), da alle funktioner f i
D(-L) ses at opfylde f(—m) = f(m), mens der naturligvis findes funktioner i
CY([—m,m]), som ikke opfylder denne randbetingelse.

Det viser sig, at fysiske problemstillinger tit foreskriver det relevante do-
meene for en linezer operator i form af randbetingelser kombineret med krav
om at operatoren skal veere selvadjungeret, et centralt begreb vi skal definere
i naeste afsnit. I neerveerende eksempel kunne vi saledes have lagt ud med at
betragte operatoren i% pa underrummet af alle C*-funktioner f pa [—, 7,
for hvilke f(m) = f(—m). Der findes da en entydig selvadjungeret udvidelse
af denne til et stgrre domeene, nemlig D(-L) givet ved (3.8). Uden randbetin-
gelse findes der ikke nogen selvadjungeret udvidelse. Noget tilsvarende ggr sig
geeldende for mere generelle differentialoperatorer, der indfgres i d) nedenfor,

og diskuteres yderligere i Eksempel 3.5 d-e) og i Eksemplerne 3.17-18.

b) Diagonaliserbare operatorer. Det foregaende eksempel er et specialtil-
feelde af fglgende mere generelle situation. Antag, at H er et Hilbert rum, og
at (eq,eq,...) er en ortonormalbasis for H. Lad endvidere (ay,as,...) veere
en folge af skalarer. Vi kan da definere en linezer operatorA ved fastsaettelsen

Ae, = ane, , neN, (3.9)
og dermed ifglge (3.2)
A(Aer + -+ \en) = Aager + - -+ Apage, . (3.10)

Herved er A defineret pa span{ej,es,...}. Vi kan endda udvide definitionen
til domeenet

D(A) ={ve H | lanlen, v)* < o0} (3.11)

ved at udvide (3.10) til

Av=A (Z(en,v)en> = Zan<en,v)en, (3.12)

n=1

idet den sidste reekke i (3.12) er konvergent netop nar v € D(A). Det er ikke
sveert at indse, at D(A) er et underrum af H, som opfylder (3.3), jvf. Opgave
3.3.

Det er veerd at bemaerke, at hvis (a1, as, ... ) er en begrenset talfglge, dvs.
hvis der findes et C > 0 sa

la,| < C forallen=1,2,3,...,
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da er

[Av| < Cllv| (3.13)

for alle v € H (jvf. Opgave 3.3). Speciels er da D(A) = H, saledes at A i
dette tilfzelde er defineret pa hele H. Bemeerk ogsa, at hvis a,, = 1 for alle n,
da er A lig med identitetsoperatoren Iy pa H, idet (3.12) giver

Av = Z(en,v)en =v=1Iyv foralleve H.

n=1

Operatorer af formen (3.12) kaldes diagonaliserbare (se ogsa Definition
3.12). Neermere begrundelse for denne betegnelse gives i Afsnit 3.3.

¢) Multiplikationsoperatorer pa £2(N). Hvis vi i det foregaende eksempel
benytter H = /5(N) med den naturlige ortonormalbasis (¢1, &5, ...) antager

(3.12) formen
A(zy, 29, ...) = (@121, agxs, . . .) (3.14)

(overvej dette!) og domaenet D(A) bliver

D(A) = {(:El,xg, D Janmal? < oo} . (3.15)

Vi kalder i dette tilfeelde A for multiplikationsoperatoren svarende til folgen
(a1, as,...) og betegner den med Mg, a,,...).-

d) Multiplikationsoperatorer pa Lo(I). Lad f veere en (f.eks. kontinuert)
funktion pa intervallet /. Multiplikationsoperatoren My pa Lo(I) horende til
funktionen f er da givet ved

Mg=f-g. (3.16)

hvor vi ma sikre os, at hgjresiden tilhgrer Lo(7), dvs. domeenet for My er

D(M;) = {g € L(D) | / F(@)g(x) P < o0} (3.17)

Igen bemeerkes det (jvf. Opgave 3.4), at D(My) er et underrum af Ly(1), og
at hvis f er begraenset, dvs. hvis der findes C' > 0 sa

|f(z)] < C forallex €I,

da er
Mgl < Cligll, (3.18)
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for alle g € Ly([I). Specielt er da D(My) = Ly(1).

I tilfeeldet 1 = R og f(z) = x, kaldes My = M, for stedoperatoren for en
kvantemekanisk partikel i det endimensionale rum R, idet middelveerdien af
dens stedkoordinat x i tilstanden 1) er givet ved

WﬂbwzlﬂM@Wx

e) Differentialoperatorer. Ved sammensaetning af differentiation og multi-
plikationsoperatorer pa Lo([a,b]) fas mere generelle sakaldte differentialope-
ratorer. Vi ngjes pa dette sted med at naevne anden ordens operatoren

d? d
B =r(x)- 5 +s(@)— + ),

hvor 7, s,t er kontinuerte funktioner pa [a,b]. Denne operator afbilder altsa
en to gange kontinuert differentiabel funktion f i funktionen

Bf=rf"+sf +tf.

Vi er allerede stodt pa operatorer af denne slags, f.eks. i forbindelse med
Sturm-Liouville teorien i Afsnit 4.7 i AEM, og vender tilbage hertil i Eksem-
pel 3.5 e) og Eksempel 3.17 nedenfor.

f) Integraloperatorer. Modstykket til en differentialoperator er en integra-
loperator. En sadan er givet ved en sakaldt integralkerne k(x,y), som er en
kontinuert funktion af to variable z,y € [a, b]. Den tilsvarende integralopera-
tor K pa Ls([a,b]) er da defineret ved

b

(K )@) = [ bl )y, (3.19)
Den er defineret pa hele Ls([a,b]), idet vi kan indse at hgjresiden tilhgrer
Ly([a,b]) for alle f € La([a,b]) pa folgende vis. For fastholdt = € [a, b] kan

hgjresiden af (3.19) opfattes som det indre produkt af funktionerne y —
k(x,y) og f. Cauchy-Schwarz giver derfor

‘/abk(fv,y)f(y)dyrS/ab|k(x,y)|2dy /ab|f(y)|2dy,

som ogsa kan skrives

I(Kf)(fv)lzif [k(z,y)*dy - || I
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Integreres m.h.t. x fas heraf

b b
1K1 < [ [ G Py 1P < oc. (3:20)

da dobbeltintegralet
b b
/ / |k(z,y)|Pdyda (3.21)

er endeligt (og lig med volumenet under grafen for |k(z,y)|?), da k er kontinu-
ert pa kvadratet [a, b] x [a, b]. Dette viser, at K f € Ly([a,b]) for f € La([a, b)),
og altsa at K er defineret pa hele Ly([a, b]).

Ovenstaende kan abenbart udvides til et vilkarligt (begrzenset eller ube-
graenset) interval I, hvis blot

/ /|k(:p,y)|2dydx < 00.
rJr

Et konkret eksempel pa en integraloperator sa vi i forbindelse med var-
meledningsligningen for en uendelig lang stang, jvf. Afsnit 11.6 i AEM. Vi
fandt der, at lgsningen u(x,t) til varmeledningsligningen er givet ved

1 X (@—y)?
e / ST f(y)dy

for t > 0, hvor f angiver begyndelsestemperaturfordelingen. Dvs. vi har, at

u(z,t) = (K f)(x)
hvor K, er integraloperatoren pa Ls(R), hvis kerne er lig med varmekernen

1 _ (z—y)?

e 4t
\VAart

Begraensede operatorer. I (3.20) ovenfor fandt vi for integraloperatoren K,

kt('rv y) =

at

IS < CII, - f € La(la, b)),

hvor konstanten C' var givet ved kvadratroden af integralet (3.21). Tilsva-
rende uligheder fandt vi i (3.13) og (3.18) for multiplikationsoperatorer sva-
rende til begraensede talfglger eller funktioner. Operatorer, der tilfredsstiller
uligheder af denne slags kaldes begrensede operatorer.
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Definition 3.2. En linezr operator A fra et Hilbert rum H; til et andet H,
er begraenset, hvis dens domaene er hele Hy, og der findes en konstant C' > 0,
sa

|Av|| < C||v|| for alle v € H; . (3.22)

Den mindste konstant C, der opfylder (3.22) kaldes normen af A og betegnes
|A]|. (Vihar her benyttet samme betegnelse || - || for normerne pa H; og H.)

At A er begraenset er p.gr.a. lineariteten akvivalent med at A er konti-
nuert, dvs. at der geelder

A(lim v,) = lim Av, (3.23)
for enhver konvergent folge (vy,vs,...) i H;. Antag nemlig, at v, — v for

n — o0, og at (3.22) geelder (hvor vi kan antage C' > 0). For givet ¢ > 0
findes da N € N, saledes at |lv, —v|| < & for n > N, og derfor

£ _
5=

for n > N. Dette viser, at Av,, — Av for n — oo, altsa at (3.23) holder. Det
omvendte, altsa at (3.23) medforer (3.22), bedes du om at eftervise i Opgave
3.6.

Generelt er begreensede lineaere operatorer lettere at arbejde med end
ubegransede operatorer (dvs. operatorer, der ikke opfylder kravet i Defini-
tion 3.2). Mange af de operatorer, der har interesse i fysik eller i andre sam-
menheenge er da ogsa begrensede. En vigtig undtagelse herfra er imidlertid
differentialoperatorerne. F.eks. har vi med betegnelser som i Eksempel 3.1 a)
ovenfor, at

|Av, — Av]) = [ A(v —0)]| < Cllo, —v]| <C- 5 =¢

d
||| = llineall = [nlleal
for alle n € N, hvilket klart viser, at operatoren - ikke opfylder (3.22) for
nogen konstant C' (og i ¢vrigt heller ikke er defineret pa hele Lo([a, b])). I
mange tilfeelde har, som vi ogsa skal se, en differentialoperator en invers af-
bildning, som er en begraenset operator, f.eks. en integraloperator som vi
skal se i Eksempel 3.19 nedenfor, se ogsa Opgave 3.7. Man kan derfor tit
anvende resultater vedrgrende begraensede operatorer til at analysere eksem-
pelvis differentialoperatorer. Vi vil derfor i det fglgende ofte begraense os til
at formulere generelle resultater for begraensede operatorer alene.

Endelig bemaerkes, at linezere operatorer defineret pa endeligdimensionale
Hilbert rum automatisk er begreensede, jvf. Opgave 3.8. Som fglge heraf
forekommer f. eks. problemstillinger vedrgrende kontinuitet og domeener for
operatorer kun i det uendeligdimensionale tilfaelde.
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3.2 Selvadjungerede og unitsere operatorer

De vigtigste klasser af linesere operatorer, der er brug for i de fysiske fag, er
de selvadjungerede, ogsa kaldt Hermiteske, operatorer og de unitere opera-
torer. For at kunne definere disse er det ngdvendigt forst at indfgre begrebet
adjungeret operator.

Adjungeret operator. Lad forst A : H; — H, veere en linezer operator mel-
lem endeligdimensionale Hilbert rum og lad (ey,...,e,) og (fi,..., fm) veere
ortonormalbaser for henholdsvis H; og Hs. Med hensyn til disse repraesente-
res A af en m x n-matrix A, hvis matrixelementer a;; er givet ved (se Afsnit
6.31LA)

ai; = ([, Ae;) (3.24)
fori=1,...,m, j = 1,...,n. Den adjungerede operator til A kan da de-
fineres som operatoren A* : Hy — Hp, som m.h.t. baserne (fi,..., f) og
(e1,...,e,) repraesenteres af den transponerede og kompleks konjungerede

matrix A", ogsa kaldet den Hermitesk konjungerede matrix til A. A" er altsa
en n X m-matrix, hvis matrixelementer a; er givet ved

al; =i (3.25)

fori=1,...,m, j=1,...,n Daaj = (ej, A" f;), er (3.24) ensbetydende
med

<fi7 A€]> = <€j7 A*fl> = <A*fz, €]> .
For to vektorer v = Ajeqy + -+ + \e, € Hy og w = pyf1 + -+ pfm € Ho
giver dette ved direkte udregning (jvf. Opgave 3.11), at

(w, Avy = (A*w, v) . (3.26)

(Bemeerk, at det indre produkt pa venstresiden refererer til H, mens det
pa hgjresiden henviser til Hy, men vi bruger som sadvanlig samme beteg-
nelse for de to indre produkter.) Det folger af (3.26), at operatoren A* er
uafheengig af valget af de to ortonormalbaser (Overvej dette!). I det generelle
tilfeelde, hvor H; og/eller Hy er uendeligdimensionalt, er det mest bekvemt
at tage ligningen (3.26) som udgangspunkt for definitionen af A*. Dette ggres
i folgende saetning.

Saetning 3.3. For enhver begraenset lineer operator A : Hy — Hy findes en
entydig operator A*, som opfylder (3.26) for alle v € Hy, og w € Hy. A*
kaldes den adjungerede operator til A. Den er begranset og

1A} = [l

37



At A* er entydig folger let: Hvis nemlig A* og AT begge opfylder (3.26)
ma der geelde, at ((A* — ANw,v) = 0 for alle v € H; og w € Hy. Altsa ma
(A* — ANw € Hi" = {0} og dermed A*w = Atw, for alle w € H,. Dette
betyder jo at A* = Af.

At A* overhovedet findes skyldes et faktum, som bruges overalt i kvan-
temekanik, og som kan forklares som folger. For en given vektor u € Hj,
er afbildningen ¢, : v — (u,v) som bekendt lineser fra H; til C og desuden
begraenset som folge af Cauchy-Schwarz

[€n(0)] < full o]l -

Begraensede linezre afbildninger fra H; til C kaldes linearformer pa Hy og
meengden af disse kaldes det duale rum til H;. Ovennaevnte faktum gar sa
ud pa, at enhver linearform pa Hy er af formen {, for en entydig vektor
u € Hy. Dette resultat er ikke overmade sveert at vise, men vi springer argu-
mentet over her. Har man fgrst dette resultat, folger eksistensen af A*w ved
at bemaerke, at venstresiden af (3.26) for fastholdt w € H er, som funktion
af v, en begreenset linearform pa Hy, nemlig lig med sammensaetningen £,,0 A,
som er linezer og begraenset i fglge Opgave 3.6. Derfor findes en entydig vektor
i Hq, som vi kalder A*w, sa (3.26) er opfyldt. Hermed er A* defineret pa Hs.
I Opgave 3.12 skal det vises, at A* er linezer og begraenset og at || Al = ||A*||.

For to begraensede linesere operatorer A og B fra H; til Hy og A € C
geelder, at

(AM)* =XA* og (A+ B)*=A*+B*.

Hvis endvidere C' er en begraenset lineser operator fra Hs til Hs, er
(CA)" = A*C™ |

hvor vi, som det er sseedvane for linesere operatorer, benytter betegnelsen C'A
i stedet for C' o A. De to forste relationer overlades til leeseren at verificere.
Den sidste ses af at

(v, CAw) = (C*v, Aw) = (A*C"v, w)

for alle v € H; og alle w € H;.

Man kan ogsa definere adjungerede til ubegraensede linezre operatorer,
men vi undlader at behandle det generelle tilfzelde her og ngjes i stedet med
specielle tilfzelde, nar vi far brug for det.

Lidt om Dirac notation. P.A.M. Dirac indfgrte i sin klassiker “The Princip-
les of Quantum Mechanics” en seerlig notation for linearformen ¢, nemlig (v|,
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og kaldte linearformer for “bra-vektorer”. Tilsvarende betegnede han vekto-
rer med |v) i stedet for bare v og kaldte vektorerne for “ket-vektorer”. Her
henviser bra, hhv. ket, til de forste tre, hhv. sidste tre, bogstaver i ordet bra-
cket, som bruges for det indre produkt, der betegnes (-|-) i stedet for (-, -).
I denne notation betegner (u|v) derfor bade det indre produkt af u og v og
veerdien af linearformen (u| i |v), altsa (ul(|v)).

Tilsvarende skrives (u|A|v) i stedet for (u, Av) (eller (A*u,v)). I den kvan-
temekaniske formalisme er fysisk malbare stgrrelser repraesenteret ved selva-
djungerede operatorer, (jvf. f.eks. stedoperatoren indfert i Eksempel 3.1 ¢),
og tallet

(v]Alv)

angiver middelverdien (eller forventningsverdien) af den fysiske storrelse sva-
rende til A i tilstanden |v). Dette uddybes yderligere sidst i dette afsnit.

Selvadjungerede operatorer. Vi er nu rede til at indfgre de omtalte selvad-
jungerede operatorer.

Definition 3.4. En begrenset lineser operator A : H — H pa et Hilbert
rum H siges at veere selvadjungeret, hvis A = A*.

For at frembringe nogle eksempler pa selvadjungerede operatorer ser vi
forst pa, hvordan den adjungerede kan bestemmes i nogle konkrete tilfzelde.

Eksempel 3.5. a) Den adjungerede til multiplikationsoperatoren My defi-
neret i (3.16) kan aflaeses af folgende regning, hvor g, h € Lo(1):

hvor f er den kompleks konjungerede funktion. Heraf ses, at
M}; = M. (3.27)

Specielt er My selvadjungeret, netop hvis f er en reel funktion. Det be-
maerkes, at hvis f ogsa er en ubegreenset funktion (dvs, antager vilkarlig store
positive eller negative vaerdier), da er My en ubegreenset selvadjungeret ope-
rator.
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b) Tilsvarende fas for multiplikationsoperatoren Mg, q,,..) defineret ved

(3.14) pa l5(N), at

M(*al,ag,...) = M(El,@,---)
(jvf. Opgave 3.15). Specielt er M(q, a,,..) selvadjungeret, netop hvis talfglgen

(aq,aq,...) er reel.
c) For integraloperatoren K defineret ved (3.19) gaelder

= /ab </abk(:c,y)f(fc)dx>g(y)dy :

hvor vi i sidste skridt har benyttet, at ombytning af reckkefslgen af integra-
tionerne er tilladt. Heraf kan vi nu aflaese, at K* er givet ved

0w = [ Reps@ar,
dvs. K* er integraloperatoren med kerne
K (2,y) = k(y, ).
Specielt er K selvadjungeret, netop hvis kernen k opfylder
k(x,y) = k(y, z)

for x,y € [a, b].
d) For differentialoperatoren % i Eksempel 3.1 a) far vi, nar f og g er
kontinuert differentiable funktioner pa [—m, 7],

(fi00) = [ T @as

— F(m)g(m) — F(~m)g(~n)
- / 7 (2)9(x)d,
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hvor vi i sidste skridt har brugt partiel integration. Antages at f(m) = f(—m)
og g(m) = g(—m) udgar de forste to led og vi far

d d
i) =)

Ganges med 7 pa begge sider fas

(rita) = (iLrs). o

Da basisfunktionerne e,,, der indgar i (3.7) har samme veerdi i 7 og —7 geel-
der (3.28) faktisk for alle f og g tilhgrende domeenet D (<L) givet ved (3.8),
og kan ogsa verificeres direkte ved brug af (3.7), jvf. Opgave 3.16. I denne
forstand er operatoren i% et eksempel pa en ubegraenset selvadjungeret ope-
rator som allered naevnt i Eksempel 3.1 a). Vi understreger igen vigtigheden
af randbetingelsen, for at operatoren er selvadjungeret, et faenomen som gen-
tager sig i det folgende eksempel. Som naevnt er disse randbetingelser ofte
dikteret af den fysiske problemstilling.

e) I Sturm-Liouville teorien diskuterede vi differentialligninger af formen

(rfY+q-f=-Xp-f, (3.29)
hvor r er en differentiabel funktion og ¢ og p kontinuerte funktioner pa in-
tervallet [a, b]. Ydermere kraevedes randbetingelser af formen

kif(a) + k2 f'(a) =0
£LF(B) + 6 () = O (330
opfyldt.

Vi ser pa den tilhgrende Sturm-Liouville operator L givet ved

Lf= —ﬁ o fY +q- (3.31)

for funktioner f i Hilbert rummet Ly([a,b],p), som er to gange kontinuert
differentiable, og hvor vi antager, at p > 0 pa [a, b]. Bemaerk, at L er defineret,
saledes at (3.29) kan skrives pa formen

Lf =\f. (3.32)

Det er klart, at der er tale om en anden ordens differentialoperator. Ved
partiel integration finder vi

b
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Tilsvarende finder man

(Lf,9)p = r(a)['(a)g(a) — r(b) ['(b)g (D)

b R
b [ @ @) + g Fwo) de.

Antages yderligere, at f og g opfylder randbetingelserne (3.30) ses, jvf. Op-
gave 3.17, at randleddene pa hgjresiderne af disse ligninger stemmer overens,
saledes at

<f7 Lg)p = <Lf7 g>p

for funktioner f, g, der opfylder randbetingelserne. I denne forstand er L en
selvadjungeret (ubegreenset) operator pa Ls([a,b],p). Vi vender tilbage til
Sturm-Liouville problemet i Eksempel 3.17.

Uniteaere operatorer. Disse er generelt af en helt anden karakter end de
selvadjungerede og defineres som fglger.

Definition 3.6. En linezr operator U : H; — Hy mellem Hilbert rum er
uniteer, hvis den er begraenset og dens inverse eksisterer og er lig med U™,
dvs. hvis

UU = Iy, og UU* = Iy, . (3.33)

Eksempel 3.7. a) Lad os afggre, for hvilke kontinuerte funktioner f pa
intervallet I multiplikationsoperatoren M, defineret ved (3.16) er uniteer.
Hertil bemaerkes forst, at

My My = MyMz = M2,
hvor vi har benyttet at M} = My og at
MMy = My,

jvf. Opgave 3.18, for vilkarlige kontinuerte funktioner f og g pa I. Tilsvarende
er

MG My = Mgz
Altsa er M uniteer netop hvis M|z er lig med identitetsoperatoren pa Lo(I),
hvilket er tilfeeldet hvis og kun hvis |f|?> = 1, dvs.

|f(x)]=1forallez eI,

jvi. Opgave 3.18.
2) Tilsvarende finder man, at multiplikationsoperatoren M, 4,...) define-
ret ved (3.14) er uniteer netop hvis

la,| =1 for allen € N.
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Flere eksempler pa uniteere operatorer folger nedenfor, men det er nyttigt
forst at se pa nogle af deres generelle egenskaber. Den maske vigtigste af
disse er, at en uniteer operator U : Hy — Hy bevarer det indre produkt i den
forstand, at

(Uv, Uw) = (v,w) (3.34)

for alle v, w € H;. Dette folger af (3.33), idet
(Uv,Uw) = (U Uv,w) = (Ig,v,w) = (v,w).
Seettes v = w i (3.34) fas specielt
|Uoff = vl veH, (3.35)

dvs. U er normbevarende og dermed ogsa afstandsbevarende, hvilket man ogsa
udtrykker ved at sige, at U er isometrisk.

Af (3.32-33) folger klart, at hvis (eq, e, ... ) er et ortonormalseet i Hy, da er
(Uey,Ues, . ..) et ortonormalseet i Hy. Der geelder endda, at hvis (eq, e, .. .)
er en ortonormalbasis for Hy, da er (Uep,Ues,...) en ortonormalbasis for
H,. Antag nemlig, at y € {Uey,Uey, ...}, dvs. at

(y,Uep) =0

for alle n € N. Vi skal sa indse at y = 0. Seettes x = U™y, er Ur = UU*y =
I,y =y i folge (3.33). Altsa er

(Ux,Uey,) = (y,Ue,) =0

for alle n € N. Men da (Ux,Ue,) = (z,e,), folger heraf at z € {ey, eq, ...},
og derfor at z = 0 ifglge Definition 2.5 af ortonormalbasis. Men sa er y =
Uz = UQ = 0, som vi skulle vise.

Vi har altsa, at unitaere operatorer afbilder ortonormalbaser i ortonormal-
baser.

Det foregaende kan sammenfattes mere praecist som fglger:

Saetning 3.8. For en begrenset operator U : Hy — Hy er folgende fire
betingelser ekvivalente:

i) U er uniter.
ii) U er bijektiv og bevarer det indre produkt.
iii) U er bijektiv og isometrisk.

iv) U afbilder ortonormalbaser i ortonormalbaser.
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Vi har ovenfor indset i) = ii) = iii) og i) = iv), eftersom kravet om bi-
jektivitet netop sikrer at U~! : Hy, — H; eksisterer. At eftervise de omvendte
implikationer er overladt til Opgave 3.19.

Eksempel 3.9. Lad (ey, es,...) vaere en ortonormalbasis for et Hilbert rum
H. Da er (es,eq,€ey4,e€3,...) oplagt ogsa en ortonormalbasis for H. Der defi-
neres da en unitaer operator U pa H ved fastsaettelsen

Uei=ey, Ueyg =e1,Uez =ey4, Uey =e3,...

Dens virkning pa en vilkarlig vektor v = > (e, v)e, i H er givet ved
n=1
Uv = Z(en,v)Uen
n=1

= (e1,v)ea + (2, v)er + (€3, v)es + (eq, v)ez + ...,

hvor det ses, at hgjresiden er konvergent ifglge Lemma 2.3 med normkvadrat

[eS)
U0l = (e, o)* = [lv]>.
n=1

Eksempel 3.10. For en given ortonormalbasis (e, s, . . . ) for et Hilbert rum
H haves som bekendt ifglge (2.10-11)

e}

v = Z(en,v)en,

n=1

0og
> ew o) = |lol*.
n=1

Folgen ({e1,v), (e2,v),...) 1 l2(N) kaldes passende for koordinatfolgen for
v m.h.t. ortonormalbasen (e, es,...). Afbildningen U : H — /(5(N), der
afbilder en vektor v i dens koordinatfglge, altsa

Uv = ({e1,v), (e2,v),...)

er uniteer, fordi den afbilder ortonormalbasen (eg,es,...) for H i den natur-
lige ortonormalbasis (g1, €2, ...) for l5(N) (overvej dettel!).
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Eksempel 3.11. Fouriertransformationen F pa R defineredes i Afsnit 10.10
i AEM ved formlen

1 > —jwx
Fhw) = —= / S (3.36)

for integrable funktioner f. Det er klart at F f er linezer i f, se AEM p. 572
Theorem 1. Der gaelder, hvis f ogsa er kvadratisk integrabel, at

/ | Ff (w)dw = / T f (@), (3.37)

[e.e] —00

altsa at
IFfI =111, (3.38)

hvor || - || betegner normen pa Ly(R). (Desvaerre star (3.37) ikke eksplicit i
AEM, men vi begrundede den ved brug af Parsevals ligning for Fourier reckker
(2.15)). Af (3.38) fremgar, at F er en isometri pa meengden af funktioner
pa R, der bade er integrable (for at (3.36) er veldefineret) og kvadratisk
integrable (for at integralerne i (3.37) er endelige). Der er en standard made,
som vi ikke skal redeggre for her, at udvide F til hele Ly(R), hvorved F bliver
en uniteer operator pa La(R).

Vi bemeerker, at hvis ¢ er bglgefunktionen for en kvantemekanisk partikel
i det endimensionale rum R, da er Fi(w) bglgefunktionen i impulsvariablen
w, saledes at |F1(w)|? er sandsynlighedstaetheden for impulsen w.

Eksempel 3.12. Vi skal nu se et eksempel pa en operator, der er isometrisk
uden at veere uniteer, idet den ikke opfylder bijektivitetskravet i Seetning 3.8
iii).
Lad (e, es, ... ) veere en ortonormalbasis for Hilbert rummet H og definer
operatoren S : H — H, kaldet skiftoperatoren, ved
Se,=eéeny forn eN.

Dette betyder for en vektor v € H, at

o0

Sv = Z(en, V)eniq -

n=1

Her er raekken pa hgjresiden konvergent ifglge Lemma 2.3 og

[
1Sv]> =~ e, v)* = o]
n=1
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Altsa er S en isometri, men er ikke bijektiv, idet f.eks. vektoren e; ikke er
billede af nogen vektor i H.

Dette feenomen kan ikke forekomme i det endeligdimensionale tilfaelde,
jvi. Opgave 3.20.

Lineare operatorer i kvantemekanik. Relevansen af selvadjungerede opera-
torer i kvantemekanik skyldes, at de repraesenterer fysisk malbare stgrrelser,
idet (¢, AY) er lig med middelveerdien af den fysiske storrelse svarende til
operatoren A, nar partiklen befinder sig i tilstanden 1. Dette er endnu et af
kvantemekanikkens postulater.

Et eksempel er stedoperatoren M, neevnt i Eksempel 3.1 d). Et andet
vigtigt eksempel er impulsoperatoren —i%, defineret pa domaenet bestaende
af funktioner i Lo(R), hvis afledede er kvadratisk integrabel. I tilstanden v
er dens middelveerdi givet ved

o0

(W, —i-L ) = (Fup, —iFWy = (Fob, wFp) = / Wl Fp(w) P

dx oo

hvor vi i forste lighedstegn har benyttet, at F bevarer det indre produkt, og
andet lighedshedstegn fglger af

(Fy)(w) = iw(F)(w) ,

jvf. AEM p.573. Altsa er middelveerdien af impulsen i tilstanden ) lig med
middelveerdien af w i tilstanden F1) i overensstemmelse med bemaerkningerne
sidst i Eksempel 3.11

Bade sted- og impulsoperatoren er eksempler pa ubegraensede, selvadjun-
gerede operatorer. Generelt medfgrer A = A*, at

(Y, AY) = (Ay, ) = (¥, AY)

dvs. at middelveerdien (1, A1) er reel, som den skal veere for enhver fysisk
stgrrelse.

Uniteere operatorer er derimod tit relaterede til symmetrioperationer,
sasom rotationer eller translationer, af det kvantemekaniske system. Dette
skyldes iseer isometriegenskaben i Seetning 3.8 iii). Hvis saledes et kvante-
mekanisk system eksempelvis roteres eller translateres, vil dets oprindelige
tilstand ¢ eendres til en ny tilstand Uv. Men som fglge af sandsynlighedsfor-
tolkningen af bglgefunktionens numeriske kvadrat er normen af enhver fysisk
realiserbar tilstand lig med 1 (= den totale sandsynlighed). Derfor ma

1T = [l = 1.
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Man kan argumentere for, at afbildningen U ma veere linezer pa Hilbert rum-
met af (ikke ngdvendigvis normerede) tilstande (dette gjorde E.P. Wigner i
1939). Det folger da, at

1T = Il

gaelder for alle tilstande . U ma ogsa veere bijektiv, fordi den inverse af-
bildning U~! svarer til den inverse operation (rotation eller translation) pa
systemet. Dermed er U uniteer ifglge Seetning 3.8.

3.3 Egenveerdier, egenvektorer og diagonalisering

For lineaere afbildninger pa endeligdimensionale vektorrum er begreberne
egenveerdi og egenvektor velkendte fra Matematik 1 og overfgres usendret
til det uendeligdimensionale tilfeelde. Saledes siges en skalar a at veere egen-
veerdi for en operator A pa Hilbert rummet H, hvis der findes en vektor v # 0
i domeenet for A, saledes at

Av = av, (3.39)

og vektorer v # 0, der opfylder (3.39), kaldes egenvektorer for A hgrende til
egenvaerdien a. Sammen med nulvektoren udggr disse egenrummet hgrende
til a.

Egenvaerdier og egentilstande i kvantemekanik. Ovenfor naevnte vi, at der i
den kvantemekaniske formalisme svarer en selvadjungeret operator A pa Hil-
bert rummet af tilstande til hver fysisk malelig stgrrelse. Vi kan nu preaecisere
dette yderligere, idet de mulige udfald af en maling af stgrrelsen svarende til
A netop er A’s egenvaerdier. Ydermere geelder, at hvis resultatet af en maling
er egenvaerdien a, da befinder systemet sig efter malingen i en egentilstand,
dvs. tilstanden er en egenvektor, hgrende til a, og nar systemet befinder sig
i denne egentilstand vil en maling af stgrrelsen med sandsynlighed 1 give
resultatet a. Ifplge bemeerkningerne om maleprocessen og det indre produkt
i Afsnit 2.2 skulle dette betyde, at egenvektorer hgrende til egenveerdier for-
skellige fra a ma veere vinkelrette pa egenvektorer hgrende til a. Desuden
skulle egenveerdierne for A gerne vere reelle, da fysisk malbare stgrrelser
(f.eks. stedkoordinater og impuls) er reelle. Begge disse egenskaber sikres af,
at A er selvadjungeret, som fglgende ssetning viser.

Saetning 3.13. Hvis A er en selvadjungeret operator pa et Hilbert rum H,
da er alle dens egenveerdier reclle og egenvektorer horende til forskellige egen-
veerdier er ortogonale.

Antag nemlig at Av = av, hvor v # 0. Da er

a(v,v) = (v,av) = (v, Av) = (Av,v) = {av,v) = a(v,v),
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hvor vi i tredie lighedstegn har brugt at A = A*. Da (v,v) = ||v||* # 0 folger
heraf at a = @, altsa at a er et reelt tal.

Antag dernsest, at Av; = a;v; og Ave = asvs, hvor nu a; og as er reelle.
Da er

CL2<U1,U2> = <711,CL2U2> = <711,AU2> = <A711,U2>
= <a11)1, UQ) = a1(111, 02> )

hvoraf folger at (a1 — as)(vy,v2) = 0. Hvis a; # as, ma derfor (vy,v9) = 0,
som pastaet.

Diagonaliserbare operatorer. De foregaende bemeerkninger viser den af-
gorende rolle, som egenveaerdier og egenvektorer spiller i kvantemekanik. Uaf-
hezengig heraf er det p.gr.a. en operators simple virkning pa sine egenvektorer
generelt af stor nytte med henblik pa at gennemskue operatorens egenska-
ber at kende dens egenvektorer og egenveerdier, og jo flere des bedre. Det
mest gunstige tilfzelde i sa henseende er, hvis operatoren er diagonaliserbar i
folgende forstand.

Definition 3.14. En lineser operator A pa et Hilbert rum H er diagonali-
serbar, hvis der findes en ortonormalbasis for H bestaende af egenvektorer
for A. Den omtalte ortonormalbasis siges da at diagonalisere A.

Lad os for at se, hvad denne definition indeberer, antage, at A er en
diagonaliserbar operator pa H, og at (ej,es,...) er en ortonormalbasis, der
diagonaliserer A. Betegnes de tilsvarende egenveerdier med aq, as, . . ., er altsa
Ae, = ape, for n € N. Vi ser, at dette netop er det i Eksempel 3.1 b)
beskrevne tilfeelde. Hvis A er en begraenset operator, er fglgen af egenvaerdier

ai, as, ... ogsa begreenset, og der geelder for v € H, at
Av=A (Z(en,v)en> = Z(en, v)Ae, = Zan<en,v)en,
n=1 n=1 n=1

jvf. Opgave 3.21, altsa at A er givet ved formlen (3.12). Dette viser, at A kan
udtrykkes alene ved sine egenvektorer og egenveaerdier. Ogsa for de ubegraen-
sede diagonaliserbare operatorer A af fysisk relevans i det fplgende geelder, at
de er givne ved (3.12) pa domeenet D(A) defineret i (3.11). Specielt folger af
Eksempel 3.1 a), at operatoren % pa D (%) givet ved (3.8), er diagonaliser-
bar med egenveerdier in, n € Z.

Hvis specielt H er endeligdimensionalt, og A : H — H er diagonaliserbar,
da geelder, at matricen A, der repreesenterer A m.h.t. en diagonaliserende
ortonormalbasis (ey, ..., e,) ifslge (3.24) har matrixelementer a;; givet ved

a; hvisi = j

aij — <€Z‘,A€j> — <6i7aj6j> = aj(ei’ej> - {0 hViS 1 7é]
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hvor ay, ..., a, betegner egenvaerdierne. Altsa er A en diagonalmatrix med
egenvaerdierne staende i diagonalen. Dette er naturligvis arsagen til beteg-
nelsen “diagonaliserbar”.

Eksempel 3.15. Ortogonal projektion. Lad os se pa et ortonormalsat
(e1,€2,...) 1et Hilbert rum H og lad U = Span{ey, eq, ... } vaere det afslut-
tede underrum udspaendt af seettets vektorer. Ved den ortogonale projektion,
eller blot projektionen, pa U forstas afbildningen P, der afbilder en vektor
v € H i dens projektion pa U. Dvs. ifglge (2.7)

o0

Pv = Z(en, v)e, . (3.40)

n=1

Det er oplagt, at P er linesr, og ifglge Bessels ulighed (2.9) er ||Pv]| < ||v]|,
sa P er begraenset med norm < 1. Faktisk er ||P|| = 1, da jo

Pv=wvforalleveU.

Desuden er
Pv=0foralleveU"

ifolge (3.40), da (e,,v) = 0 for alle n € N i dette tilfeelde. Af de to sidste
ligninger folger, at alle vektorer i U \ {0} er egenvektorer for P med egen-
veerdi 1, mens vektorerne i UL\ {0} er egenvektorer med egenveerdi 0. At
der ikke findes andre egenvektorer skal du vise i Opgave 3.26. Vi kan altid
supplere (e, ey, ...) med et ortonormalszet i U+, sa de tilsammen udggr en
ortonormalbasis for H. I konkrete tilfeelde er det som regel klart, hvordan
dette skal ggres, sa vi undlader at give et generelt bevis for denne pastand.
Dette viser, at P er diagonaliserbar, og (3.40) er i dette tilfeelde identisk med
(3.12), idet bidragene svarende til egenveerdien 0 i (3.12) udgar.

Diagonaliserbarhed af selvadjungerede operatorer. Lad nu A vere en selv-
adjungeret operator svarende til en fysisk malbar stgrrelse, eksempelvis ener-
gien af et kvantemekanisk system, og lad os antage, at de mulige udfald af
en maling af energien, dvs. A’s egenveerdier, er A, Ay, ..., samt, for simpel-
heds skyld, at alle tilhgrende egenrum er endimensionale. Lader vi e,, veere
en normeret egentilstand svarende til egenveerdien \,, da er (e, es,...) et
ortonormalsaet ifslge Seetning 3.13. Hvis dette ikke var en ortonormalbasis,
fandtes der en tilstand v, sa (e,,®) = 0 for alle n. Men dette betyder, at
sandsynligheden |(e,,)|? for, at systemet i tilstanden ¢ har energien \,,
er lig med 0 for alle n, hvilket er i modstrid med, at energien kan males.
Altsa ma egenvektorerne for A udggre en ortonormalbasis, dvs. A ma veere
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diagonaliserbar. Denne observation begrunder relevansen af at kunne afggre,
hvilke selvadjungerede operatorer der er diagonaliserbare. Som den fglgende
diskussion viser, er svaret simpelt i det endeligdimensionale tilfeelde, mens
det uendeligdimensionale tilfzelde er mere kompliceret.

Et af hovedresultaterne fra fgrste ars linesere algebra var Theorem 8.24 i
LA, som siger, at enhver selvadjungeret lineser afbildning pa et reelt endelig-
dimensionalt indre produkt rum er diagonaliserbar. (I LA bruges betegnelsen
symmetrisk i stedet for selvadjungeret, jvf. Definition 8.20 i LA.) Dette re-
sultat gaelder med neesten uzendret bevis ogsa for komplekse vektorrum:

Saetning 3.16. Enhver selvadjungeret operator pa et endeligdimensionalt
reelt eller komplekst Hilbert rum er diagonaliserbar.

Eksempel 3.17. Lad H vaere et todimensionalt komplekst Hilbert rum og
lad (ey, es) veere en vilkarlig ortonormalbasis for H. Med A betegner vi den
linesere afbildning pa H, der m.h.t. basen (eq, e5) repraesenteres af matricen

(20

Da A" = A er A selvadjungeret. Vi finder A’s egenveerdier ved at lgse lignin-
gen det(A — M) = 0 (hvor [ er enhedsmatricen), idet dette ligesom for reelle
matricer betyder, at ligningssystemet (A—AI)z = 0 har en ikke-triviel lgsning

|BS

x = (i;), hvilket igen er ensbetydende med, at vektoren x = x1e; + x2e5 op-
fylder Ax = Ax.
Ligningen lyder

1-x i\ _ s
det( N 1_)\)_(1—/\)—1_0,

hvilket giver A = 0 eller A = 2. For A = 0 fas at ligningen (A — )\Q( ) =0
er sekvivalent med x; + ixy = 0, hvis lgsninger er af formen t(i), hvor t € C.
For A\ = 2 fas tilsvarende lgsningerne t(f@.), teC.

Egenvektorerne for A er altsa af formen ¢(e; + iey) eller t(e; — ies), hvor

x1
x2

t € C\{0}. Ved normering fas ortonormalbasen (%(el + ieq), %(el — i62)>,

m.h.t. hvilken A repraesenteres af diagonalmatricen

00
02 )"
Man kan med god grund spgrge om Saetning 3.16 mon ogsa er geeldende i
det uendeligdimensionale tilfzelde. Svaret herpa er et kvalificeret ja. Man kan
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faktisk formulere den sakaldte spektralsetning om selvadjungerede operatorer
pa et vilkarligt Hilbert rum, som generaliserer Seetning 3.16, men det vil
kreaeve en generalisering af begrebet diagonaliserbarhed i forhold til Definition
3.14, som vi vil atholde os fra i dette kursus. Men lidt mere herom senere.

Der findes dog vigtige klasser af operatorer, for hvilke en simpel genera-
lisering af Seetning 3.16 er mulig. En nyttig generalisering er folgende, hvis
bevis vi ikke skal komme ind pa her (se f.eks. §5 1 [3]).

Saetning 3.18. Enhver integraloperator K pa Lo(I), hvor I er et interval,
med integralkerne k(x,y), som opfylder (juf. Eksempel 3.1 e¢) og Eksempel 3.5
¢)) _

k(x,y) = k(y, x),

//|k(:p,y)|2dxdy < 00,
1Jr

Denne sztning kan bl.a. bruges til at udlede de fundamentale resulta-
ter vedrgrende reguleere Sturm-Liouville problemer, idet det viser sig, at
Sturm-Liouville operatoren L, jvf. Eksempel 3.5 e), har en invers operator K
som i Szetning 3.18. Dens egenvektorer er netop egenfunktionerne for Sturm-
Liouville problemet, mens dens egenveerdier er de inverse af egenveerdierne
for Sturm-Liouville problemet. Dette illustreres af folgende eksempel.

09

er diagonaliserbar.

Eksempel 3.19. Vi ser pa folgende Sturm-Liouville problem pa [0, 7]:

U —u=—-2\u

u(0) =u(mr) =0.

Den tilhgrende Sturm-Liouville operator er (se Eksempel 3.5 €))

Denne opfylder (u, Lv) = (Lu,v), nar u,v er to gange kontinuert differen-
tiable funktioner pa [0, 7], som opfylder randbetingelserne, og A er en egen-
veerdi for Sturm-Liouville problemet med tilhgrende egenfunktion u netop
hvis A er egenveerdi for L med tilhgrende egenvektor u ifplge (3.32). Ved at
lgse problemet finder man (ggr dette!), at egenvaerdierne er

A = 3(14n?), n €N
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med tilhgrende normaliserede egenfunktioner

2
en(x) = \/;sin ne,

i Ly([0,7]). Disse udggr en ortonormalbasis for Ly([0,7]), jvf. Opgave 2.7.
Altsa er L diagonaliserbar og

Lu = Z L1+ n*) en, uen . (3.41)

Ligesom for % i Eksempel 3.1 a) fremgar heraf, at L er ubegraenset og defi-
neres ved (3.41) pa domaenet D(L) bestaende af de funktioner u, for hvilke
hgjresiden er konvergent.

Lad nu K veere operatoren pa L ([0, 7]) der har samme egenvektorer som
L men inverse egenveerdier, dvs.

e}

2
Ku= Z T (en,u)en . (3.42)

n=1

Denne er abenbart begraenset i modseetning til L, da 0 < H% <1lforneN.
Desuden geelder

e}

KLu= Z L1+ n*){en, u)Ke,

n=1
[e.e]

= Z(en,u>en =u
n=1

for u € D(L), og tilsvarende
LKu = u for u € Ly([0,7]) .

Altsa er K den inverse operator til L.
Vi kan endda indse, at K er en integral operator, idet (3.42) ved udregning
giver

2~ 2 T
(Ku)(z) = - nEZI T </0 u(y) sinny dy) sin nx
N
= - nE /0 T sin nx sin ny u(y)dy

1
4 M 1
W/o <E T smnxsmny) u(y)dy,

n=1
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hvor vi i sidste skridt har tilladt os at ombytte integration og summation.
Hertil er det vigtigt at bemeerke, at rackken

o0

4 1
k(x,y) = Z T sin na sin ny (3.43)

o0
er konvergent for alle z og y, da |sinnzsinny| < 1og > ﬁ er konvergent.
n=1

Dette viser, at K er en integraloperator med kerne k(z,y), som kan vises at
vaere kontinuert og er reel og symmetrisk i  og y.

Bemaerk, at vi ikke kunne have gennemfgrt det tilsvarende for L, da raek-
ken i (3.43) da havde indeholdt (1 +n?) i stedet for (14 n?)~!, som ville give
anledning til konvergensproblemer.

Som man vil kunne gaette sig til fra dette eksempel, geelder for et generelt
regulaert Sturm-Liouville problem med egenveerdier Aq, Ao, ... og tilhgrende
normaliserede egenfunktioner eq, es, ..., at integralkernen for den inverse til
Sturm-Liouville operatoren er givet ved

=> Ai , (3.44)

n=1""

hvor det for konvergensen er afggrende, at \,, — oo for n — oo. (Der gaelder
faktisk at A, > c-n? for en konstant ¢ > 0.)

Eksempel 3.20. Det forrige eksempel er taet beslaegtet med beskrivelsen af
en kvantemekanisk partikel, der er begreenset til intervallet [0, 7] af uende-
lig hgje potentialbarrierer udenfor dette interval. Den til energien hgrende
operator (Hamilton operatoren) er
d2
_ 1

M=
(panaer faktoren h?/m, som vi ser bort fra). Da bglgefunktionen v skal vaere
nul udenfor [0, 7] palegges randbetingelserne 1(0) = ¥(7) = 0, hvorved vi
finder, at egenveerdierne for H (dvs. de mulige energiniveauer) bliver

En:%n2, neN,

med tilhgrende egenfunktioner

Yn(x) = \/gsin ne.
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Ser vi i stedet pa operatoren svarende til stedkoordinaten x, dvs. multi-
plikationsoperatoren M,, da er denne selvadjungeret (og begraenset), men
den har gjensynlig ingen egenveerdier. At M,y = aip betyder nemlig

w(x) = ap(x) , dvs. (z—a)P(r) =0,

for (naesten alle) = € [a,b]. Men da x — a # 0 for x # a betyder dette, at
Y(z) = 0 for (naesten alle) x € [0, 7], dvs. ©» = 0. Altsa er a ikke egenvaerdi
for noget a € C.

I en vis forstand er alle a € [0, 7] dog teet pa at veere egenveerdier. Veaelges
nemlig en bglgefunktion, der er koncentreret naer a € [0, 7], dvs. 1(x) = 0
for |x — a| > € for et lille € > 0, da er

M =il = [ le = aPlo@)Pae < & [ pie)fde = &

sa afstanden mellem M, og ai) kan geres vilkarlig lille for passende normal-
iserede vektorer . Hvis a var en egenveerdi, kunne denne afstand ggres til 0
ved at veelge v til at veere en egentilstand.

Generelt siges a € C at tilhgre spektret o(A) for en selvadjungeret ope-
rator A pa et Hilbert rum, hvis der for hvert £ > 0 findes en vektor v € H
med ||v]| = 1 sa ||Av — av|| < e. Spektret bestar saledes dels af egenveerdi-
erne, som siges at udggre punktspekret og de “generaliserede egenvaerdier”,
som udggr det kontinuerte spektrum. Saledes har M, kun et kontinuert spek-
trum, nemlig [0, 7]. Man kan vise, at 0(A) C R for enhver selvadjungeret
operator A. Generelt skal det kontinuerte spektrum inkluderes i de mulige
veerdier, som den til operatoren svarende fysiske stgrrelse kan antage. Det er
netop forekomsten af det kontinuerte spektrum, som ngdvendigggr den tid-
ligere omtalte generalisering af diagonaliserbarhedsbegrebet for at formulere
den generelle spektralssetning, som dog ligger udenfor programmet i dette
kursus.

o4



Opgaver
Opgave 3.1. Eftervis, at linearitetskravene (3.1) og (3.2) er ackvivalente.

Opgave 3.2. Antag, at f er en kontinuert differentiabel funktion pa [—7, 7],
dvs. f er differentiabel med kontinuert differentialkvotient f’, og saledes at

f(m) = f(=m).

Brug partiel integration til at vise, at der geelder
in<einx’ f> — <einm’ f/> ’

og brug Bessels ulighed for f’ og Lemma 2.3 til at slutte, at f € D (%) givet
ved (3.8).

Opgave 3.3. Begrund, at der for en talfolge (ai,as,...) og en ortonormal-
basis (€1, es,...) for et Hilbert rum H geelder, at

D(A)={ve H | lanfen v)|* < oo}

er et underrum af H. Vis (3.13), hvis folgen (ay, as, ...) er begraenset.

Opgave 3.4. Begrund, at der for en kontinuert funktion pa intervallet
geelder, at

DOMY) = {g € La(D)| [ |f(@)go)d < o)
I
er et underrum af Ly(7). Vis (3.18), hvis f er en begraenset funktion.

Opgave 3.5. Eftervis, at der for enhver kontinuert funktion f pa intervallet
[a, b] geelder, at

M@zé:””ﬂw@=L2“W@@+Lzﬁﬂw@

er en lgsning til differentialligningen

og opfylder randbetingelserne
u(a) —u'(a) =0, wu(b)+u'(b)=0.

(Det er tilladt at differentiere m.h.t. x under integraltegnet ovenfor.)
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Opgave 3.6. Antag, at den linezre operator A : H; — H, er kontinuert i
0, dvs. at A opfylder (3.22) for alle folger (vq,vs,...) 1 Hy, som konvergerer
imod 0. Akvivalent hermed er, idet A0 = 0, at der for ethvert ¢ > 0 findes
et 0 >0, sa ||Av|| < e for vl < 0.

Velg her ¢ = 1 og et tilhgrende § = 47, og vis at

1Av]l < 67 o]l

for alle v € Hy, og dermed at A er begreenset. Vis dernaest, at hvis A : H; —
Hs og B : Hy — Hj er to begraensede operatorer, da er BA : Hy — H3 ogsa
begraenset og

IBA[ < IBI[ Al

Opgave 3.7. Lad den linesre operator A pa Hilbert rummet H veere givet
ved (3.12) pa domaenet D(A) defineret ved (3.11), hvor vi antager at a,, # 0
for alle n € N. Lad tilsvarende A~! vaere defineret pa D(A™1) ved at erstatte
a, med a_ ! for alle n € N,

Eftervis, at A~! faktisk er den inverse afbildning til A, dvs. at

ATIAf = fog AATl g =y

for f € D(A) og g € D(A™Y).
Giv et eksempel pa en ubegraenset operator, der har en begraenset invers,
og pa en ubegraenset operator, der har en ubegraenset invers.

Opgave 3.8. Lad A : H; — H, veere en lineger afbildning mellem to endelig-
dimensionale Hilbert rum.
Velg en ortonormalbasis (e, ..., e,) for Hy og vis, at

[Av] < ([|Aer]| 4 - - -+ [[Aen[) ][]
for alle v € Hy, og dermed at A er begraenset.

Opgave 3.9. Pa Hilbert rummet ¢5(N) (med seedvanligt indre produkt) be-
tragtes afbildningen A givet ved

A(ZL‘l, Lo, ... ) = (iiEl,’izl‘Q, igl‘g, NN ) .
a) Gor rede for, at ||Az|| = ||z|| for alle x € 5(N).
b) Vis, at A er en begraenset lineaer operator og bestem ||A||.

c) Gor rede for at A* = Iy, (hvor A* som saedvanlig betegner Ao Ao Ao A).
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Opgave 3.10. Eftervis, at matrix-elementerne a;; i matricen, der repraesent-
erer en lineaer afbildning A : H; — H, mellem to endeligdimensionale Hilbert
rum m.h.t. to baser (eq,...,e,) og (fi,..., fm) er givet ved (3.24):

aij = (fi, Ae;)
(se Afsnit 6.3 1 LA).
Opgave 3.11. Gennemfgr udregningen, der leder til (3.26).
Opgave 3.12. Vis, for en begraenset operator A : H; — Ho, at

[A]] = sup{[|Av[| | [lo]| <1}
og
[All = sup{[{u, Av) | [[[ul] <1, [lv]] <1},
og brug det sidste udtryk til at indse, at || A|| = || A*|.
Opgave 3.13. Lad H veere et 3-dimensionalt komplekst Hilbert rum og lad

A veere operatoren, der m.h.t. en given ortonormalbasis (€1, es, €3) repraesen-
teres af matricen

2 341 2
0 2 0
1 1—1 2

Bestem matricen, der repraesenterer A* m.h.t. samme basis og beregn A*(e; +
ieg — e3).

Opgave 3.14. Lad A veere operatoren pa C?, der m.h.t. den naturlige basis
repraesenteres af matricen

2 0 —

02 0
i 0 2
Begrund, at A er selvadjungeret, bestem dens egenveerdier samt en ortonor-
malbasis for C3?, der diagonaliserer A.

Opgave 3.15. Eftervis, at der for multiplikationsoperatoren M, 4,...) pa

l5(N) geelder, at
M* == M(al,ag,...) .

(a1,a2,...)

Opgave 3.16. Eftervis identiteten (3.28) direkte ved brug af (3.7).
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Opgave 3.17. Fuldfer udregningerne i Eksempel 3.5 e) ved at bruge rand-
betingelserne i Sturm-Liouville problemet til at vise, at

(f,Lg)p = (LS, 9)p,
hvor L er Sturm-Liouville operatoren (3.31).

Opgave 3.18. Vis, at der for multiplikationsoperatorer My og M, pa Lo(I)
geelder, at
MMy = Myq ,

og at M er uniteer, netop hvis |f(x)| = 1 for alle x € 1.

Opgave 3.19. Eftervis implikationerne iii) = ii) = i) og iv) = i) i Seetning
3.8. Til den fgrste kan man bruge polariseringsidentiteten fra Opgave 1.9.

Opgave 3.20. Begrund, at bijektivitetskravet i ii) og iii) i Seetning 3.8 er
overflgdigt i det endeligdimensionale tilfeelde, forudsat dimH; = dimHs.

Opgave 3.21. Godtggr, at hvis A : H; — H, er en begranset operator og

> v, er en konvergent rackke i Hy, da er
n=1

A (ivn> :iAvn.
n=1 n=1

Opgave 3.22. Vis, at afbildningen U : Ly(I, p) — Lo(I) givet ved
Uf=p"2f, feLlp),
er uniteer.

Opgave 3.23. Godtggr, at hvis A er en diagonaliserbar operator pa H; og
U : Hy — Hj er uniteer, da er operatoren U AU* ogsa diagonaliserbar med
samme egenveaerdier som A.

Opgave 3.24. Eftervis, at der for enhver egenveerdi a for en uniteer operator
U : H — H gelder, at |a| = 1, samt at egenvektorer hgrende til forskellige
egenveerdier er ortogonale.

Opgave 3.25. En linezer operator A : H — H siges at vaere positiv, hvis

(f;Af) >0
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for f # 0 i domaenet for A.

a) Eftervis, at enhver egenveerdi for en positiv operator er positiv.

b) Begrund, at en diagonaliserbar operator er positiv, netop hvis alle
dens egenvaerdier er positive.

c) Vis, at egenveerdierne for det reguleere Sturm-Liouville problem, dvs.
for p > 0,q > 0,r > 0 og kiky < 0, ¢4y > 0, alle er positive, paneer
hvis k; = [ = 0, 1 hvilket tilfselde 0 ogsa forekommer som egenveerdi med
tilhgrende egenrum bestaende af de konstante funktioner.

(Brug udregningerne i Eksempel 3.5 e) til at indse, at Sturm-Liouville
operatoren er positiv, nar bortses fra sidstnsevnte tilfaelde.)

Opgave 3.26. Vis, at projektionen P i Eksempel 3.15 ikke har andre egen-
veerdier end 0 og 1.

Opgave 3.27 Bestem den adjungerede S* til skiftoperatoren i Eksempel
3.12, og beregn S*S og SS*.

Opgave 3.28 Vis, at hvis U : Hi — Hy og V : Hy — Hj er uniteere
operatorer, da er VU : Hy — Hj ogsa uniteer.

Giv et eksempel pa (begraensede) selvadjungerede operatorer A og B pa
et Hilbert rum H, saledes at AB ikke er selvadjungeret.
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