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Sur la norme des op6rateurs de convolution 

Christian Berg (Copenhagent  
et Jens Peter Reus Chr is tensen/Copenhagen)  

0. Soit G u n  groupe  localement compact  muni d 'une mesure de H a a r  
~i gauche et soit A le module. La repr6sentation r6gulihre gauche de G 
dans /~(GI est not6e 2. Pour toute mesure positive born6e ~L sur G on  
note  I[/~ II 2, ~, ou simplement [l # d[ z, la norme  de l 'op6rateur 2 (it) de L z (G I. 

Le but de cette no te  est de d6montrer  la formule suivante: 

Pour toute mesure positive bornke sym~trique 1~ sur G et pour tout 
voisinage compact V de l'unitd de G on a 

II ~ 112 = limsup (p*" (V)) 1 :". ( 1 ) 

Si l'on suppose de plus que ~ est de type positif, alors la suite (p*'(V))  t/" 
est convergente. 

La formule {1) pe rmet  d 'exprimer la moyennabil i t6  de G / t  l'aide des  
marches al6atoires sur G. 

Finalement,  pour  un groupe non moyennable  G nous caract6risons 
les mesures positives born6es/~ sur G telles que 

[I/t]12<~ d#,  

et les mesures positives bornees/~ telles que 

r(,)<[d#, 
o6 ro{ ~) = r (#) designe le rayon spectral de l 'op6rateur 2 (#). 

Nous  completons  ainsi des resultats de [1] et I-2]. 

Dans ce qui suit nous allons utiliser la notat ion de l 'ouvrage de Dix-  
mier  I-3]. 

1. On dit qu'une mesure born6e # sur G est de type positif si )~(/~) est  
un opera teur  positif de L z(G). 

Soit T u n  opera teur  positif dans un espace de Hilbert  E et soit ~ un  
vecteur de E, Alors la suite (T n ~1r ~'" est croissante. 

Pour toute  mesure born6e p de type positif et pour  t ou te feL2(G)  la 
suite 

est donc croissante. 
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Th6orbme 1. Soit # une mesure positive born& de type posit( f  sur G. 
Alors pour toute fonction continue positive f d support compact et non nulle, 
et pour tout voisinage compact V de t'unitO on a 

II.II = ! i m  = ! i ra  "(V)) '  ". 

DOmonstration. Soient .f,g deux fonctions continues positives fi 
support  compact  et non nulles. Pour  a e G  nous posons 

cp,=g* ~:0.~. 

Si g ( ~ ) > 0  alors q~,(x a x - ~ ) > 0 .  
II existe par compacit5 un hombre  c(>0 et des points a~ . . . . .  apEG 

tels que v 

i= l  

et on a donc  pour tout  n 
P P 

i,*'(f*f)<-_~ Y~ ~,*"(~o,)= ~ Z g* �9 ~*",  g(a,). 
~=1 z=l 

La fonction 
A~(g**/~*",g)  

est continue et de type positif, (cf. [3], p. 265), et a donc son maximum 
l'unit5 e. Alors  

A ~ (a,) g* * #*" * g(al) < A~ (e) g* * p* " * g(e)= # * (g* g), 

ce qui entraine 
P 

/~*"(f*f)<f~g*"lg*~)  avec f l = a  ~ A-~(al ) ,  
i=1 

donc  
, ) i ra  (Iz* n (f , j~)) l  ,n <~ n]i,lTl~ (/.,/* n ( ~ ,  ~))1 n. 

Pour des raisons de symStrie nous avons finalcment 

lim (#*~ ( f , f ) ) l / ,  = l im (/~* "(g �9 ~))~.". (2.) 

Pour tout  voisinage compact  V de e il existe des fonctions continues 
positives f ,  i = l, 2, fi support  compact  et non nulles, telles que 

f~ ,)'~ < l v < f : * L .  

IIen r6sulte que (/~* "(V)) ~'" converge vers la limite de (2). 

Pour  t o u t e f d e  L 2 (G) nous  avons 

(~ (~)flf) < (~ (~)If i lJq) = ~([fi* Ifi -),  



S u r  la n o r m e  d e s  o p 6 r a t e u r s  d e  c o n v o l u t i o n  175 

donc 

11#112 = sup # ( f , ~ .  
f e A  

off A est l 'ensemble des fonctions continues posi t ivesff i  suppor t  compac t  
telles que 

~f2 dx = 1. 

Puisque [[#*'[12= [[PH~, nous avons pour  tout  n 

II t~ II 2 = sup (U* " ( f ,  f)}l/.. 
l e A  

donc  

11~II 2 = sup sup ( # * ' ( f , f ) ) l ' "  = sup sup (p*" f f .  5 ) ' '  
hEN f e A  f e A  h e n  

= sup lim (It*" Oc*f)) 1 '", 
f E A n ~ c ,  

et ceci combin6 avec (2) ach6ve la d6monst ra t ion  du theor6me. 

Th6or6me 2. Soit # une mesure positive born& sym&rique sur G. AIors 
pour toute jbnction continue positive f d support compact et non nulle, et 
pour tout voisinage compact V de l'unitd, on a 

ll~t 112 = l imsup (#*" (f* [~)1' '" = l imsup (p* q V)) 1'". 

DOmonstration. La mesure  v = p . j u  est de type positif  et Ilv[]2= II#11~- 
Nous  avons doric 

11#]12 = lira (r 2n(f, f))l 2n= lira (#* 2"(VI)~'zL 
n ~  x n~,x~ 

Pour  des mesures  born6es o-. rE Mr(G) nous posons 

B f(a,  r)=(r , r* ( f , f ) .  

Alors  B I est une forme hermit ienne positive sur M~IG) et l'in6galit6 de 
Cauchy-Schwarz  s 'appl ique:  

l a* ~* ( f * f )  l < (a * a* (f* ~)a (v,  r* (f*j~)t. 

I1 en r6sulte que 
1 | l 

�9 1 2 n + l )  " .  ~) 2 n + l  < . 4 I t  ' 217n~  2 f .  - 2 g n ~  (.  ( / J )  = ( ,  it ,J3) t jS) , 

et alors on a 
! 

l i m s u p  ( # * ( 2 " +  1 )U '*J~) ) :h -q -  1 ~_~ ]l/till 2 . 
n ~  x, 

Soit h une fonction cont inue positive "fi support  compac t  telle que 

l v  <=h*~, 
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alors 
1 1 

l imsup (/~*~2"+~)(V)}~+q < l imsup (ju* ' 2 " + l ~ ( h , h ) ) ~ <  ll/~rd2. 

Exempte. Soit G = Z ,  ~ = � 8 9  I + ~,1). Alors  

/~ impair 
#*" (0 )=  2 - "  , n pair ,  

ce qui mon t r e  que la suite (~*" (0)) 1 '" n'est pas convergente  mais  

l imsup (~*'(0))1./~ = 1. 
n ~  ao 

Corollaire 3. Soient G u n  groupe localement compact, H un sous- 
groupe fermO, et soil ]1 une mesure positive bornde sur G portke par H. Alors 

II/~[i2, n = IJ#lJz.~, r u ( # ) =  ra(g). 

En effet, la mesure  v = ~ t , # *  est de type posit if  sur G e t  sur H. Pour 
un voisinage compac t  V de l 'unit6 dans  G nous avons 

2 1~112 ~--IIvllz, G = lira (v*"(V)) ~''= lim (v*'(Vc~ H))a/" = [iVllz.n=jjktjl2,H . 2  
t l~oo n~ao  

Le corollaire 3 est m6me vrai pour  une mesure  born6e non n6cessaire- 
merit positive, cf. [5]. 

2. I1 est bien connu que le groupe G est moyennab le  si et seulement si 

H#II2--~ d/~ 

pour  toute  mesure  posit ive born6e It sur G, ou seulement pour  toute 
mesure  positive born6e ~ de type posit if  sur G cf. [4]. 

Le groupe  G est donc  m o y e n n a b l e  si et seulement si pour  toute 
probabil i t6  de type posi t i f / t  sur G e t  pour  tou t  voisinage compac t  V de 
l 'unite on a 

lim (#*'(V))~J" = 1. 

Pour  la marche  al6atoire droite de loi ]1 sur G ceci signifie que la p roba -  
bilit6 de visite de V pour  la marche  n ' i6me ne tend pas  vers z6ro plus vite 
que a" pour  tout  ~ < i. 

Pour  les groupes  non moyennab les  G ]e probl6me se pose de caract6ri- 
ser l 'ensernble C des / t  de M~+ (G) telles que 
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I1 est clair que C est un c6ne convexe de MI+ (G), et si p c  C, veM~+ (G) 
alors # + ve C. En part iculier  on a 

1 
v + - - # ~ C ,  

n 

ce qui mon t re  que C est dense clans M~ (G)pour  la no rme  de M 1 (G). 

Dans  [1] il est d6montr6  que si le suppor t  de g contient  l'unit6 de G e t  
engendre un sous-groupe dense de G, alors ~r  C. 

Cependant ,  les deux condit ions ne sont pas  n6cessaires. 

Th6or~me 4. Soit it une mesure positive born~e sur G e t  soit H u le sous- 
groupe ferm~ engendr~ par S S -  1 oft S est le support de it. AIors 

Ilitllz<J dit 

si et seulement si le groupe H u n'est pas moyennable. 

DEmonstration. Le suppor t  de v = # ,  It* est SS =r, qui contient  l 'unit6 
et engendre un sous-groupe  dense de H a. Alors  d 'apr~s [1] nous avons 

ilvllz.n~<S dv 

si et seulement si H~ n'est pas moyennable .  De  plus nous avons  

Ilvll2.n = Ib'll2,o = tlitl[~,~, S d v = ( S d i t )  2 �9 

3. D 'apr~s  la caract6risat ion des groupes  moyennables  ment ionn6e 
au debut  de w 2, il est clair que G est moyennab le  si et seulement si 

r(#)=~dit 
pour  toute mesure  posit ive born~e # sur G. 

Dans  [2] il est d6monlr~ que si G n'est pas moyennab le  et si le suppor t  
de/z  engendre  un sous-groupe dense de G, alors 

r ( # ) < ~  d/t. 

D 'apr~s  le corollaire 3 nous avons donc le r6sultat suivant:  

Th~or~me 5. Soit It une mesure positive born& sur G et soit F~ le sous- 
groupe ferm~ engendrk par le support de It. Alors 

r(it)</d, 
si et seulement si F u n'est pas moyennable. 

Exemple. Soit G le groupe  libre h deux g6n6rateurs a et b. Pour  
#=�89 on t rouve  

r(g)< Ilitll2 = 1, 

car S = {a, b} engendre  G, et S S -  ~ engendre  un groupe  ab61ien. 
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