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Sur la norme des opérateurs de convolution

Christian Berg (Copenhagen)
et Jens Peter Reus Christensen (Copenhagen)

0. Soit G un groupe localement compact muni d’une mesure de Haar
a gauche et soit 4 le module. La représentation réguliére gauche de G
dans I7(G) est notée A. Pour toute mesure positive bornée u sur G on
note 4, ¢, ou simplement || il ,, la norme de Popérateur A (u) de I*(G).

Le but de cette note est de démontrer la formule suivante:

Pour toute mesure positive bornée symétrigue y sur G et pour tout
voisinage compact V de Tunité de G on a

Il =limsup (u*" (V)" (1)

Si 'on suppose de plus que u est de type positif, alors la suite (u*"(V))''"
est convergente.

La formule (1) permet d’exprimer la moyennabilité de G a 'aide des
marches aléatoires sur G.

Finalement, pour un groupe non moyennable G nous caractérisons
les mesures positives bornées p sur G telles que

lul,<fdp,

et les mesures positives bornées yu telles que
r(w<fdu,

ou rg(p)=r(u) désigne le rayon spectral de Popérateur A(u).

Nous complétons ainsi des résultats de [1] et [2].

Dans ce qui suit nous allons utiliser la notation de 'ouvrage de Dix-
mier [3].

1. On dit qu'une mesure bornée u sur G est de type positif st A(u) est
un opérateur positif de I*(G).

Soit T un opérateur positif dans un espace de Hilbert E et soit £ un
vecteur de E. Alors la suite (T" &|£)V" est croissante.

Pour toute mesure bornée u de type positif et pour toute fe[?(G) la

suite
(¥ (f= )"
est donc croissante.
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Théoréme 1. Soit u une mesure positive bornée de type positif sur G.
Alors pour toute fonction continue positive f a support compact et non nulle,
et pour tout voisinage compact V de l'unité on a

el = lim (" (f /)= lim (" (1))

Démonstration. Soient f,¢ deux fonctions continues positives a
support compact et non nulles. Pour ae G nous posons

P =8*E*E-

Sig(x)>0alors @, (xax~"'}>0.
Il existe par compacit¢ un nombre «>0 et des points q,....,qa,eG
tels que

r
f=f<a) o,
i=1

et on a donc pour tout n

r P
pEr(fxNSa Yy wt e, )=a ) g¥xu*"xgla,).

1=1 =1
La fonction
AF(g**pu*"xg)

est continue et de type positif, (cf. [3], p. 265), et a donc son maximum a

I'unité e. Alors
At (a) g** pu* e g(a) S A% (e) gF ¥ s gle)=p*"(g*2),

ce qui entraine

)4

W (fef) S Bt tgxg)  avec f=a ) A-*(a)),

i=1

donc

lim (=" (f* ) "< lim (u*"(g =) "
Pour des raisons de symétrie nous avons finalement
lim (u**(f+ )" = lim (u*"(g = B))"". (2)

Pour tout voisinage compact V de e il existe des fonctions continues
positives f,, i=1, 2, a support compact et non nulles, telles que

fix S, foxf;.

Il en résulte que (u*"(V))"'" converge vers la limite de (2).
Pour toute fde I (G) nous avons

(A ANZ AW NN =pA* 7).



Sur la norme des opérateurs de convolution 175

donc
el =sup u(f+1),
fea
ot A4 est I'ensemble des fonctions continues positives fa support compact

telles que
[fPdx=1.

Puisque [p*"||,=lull}. nous avons pour tout n

\IMIZ:ngg(u*"(f*f))”",
donc
| 4ll ;= sup sup {(u*"(f* /) " =sup sup (u*" (/=)' "
nelN feA fed neN

=sup lim (i2*" (/) ™,

fednsx
et ceci combiné avec (2) achéve la démonstration du théoréme.

Théoréme 2. Soit i une mesure positive bornée symétrique sur G. Alors
pour toute fonction continue positive f a support compact et non nulle, et
pour tout voisinage compact V de lunité on a

laall, =limsup (" (f f)' "= limsup (u* "(V))' .
Démonstration. La mesure v=p=pu est de type positif et ||v]|,=|u}3.
Nous avons donc
”ﬂ”z =nlin;1 (#* ZHU*f'))l Zn: '}LIE)('“* Zn(V))llln.
Pour des mesures bornées ¢, 7e M'(G) nous posons
B (o,1)=0% *(f+f).

Alors B, est une forme hermitienne positive sur MYG) et I'inégalité¢ de
Cauchy-Schwarz s’applique:

loxt* (f N S(axa* ([xN))F (vxo* (=N
Il en résulte que

1

1 1
(u*12n+1)(/‘*f-))2n+1 é(u*él-n(}(*f‘))ﬁﬁ (u*z(‘{*ﬁ)ﬁ’nﬁ‘
et alors on a 1
limsup (p* "0 () > < |l
Soit k une fonction continue positive & support compact telle que

1, <hxh,
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alors

1 1
timsup (u* @+ V(¥) 2+ < limsup (u* 2"+ (h B2+ < ufl,.

Exemple. Soit G=Z, u=1(c_, +¢,). Alors

0, n impair
n

27" n |, n pair,
B

P

p*r(0)=

ce qui montre que la suite (¢*"(0))' " n’est pas convergente mais

limsup (u*"(0))'"=1.
n— 0
Corollaire 3. Soient G un groupe localement compact, H un sous-
groupe fermé, et soit p une mesure positive bornée sur G portée par H. Alors

lell2, a=llulz 6. ral)=re(n).

En effet, la mesure v=p=*u* est de type positif sur G et sur H. Pour
un voisinage compact V de I'unité dans G nous avons

Iul3. 6= Ivll, o= lim (v*"(V))'"= lim (v** (V' H)'"= vl g = 1113, 5
Le corollaire 3 est méme vrai pour une mesure bornée non nécessaire-
ment positive, cf. [5].

2. Ilest bien connu que le groupe G est moyennable si et seulement si

lull,=fdu

pour toute mesure positive bornée i sur G, ou seulement pour toute
mesure positive bornée u de type positif sur G cf. [4].

Le groupe G est donc moyennable si et seulement si pour toute
probabilité de type positif 4 sur G et pour tout voisinage compact V de
l'unité on a

lim (u*"(V)'"=1.

Pour la marche aléatoire droite de loi y sur G ceci signifie que la proba-
bilité de visite de V pour la marche n’iéme ne tend pas vers zéro plus vite
que «" pour tout o< {.

Pour les groupes non moyennables G le probléme se pose de caractéri-
ser I'ensemble C des u de M’ (G) telles que

lul,<fdp.
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Il est clair que C est un cone convexe de M’ (G), et si e C, vezMﬂr (G)
alors y+ve C. En particulier on a

1
v+—pueC,
n

ce qui montre que C est dense dans M?, (G) pour la norme de M (G).

Dans {1] il est démontré que si le support de u contient I'unité de G et
engendre un sous-groupe dense de G, alors ue C.
Cependant, les deux conditions ne sont pas nécessaires.

Théoréme 4. Soit p une mesure positive bornée sur G et soit H, le sous-
groupe fermé engendré par SS~! ou S est le support de p. Alors

hullz<fdu
si et seulement si le groupe H, n’est pas moyennable.

Démonstration. Le support de v=pxpu* est SS~1, qui contient 'unité
et engendre un sous-groupe dense de H,. Alors d’aprés [ 1] nous avons

1“’|lz,nu<fdv
si et seulement si H, n’est pas moyennable. De plus nous avons
o fdv=({dpy.

3. Draprés la caractérisation des groupes moyennables mentionnée
au debut de § 2, il est clair que G est moyennable si et seulement si

rw=[du
pour toute mesure positive bornée u sur G.

Dans [2] il est démontré que si G n’est pas moyennable et si le support
de p engendre un sous-groupe dense de G, alors

V2, 1, = 1Vll2, 6=l

rw<fdu.
Drapreés le corollaire 3 nous avons donc le résultat suivant:
Théoréme 5. Soit u une mesure positive bornée sur G et soit F, le sous-
groupe fermé engendré par le support de p. Alors
rw<fdu
si et seulement si F, n’est pas moyennable.

Exemple. Soit G le groupe libre 4 deux générateurs a et b. Pour
p=3%(e,+¢,) on trouve
r<lpf=1,

car S={a, b} engendre G, et SS ! engendre un groupe abélien.
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