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a)

      Vis ( (a1, a2, a3, a4) er basis i R4 .

 Det er nok, at vise at determinanten af den matrix, som har de fire vektorer som søjler, er ulig 0.

 Undervejs udvikles der efter 4. række.
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b)  En lineær afbildning f : R5 ( R4  er repræsenteret med følgende matrix med hensyn til

     til baserne (5 i R5  og  ( i R4 :
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 For at finde den matrix, B, der repræsenterer f med hensyn til baserne (5 i R5  og  (4  i R4 an-

vendes søjlereglen for at finde billederne af de fem basisvektorer i R5.

f(e1)  =  a1+ a2 + a3 + a4   (Se 1. søjle i A) 

f(e2)  =  a4
f(e3) =   a3
f(e4) =   a2

f(e5) =   a1
Søjlerne i B er fastlagt ved disse vektorers naturlige koordinater, dvs. ved vektorerne selv.
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c)  Ligningen f(x) =  a1  løses med hensyn til koordinater i basen (5 i R5 og basen ( i R4

       ( man kunne også vælge den naturlige basis i R4, så ville matricen være B)
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For ( ( R betragtes 2 x 2 matricen

a)  Det vises direkte ved udregning at vektoren a1(() er egenvektor med egenværdi (.
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b)

 a2 med koordinaterne (x1,x2) er egenvektor hørende til egenværdien 1 præcis når:
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Det ses at for eksempel a2 = (1,-1) er løsning for alle værdier af (, og dermed er egenvektor med

egenværdi 1.

c) Hvis ( ( 1 har A(() to forskellige egenværdier nemlig  ( og 1 (indset ovenfor) og er dermed som

    2x2 matrix   diagonaliserbar.

   Matricen S-1(() har i søjlerne en basis af egenvektorer og kan stykkes sammen som angivet i det

   vi allerede har bestemt egenvektorer:
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hvor D = SAS-1

d) Hvis ( = 1 er der kun en egenværdi nemlig 1 idet 
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dvs. rodmultipliciteten rm(1) = 2  A(1) er diagonaliserbar hvis og kun hvis egenværdimultipliciteten

em(1() også er 2:

men da 
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MAJ 1998 nr 3.

a)

U = span(a1, a2, a3). For at finde dimensionen af U omformes matricen bestående af de tre

søjlevektorer til en trappematrix. Antallet af trin er matricens rang, og er også dimensionen af U.
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  Heraf ses at hvis t ( 2 er der tre trin i den omformede trappematrix dvs.  dim(U) = 3 og

   hvis t = 2 er der to trin , dvs.  dim(U) = 2

b)  t = 2  her er som anført dim(U) = 2.  Da der er trin i de to første søjler er (a1, a2) en basis for U

      En ortogonalbasis  findes ved hjælp af Gram Schmidt:
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c)  Ortogonalprojektionen af  b på U er givet ved pr(b)  = x1b1 + x2b2,  

     (Bemærk, at også den oprindelige basis i U  kunne bruges)

hvor  x1 og x2  er løsning til ligningssystemet:
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MAJ 98 nr 4

z bestemmes implicit som funktion af (x,y) i nærheden af (x,y) = (0,0),  (z = f(x,y))

ved ligningen:

    e(x + z)  + 2(x + z)y + (x = 1.

a) Find f(0,0):   (x,y) = (0,0) indsættes i ligningen og z = f(0,0) beregnes:

    ez + 2 (0 + z)0 + 0 = 1 (  ez = 1  ( z = ln(1) = 0 = f(0,0) 

b) Vis punktet (0,0) er stationært for f hvis og kun hvis ( = -1. 

      Bemærk at der kræves  ( = -1 ( (0,0) er stationært punkt (ENSBETYDENDE)

     Vi undersøger de partielle afledede  ved at differentiere igennem ligningen med x (hhv y)

      og huske på at z =f(x,y)
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Det ses af de to ligninger, at punktet (o,o) er stationært præcis når ( = -1, idet begge partielle

afledede så er lig nul.

c) Sæt ( = -1, så er (0,0) altså stationært. Ekstremumsforholdene undersøges ved hjælp af Hessematricen. Vi skal finde de partielle afledede af 2. orden og differentierer derfor ligninger

  I  og II med hensyn til x (hhv y) og husker at z og  z` er funktioner af x og y.
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Da det(H) =  -4   ( som også er teststørrelsen i 2. ordenstesten) er (0,0) et sadelpunkt.
BEMÆRK, DER er beklageligvis en fejl i opgaven. Studerende som har regnet opgaven

udfra den fejlagtige oplysning får selvfølgelig ”fuld ”  points for besvarelsen.

aug. 98 op .3  (20%) 

Lad f (x,y) = x2 –8x – y2 + 5y   og g (x,y) = 2x2 + y2
a) Lad S = ((x,y) ( R2( g (x,y) = 27(. Begrund at S er begrænset og afsluttet (lukket)

    og at funktionen f antager både en største- og en mindsteværdi på S.

    I det følgende betragter vi problemet: At bestemme de ovennævnte ekstrema for f  under

    bibetingelsen g (x,y) = 27.

b) Opstil Lagrangefunktionen L(x,y,(), der svarer til denne ekstremumsbestemmelse.

    Det oplyses, at der findes et punkt (x1,y1) med x1 = 1, som giver anledning til et stationært punkt   

    for L. Bestem dette punkt og værdien af den tilsvarende Lagrangemultiplikator (1.

c) Til værdien 
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    af Lagrangemultiplikatoren svarer et andet stationært punkt (x2,y2) for L. Bestem dette punkt,

    og kontroller, at det opfylder bibetingelsen.

d) Udover de to ovennævnte punkter er der yderligere to stationære punkter for L.  Disse er

    (x3,y3, (3) = (2.235, 4.120,- 03933) med f (x3,y3) = - 9.273   og

    (x4,y4, (4) = (-3.573, 1.214,1.060) med f (x4,y4) = - 11.22  RETTES Til 45,95 
    Bestem ved hjælp af denne oplysning største- og mindsteværdien af  f (x,y) på S.

Besvarelse:

a) Udtrykke for S kan omskrives til:  
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som er ligningen for en ellipse med midtpunk i (0,0) og den halve lilleakse og den halve

storakse angivet ved kvadratrødderne i nævnerne. 

Tegning af S ses nedenfor.

Da S er kompakt , som en lukket begrænset ellipserand, og f er kontinuert ( polynomium)

findes der ifølge ekstremumssætningen en størsteværdi og en mindsteværdi for f på S. 
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b)   Opgaven løses ved Lagrange metoden.

Lagrange - funktionen :  L(x, y,() =  x2 – 8x – y2  + 5y - ((2x2 + y2 – 27)

Kandidatpunkter til maksimum og minimum fremkommer som løsning til følgende ligningssystem:
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Det oplyses, at et punkt med x = 1 giver anledning til en løsning.

Indsæt x = 1 i ligning I:      2 – 8 -4(  =  0  (  ( =  - 3/2

Indsæt x = 1 og  ( =  - 3/2 i ligning II  :  -2y + 5 + 3 y = 0 (  y = -5

Tilsidst kontrolleres at ligning III er opfyldt med x = 1 og y = -5:

2(12 + (-5)2  =  27.     Så  (x,y,() = ( 1, -5,-3/2)  er løsning til ligningssystemet og (x,y) = ( 1, -5) er kandidat.

c)

Løses tilsvarende idet det oplyses at ( = -1/6 giver anledning til løsning:

I ligning I  :  2x – 8 –4 (-1/6)x  = 0   (   x  = 3

I ligning II : -2y + 5 –2(-1/6)y  =  0 (   y = 3

Endelig kontrolleres punktet i ligning III 

2(32 + 32  =   27,  (x,y,() = (3,3,-1/6) er løsning  og (x,y) = (3,3) er kandidat.

d)  Der er i alt fire kandidater til max/min punkter på S.

      De to er fundet i b) og c) og de to sidste er angivet i opgaveteksten.

   f (1,-5)  = 1 – 8 – 25 – 25 =  - 57   (MINIMUM)

   f (3,3) =  9 – 24 –9 + 15  = -9 

   f (2.235, 4.120)  = -9,273

   f (-3.573, 1.214) = 45,95  MAXIMUM

MAJ 99 nr 1:

M = (a1,a2,a3,a4( , hvor vektorerne er i R4.

Vi skal finde maximalt lineært uafhængigt sæt i M, og anvender udtyndingssætningn, hvor vektorerne er søjler i matricen A
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Der er trinpositioner i 1. og 3. søjle, dermed er (a1,a3)  et maximalt lineært sæt i M,

og dermed en basis for U = span(M), som altså har dimension 2.

Det følger, at de to andre vektorer i M er linearkombinationer af a1og  a3
Det ses umiddelbart at a2    =  2 a1  og at ligningen  a4 =x1a1 +x2a3
løses ved hjælp af omformningen ovenfor:

a4 =2a1 +  a3
b) Dim(U) = 2 se ovenfor.  Da vektorerne a1 og a1 + a3  begge ligger i U og er lineært uafhængige

    (de er ikke proportionale)  er (a1 , a1 + a3)  en basis i U.
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c) f  er en lineær afbildning af U ind i U, givet ved   f(a1) =  a2  og f(a3) =  a4
    Bestem den matrix, A,  der hører til f mht basen (a1 , a1 + a3).

Søjlereglen anvendes:  I første søjle skal stå koordinaterne ( i den opgivne basis) til billedet af den første basisvektor , i anden søjle ….)

Den første basis vektor er a1, billedet af den er f(a1) =  a2 = 2a1 = 2a1 + 0(a1 + a3)  Så 1. søjle i A er nu kendt.

Den anden basisvektor er: a1 + a3,  billedet af den er  (se også resultater fra a)

 f(a1 + a3)  =  f(a1) +f(a3) = a2 + a4 =  2a1 +  (2a1 +  a3) =  3a1 +  1(a1 +  a3) . Nu er 2. søjle i A kendt
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Maj 99 opgave 3,   5%

Lad F(x,y) være en funktion af to variable , om hvilken det antages, at de partielle afledede

[image: image24.wmf]  eksisterer og er kontinuerte.  Udtryk de partielle afledede af funktionen  

                    z(t,s) = F(t2s, t+2s)    ved 

Løsning: Der er tale om en sammensat funktion, hvor (s,t) er grundvariable

                (x,y) = (t2s, t + 2s) er mellemvariable og  z = F(x,y) er funktionsværdi.

Kædereglen anvendes:   (s,t) (    (x,y) (   z = F(x,y)
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Maj 1999  nr 4

En kvadratisk form i R3 er givet ved

K(x1,x2,x3)  =  5(x1)2 + 2(x2)2 + 2(x3)2 –4x1x2 + 4x1x3 – 2x2x3  

a) Den symmetriske matrix som hører til K er 

[image: image26.wmf]2

0

0

1

0

0

2

0

1

1

0

0

2

0

1

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

0

3

3

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

2

0

1

2

0

0

1

0

0

2

0

1

1

3

3

0

0

0

2

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

2

0

1

0

2

0

1

0

0

2

0

1

1

3

3

0

6

0

1

-

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

¬

¿

¬

¿

®

-

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

-

®

-

-

-

-

-

-

æ

è

ç

b

b

b

b

R

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

+

-

®

-

-

-

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

+

-

®

-

-

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷

-

®

-

2

2

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

2

0

1

0

0

2

1

0

0

0

2

1

1

3

3

0

0

6

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

2

0

1

0

0

0

1

1

0

0

0

1

2

3

3

0

0

6

1

1

0

0

0

0

1

1

0

0

0

0

2

0

1

0

2

2

3

3

4

R

R

R

R

R

0

0

1

1

0

0

0

0

3

3

3

0

0

6

-

-

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

÷

÷


b)  Vi skal vise at a og b er basis for egenrummet for B med egenværdi 1.  (Bemærk at dette

       egenrums dimension er mindre end 3, for hvis den var 3 ville B være enhedsmatricen, da

      alle vektorer så ville være egenvektorer med egenværdi 1)

Vi viser, at de to vektorer er egenvektorer med egenværdi 1:
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Ifølge bemærkningen ovenfor er em1 < 3 . På den anden side er (a, b) lineært uafhængige egenvektorer med egenværdi 1, så em1 = 2  og   (a, b) er basis for egenrummet U.

Ved hjælp af Gram Schmidts procedure finder vi nu en ortogonal basis for U.
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c)    dim(U() = dim(R3) – dim(U)   3 – 2 =  1 .  En basis for U( indeholder kun en vektor.

Det er let, at gætte en vektor som står vinkelret på både c1 og c2 .  Denne vektor er nødt til at være egenvektor for den symmetriske matrix B, som jo er diagonaliserbar, med ortogonale egenrum.

Vi kontrollerer:
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Den tilhørende egenværdi er 7.

(U( kan også findes ved at løse ligningssystemet  c1(x = 0  og c2(x = 0)

d) Bestem ortogonal matrix S så  SAS-1 = D er diagonalmatrix.

Vælg søjlerne i S-1 som en ortonormalbasis af egenvektorer, vi kan anvende c- vektorerne normeret

Så er S = (S-1)t  en ortogonalmatrix og  D har egenværdierne som diagonalelementer.
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Bemærk at summen af egenværdierne (regnet med multplicitet  )  er 1+ 1+ 7 = 9 

som også er summen af B` s diagonalelementer (sporet af B). 

Maj 99   opgave 6   (10 p) lettere redigeret

En lineær afbildning f :  R4 ( R3  er givet ved matricen:
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a) Bestem kernen for f, Ker(f) og angiv en basis, (,for kernen. 

b) Lad U ( R4 være underrummet 

             U =  ( (x1, x2, x3, x4)(  x3 = x4 = 0 (
            Find en basis,(, for U og vis, at vektorerne i de to fundne baser tilsammen er basis i R4 .

a)  

Kernen for f er de vektorer, som afbildes i nulvektor ved den lineære afbildning.

Følgende ligningssystem skal altså løses: (omformninger af matrix er her udeladt)
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x3 og  x4  er frie variable ,der er kke trin i de tilsvarende søjler i trappematricen:

Sæt x3 = 2s   og  x4 =  2t   så beregnes x2 =  3s  + 4t   og x1 =  s – 4 t.

  s,t ( R.

Dermed er kernen for f  :  
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 Med basis  (  

b)   Det ses at U består af alle vektorer i R4,  hvor 1. og 2. koordinat kan vælges frit,

       medens 3. og 4. koordinat skal være 0.

      Dermed er U =  span (e1 , e2 )   og      ( : ( e1, e2 ) er basis for U,  

( e1 og e2  er de sædvanlige enhedssøjler) 

Sættet som er stykket sammen af de to vektorer i (  og de to vektorer i  ( er en basis i R4
da determinanten af den matrix som består af de fire vektorers søjler er forskellig fra 0.
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Determinanten er produktet af diagonalelementerne, da matricen er en øvre trekantsmatrix.

august 1999 nr 2.

f(x,y)  =  x3 +xy2 – 6x2 – 36 x

a) De partielle afledede og Hessematricens determinant beregnes:
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b)  Stationære punkter :

       f´y(x,y) = 0 (   2xy =  0  (    x = 0  (  y  =  0.

       Indsættes x = 0 i ligningen  f´x(x,y) =  0  får vi  :  y2  =  36   (  y = 6 ( y =  - 6

          så  (x,y) = (0,6)  og (x,y) = (0,-6) er stationære punkter for f.

       Indsættes y = 0 i ligningen  f´x(x,y) =  0  får vi  3x2 – 12x – 36 = 0 ( …  x = 6 ( x = -2

      så så  (x,y) = (6,0)  og (x,y) = (-2,0) er stationære punkter for f.

De stationære punkters type afgøres ved hjælp af deres Hessematrix:

[image: image37.wmf]k
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c)  Mængden S er en lukket cirkel med centrum (0,0) og radius 6, S er altså kompakt, og

      da f er desuden kontinuert har f en største- og en mindsteværdi i S.

      Kandidater til ekstremum:  INDRE stationære punkter her er kun (x,y) = (-2, 0) jvf b)

      Resten skal findes ved en randundersøgelse:  Vi kan i dette tilfælde undersøge øvre og nedre

      halvdel af cirkelperiferien samtidig    -6 (  x  (  6    y = ((36 – x2)½ 

  g(x) =  f(x, ((36 – x2)½ )  =  x3 + x(36-x2) –6x2 –36x  =  -6x2 

  g´(x) = 0 (  x = 0

det vil sige at følgende punkter er kandidater: (x,y) = (0,6),  (x,y) = (0,-6)

og endepunkterne i definitionsintervallet for x : (x,y) = (6,0) og (x,y) = (-6,0)

Inspektion af funktionsværdierne giver følgende resultat:

f(0,6) = f( 0,-6) = 0

f(6,0) = f(-6,0) = -216  MINIMUM

f(-2,0) = 40  MAXIMUM

d)  Punktmængden A er konveks !!! ( krav til både konvekse og konkave funktioner

      er at definitionsmængden er konveks), idet den er begrænset af linierne:

     x = 3,  y = 3,  y = - 3  med x (  3.

For punkter i A gælder om Hessematricens determinant ( fra afsnit a):

det(H(x,y)) = 12x2 – 24x – 4y2  (  12x2 – 24x – 36 =  12 ( x+1)(x-3) ( 0  for x (  3

idet y2 = 9 er den højeste værdi.

Da desuden gælder om diagonalelementerne i Hessematricen: 

[image: image38.wmf]1

0

1

4

0

1

3

4

0

0

2

0

0

0

0

2

4

-

=

 

Dermed er alle tre krav til at H(x,y) er positiv semidefinit ( se Sydsæter II) i alle

punkter i A opfyldt, dermed er f konveks i A.

Maj 2002 nr. 1 

Til en kvadratisk form hører altid en symmetrisk matrix B. Her gælder:
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 Ifølge sætning 4.3.1a side 108 er K og B positiv definit præcis når alle ledende principale 

underdeterminanter er positive , dvs. præcis når
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altså K er positiv definit præcis når a > 13.

b) K og B er ifølge sætning 4.3.1b positiv semidefinit præcis når alle principale underdeterminnan-

    ter er ikke negative. Der er i alt 7 sådanne determinanter i en 3x3- matrix.

1)  3 principale underdeterminanter af orden 1:

     udelad række og søjle 2 og 3              (1  = 1    

     udelad række og søjle 1 og 3              (1  = 2

     udelad række og søjle 1 og 2              (1  = a    
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 2)   3 principale underdeterminanter af orden 2 

 3)  1 principal underdeterminant af orden 3  ( D3 = a – 13 ) som nævnt oven for.

      Det ses at K er positiv semidefinit for alle a ( 13, idet alle 7 determinanter er ikke negative

      præcis når a er større end eller lig 13.

MAJ 2000 nr 2

Det oplyses, at der er løsning til nedenstående problem:

Minimer  f(x,y,z) = x2 + y2 + z2  under bibetingelserne:  x + y = 3  og y – z = 3

a) Benyt Lagrange´s metode:

      Lagrangefunktionen er :  L(x,y,z,(,() = x2 + y2 + z2 - (( x + y – 3) - (( y – z – 3)
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        Bemærk een parameter for hver bibetingelse:

Kandidater til ekstremumspunkter under bibetingelserne er løsning til følgende ligningssystem:

[image: image43.wmf]¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

¶

z

s

x

s

z

x

y

s

z

y

t

F

F

z

t

x

t

z

x

y

t

z

y

s

tF

F

=

·

+

·

=

+

=

·

+

·

=

+

2

1

2

1

2

2

2

`

`

`

`


Ligningssystemet er lineært i variablerne (x,y,z,(,() og kan repræsenteres ved følgende matrix
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Da der er trin i hver søjle og række er der præcis en løsning:

(  = 2  ,   ( =  (  = 2 ,  2z  =  - (  ( z  =  -1

y = 3 + z = 2  , x  =  3  - y  = 1   Så den eneste kandidat er (x,y,z) = (1,2,-1)
b)  Løsningen til  bibetingelserne:

           x + y        = 3 

                 y - z   = 3

      z er fri variabel  z = t ,  så er  y = (3 + t)  og x  = 3 – y  =  - t

Parameterfremstilling for punkter der løser bibetingelserne:

(x,y,z) = -t, 3 + t, t)   t( R 

(Geometrisk: Hver bibetingelse bestemmer en plan i rummet, begge bibetingelser

 er opfyldt på skæringen af de to ikke parallelle planer, altså en linie.)

På denne linie er der ikke noget maksimum da 

f(-t,3 + t, t) = t2 + (3 + t)2 + t2   ( (    for t (  ( ( .

(da f måler afstanden ( i anden potens) mellem punkterne (x,y,z) og (0,0,0)

er punktet ia) altså tættest på origo af alle punkter på linien, det er dermed også klart, at der ikke

findes maximumspunkt på linien, hvis der var et ville der i øvrigt jo også dukke mindt een 

ekstra kandidat op ved Lagrangeundersøgelsen ud over den annoncerede).

MAJ 2000 nr 6

I en omegn af (x,y) = (0,0) er y givet implicit som funktion af x  ( y = f(x) ) ved ligningen:

    #  esin(x – 2y) + sin(y) – 1 =  0

(Kontrol af punktet (0,0):    esin(0) + sin(0) – 1 = e0 + 0 – 1 = 1 – 1 = 0 så f(0) = 0.

Vi skal finde Taylorpolynomiet af 2. orden for f med udgangspunkt i x = 0.

Først differentieres ligningen # igennem med x, husk y er funktion af x:

  I            (1 –2y´ )( cos(x –2y) ( esin(x – 2y) + y´ ( cos(y) = 0 

Indsæt punktet (c,y) = (0,0) i I 

    (1 –2y´ )cos(0) e0 +y´ cos(0) = 0 (  1 – 2y´ + y´   =  0    (  y´ =  f´(0) =  1

Differentier nu I igennem med x, og brug vinket fra opgaven:

 (–2y´´ )( cos(x –2y) ( esin(x – 2y)  - (1 –2y´ )2( sin(x –2y) ( esin(x – 2y) +

(1 –2y´ )2((cos(x –2y))2 ( esin(x – 2y) + y´´ ( cos(y) – (y´ )2( sin(y) = 0

indsæt (x,y,y´) =  ( 0,0,1)

–2y´´  + 0  + 1  + y´´  - 0  =  0    (  y´´  =  0  = f´´(0) = 1

Taylorpolynomiet er derfor 

f(x)  (  p(x) =  0 + 1(x-0) + ½(x-0)2  =  x + ½x2  

i nærheden af (0,0)  

Grafen er en del af en parabel med toppunkt (-1, -½) , skitseret nedenfor.  
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JULI 2001 nr 4

f(x,y) = -(1 - x2 )½ (1 – y2 )½      for (x,y) ((-1;1( x  (-1;1(
a) f er differentiabel i det indre af kvadratet (men ikke på randen)

    Der er symmetri mellem x og y

   f´x(x,y) =  - (-2x)(½) (1 - x2 )-½ (1 – y2 )½  =  x(1 - x2 )-½ (1 – y2 )½   =  0 (  x  =  0

          da 1 – x2 > 0  og 1 – y2 >  0  i det indre af kvadratet.

Af symmetrigrunde er det eneste stationære punkt derfor (x,y) = ( 0,0)

b) Vis f er strengt konveks i det indre af kvadratetet:

     BEMÆRK, at det indre af kvadratet er en konveks mængde. 

     Det er nok at vise, at Hessematricen for f er positiv definit i ALLE indre punkter af kvadratet:   

f´´xx(x,y)  =   (1 - x2 )-½ (1 – y2 )½ + x (-2x)(-½) (1 - x2 )-3/2 (1 – y2 )½  = 

                     (1 - x2 )-½ (1 – y2 )½   + x2 (1 - x2 )-3/2 (1 – y2 )½
Af symmetrigrunde:

f´´yy(x,y)  =   (1 - x2 ) ½ (1 – y2 )-½   + y2 (1 - y2 )-3/2 (1 – x2 )½
f´´xy(x,y)  =  -xy (1 - x2 )-½ (1 – y2 )-½
Se på ledende principale underdeterminanter:

D1  = f´´xx(x,y)  > 0  for alle punkter da (1 - x2 )-½ (1 – y2 )½   >  0 og det andet led er ikke negativt.

D2  =  ((1 - x2 )½ (1 – y2 )-½   + x2 (1 - x2 )-3/2 (1 – y2 )½) ( (1 - x2 )-½ (1 – y2 )½   + y2 (1 - y2 )-3/2 (1 – x2 )½)  -  (-xy (1 - x2 )-½ (1 – y2 )-½)2  =

1 +y2((1 - x2 ) (1 – y2 )-2 + x2((1 - x2 )-2 (1 – y2 ) + x2y2((1 - x2 )-1 (1 – y2 )-1  - 

(xy)2((1 - x2 )-1 (1 – y2 )-1   =  1 +y2((1 - x2 ) (1 – y2 )-2 + x2((1 - x2 )-2 (1 – y2 ) > 0  

i alle punkter i det indre.

f er dermed strengt konveks i det indre af kvadratet.

( da f er kontinuert er f konveks også når randpunkterne tælles med i definitionsmængden)

c) Da f er kontinuert og definitionsmængden er lukket og begrænset (kompakt)

     har f e både en største og en mindsteværdi på det lukkede kvadrat.

     Der er minimum i det indre stationære punkt, fordi f er konveks

       f(0,0) = -1

   Der er maximum overalt på randen: f((1,y) = f (x, (1)  = 0.
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