Besvarelse af Eksamensopgaver Juni 2005 i Matematik H1

Opgave 1
De fire vektorer stilles op i en matrix som reduceres:
1 -1 3 0 1 -1 3 0 10 1 1
2 0 2 2 0 2 -4 2 01 -2 1
— —
3 1 1 4 0 4 -8 4 00 0 O
4 2 0 6 0 6 —-12 6 00 0 O

(a) Der er 2 ledende et-taller sa dim U = 2. Som basis kan f.eks. bruges a;, ag, jfr. [LA] 4.6.
(b) rg(f) = dim f(R*) = dim U = 2.
(¢) Af dimensionssaetningen ma dimker(f) = 4 — 2 = 2 og af reduktionen ovenfor ses at 3, x4

er frie variable. Seettes x5 = s,x4 =1t fas x1 = —s — t og x9 = 25 — t, altsa
—s—1 -1 -1
ker(f) = 2s =1 | s,t €R 5 ? +t _01 | s,t€R
t 0 1

Seettet af de to sgjler ovenfor er en af de mange mulige baser for ker(f).
(d) Da f(e3) = as er den fuldsteendige lgsning

-1 -1

+ s +t -1 |s,t R

0
0 2
1 1 0
0 0 1

Opgave 2
(a) Egenrummet V5 er det samme som meengden af lgsninger til matrixligningen

(A-2E)X =0,
men vi har
-1 1 1
é72£: 1 -1 -1],
1 -1 -1

som klart har rangen 1, da alle tre raekker er proportionale. Derfor har V5 dimensionen 2 og er
givet som
ng{$€R3|x1:x2+x3}

(Vi far den samme ligning for hver af matricens reekker). De variable xo, x3 er frie og dermed far
vi f.eks fglgende basis for Va:

1 1
ag=[1],a2=10
0 1

Det er imidlertid ikke en ortonormal basis og vi ma bruge Gram-Schmidt, hvorved man far f.
eks. fplgende ortonormale basis (men den er jo ikke entydigt bestemt)



(b) Den symmetriske matrix A har tre egenvaerdier talt med multiplicitet ifglge den generelle
teori. Vi har fundet at egenvaerdien 2 har multiplicitet 2 og derfor kan der kun veere endnu
en egenveerdi, og den ma have multiplicitet 1. Det tilhgrende egenrum ma veere det ortogonale
komplement til Vo (Szetning 7.4.3). Vi skal altsa finde Vi, dvs de vektorer der har indre produkt
0 med en basis for V5. Det giver os ligningerne

1+ T2 :0,I1+I3 =0
som har lgsningsmaengden

s{-1]|seR
-1

Ganges sgjlen ovenfor pa matricen A fis —1 gange sgjlen, og derfor er —1 den anden egenveerdi og
rummet ovenfor er egenrummet. Ved normalisering ses at

1
V3
_1

V3
_1
V3

er en ortonormal basis for egenrummet V_j.

En alternativ made at regne spgrgsmalet pa er at opstille det karakteristiske polynomium for
A, og da vi ved at 2 er en dobbeltrod heri (fra (a)), kan vi finde den sidste rod ved at dividere det
karakteristiske polynomium med (A — 2)?, hvorved vi far et forste grads polynomium med roden
-1. Det tilhgrende egenrum kan sa bestemmes pa szedvanlig made.

(c) Opstilles de tre fundne ortonormale egenvektorer som sgjler i en matrix fas matricen S -1
altsa

11 1

V2 o Ve V3

gl r -1 1
= | ve V6 V3
0 2 _1

NG V37

og matricen S er den transponerede.

Opgave 3

(a) Da logaritmefunktionen kun er defineret for positive veerdier er kravet at y > 0,2 +y > 0
som er skitseret nedenfor:



Y
8]

(b) Vi har £(0,1) = 0. o

of _ » 2ln(e+y)  Of

5~ © Iny + ety az(0,1)—0.

of € 2Iln(z+vy) Of

gl 2mrmy e gy =1.
o*f . 2 2In(z +y)  9*f B
22 S VYR T ety a2 DT

2 x 2

Of e 2 2y O
gy y* (e+y)?  (z+y)? " Oy?
0% f e’ 2 _ 2ln(z+y) 0% f

- 0,1) = 3.
oxdy y (r+y)?2 (z+y)?’ 3938@/(’)

Derfor finder vi Taylorpolynomiet af grad 2 ud fra (0, 1) til
1 2 3 T
som reduceres til

1 1 1
P(m,y):y—1+x2+§(y—1)2+3:1:(y—1):—5—3x+x2+§y2+3xy.

Opgave 4
Vi finder
oh 1 5 Oh

o @y By



(a) De stationsere punkter er sa enten z = 0, som giver y = +1, eller y = 0 men sa skal
—1/(z 4+ 1)? = 0, hvilket ikke er muligt. De stationzere punkter er altsa (0,1), (0, —1) som begge
tilhgrer S.

(b) Hessematricen bliver

2 __ 9
Hea) = (77 )

fua1y=(§ 3), HﬂL—D::(jg ?f).

For begge matricer er D1 = 2, Dy = —4, sa de er begge indefinite og begge punkter er sadelpunk-
ter.

()

altsa

Y
8

(d) Da A er afsluttet og begreenset, og da h er kontinuert i S, og dermed pa A, giver ek-
stremvaerdisaetningen, at h har maksimum og minimum pa A. Disse punkter kan ikke findes i det
indre af A, da h kun har et stationgert punkt der, nemlig (0, 1), men det er et sadelpunkt. Altsa ma
maks/min findes pa randen af rektanglet. Vi laver derfor en randundersggelse: h(—%, y)=2— %yQ
har pa intervallet y € [—1, 2] et stationeert punkt for y = 0, sa vi ser pa veerdierne i de tre punkter:

h(l,y) = % + y? har pa intervallet y € [—1,2] et stationzert punkt y = 0, s& vi ser pa veerdierne i
de tre punkter
h(1,-1)=2, n(1,0)=3, h(1,2)=12.

h(z,—1) = z + 1/(z + 1) har pa intervallet = € [—3,1] et stationeert punkt z = 0, og da vi
allerede har fundet veerdierne i de fire hjgrner, er det nok at kigge pa h(0,—1) = 1.

h(z,2) = 4x + 1/(z 4+ 1) har pa intervallet kun det stationsre punkt z = —1i, som er et
intervalendepunkt.

Ser vi pa veaerdierne ovenfor slutter vi:



h(1,2) = § er maksimum og h(—%,2) = 0 er minimum.

Opgave 5
(a) Gram matricen af de de to vektorer (2 x 2 matricen af deres indre produkter) er

=5 %)

Vi sgger projektionen p af e; pa formen p = x1a; + x2a2, og gnsker altsa at bestemme x1, xo sa
€1 —T1a; — T2a2 L a; = 0

for ¢+ = 1,2. Dette giver ligningssystemet

) -()-().

som har lgsningen z; = —%, To = % og dermed bliver projektionen
5
b
P=1"%
1
3

(b) Da aj,ay er linesert uathengige (de er ikke proportionale), har vi dimU = 2, men si ma
dimU+ =3—-2=1o0gdaq=e; — p er ortogonal pa U er q en basis for UL. Vi finder

[N e

q:

1
3

og normaliseres denne til en enhedsvektor, ser vi at

V6
6
V6
6
_ 6
3
er en ortonormal basis for U+.
bf Opgave 6
(a) Vi finder de partielle afledede:
0 2 0 2
8_£ = 2(z + )™V 3, a—z = 2(z +y)e™ V)",
Den sidste partielle afledede er kun 0 nar x = —y, men sa er den fgrste partielle afledede = —3 og

derfor er der ingen stationsere punkter.
(b) Sporgsmalet kan regnes ved at finde Hessematricen, som bliver

(2 4 4(x + y)?)e@ty)” ( 1 i )

og da der star en positiv faktor foran den semidefinite matrix med 1 pa alle fire pladser, er den
positivt semidefinit, og altsa er f konveks.

Nemmere er at bemaerke, at ela+y)” og —3x begge er konvekse. Den forste pga seetning 4.5.4
(b) i [MA2], da e® er voksende og konveks, og da (z + y)? er konveks.

(c¢) Hvis der var globalt minimum matte dette veere i et stationsert punkt, men sadanne findes
ikke.



