Besvarelse af Eksamensopgaver Juli 2005 i Matematik H1

Opgave 1
De fire vektorer stilles op i en matrix som reduceres:
1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0 1
-1 1 2 1 0o 2 2 2 0 1 1 1
— —
2 0 11 0 -2 1 -1 0 010
1 1 1 1 0 0 1 0 0 0 01

(a) Der er 4 ledende et-taller sa vektorerne er linesert uatheengige og dermed en basis.
(b) Vi skal vise at hvis ¢(x) = 0 s& ma x = 0. Da vektorerne a;,i = 1,...,4 er linesert
uafhaengige kan ligningen ¢(x) = 0 kun geelde for

1 =0, x1—22=0, 21—23=0, x2+x3=0,

men dette ligningssystem har klart kun lgsningerne x; = x5 = x3 = x4 = 0, og derfor er ¢ injektiv.
(¢) Vi finder

2 0 1
2 0 -1
p(er) =a; +ay+az = N E pleg) = —ag +a4 = e pleg) = —ag + a4 = 0
3 0 0

De 3 fundne sgjler er sgjlerne i A som altsa er

2 0 1
2 0 -1
4= 31 0
30 0

(d) Det forste ligningssystems totalmatrix (en 4x4 matrix) reduceres til

10 0 1
01 0 -3
2 10 01 2
0 00 O
sa vi finder 1 = 1,290 = —3, 23 = 2.
Det andet ligningssystems totalmatrix reduceres til
10 & 4
01 -3 -1
- 2 2
2 0 0 1 0|’
0 0 O %
og den sidste raekke viser, at der ikke er nogen lgsning.
Opgave 2
(a) Vi opstiller det karakteristiske polynomium
1—A 0 2
0 1-—A 6 =1 =XM1 =XN(=2=X)—=36) +2(—2(1L — X)),

2 6 —2-A



2

idet vi har udviklet efter forste reekke. Ovenstaende reduceres til (1 — A)(A% + A — 42) som har
rgdderne
A=1, A=6, A=-T,

hvilket er de tre egenveerdier. Da de er forskellige er der 3 endimensionale egenrum, som vi finder
ved i ovenstaende matrix at seette A lig med de tre veerdier successivt og finde de tilhgrende kerner,
hvilket ggres ved at reducere matricerne.

For A =1 finder vi

00 2 1 3 —%

0 0 6 —- |10 0 1

2 6 -3 0 0 O

Heraf ses at x4 er en fri variabel og saettes xo = t fas Igsningen x1 = —3t, x5 = t, x3 = 0 hvilket
viser at

-3
1
0

er en basis for egenrummet V. Pa tilsvarende made findes baserne

2 1
6 | for Vs, 3 for V_7.
5 —4

(b) Den symmetriske matrix A har 2 positive egenveerdier og en negativ, altsa er matricen
indefinit. a

(¢) De fundne egenveerdier er ortogonale da de hgrer til 3 forskellige egenveerdier. Vi skal derfor
blot normalisere dem ved at dividere med deres laengder for at fa en ortonormal basis. De tre
vektorers laengder er henholdsvis v/10, v/65, v/26. Opstilles de tre fundne ortonormale egenvektorer
som sojler i en matrix fas matricen S, altsa

=3 2 1
V1o V65 V26
1| L & 3
= — | vio \/5675 \/%176
0 & v
og matricen S er den transponerede. Vi far desuden
1 0 0
SAS™'=(0 6 0
0 0 —7
Opgave 3
(a) Man finder
oF OF OF
aix = 2$‘y2 — zez_z, aiy = 2$2y, & = (1 —+ z)ez_x.
Desuden ses F'(1,0,1) =1 og ved at sette v = 1,y =0,z = 1 fas
oF oF oF
—(1,0,1)=-1, —(1,0,1)=0, —(1,0,1)=2.
o (1,0,1) 5,10 =0, 50

(b) Vi ved ([MA1, p. 428]) at



og idet vi bruger veerdierne ovenfra far vi:
£(1,0) =35, f(1,0)=0.
(c) Ligningen er [MA1, p. 435]
Fi (20, Y0, 20)(x — @0) + F3(20, Yo, 20) (¥ — yo) + F5(%0, Yo, 20)(2 — 20) = 0
og med (zg, Yo, 20) = (1,0,1) og udregningerne i (a) fas
(—1)(x—1)+0(y—0)+2(z—1)=0
altsa ¢ — 22+ 1 =0.

Opgave 4
(a) Lagrangefunktionen er

L(z,y)=vVa?+y—Az—y+1)

og de partielle afledede med hensyn til z,y findes og saettes lig med 0:

oL _ T 5y
Ox 2 +y
oL 1
—=———=+A=0.
oy 2\/22 4y
Heraf fas )

S .

22 +y 2v/x2 +y

og ganges med naevneren /x2 + y, der aldrig er nul da y > 0 er forudsat, fas x = —1/2 og indsaettes
dette i bibetingelsen z —y+1 = 0 fas y = 1/2. Dermed har vi fundet, at punktet (—1/2,1/2) € M
opfylder Lagranges betingelse. Den tilhgrende veerdi af A er A = —1//3.

(b) Geometrisk begrundelse: Niveaukurverne /22 +y = ¢ for f kan ogsa beskrives ved y =
c? — 2%, som fremstiller parabler med benene nedad. Nar ¢ = 1 skaerer parablen linjen y = = + 1
(bibetingelsen) i to punkter og nar ¢ ggres mindre sker det samme indtil ¢ bliver sa lille at parablen
netop tangerer linjen. Nar ¢ bliver endnu mindre holder parablen op med at skeere linjen, og der
er altsa ingen punkter pa linjen, hvor f antager den c-veerdi. Der er altsa minimum netop nar
parablen tangerer linjen, medens der ikke er maksimum, da vi kan fa vilkarligt store veerdier af ¢
ved at rykke parablen opad.

Analytisk begrundelse: Saettes y = x + 1 ind i udtrykket for f fas

gx):=flz,z+1) =22 +x+1,

og vi skal alts& begrunde, at funktionen g har lokalt minimum for z = —1/2. Det er det sammen
som at vise, at g(z)? = 2% + x + 1 har lokalt minimum i dette punkt, men da g er konveks (en
parabel) har den (endda globalt) minimum i det stationeere punkt z = —1.

Opgave 5
(a) Vi opstiller den 4 x 3 matrix, der har sgjlerne ay,as, asg og reducerer den:

O~ O
[
[ e
OO O =
SO ==
O~ N~
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Da slutmatricen har 3 ledende et-taller er de tre vektorer linezert uafhsengige.

(b) Specielt er aj,as linezert uathsengige og dermed har U dimension 2. For at finde den
ortogonale projektion kan vi i henhold til [LA] side 122 ggre én af to ting: Erstatte aj,as med
en ortonormal basis ved Gram-Schmidt metoden og bruge Szetning 7.3.4 eller ogsa bruge Gram-
matricen og ligningssystemet (*). Det sidste er nok det nemmeste og (*) bliver

2 2 1) _ (2
2 3 xe ) \4)°
Lgsningen hertil findes nemt til 1 = —1, 292 = 2 og dermed bliver den ortogonale projektion af ag

pa U lig med

ri1a) + Ty =

N = O R

(c) Vi far dim(U+) = 4— dim(U) = 4 — 2 = 2. Forst bestemmes U+, som bestar af de vektorer
x € R* for hvilke
x-a1:O, X-aQZO,

hvilket netop giver ligningerne
r1+23=0, x1+x3+24=0,

alta x4 = 0 og x9, x3 er frie variable. Saettes xo = 5,3 =t fas

UJ— = { i | Svt S R} med basis u; = 1 , up; = (]j
0 0 0

Vektorerne 1y, usy er klart ortogonale og dermed fés en ortonormal basis for UL til

1
_% 0

0 1
1 )
- 0
V2
0 0
Opgave 6
(a) Differentieres funktionen f(z) = 1(Inz)? fas
1 1 Inz
'(2) = =2(Inx) = = —
f@) = 32(na) T = 27,
hvilket viser det gnskede.
(b) P4 intervallet [1,e] vokser 2 fra 0 til 1 medens L aftager fra 1 til 1. Omradet B ligger
mellem disse to kurver over intervallet fra 1 til e.
Arealet er derfor

1
“[ [= ¢ 1 c 1
/ / dy da::/ (L —22) gy = |lnz— ~(Inz)*| ==,
1 Inz I x 2 1 2

idet vi har brugt (a) til udregning af det sidste integral.
(¢) Det angivne dobbeltintegral udregnes som

1 1
e 7] e xy ; e _
/ /T edy | dx = / {e} dr = / T e
1 Inz 1 T |lnz 1 T
x x

=lelnz —z]] = (elne—e€) — (eln1—1) = 1.




