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Reguleare falger, dybde
Cohen-Macaulay ringe

1. Regulare falger.

(1.1) Setup. I hele kapitlet betegner R en noethersk ring, a betegner etideal i R, og M betegner
en endeligt frembragt R-modul. Specielt er M altsa noethersk. | denne farste paragraf er de
noetherske forudsatninger dog ikke vasentlige.

(1.2) Definition. Etelement £ i R, der ikke er en nuldivisor, siges ogsa at vere et regulart
element. Betingelsen er at multiplikation med f, dvs afbildningen g — fg, er injektiv. Mere
generelt siges f at vaere reguleer pa modulen M, eller at vaere M-regulaer, hvis multiplikati-
onen x — fx, forx € M, er en injektiv afbildning.

Ved en M-reguler falge forstas en endelig eller uendelig falge af elementer i R sdledes
at f1 er reguleer pa modulen M og f; er requleer paA M/(f1, ..., fico)M fori =2,3,....
Antallet af elementer i fglgen kaldes ogsa felgens lengde. Den tomme falge kan opfattes
som en M-reguler falge af leengde 0.

(1.3) Eksempel. Fglgen (X1, ..., X,) af variable i en polynomiumsring R = k[ X1, ..., X,]
er en regular fglge. Kvotienten R/(X1, ..., X;_1) er nemlig isomorf med k[X;, ..., X,], s&
X; er reguleer pa kvotienten, fori =1, ..., r.

(1.4) Lemma. Hvis (f, g) er en M-requler falge, altsd f reguler pa M og g reguler pa
M/fM,saer f requlerpa M/gM.

Hvis (f1, ..., f,) er en M-reguler falge, og g er requler pa M/(fi, ..., fi)M fori =
1,...r,sder(f1,..., f,) en M/gM-reguler falge.

Bevis. Foratvise den farste pastand skal det vises, at hvis en klasse i M /g M ved multiplikation
med f fares over i nul-klassen, sa er klassen selv nul. Lad x veere en repraesentant for klassen,
0g antag at fx reprasenterer nul-klassen, altsd at fx € gM. Der findes altsd y € M saledes
at fx = gy. Af denne ligning falger, da g er requleer pA M/f M, aty € fM. Altsa findes
z € M saledes at y = fz. Ved indsattelse fas fx = gfz, og da f er antaget M-reguler,
falger det, at x = gz. Altsa repraesenterer x nul-klasseni M/gM.

Den anden pastand vises ved induktion efter ». For r = 1 er det den ferste pastand. Antag,
at r > 1. Induktivt fglger det sa at falgen (f1, ..., f,—1) errequler pA M’ = M/gM, sa vi
mangler at vise, at f, errequlerpd M'/(f1, ..., fr_1)M'. SetM" == M/(f1,..., fr_1)M.
Da gaelder gjensynlig,

M /(fi, ..., fre)M =M"/gM"
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6 Regulere folger, dybde

Ifglge forudseetningerne er f, regulaer pa M"” og g er reguler pa M”/f, M”. Den manglende
pastand fas derfor ved at anvende Lemma’ets farste pastand pa falgen (£, g) og modulen
M. a0

(1.5) Bemarkning. Det er klart, at man under forudsatningerne Lemma (1.4) ikke kan
slutte, at g er reguleer pa M, og altsa ikke kan slutte, at falgen (g, f) er M-reguler. For
eksempel er falgen (1, 0) altid M -reguleer, men fglgen (0, 1) er kun M-reguler, nar M = 0.
En permutation af en M-reguleer fglge vil saledes normalt ikke vaere M-reguleer.

Hvis R er lokal (noethersk), og ( f1, ..., fr) er en M-regulaer falge i maksimalidealet m,
sa vil enhver permutation af falgen igen vaere M-reguler. Hertil er det nok at vise, jfr Lemma
(1.4), at hvis (f, g) er en M-reguler fglge i m, sa er g reguleer pd M. Antag altsd, at x € M
og at gx = 0. Da g er regulaer pd M/f M, falger det, at x € fM, altsa at der findes x; € M
sdatx = fx;. Vedindsettelse fas g fx1 = 0,09 da f er M-requler fas gx; = 0. Afgx =0
folger altsd at x = fx1, hvor gx; = 0. Idet argumentet nu kan anvendes pa x; osv, fas en
folge x, saledes at x,_1 = fx, 0og gx, = 0. Specielt er altsd x = f"x,, og falgelig er
x € (f"M. Da f € m, er x sdledes element i (\m" M, og af Krull’s Snitsetning falger
derfor, at x = 0.

Bemark, at forudseetningen om at R er lokal er vaesentlig i det sidste argument. Lad fx R
veere polynomiumsringen k[ X, Y, Z] med koefficienter i et legeme k, og betragt i maksimal-
idealet (X, Y, Z) polynomierne f1 = (1 —-Y)X, fo =Y, f3=(1—-Y)Z. Daer (f1, f2, f3)
en R-reguleer falge, men (f1, f3, f2) er ikke R-reguler.

(1.6) Nagleresultat. Ladf = (f1,..., fr) 099 = (g1, ..., &) vare to M-regulere falger i
idealet a, af samme endelige lengde. Da findes en isomorfi af R-moduler,

Homg(R/a, M/fM) >~ Homg(R/a, M/gM),

hvor Homg (P, Q) betegner R-modulen af R-linezre afbildninger fra P til Q.

Vi viser i det falgende, at modulen pa venstresiden er isomorf med en modul, der kun
afhaenger af tallet » og ellers er uafhaengig af den reguleere falge. Denne modul betegnes
E" (M), og den defineres saledes: Betragt en fast eksakt fglge,

LB, g B pdi Y pdo e, prg . (1.6.1)

For at konstruere en saden falge veelges et st af do elementer der frembringer R/a. Lad
e: R% — R/a vare den tilsvarende surjektive homomorfi, og lad Bg € R% vere hom-
omorfiens kerne (det oplagte valg er naturligvis dg = 1 (svarende til at R/a er frembragt
af restklassen af 1), hvorved Bg = a; men dette valg er irrelevant for det falgende). Velg
nu et s&t af d; frembringere for undermodulen By i R%, lad R“ — By veere den tilsva-
rende surjektive homomorfi, og lad By € R“ vere kernen. Idet vi fortsatter sdledes fas
forn = 0,1, ... en surjektiv homomorfi R% — B,_1 med kernen B, . Forn = 1,2, ...
betegnes med 9, : R% — R%-1 den sammensatte homomorfi R% —» B,_1 < R%-1. Det
er klart, at med denne konstruktion er falgen (1.6.1) eksakt.
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For n < O sa&tter vi d, := 0 (og dermed R% = 0). Herved fremkommer et kompleks
F, hvor F, = R% og hvor differentialet 3, er nul-homomorfien for n < 0. Den eneste
homologimodul, der ikke er 0, er Hy. Homomorfien dg er nul-homomorfien, s& Zo = R%,
0g By er ifolge konstruktionen kernen for den surjektive homomorfi R% — R/a. Altsd er
Hy = Zo/Bop = R/q.

For hver R-modul M danner vi nu komplekset X = X (M) defineret ved at

X" := Homg(R%, M)

Differentialerne i komplekset er homomorfierne X" — X"*1 defineret ved ¢ > ¢d,1. Det

er klart, at X er et kompleks. Med E” (M) betegnes den n’te homologimodul for komplekset

X (M). Nggleresultatet vil fremga af Seetningen herunder. Inden vi kan bevise denne s&tning
ma vi i nogle lemma’er udlede nogle egenskaber ved E” (M) som funktion af modulen M.

Nar disse lemma’er, og den efterfalgende satning, er bevist, er ogsa nggleresultatet bevist.

I

(1.7) Lemma. Betragt komplekset F defineret i (1.6). Lad f veere et element i idealet a.
Familien ( f,,), hvor £, er multiplikation med f pa F,, er da en nul-homotop endomorfi af
komplekset F .

Bevis. Vi skal bestemme en familie (s,) af homomorfier s, : F, — F,,1 saledes at der for
alle n geelder:

Jfn = Opng1Sn + Sp—10,. (1)

Homomorfierne s, konstrueres induktivt. For n < 0 er F, = 0, sa s,, er ngdvendigvis nul-
homomorfien. Med dette valg er (1) opfyldtforn < 0. Forn = 0er Zg = Foog Hy = Fy/Bo
er isomorf med R/a ifglge konstruktionen af F. Multiplikation med f afbilder derfor Fg ind
i Bg. Da Fyp er en fri modul og By er billedet for 1, falger det at der findes en homomorfi
so: Fo — Fisaat 0159 = fo. Med dette valg af s er (1) opfyldt for n < 0.

Antag nu, at m > 0 og at homomorfierne s,, er bestemt for n < m saledes at (1) er opfyldt.
Vi skal bestemme homomorfien s,,: F,, — F,,41 sa at (1) ogsa er opfyldt for n = m.
Betragt hertil differensen, f,, — s,,—19,,. Da 9,, er R-linezer, gaelder 9, f;n = fm—10,. Ved
anvendelse af (1) for n = m — 1 fas derfor, at

8m(fm — Sm—10m) = (fm—l — OmSm—1)0m = Sm—20m—10m = 0.

Denne ligning viser, at differensen f,, — s,,—10,, afbilder ind i Z,,. Da vi har antaget, at
m > 0, er Z,, = B,,. Differensen afbilder altsa ind i billedet for 9,,,1. Da F,, er en fri
modul, falger det at der findes en homomorfis,,: F,, — F,,1 saat differensen f,, —s,u_10m
er lig med 9,,+15,,. Denne lighed betyder netop, at (1) er opfyldt for n = m. Hermed er det
induktive skridt i konstruktionen gennemfart, hvormed eksistensen af den sggte familie (s,,)
er godtgjort. a

(1.8) Lemma. Ethvert element i idealet a annullerer alle modulerne E™ (M).
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Bevis. Lad f tilhgre a. Modulen E" (M) er den n’te homologimodul af komplekset X =
X (M). Betragt en klasse i E"(X), repraesenteret ved en n-cykel ¢, dvs ved en homomorfi
¢: F, — M sdatgd, 1 =0. Det skal vises, at n-cyklen f¢ er en rand, altsa at der findes
en homomorfi v : F,_1 — M saat

fo =10, 1)

Hertil bemarkes, at da ¢ er R-linear, er f¢ lig med den sammensatte homomorfi ¢f,,, hvor
fn er multiplikation med f pd modulen F,,. Ifglge Lemma (1.7) findes homomorfier s, og
sp—1 saledes at £, = 9,415, + s,_10,. Ved indsattelse fas ligningerne,

fo=0¢fn = 00t15n + @10, = @Sp—10,.

Ligningen (1) er derfor opfyldt med ¢ := ¢s;,—1. a

(1.9) Lemma. En kort eksakt folge 0 — M’ — M — M’ — 0 inducerer en lang eksakt
folge,

En—l(M/) . En—l(M) . En—l(M//) 8, En(M/) — E"(M) — En(M”) )
(1.9.1)

Bevis. Vi kan antage, at M’ — M er inklusionen i af en undermodul M’ i M ogat M — M"
er den tilhgrende kanoniske homomorfi p af M pa kvotienten. Nu bemarkes ferst, at vi for
enhver fri modul F = R? har en eksakt falge,

0 - Homgz(F, M') — Homg(F, M) — Homg(F, M") — 0.

Uden forudseaetninger om modulen F er det nemlig klart, at hvis en homomorfi¢: F — M’
opfattet som homomorfi F — M er nul, sa er ¢ selv nul, og videre, at en homomorfi
Y. F — M ved sammensatningmed p: M — M /M’ giver nul, hvis og kun hvis v afbilder
ind i undermodulen M’. For endelig at vise, at falgen er eksakt i Hom g (F, M") bruges at F
erfriog p: M — M" er surjektiv.

Ifglge definitionen i (1.6) er E™ (M) den n’te homologimodul af komplekset X (M), hvor
X"(M) = Homg (F,, M). ldet bemaerkningen ovenfor anvendes pa F, for alle n, fas en kort
eksakt fglge af komplekser, 0 — X(M') — X(M) — X(M"”) — 0. Den lange eksakte
folge (1.9.1) er nu blot den inducerede lange eksakte fglge af homologimoduler. a

(1.10) Seetning. Lad M vere en R-modul og ladf = (f1, ..., f,) vare en M-regular folge
I idealeta. Daer E"(M) =0 forn < r og

E" (M) = Homg(R/a, M/TM).

Bevis. Pastanden vises ved induktion efter ». For r = 0 er pastanden, at E"(M) = 0 for
n < 0o0g
E°(M) = Homg(R/a, M).
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Forn < Oer X"(M) = 0, og folgelig er ogs& E"(M) = 0. Modulen E°(M) bestemmes ud
fra nul-falgen,
Homg(F_1, M) - Homg(Fp, M) — Homg(F1, M).

Her er den farste modul lig med nul (da F_; = 0), og E°(M) er alts& kernen for den anden
homomorfi. Ved denne anden homomorfi afbildes ¢: Fo — M pa ¢d;. Homomorfien ¢
tilhgrer altsa kernen, hvis og kun hvis ¢3; = 0. Da felgen Fy b, Fo — R/a — O ifolge
konstruktionen af komplekset F er eksakt, slutter vi, at homomorfierne ¢ i kernen netop
svarer til samtlige homomorfier R/a — M. Hermed er vist, at E(M) = Homgz(R/a, M),
og falgelig galder pastanden for r = 0.

Antag,atr > 0. Set M’ := M/f1M. Folgenf’ = (f2, ..., f,) erdaen M’-regular falge

i a af lengde » — 1, sa det kan antages, at pastanden geelder for denne falge. Yderligere er

f1 reguleer pd M, sa vi har en eksakt fglge 0 — M N M M’ = 0. Idet vi anvender

resultatet i Lemma (1.7) udleder vi en exact falge,
E" Y M) B BN (M) —= BN (M) s E"(M) L E" (M),

Her er yderligere multiplikationerne med f1 lig med nul-homomorfien ifglge Lemma (1.8).
Altsa far vi den eksakte falge,

0— E"Y(M) — E" V(M) 2+ E"(M) —> 0.

For n < r er den midterste modul nul ifglge induktionsforudsaeningen, og for modulen til
hgjre geelder derfor ogsd E"(M) = 0. For n = r er modulen til venstre lig med nul ifglge
det lige viste. Af eksaktheden fas derfor den farste lighed i ligningerne,

E" (M) = E""Y(M') = Homg(R/a, M'/f'M') = Homg (R /a, M/fM).

Den anden lighed faglger af induktionsantagelsen og den sidste af ligheden M’ /f' M’ = M /M.
Hermed er de gnskede ligheder vist for r. a

(1.11) Bemarkning. Det her givne bevis for Nggleresultatet er ved hjelp af metoder
fra homologisk algebra. De konstruerede moduler E" (M) betegnes her mere udfarligt
Exti(R/a, M), og de kaldes ogsd Ext-modulerne svarende til R/a og M. De kan ogsd
defineres nar R-modulen R /a erstattes med en vilkarlig R-modul N.

Det er klart, at definitionerne i (1.2) ikke forudsatter, at R er noethersk og at M er endeligt
frembragt. Resultaterne i denne paragraf geaelder ogsa uden denne forudsatning. | beviserne
er det nemlig om komplekset F konstruereti (1.6) kun benyttet, at hvert F,, er en fri R-modul,
dvs en modul med en (ikke ngdvendigvis endelig) basis, og det er let at se, at konstruktionen
i (1.6) i det almindelige tilfeelde kan gennemfgres med frie moduler F,,.
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2. Dybde af noetherske ringe.

(2.1) Setup. Vi minder om, at R betegner en noethersk ring, a betegner et ideal i R, og M
betegner en endeligt frembragt R-modul. Et element f i R er som bekendt M -reguleert, hvis
og kun hvis f ikke tilhgrer noget associeret primideal for M.

(2.2) Definition. Ved a-dybden af M, betegnet depth,, M, forstés den starste lengde af en
M -reguleer folge af elementer i a. Mere pracist er a-dybden uendelig, hvis der i a findes M-
regulzere felger af vilkarlig stor leengde; specielt er den uendelig, hvis der i a findes uendelige
M -reguleere folger. Bemark, at nul-modulen har uendelig dybde, idet (0, O, . .. ) erenregulaer
folge pa nul-modulen.

En M-reguler fglge i a kaldes maksimal, hvis den er uendelig, eller er endelig og ikke kan
fortseettes til en M-reguler fglge i a af stgrre leengde. Det er klart, at enhver M-reguler fglge
i a kan fortsattes til en maksimal. Vi viser herunder, at alle maksimale M -regulaere falger
i a har samme lengde. Specielt er a-dybden altsa kun uendelig, nar der findes en uendelig
M-reguleer folge i a.

Hvis ringen R er lokal med maksimalidealet m, s& kaldes m-dybden blot for dybden af M,
0g den betegnes depth M.

(2.3) Observation. Dybden depth, M er lig med 0, hvis og kun hvis a er indeholdt i et
associeret primideal for M. Specielt galder nar R er lokal med maksimalidealet m, at dybden
depth M er lig med 0, hvis og kun hvis m er associeret primideal for M.
Foreningsmangden af de associerede primidealer for M er nemlig netop komplementaer-
menden til de M -regulaere elementer, og dybden er sdledes 0, netop nar a er indeholdt i denne
forening. Videre er der kun er endelig mange associerede primidealer for M, og sa galder
som bekendt, at a er indeholdt i foreningen af dem, netop hvis a er indeholdt i et af dem.

(2.4) Lemma. HvisaM C M, sa findes ingen uendelige M -regulere falger i a.

Bevis. Antag, at aM C M. Antag indirekte, at der findes en uendelig M-reguleer falge
(f1, f2,...)ia Setf;, .= (f1,..., fi) fori = 0,1,.... Vihar da en uendelig kaede af
undermoduler i M,

Ochmchimc.. ..

@jensynlig er f; M  aM, sa det fglger af antagelsen, at M /f; M # 0. Yderligere er antaget,
at multiplikation med f; 1 en injektiv afbildning af M /f; M ind i sig selv. Billedet ved
denne multiplikation er altsa ikke nul. Det er klart at billedet, som undermodul i M /f; M er
undermodulenf; 1 M /f; M. Denne sidste modul er altsa ikke nul, og falgeliger f, M c f; .1 M.
I den uendelige kade derfor alle inklusionerne skarpe, i modstrid med at M er noethersk. 0

(2.5) Lemma. Der findes ingen M -reguleere elementer i a, altsa depth, M = 0, hvis og kun
hvis Homg(R/a, M) # 0.

Bevis. At der ikke findes M-regulere elementer i a betyder, at hvert element tilhgrer et
associeret primideal for M, altsa at a er indeholdt i foreningsmangden af de associerede
primidealer for M. Dette indtraffer, hvis og kun hvis a er indeholdt i et associeret primideal
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for M. De associerede primidealer for M er primidealerne blandt annullatorerne Annx
for x € M, x # 0, og som bekendt er enhver sadan annullator indeholdt i et associeret
primideal. Heraf ses, at a ikke indeholder M-regulere elementer, hvis og kun hvis a er
indeholdt i en annullator Annx for x # 0 i M. Den sidste betingelse er ensbetydende
med at Homg (R /a, M) # 0, idet homomorfier ¢: R/a — M @gjensynlig svarer bijektivt til
elementer x € M hvor a € Annx. i

(2.6) Seetning. En endelig M -reguleer falge f = (f1, ..., fr) i a er maksimal, hvis og kun
hvis Homg (R /a, M /T M) # 0.

Bevis. Pastanden fglger umiddelbart ved at anvende Lemma (2.5) pa M /f M. a
(2.7) Korollar. Alle maksimale M -reguleere falger i a har samme lengde, nemlig depth , M.

Bevis. Hvis der ikke findes en endelig maksimal M-reguler folge i a, har alle maksimale
M-regulaere falger uendelig lengde.

Antag, at der findes en maksimal M-requleer falge f = (f1,..., f,) i a. Det er nok at
vise, at der for enhver anden M-reguler folge (g1, ..., g) i agaelder r < r. Antag indirekte,
atr > r. Daer delfglgen g := (g1, ..., g-) en M-reguler folge, der ikke er maksimal. Af
Lemma (2.6) fglger nu for modulerne Homg (R /a, M /fM) og Homg(R/a, M/gM), at den
farste er forskellig fra O og den anden er lig med 0. Dette er gjensynlig i modstrid at de to
moduler er isomorfe ifglge Nggleresultatet (1.6). a

(2.8) Korollar. Dybden depth M er endelig, hvis og kun hvis aM C M. Specielt geelder
nar R er lokal, at dybden depth M er endelig, hvis og kun hvis M # 0.

Bevis. Den sidste pastand er en konsekvens af den ferste ifalge Nakayama’s Lemma.

Hvis aM C M, sa falger det af Lemma (2.4), at der findes en endelig maksimal M-regulaer
folge i a. Altsa er depth, M < oo.

Antag omvendt, at aM = M, altsd at kvotiente M /aM er lig med nul. Da M er endeligt
frembragt, bestar stetten for kvotienten M /aM af de primidealer, som omfatter Ann(M) og
a. Da M/aM = 0, er stgtten tom. Der findes altsa ingen primidealer, som omfatter idealet
a+ Ann M, og falgeligera+Ann M = R. Skrivnul = f+n,hvor f e aogn € Ann M.
Multiplikation med f pa M er da den identiske afbildning. Specielt er 7 et M-reguleert
elementia, og M/fM = 0. Alle elementer er regulare pa nul-modulen, sa falgen med det
ene element f kan udvides med en vilkarlig falge af elementer i a (fx til falgen (£, 0,0, ...))
til en uendelig M-reguler felge i a. Altsa er dybden uendelig. a

(2.9) Korollar. Ladf = (f1, ..., fr) vere en M-reguleer falge i a. Da er

depth, M/fM = depth, M — r.

Bevis. Det er Kklart, at en falge (f1,..., fr, g1, ..., &) 1 a er M-reguler, hvis og kun hvis
falgen f = (f1, ..., f,) er M-reguler og falgen (g1, ..., g;) er M/f M-reguleer. Da enhver
reguler M-reguleer fglge kan udvides til en maksimal M-reguler folge, folger pastanden af
Korollar (2.7). a
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(2.10) Seetning. Falgende ulighed gaelder:

< = im M, . 10,
depthy, M < hty(a) = inf _ dim M, (2.10.1)

Specielt geelder, at enhver M -regular folge er en M -hgjdefolge.
For et primideal p er depth, M < depth M,,, og hvisp € Supp M er depth M, < dim M,,.

Bevis. Det afsluttende lighedstegn i (2.10.1) er blot definitionen af M-hgjden. Ulighedens
venstreside er et supremum og dens hgjreside et infimum. Det skal altsa vises, at nar
(f1,..., fr) er en M-reguler fglge i a og p et et primideal i Supp M med p D a, sa er
r<dimM,.

Settes f; .= (f1, ..., fi), har vi eksakte falger,

0— M/fi_ M L M/f_ M — M/f;M — 0.

Ved lokalisering i p falger det derfor, at billederne af f1, ..., f, i R, eren M,-reguler falge.
Disse billeder ligger i maksimalidealet pR,,, da a C p. Vi kan derfor antage, at R er lokal, og
at falgen ligger i maksimalidealet m for R. Yderligere er sa M = 0, idet p 14 i statten for M.

Nar f1 er M-reguler, vil f1 ikke ligge i noget associeret primideal for M. Specielt vil f;
ikke tilhgre nogen af de minimale primidealer q for M for hvilke dim R/q = dim M. Altsa
erdimM/fiM < dim M. Ved gentagen anvendelse heraf ses, at dim M/fM < dimM — r.
Altsd er r < dim M. Hermed er (2.10.1) bevist.

Ladnu (f1, ..., fr) veere en M-reguler folge, og lad a veere idealet frembragt af de farste
i elementer i falgen. Disse i elementer udger s en M-reguler falge i a, sa depth, M > i.
Uligheden (2.10.1) medfarer derfor, at i < hty(f1, ..., f;). Altsa er den givne falge en
M-hgjdefalge.

Betragt endelig et primideal p. Som navnt i begyndelsen af beviset vil en M-regulaer
folge i p lokaliseres til en M,-reguler fglge i maksimalidealet pR,,. Heraf fas uligheden
depth, M < depth M. Hvis M, # 0, sé fés uligheden depth M, < dim M,, ved at anvende
(2.10.1) pa R,-modulen M, og a := pRy.

Hermed er alle pastande bevist. a
(2.11) Bemaerkning. For et primideal p geelder der ikke ngdvendigvis lighedstegn i uligheden
depth, M < depth M,,. Det er nemlig ikke sveert at konstruere et eksempel pa en endeligt
frembragt modul M og primidealer p C q saledes at p ligger i Supp M men ikke i Ass M og

q ligger i Ass M. (Et sadant q er ngdvendigvis et indlejret primideal for M.) For et sadant
eksempel geelder depth, M = 0 og depth M, > 0.

(2.12) Seetning. Falgende ligheder gzlder:

depth, M = ;rgﬂ; depth M, = 1;rgn; depth,, M.

Bevis. Tallet i midten er som naevnt mindst lig med tallet til hgjre, og tallet til hgjre er trivielt
mindst lig med tallet til venstre. Det er derfor nok at vise den farste lighed.
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Lad i (M) betegne tallet i midten. Betragt farst tilfeeldet, hvor i (M) = oo. Det folger sa
af Korollar (2.8), at M, = 0 for alle p O a, eller &kvivalent, at stgtten for M /aM er tom.
Altsd er depth, M = oo, igen ifalge Korollar (2.8).

Nar i (M) er endelig, vises ligheden ved induktion efter i = i(M). For et primideal p
geelder, at depth M, = 0, hvis og kun hvis maksimalidealet pR, er associeret til M,. Det
sidste indtreeffer som bekendt hvis og kun hvis p er associeret til M. Heraf ses, ati (M) = 0,
hvis og kun hvis depth , M = 0.

Specielt gelder altsa ligheden nar i = 0. Antag, ati > 0. Da er ogsa depth, M > 0.
Folgelig findes i a et M-reguleert element f. For hvert p O a er billedet af f i R, et M-
reguleert element i maksimalidealet pR,,. Af Korollar (2.9) fglger derfor, at depth, M/f M =
depth, M —logi(M/fM) =i(M) — 1. Altsa er

depth, M =depth, M/fM +1=i(M/fM)+1=i(M),

idet det midterste lighedstegn faglger induktivt. a

(2.13) Lemma. Lad p vere et associeret primideal for M, og lad f vare et M-reguleert
element. Ethvert primideal q, som er isoleret primideal for p + (f), vil da vare associeret
primideal for kvotienten M/ f M.

Bevis. Lad p1 = p, p2, ..., p; veere samtlige associerede primidealer for M, og betragt en
uforkortelig primaerdekomposition af undermodulen (0) i M,

O)=N1N---N Ny,

hvor N; er p;-primear i M (dvs. Ass(M/N;) = {p;}). Lad Q vere fellesmengden N, N
---N N;. Daer Q # (0), da dekompositionen er uforkortelig. Den sammensatte homo-
morfi Q — M — M/N; har kernen Ny N Q = (0), og den er derfor injektiv. Altsa er
Ass Q C Ass M /N1 = {p1}, og heraf falger videre, at Ass Q = {p1}. Pa den anden side har
homomorfien M — M /N> @ - - - M /N, kernen Q. Heraf fglger ved anvendelse af en s&tning
om associerede primidealer, Ass M/ Q er en delmangde af mangden {po, ...p;}, 0g videre,
at delmaengden ikke kan vaere agte. Der gelder altsa, at

Ass O ={p}, ASSM/Q ={p2---.pi}.

Specielt bestar stetten af Q af de primidealer, der omfatter p. Heraf falger, at Supp Q/f Q
bestar af de primidealer, der omfatter p + (f). Det givne primideal q er ifglge antagelsen
minimalt blandt sadanne primidealer. Altsa er q et minimalt primideal for Q/f Q. Specielt
er q associeret til Q/f Q.

Nu var f regulaert pa M, og falgelig er f ikke element i noget p;. Specielt er f derfor
reguleer pa M/ Q. Heraf fglger (fx ved hjelp af Slangelemmaet), at den kanoniske homomorfi
Q/fQ — M/fM erinjektiv. Da q var associeret til Q/f Q, er q ogsa associeret til M/f M,
som gnsket. i
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(2.14) Dybde-uligheden. Ladp O q vare primidealer, og antag, at q er associeret primideal
for M. Da geelder uligheden,
depth, M < htp/g.

Bevis. Uligheden vises ved fuldsteendig induktion efter # = htp/q. Antag ferst » = 0. Da
er p = g et associeret primideal for M. Falgelig er depth, M = 0. Altsa geelder uligheden
(ngdvendigvis som en lighed) nar 4 = 0.

Antag, at 2 > 0. Uligheden er trivielt opfyldt, hvis venstresiden er lig med 0. Antag derfor,
at depth, M > 0. Da findes i p et M-regulzrt element f. Primidealet p vil nu indeholde
idealet q + (f). Der findes derfor et primideal " < p som er isoleret for q + (f). Ifglge det
foregaende Lemma er g’ associeret primideal for M/f M. Yderligere er g’ O q, idet f ¢ q,
sa specielt er htp/q’ < htp/q. Af Korollar (2.7) og induktion anvendt pdp © q’ og M/f M
fas derfor ulighederne,

depth, M = depth, M/f M +1 < htp/q' 4+ 1 < htp/q.

Hermed er Dybde-uligheden bevist. a
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3. Lokale Cohen—Macaulay ringe.

(3.1) Setup. | denne paragraf betegner R betegner en lokal noethersk ring med maksimali-
dealet m og M betegner en endeligt frembragt R-modul.

(3.2) Definition. Modulen M over den lokale ring R kaldes en Cohen—Macaulay modul, hvis
depth M = dim M eller hvis M = 0.

For M = 0 er depthM = oo og dimM = —oo, og altsa specielt depth M £ dim M.
Hvis M # 0, sa falger det af den sidste pastand i Seetning (2.10), anvendt med p := m, at der
gelder uligheden,

depth M < dim M,

og betingelsen for at M er Cohen—Macaulay er saledes, at lighed gaelder i denne ulighed.

(3.3) Hovedsatning. Antag, at R er lokal med maksimalideal m. Lad M vare en Cohen—
Macaulay modul. Da gelder:

(1) For ethvert associeret primideal q for M gealder ligningen dim R /q = dim M. Spe-
cielt har M ingen indlejrede primidealer.
(2) Hvist = (f1,..., f,) eren M-reguler falge i m, sa er M /f M en Cohen—Macaulay-
modul, og
dimM/tM =dimM —r.

(3) Eromvendtf = (f1, ..., fr) en falge af r elementer i maksimalidealet m saledes at
dimM/fM = dim M — r, sd er falgen M -regulzr.

Bevis. (1): Lad q veere et associeret primideal for M (specielt kan M altsa ikke veere nul-
modulen). Da gelder ulighederne,

dimM = depth M < htm/q =dimR/q < dim M.

Den farste (lighed) falger af forudsatningen om M, den anden (ulighed) er Dybde-uligheden
(2.14) anvendt med p = m, den tredie (lighed) falger af at R/q er lokal, og den sidste ulighed
falger af at q er associeret for M og derfor i statten for M.

Af disse uligheder fremgar ligningen i (1). Den anden pastand i (1) er gjensynlig en
konsekvens af den forste.

(2): Antag, at f = (f1,..., f,) er en M-regular folge i m. Hvis M = 0, er pastanden
triviel. Antag, at M # 0. Da er depth M /fM = depth M — r ifelge Korollar (2.9). Nar f;
i m er M-reguleer, geelder trivielt, at dim M/f1M < dim M — 1. Gentagen anvendelse heraf
giver uligheden dim M /fM < dim M — r. Altsa geelder ulighederne,

depth M/ftM = depthM —r =dimM —r > dimM/TM.

For moduler forskellige fra O geelder altid, at dybden hgjst er dimensionen. | ulighederne
ovenfor geelder derfor lighed. Heraf fglger begge pastande i (2).
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(3): Igen er pastanden triviel, hvis M = 0, sa vi antager M # 0. Huvis £ tilhgrer
maksimalidealet m, sa geelder som bekendt ulighederne,

dmM —1<dimM/fM <dimM, *)

og uligheden til venstre er en lighed hvis og kun hvis f ikke tilhgrer et af de minimale
primidealer q for M for hvilke dim R/q = dim M.

Pastanden i (3) vises ved induktion efter . Lad (f1, ..., f,) vere en fglge i m sdledes at
ligningen dim M/(f1, ..., f,)M = dim M — r er opfyldt. Det fremgar af ulighederne (*),
at denne ligning medfarer begge ligningerne,

dimM/AM =dimM —1, dimM'/(fo,..., )M =dimM — (r —1),
hvor M' = M/fiM. Af den farste ligning falger, at f1 ikke tilhgrer de primidealer q i

stgtten for M for hvilket dim R/q = dim M. Af (1) felger derfor, at f1 ikke kan tilhgre et
associeret primideal for M. Altsa er f; reguler pa M. Af (2) falger sa, at M/ = M/fi1 M er

en Cohen—Macaulay modul. Den anden ligning medfarer derfor (induktivt), at (f>, ..., f»)
er en M’-reguleer fglge. Altsa er (f1, ..., f,) en M-reguler fglge.
Hermed er de tre pastande bevist. a

(3.4) Definition. Den lokale ring R kaldes en Cohen—Macaulay ring, hvis R som R-modul
er en Cohen—Macaulay modul, dvs hvis depth R = dim R. Det er klart for en kvotient R/a,
hvor a er et &gte ideal (dvs a € m), at kvotienten er Cohen—Macaulay som ring, hvis og kun
hvis den er Cohen—Macaulay som R-modul.

(3.5) Eksempel. En lokal ring af dimension 0 (fx et legeme) er altid Cohen—Macaulay. En
lokal ring af dimension 1 er Cohen—Macaulay, hvis den er et integritetsomrade. Fx er en
diskret valuationsring en Cohen—Macaulay ring.

Betragt polynomiumsringen k[X1, ..., X,], hvor k er et legeme. Lad R vere den lo-
kale ring, der fremkommer ved at lokalisere polynomiumsringen i maksimalidealet 97t =
(X1, ..., Xpn). Folgen (X1, ..., X,) er gjensynlig en reguler fglge i polynomiumsringen, og
dermed ogsa en reguler falge i maksimalidealet m i R. Altsa er depth R > n. Pa den anden
side er det velkendt, at dim R = n. Altsa er R en lokal Cohen-Macaulay ring.

(3.6) Seetning. Lad M +# 0 veere en Cohen—Macaulay modul over den lokale ring R. For en
folge f = (f1, ..., f,) af r elementer i maksimalidealet m er falgende betingelser &kviva-
lente:

(i) Folgenft eren M-reguler falge.
(if) Folgenft er en M-hgjdefolge.
(iii) hty,(fR) =r.
(iv) dimM/fM =dimM —r.

Bevis. Implikationen (i)=>(ii) falger af Saetning (2.10). Implikationen (ii)=(iii) falger af et
korollar til Krull’s Idealsatning.
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(iit)=(iv): Betragt et primideal p i stgtten for M /f M. Da geelder ulighederne,
dim M > htm/p +dim M, > htm/p +r,

idet den farste ulighed falger af definitionen pa Krull-dimension og den anden falger af
antagelseni (iii). Ulighederne medfarer, at der for ethvert sadant primideal p geelder ht m/p <
dim M —r. Herafses,atdim M /fM < dim M —r. Som bekendt galder den modsatte ulighed,
da M # 0. Felgelig geelder ligheden i (iv).

Den afsluttende implikation (iv)=(i) felger af Hovedsetning (3.3)(3). a

(3.7) Bemaerkning. Betingelserne (iii) og (iv) i Seetning (3.6) afhaenger gjensynlig ikke af
rekkefglgen af elementerne f;. Det falger saledes ndr M er en Cohen—Macaulay modul
over en lokal ring, at betingelserne (i) og (ii) er invariante under permutation af fglgens
elementer. Betingelsen (iv) er i gvrigt, nar M # 0, @kvivalent med at f er en delfglge af et
parametersystem for M.

| den efterfalgende paragraf skal vi se neermere pa Cohen—Macaulay ringe der ikke forud-
seettes at vaere lokale, og vi udleder en reekke egenskaber, der altsa specielt gaelder for lokale
Cohen—Macaulay ringe.
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4. Cohen—-Macaulay ringe.

(4.1) Setup. | denne paragraf betegner R en noethersk ring, og M betegner en endeligt
frembragt R-modul.

(4.2) Hovedsatning. Forenendeligt frembragt modul M over en noethersk ring R er folgende
betingelser ekvivalente:

(i) For alle maksimalidealer m i stotten for M er M, en Cohen-Macaulay modul over
den lokale ring R.,.
(ii) Forenhver folgef = (f1, ..., f,) saledes at hty; (f R) = r og ethvert maksimalideal
m D Rf erfalgenft en M, -reguler folge.
(iii) For enhver falge f = (f1,..., f,) sdledes at hty;(fR) = r og ethvert primideal
p D Rf er falgen f en M, -requler folge.
(iv) For enhver falge f = (f1,..., f,) sdledes at hty,(fR) = r har kvotienten M /fM
ikke indlejrede primidealer.
(v) Enhver M -hgjdefoalge er en M -regulzr falge.
(vi) For alle idealer a er depth, M = htps(a).
(vii) For alle primidealer p i stotten for M er depth, M = dim M,,.
(viii) For alle primidealer q i statten for M og alle primidealer p O q geelder ligningen,

depth, M — depth, M = htp/q. (4.2.1)
(ix) For alle primidealery i R er M, en Cohen-Macaulay modul over den lokale ring R,,.

Bevis. Betragtenfelge f = (f1, ..., f) medr elementer. Hvis M /fM = 0, saerhty, (fR) =
oo. Hvis M/fM # 0, sa geelder ifalge et korllar til Krull’s Idealseatning, at hty, (fR) < r.
Forudsetningen hty, (fR) = r, i betingelserne (ii), (iii) og (iv), er altsd akvivalent med
felgende: M/fM = 0 og for hvert primideal p, som omfatter f og tilhgrer statten for M, er
dimM, >r.

(i)=(ii): Hvis m ikke tilhgrer stagtten for M, er konklusionen i (ii) triviel. Antag derfor, at
m € Supp M. | (ii) er antagelsen om f, at der for hvert primideal p > f som tilhgrer statten
for M galder uligheden dim M,, > r. Dette kan specielt anvendes pa primidealer p € m, og
heraf ses, at hty;_ (fRy) = r. Ifglge forudsaetningen (i) er M,, en Cohen—Macaulay modul.
Af Seztning (3.6), anvendt pa billedet i R, af folgen f, falger s3, at f er en M, -regular falge.

(if)=(iii): Veelg et maksimalideal m, der omfatter det i (iii) givne primideal p. Primidealet
p svarer sa til et primideal i Ry, 0og ved lokalisering i dette primideal fremkommer M, af
M.,. Ifglge forudseatningen (ii) er f en M., regulaer fglger, og den lokaliserede falge i R, er
derfor M,-reguleer.

(iii)=(iv): Antag indirekte, at der findes et indlejret primideal q for M /f M. Primidealet
q er altsa associeret til M/fM og der findes primidealer p i stetten for M/fM sdledes at
p C q. Af den sidste egenskab falger, at dim M, > hty (fR), dvs at hty; q > hty (fR).
Af denne sidste ulighed felger som bekendt, at der findes et element f € q for hvilket
hty (F, f) > hty(fR). | (iv) er det antaget, at hty,(fR) = r. Altsder hty, (f, f) > r + 1,
og her geelder lighedstegn ifglge Krull’s Idealsatning. Forudseetningen (iii) medferer derfor,
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at falgen (f, f) er M, regulzer. Pa den anden side er q associeret til M /fM, og heraf falger
som bekendt at maximalidealet qR, associeret til M,/fM,. Folgen f i qR, kan derfor ikke
udvides til en starre reguleer fglge. Hermed er den gnskede modstrid opnaet.

(iv)=(v): Betragten M-hgjdefalge (f1, f2,...). Detskal vises, fori =1,2,...,at f; er
reguleer paA M/(f1, ..., fi—1)M. Lad p veere et minimalt primideal for M/(f1, ..., fi—1)M.
Af Krull’s Hovedidealsetning falger, at dim M, < i — 1 (endda med lighed, da fglgen er en
hgjdefglge). Da falgen er en hgjdefalge, ses det, at f; ¢ p. Af forudsaetningen (iv), anvendt
med r =i — 1, sluttes derfor, at f; er requleer pa M/(f1, ..., fi_1).

(V)=(vi): Lad a veere et ideal i R. | den gnskede ligning i (vi) er begge sider oo, hvis
M/aM = 0. Antag derfor, at M/aM +# 0, og se&et h := hty; a. Det er da velkendt, at der i a
findes en M-hgjdefglge af leengde 4. Ifglge forudsaetningen (v) er denne folge en M-reguler
folge. Altsé er depth, M > h. Den modsatte ulighed, og dermed den gnskede lighed, falger
nu af Seetning (2.10).

(vi)=(vii): Dette folger umiddelbart, idet vi for primidealer p € Supp M har hty, p =
dim M,,.

(vii§:>(viii): Antag, at g € Supp M og at p D q. Da gelder falgende uligheder:

depth, M +htp/q < dim M, + htp/q < dim M, = depth, M.

Den farste falger nemlig af uligheden i Seetning (2.10) anvendt med a = g, den anden fglger
af definitionen pa Krull-dimension, og den sidste (lighed) falger af forudsatningen (vii).

Ulighederne medfarer, at hgjresiden i (4.2.1) er mindre end eller lig med venstresiden.
For at vise den modsatte ulighed betragtes en maksimal M-reguler fglge (f1,..., fy) i
q, hvor altsd ¢ = depth, M. Felgen er da ogsa M,-regulzr, og folgens leengde er ifglge
forudseetningen (vii) lig med dim M. Billedet af falgen i R, ma derfor veere en maksimal
M -reguleer fglge i maksimalidealet g R,. Maksimaliteten medfgrer, at maksimalidealet qR
er associeret primideal for M /(f1, ..., f,)M4. Heraf falger som bekendt, at q er associeret
primideal for modulen M/(f1, ..., f;)M. Nu fas ulighederne,

depth, M = g + depth, M/(f1, ..., f,) < q +htp/q,

idet den farste lighed fas af Korollar (2.9) og den anden ulighed af Dybde-uligheden (2.14).
Heraf fremgar, at hgjresiden i (4.2.1) ogsa er starre end eller lig med venstresiden. Hermed
er ligning (4.2.1) bevist.

(viii)=(ix): Lad p veere et primideal i R. Hvis M, = 0, er pastanden klar. Antag altsd,
at p tilharer stgtten for M. Der findes da et primideal ¢ C p i stetten for M saledes at
dim M, = htp/q. Forudsaetningen (viii) medfgrer derfor, at

dim M, = htp/q = depth, M — depth, M < depth, M < depth M,,
idet den sidste ulighed er triviel, jfr Bemarkning (2.11). Af Definition (3.2) fremgar nu, at

M, er en Cohen—Macaulay modul.
(ix)=(i): Denne afsluttende implikation er triviel. a



20 Regulere folger, dybde

(4.3) Definition. Den endeligt frembragte R-modul M kaldes en Cohen—Macaulay modul,
hvis de &kvivalente betingelser i Teorem (4.2) er opfyldt. Hvis ringen R, som modul over
sig selv, er Cohen—Macaulay, kaldes ringen en Cohen—Macaulay ring.

For en lokal ring fremgar det af betingelsen (4.2)(i), at definitionen stemmer overens med
Definition (3.2).

(4.4) Bemerkning. Etideal ai R siges at veere ‘unmixed’, hvis alle associerede primidealer
for R/a har samme hgjde. Akvivalent betyder det, at R/a ikke har indlejrede primidealer
og alle isolerede primidealer for a har samme hgjde. For et ideal Rf frembragt af en falge
f = (f1,..., fr) med r elementer gaelder ifglge Krull’s Idealsetning, at ethvert isoleret
primideal for idealet har hgjde hgjst ». Forudsettes at ht(Rf) = r, sa har altsa ethvert
isoleret primideal for Rf hgjden . Betingelsen (iv) udtrykker alts3, at ethvert sadant ideal er
‘unmixed’, og den kaldes ogsa ‘unmixedness’ betingelsen.

(4.5) Korollar. Lad M vere en Cohen—Macaulay modul. Da galder:

(0) For alle primidealer p i statten for M er M,, en Cohen-Macaulay modul over R, og
depth, M = depth M, = dim M,,.

(1) Modulen M har ingen indlejrede primidealer.

(2) Lad (f1, ..., f) vere en folge af elementer i R sdledes at hty(f1,..., f,) = r
(specielt kan folgen veere en M -hgjdefalge, eller mere specielt en M -reguler folge).
DaerM/(f1, ..., fr)M en Cohen—-Macaulay modul.

(3) Modulen M er katerner, dvs at for enhver uforfinelig kaede af primidealerpg C - - - C
pp, I Statten Supp M er h = htpy/po.

Bevis. Pastand (0) fglger umiddelbart af at betingelserne (ix) og (vii) er opfyldt. Pastand (1)
felger af betingelsen (iv), anvendt med r = 0.

(2): Seet f := (f1,..., fr), 0g antag, at hty,(fFR) = r. Vi viser, at betingelsen (4.2)(i)
er opfyldt for kvotienten M /fM. Betragt hertil et maksimalideal m i stgtten for M /fM.
Det falger af betingelsen (4.2)(ii), at falgen f er M,,-reguler. Af Hovedseatning (3.3)(2)
sluttes derfor, at kvotienten M, /f M, er Cohen—Macaulay over R,,. Denne sidste kvotient
er lokaliseringen i m af M /f M. Altsa er betingelsen (i) opfyldt for M /fM.

(3): Denne pastand falger af ligningen (4.2.1). Antag nemlig, at felgen i (3) er uforfinelig.
Da der ikke findes primidealer mellem p; _1 0g p;, er htp; /p;—1 = 1. Af(4.2.1) felger derfor,
at depth,, M — depth,, | M = 1. Ved addition af disse ligninger fori =1, ..., h folger, at
depth, M — depth, M = h, og fornyet anvendelse af (4.2.1) viser, at htp;, /po = h. a

(4.6) Korollar. Lad M vare en Cohen—-Macaulay modul, og antag yderligere, at M er co-
equidimensional, dvs at for alle maksimalidealer wm i statten for M er dim M, = dim M. Da
galder:

(1) Modulen M er equidimensional, dvs opfylder, at for alle minimale primidealer q for
M erdimR/q =dimM.

(2) Ladf = (f1. ..., f,) vere en falge af r elementer i R séledes at hty;(fR) = r. Da
er M /fM (Cohen-Macaulay og) co-equidimensional, og dim M /fM = dim M — r.
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(3) For hvert ideal a i R saledes at M /aM # 0 gelder ligningen,

htys a +dimM/aM = dim M.

Bevis. (1): Lad g veere et minimalt primideal for M, og betragt et maksimalideal m 2 q.
Primidealet qR,, er da minimalt primideal for modulen M,,. Da M, er en Cohen-Macaulay
modul over R, falger det af Hovedsztning (3.3), at dim M, = htm/q. Altsd er htm/q =
dim M. Heraf ses, at dim R/q = dim M.

(2): Kvotienten M /fM er Cohen—Macaulay ifglge Korollar (4.5)(2). Lad m vere et
maksimalideal i stetten for M/fM. Da betingelsen (4.2)(ii) gelder for M, er f en M-
reguleer fglge. Da M., er Cohen—Macaulay ifaglge (4.2)(i), felger det af Hovedsatning (3.3),
at dim My, /fM,, = dimM,, — r. Da M er co-equidimensional, falger det at M/fM er
co-equidimensional, af den i (2) angivne dimension.

(3): Hgjden r := hty,(a) er et infimum. Velg blandt de minimale primidealer for M /aM
et primideal q séledes at dim M, = r. Velg videre en M-hgjdefalge f = (f1,..., fr) i a.
Da hty (fR) = r og dim M, = r, ma primidealet q veere et minimalt primideal for M/fM.
Det falger af (2) og (1), at M /fM er equidimensional, sa dim R/q = dim M /f M, og videre
folger det af (2), at dim M/fM = dim M — r. Altsd er r +dim R/q = dim M. Heraf fglger,
at r +dimM/aM > dim M, og da den modsatte ulighed er triviel, geelder den pastaede
lighed. a

(4.7) Bemaerkning. Hvis ringen R er lokal, sa er naturligvis enhver R-modul co-equidimen-
sional. | dette tilfelde svarer pastandene (4.5)(1) og (4.6)(1) til pastand (1) i Hovedsatning
(3.3), og pastand (4.6)(2) svarer til pastand (2) i Hovedsatning (3.3). Bemark imidlertid, at
pastand (3) i Hovedsatning (3.3) i almindelighed ikke geelder, nar ringen ikke er lokal. Fx
har vi i Bemarkning (1.5) betragtet polynomiumsringen R = k[X, Y, Z] og den reguleere
felge (f1, f2, f3) i maksimalidealet 0t = (X, Y, Z). Som bekendt er R co-equidimensional
af dimension 3, og vi viser herunder, at R er en Cohen—Macaulay ring. Det er klart, at
dim R/(f1, f2, f3) = 0 (ifelge (4.6)(2), eller direkte: det er Klart, at (f1, f2, f3) = IM).
Men falgen ( f1, f3, f2) er ikke reguleer.

(4.8) Seetning. Antag, at R er en Cohen-Macaulay ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X] en Cohen-Macaulay ring.

Bevis. Betragt et maksimalideal 91 i R[X], og lad p := R N 91 veere kontraktionen. Det
skal vises, at den lokale ring R[X]sn er en Cohen-Macaulay ring. Denne lokale ring fas ved
lokalisering af R,[X] i primidealet svarende til 9t. Yderligere falger det af forudsetningen,
at R, er en Cohen-Macaulay ring. Idet vi om forngdent erstatter R med R, kan vi derfor
antage, at R er lokal og at kontraktionen p er maksimalidealet m i R. Seet 4 := dim R. Det
er da velkendt, at 90t D m[X] og at ht 9t = A + 1. Yderligere er M1/m[X] et maksimalideal
i polynomiumsringen (R /m)[X], og altsa (da R/m er et legeme) et hovedideal frembragt af
et normeret polynomium. Specielt findes derfor i 9t et normeret polynomium F'.

Da R er Cohen-Macaulay, findes en R-reguleer folge f = (f1,..., fn) i m. Det er Klart,
at et regulaert element f i R, opfattet som (konstant) polynomium, er regulert i R[X] og at
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R[X]/fR[X] = (R/fR)[X]. Heraf ses, at folgen f er en R[X]-reguleer folge, i idealet m[X].
Yderligere er det normerede polynomium F regulart pa kvotienten (R/fR)[X]. Felgen
(fi, ..., fn, F)eraltsaen R[X]-reguleer falge i 9. Ved lokalisering fas en R[X]on-reguleer
folge. Heraf ses, at depth R[X]on > h + 1. Dah + 1 = ht 9 = dim R[X]on, folger det, at
R[X]sn er en lokal Cohen-Macaulay ring. a

(4.9) Korollar. Antag, at R er en Cohen-Macaulay ring. Da er ogsa polynomiumsringen
R[X1, ..., X,] en Cohen-Macaulay ring. Specielt er polynomiumsringen katernzr.

Bevis. Den farste pastand felger af Satningen ved induktion efter n. Den anden pastand er
en konsekvens af den farste, jfr Korollar (4.5)(4). a

(4.10) Lemma. Lad R veare et normalt integritetsomrade, og lad f € R\ (0). Lad p veere et
associeret primideal for R/f R. Da er maksimalidealet pR, i R, et hovedideal. Specielt er
htp = 1.

Bevis. Da R er normal, er det let at vise, at enhver lokalisering S~1R, hvor 0 ¢ S, igen er
normal. Efter lokalisering i p kan vi derfor antage, at R er lokal og at p er maksimalidealet
i R. Ifelge antagelsen er p associeret til R/f R. Specielt er p altsa indeholdt i annullatoren
af en klasse forskellig fra 0 i R/fR. Der findes altsa et elementa € Rsdata ¢ Rf og
pa C Rf. Af den sidste inklusion fas inklusionen,

pla/f) € R, (1)

hvor venstresiden a priori er en undermodul i brgklegemet for R. Det pastas, at inklusionen
er en lighed. Antag indirekte, at inklusionen er skarp. Da er venstresiden indeholdt i mak-
simalidealet p i R, alts& p(a/f) C p. Heraf f&s successivt, at p(a/f)? < p, p(a/f)3 C p
osv. Specielt er sa p(a/f)* < R foralle n. Da f € p, folger det, at f(a/f)" < R for alle
n. For alle n er derfor (a/f)" indeholdt i R-modulen R(1/f) frembragt af 1/f. Felgelig er
hele algebraen R[a/f] indeholdti R(1/f). Da R er noethersk, sluttes videre, at R[a/f] er
endeligt frembragt som R-modul. Altsé er a/f hel over R, og da R er antaget normal, ma a
veere element i Rf. Dette er imidlertid i modstrid med antagelsen om a.

Vi har vist, at lighed geelder i inklusionen (1). Elementet 1 pa hgjresiden tilhgrer altsa
venstresiden, sa vi har 1 = p(a/f), hvor p € p. Det falger nu let af inklusionen i (1), at
p = Rp. Hermed er vist, at p er et hovedideal, som gnsket. a

(4.11) Seetning. En ring af dimension hgjst 0 er en Cohen—Macaulay ring. Et integritetsom-
rade af dimension 1 er en Cohen—Macaulay ring. Et normalt integritetsomrade af dimension
2 er en Cohen—Macaulay ring.

Bevis. Betragt en (noethersk) ring R af dimension hgjst 2 og et primideal p i R. Det skal
vises, jfrbetingelsen (4.2)(vii), under de respective forudseetninger i de tre udsagn, at ligningen
depth, R = htp er opfyldt.

Hvis ht p = 0 er ligningen ngdvendigvis opfyldt (og hermed er den farste pastand bevist).
Hvis htp = 1, forudsattes at R er et integritetsomrade, og sa er ligningen opfyldt, idet ethvert
element f £ 0 p er R-reguleert.
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Antag endelig, atht p = 2. I dette tilfelde forudseettes, at R er et normalt integritetsomrade.
Velg et element f % 0ip. Daer f et R-regulert element. Af Lemma (4.10) falger,
at hvert associeret primideal for R/f R har hgjde 1. Specielt kan p ikke vere indeholdt
i foreningsmangden af de endelig mange associerede primidealer for R/f R. Der findes
derfor et element g € p, saledes at g er reguleer pd R/fR. Folgelig er depth, R > 2, og
dermed er depth,, R = htp. i

(4.12) Bemerkning. Det fglger af Lemma (4.10), jfr beviset for Satning (4.11), at et
(noethersk) normalt integritetsomrade opfylder betingelsen (S2), hvor betingelsen (S;) for
k=1,2,... erSerre’s betingelse:

(Sx)  depth R, > inf{k, htp} for alle primidealer p.

Det er i gvrigt veerd at bemaerke, at Lemma (4.10) medfarer fglgende resultat:
Lad R vere et normal integritetsomrade. Da geelder i braklegemet for R falgende lighed:

R= ) R, (4.12.1)

Bevis:. For en given brek o = a/f betragtes delmangden af R:
a.={reR|raec R}

Det er let at se, at a er et ideal i R. @jensynlig er a = R, hvis og kun hvis ¢ € R. Det
pastas for et primideal p, at a Z p, hvis og kun hvis « € R,. Er nemlig @ € Ry, sa har vi
a = b/s hvor s ¢ p; gjensynlig er s € a, og falgeliger a & p. Og er omvendts € a \ p, sd
era = (sa)/s enbrgk i R,,.

Nu bemarkes farst, at venstresiden i (4.12.1) gjensynlig er indeholdt i hgjresiden. For at
vise ligheden betragtes en brgk o = a/f som ikke tilhgrer R. Det skal vises, at der findes et
primideal p af hgjde 1 sdledes at « ¢ R,,.

Det fglger af definitionen pa a, at for » € R geelder, at ra € Rf hvis og kun hvis r € a.
Heraf ses, at multiplikation med a definerer en injektiv homomorfi R/a — R/fR. Da
a ¢ R,er R/a # 0. Velg nu et associeret primideal p for R/a. Specielterdap 2 a. Af
inklusionen R/a C R/f R falger, at p ogsa er associeret til R/f R. Af Lemma (4.10) falger,
athtp =1. Daa C p folger det, at o ¢ R,,.

Altsa har p den gnskede egenskab. Hermed er ligheden i (4.12.1) bevist. a
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5. Graduerede Cohen—-Macaulay ringe.

(5.1) Setup. | denne paragraf er k et legeme og R betegner polynomiumsringen R =
k[X1, ..., X,]. Med 91 betegnes maksimalidealet (X1, ..., X,;) i R. Polynomiumsringen
er gradueret: R = € R, hvor R, er vektorrummet af homogene polynomier af grad n.
Maksimalidealet 9T er homogent, idet 91 = @@1 R,,. Djensynlig er ethvert homogent, &gte
ideal indeholdt i 91. Videre betegner M en endeligt frembragt gradueret R-modul.

Det er velkendt, at R er en Cohen—Macaulay ring af dimension n, og yderligere, at R er
bi-equidimensional, dvs for enhver maksimal kade af primidealer i R,

O =PoCPrC---C Py,

er h = n. Specielt er R en katernar ring.

(5.2) Lemma. (1) Etagte homogent ideal \3 i R er et primideal, nar blot betingelsen,

fegeP — feP Vv ged,

er opfyldt for homogene elementer f, g i R.
(2) Ethvert ideal, der er maksimalt blandt annullatorerne Ann(x), hvor x # 0 er et
homogent element i M, er et (homogent) primideal i R.

Bevis. (1): Antag, at betingelsen i (1) geelder for homogene elementer i R. Det skal vises, at
den gelder for alle elementer i R. Betragt hertil to elementer f, g, sdat f ¢ B og g ¢ ‘L.
Elementet f er summen af sine homogene led f;. Der findes derfor homogene led f; som
ikke tilhgrer 3. Lad f,, veere det homogene led af starst mulig grad saledes at f,, ¢ 9B3. Lad
tilsvarende g,, vaere det homogene led i g af starst mulig grad saledes at g,, ¢ B. Det falger
da af antagelsen, at f, g, ¢ B. Betragt det homogene led af grad n +m i fg, altsd summen

af produkter,
>t
i+j=n+m

I denne sum forekommer produktet f,, g,,, som ikke tilhgrer 3. For alle de gvrige produkter
figj erenteni > neller j > m, s valgene af n og m sikrer, at alle gvrige produkter tilhgrer
B. Heraf falger, at summen ikke tilhgrer 3. Leddet af grad n +m i fg tilhgrer altsa ikke .
Da 3 er antaget homogent, fglger det at fg ¢ ‘B.

(2): Deter Klart, at en annullator Ann(x) af et homogent element i M er et homogent ideal
i R. Pastanden i (2) fas nu — under brug af (1) — ved at kopiere beviset for det tilsvarende
resultat i det ikke-graduerede tilfeelde. a

(5.3) Seetning. Lad M vere en endeligt frembragt gradueret modul. Da er alle associe-
rede primidealer (og specielt alle minimale primidealer) for M homogene. Specielt er alle
associerede primidealer indeholdt i maksimalidealet ).
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Bevis. Da R er noethersk, falger det af Lemma (5.2), at hvis M =# 0 sa findes associerede
primidealer for M, der er homogene. Altsd har M en homogen undermodul M, der (ikke-
gradueret) er isomorf med en kvotient R /33, hvor 3 er et homogent primideal. \ed at gentage
argumentet pa M/ M, og fortsatte, ses, da M er noethersk, at der findes en endelig filtration,

O =MyCM1C---CM =M,

med homogene undermoduler M;, hvor de successive kvotienter M; /M; _1 har formen R /j3;,
hvor 3; er et homogent primideal. Det er velkendt, at hvert associeret primideal for M ma
veere et af 3;’erne. Hermed er Saetningen bevist. a

(5.4) Bemerkning. Som bekendterdim M = 0, hvis og kun hvis M har endelig leengde, altsa
hvis og kun hvis alle minimale primidealer for M er maksimalidealer i R. Da de minimale
primidealer ifalge Saetning (5.3) er homogene og dermed indeholdt i 91, indtreeffer dette netop
nar N er det eneste primideal, der indeholder Ann M, altsa netop nar Ann M indeholder en
potens af 9. Akvivalent betyder dette, at hvert X; er nilpotent pa M (eller at M,, = 0 nar
n > 0).

(5.5) Korollar. Lad M vere en endeligt frembragt gradueret modul over polynomiumsringen
R = k[X1, ..., X,]. Daerdim M = dim My, hvor 0t er det homogene maksimalideal i R.
Yderligere geelder, at M er bi-equidimensional, nar blot M er equidimensional (eller My, er
equidimensional).

Bevis. Hvis M = 0, er pastandene trivielle. Antag, at M # 0, og betragt en maksimal kade
| stetten for M,

BoCP1C--- C P *)
| keeden er Bp et minimalt primideal for M og ‘3;, er et maksimalideal i R. Da R er bi-
equidimensional, er # = dim R /Bo. Blandt de minimale primidealer for M findes et primi-
deal 9By saledes at dim R/Bo = dim M. Ifglge Seetning (5.3) er Py et homogent primideal,
og dermed indeholdt i det homogene maksimalideal 91. Der findes derfor en maksimal
kaede (*), hvor B, = M. Heraf fas, at dim My, > h = dim R/Py = dim M. Trivielt er
dim My < dim M, og denne ulighed er altsa en lighed.

Antag nu, at M« er equidimensional. Lad Bg veere et minimalt primideal for M. Da er
Bo homogent, og altsa indeholdt i 91, sa antagelsen betyder, at der findes en kaede (*) med
PBr = Nogh = dim My. Ifglge det lige viste, er h = dim R/Bo og dim My = dim M.
Altsa er dim R/Bo = dim M. Falgelig er M equidimensional. Ligningen 2 = dim R/
for enhver maksimal kaede (*) viser nu, at M er bi-equidimensional.

Hermed er Korollaret bevist. a

(5.6) Hovedsatning. Lad M vare en endeligt frembragt gradueret modul over polynomi-
umsringen R = k[ X1, ..., X,]. Antag, at M er en Cohen—Macaulay modul og M # 0. Daer
M bi-equidimensional. Videre er for enhver folge f = (f1, ..., f,) af homogene elementer
af positiv grad falgende betingelser ekvivalente:
(i) Folgenft er M-reguler.
(i) htys(fR) =r.
(iii) dimM/fM =dim M —r.
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Bevis. Da M er en Cohen—Macaulay modul er ogsa My, en Cohen—Macaulay modul over den
lokale ring Ry. Af Hovedsetning (3.3) falger sa, at M« er equidimensional. Af Korollar
(5.5) felger derfor, at M er bi-equidimensional.

Betragt nu en folge f = (f1,..., f,) af homogene elementer af positiv grad. En M-
reguleer folge er en M-hgjdefalge ifglge Saetning (2.10), sa specielt geelder (i)=(ii). Da
M er bi-equidimensional er M specielt co-equidimensional, sa (ii)=>(iii) falger af Korollar
(4.6)(2).

Endelig skal vi vise, at (iii)=(i). Dette vises ved induktion efter . Vi bemarker forst, at
hvis N # 0 er endeligt frembragt gradueret R-modul, og f er et homogent element af positiv
grad, sa geelder ulighederne,

dimN —1<dimN/fN <dimN.

De tilsvarende uligheder gaelder nemlig for moduler over en lokal ring, og vi har vist i Korollar
(5.5) at dimensionerne ikke a&ndres nar N erstattes med No;.
Af denne bemerkning falger, at ligningen forudsat i (iii) medferer begge ligningerne,

dmM/AM =dimM —1, dimM'/(fo, ..., )M =dimM — (r — 1),

hvor M’ = M/ f1 M. Afden farste ligning falger, at 11 ikke tilhgrer de primidealer £ i statten
for M for hvilketdim R/Q = dim M. Nuvar M equidimensional, og ifglge Korollar (4.5)(1)
har M ingen indlejrede primidealer. Altsa kan f1 ikke tilhgre et associeret primideal for M.
Falgelig er f1 reguleer pa M. Korollar (4.5)(2) medfarer sa, at M’ = M/f1 M er en Cohen—

Macaulay modul. Den anden ligning ovenfor medfarer derfor (induktivt), at (f>, ..., f.) er
en M’-reguler fglge. Altsder (f1, ..., f) en M-reguler falge.

Hermed er &kvivalensen vist, og beviset afsluttet. a
(5.7) Definition. Udover polynomiumsringen R = k[X1, ..., X,] betragtes polynomiums-

ringen R" := k[Xo, ..., X,]in+1variable. Lad f € R vere et polynomium forskelligt fra
0, og lad d veere graden af f. Polynomiet f er en sum af sine homogene led, f = ngd fi
og leddet f, af hgjeste grad er forskelligt fra 0. Vi betegner det f™M#; det er et homogent po-
lynomium af grad d. Ved det til £ hgrende homogeniserede polynomium forstas polynomiet

f' =X fo+ XG e + S
Polynomiet f” er et homogent polynomium af grad d i ringen R". @jensynlig er
A Xy, X)) =7 og fM0,X1,..., X,) = ™
(5.8) Bezout’s Seetning. Lad (fi, ..., f,) vere en folge af n ikke-konstante polynomier
I k[X1,...,X,], og betragt kvotienten T := k[X1, ..., X,]/(f1,..., fn). Antag om de

homogene led f™, at kvotientenk[X1, ..., X, 1/(f{™, ..., f,"®) har dimension0. Da er

dim, I = (deg f1) - - - (deg fy). (5.8.1)
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Bevis. Homomorfien R" — R, defineret ved F — F(0, X1, ..., X,,), er surjektiv med
kernen (Xg). Den afbilder fl.h pa £, og inducerer derfor en isomorfi,

RY/CFE, L fl Xo) =5 Ry(FM, L, fmaX),

Ifzlge forudsaetningen er hgjresiden af dimension 0. Af Hovedsatning (5.6) fremgar derfor,
at (f, ..., £, Xo) erenreguler falge i R". Falgen (f]', ..., f1) eraltsd en reguler falge i
R ogikvotienten " := R /(f}, ..., £ erbilledet xo af Xo etregulert element. Bemeerk,
at kvotienten I'”* er en gradueret ring og xq er homogen af grad 1.

Betragt nuhomomorfien R — R, defineretved F — F(1, X1, ..., X,,). Denersurjektiv
med kernen (Xo—1), og denafbilder fl.h pa f;. Deninducerer derfor en en surjektivhomomorfi
af ¢: T'" — T", med kernen (xg — 1). Ved restriktion fas for hvert j en k-linezer homomorfi,

. h
goj.Fj—>F.

Ligningen (5.8.1) er gjensynlig en konsekvens af fglgende 3 pastande: (1) Billederne ved
homomorfierne ¢; udger en stigende falge af underrum i I' og deres foreningsmaeengde er
hele I". (2) Homomorfierne ¢; er injektive. (3) Nar j > 0 er dimy Fj.‘ konstant og lig med
hgjresiden i (5.8.1).

Pastand (1) er triviel: elementet xq er homogent af grad 1 og pxo = 1. Fora € F}‘ geelder
altsd ligningen gja = ;11 (xoa), 0g den viser, at billedet af ¢; er indeholdt i billedet af ;1.
Da homomorfien ¢: ' — T er surjektiv, er I' summen af disse billeder, og da billederne
udger en stigende fglge, er " lig med foreningen af billederne.

Péstand (2) vises sledes: Antag, at der findes et element « # 0 i kernen for ;. Elementet
o er altsd et homogent element af grad j i I'”* og der findes en ligning,

a = V(XO - 1)’

hvor y tilhgrer I'". Da o # Oer y # 0. Lad y. og y4 vere de homogene led af laveste og
hgjeste grad i . Pa ligningens hgjreside er det homogene led af laveste grad sa —y,; da xo
er reguleer i ', er det homogene led af hgjeste grad lig med y,xo. Disse to led pa hgjresiden
har graderne c og d + 1. Da de to grader er forskellige, er dette i modstrid med at venstresiden
a er homogen.

Pastand (3) vises saledes: Dimensionen dimy I‘]’? er, nar j > 0, givet ved Hilbert-

polynomiet af kvotienten T = R"/(f]',..., f). Ringen R" er polynomiumsringen i
n + 1 variable, og dens Hilbert-polynomium har derfor graden n og multipliciteten 1. Da
falgen (flh, ... [y erenreguler falge i R", er det let at bestemme Hilbert-polynomiet for
kvotienten. Det bliver konstanten givet ved hgjresiden i (5.8.1).

Hermed er de tre pastande, og dermed ligning (5.8.1), bevist. a

(5.10) Bemerkning. Kvotienten ' = R/(f1,..., fu) definerer som bekendt et skema
X i A". Under forudsatningen i Bezout’s satning er dim; I" specielt endelig, sa X er et
endeligt skema. Af bemarkning (5.4) fremgar en reekke betingelser, som er &kvivalente med
forudszetningen om at dim R/(f{™, ..., fi"®) = 0. Uden at vi her kan ga narmere ind p&
det, skal det nzvnes at denne forudsetning for Bezout’s Satning svarer til at skemaet X ikke
har uendelige fjerne punkter.
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Regulare ringe

1. Regulare lokale ringe.

(1.1) Setup. | denne paragraf betegner R en lokal noethersk ring med maksimalidealet m,
0g M betegner en endeligt frembragt R-modul.

(1.2) Definition. Vi minder om, at dimensionen af R er lig med det mindste antal elementer
i m som frembringer et m-primert ideal, dvs et ideal q saledes at R/q har endelig leengde.
Ifalge Nakayama’s Lemma er det minimale antal frembringere for q lig med dimensionen af
q/mgq som vektorrum over restklasselegemet k := R/m. Specielt galder altsa uligheden,

dim R < rkm/m?,

hvor hgjresiden er vektorrumsdimensionen.

Den lokale ring R siges at veere en reguler lokal ring, hvis lighedstegn geelder i uligheden
ovenfor, altsa hvis der findes et s&t af d = dim R elementer, der frembringer maksimalidealet
m. Et sddant szt af elementer siges ogsa at vere et regulert parametersystem for R.

(1.3) Observation. En lokal ring R af dimension 0 er reguler, hvis og kun hvis den er et
legeme. Da dimensionen d er 0, udtrykker regularitetsbetingelsen nemlig at maksimalidealet
m kan frembringes af ingen elementer, dvs at m = (0), eller &kvivalent, at R er et legeme.

(1.4) Seetning. En lokal ring R med maksimalideal m og restklasselegeme k := R/m er
reguleer, hvis og kun hvis den graduerede ring

Gu(R):=R/m@dm/m* @dm?/m*@ ...,
er gradueret isomorf med en polynomiumsring k[X1, ..., X4] (nedvendigvis i d = dim R
variable).

Bevis. ,Kun hvis“: Lad (x1, ..., xg) veere et regulaert parametersystem i R, hvor altsd d =
dimR ogm = (x1,...,xqs)R. Restklasserne af x; modulo m? er homogene elementer af
grad 1i G, (R), og disse d restklasser definerer en homomorfi,

G = k[X1, ..., Xs] = Gu(R).

@jensynlig er denne homomorfi surjektiv. For at vise, at den er bijektiv, antages indirekte, at
den ikke er injektiv. Kernen er da et homogent ideal 7 = & I,, forskelligt fra O i polynomi-
umsringen G. Lad F # 0 veere et homogent polynomium i 7. Polynomiet F kan ikke veere
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konstant, sa graden £ af F er positiv (og specielter altsdd > 0). Da F € I, er G,_,F < I,
for alle n. Nu fas for n > h vurderingen,

0<rkm"/m"+1< n+d-1 _ n—h—i—d—l.
d-—1 d—1

Vektorrummet m” /m”™+1 pd venstresiden er nemlig isomorftmed G,, /I, (da homomorfien var
surjektiv), og det er derfor isomorf med en kvotientaf G,,/ F G,,_j,. Rangen pa venstresiden er
altsd mindre end eller lig med lig med rangen af G,/ F;,G,,_,. Den sidste rang er differensen
rk G, — rk G,_j, og dermed lig med differensen pa hgjresiden.

Det er Kklart, at differensen pa vurderingens hgjreside er polynomial af grad mindre end
d — 1. Dette er i modstrid med at venstresiden ifglge teorien om Samuel-polynomier er
polynomial af grad lig med dim R — 1 = d — 1. Hermed er ,,kun hvis“ bevist.

Lhvis“: Antag, at G, er gradueret isomorf med en polynomiumsring G i r variable. Da
er specielt vektorrummet m’ /m‘*1 isomorft med vektorrummet G, af homogene polynomier
af grad i. Laengden af R /m", der er summen af dimensionerne af m’ /mi* fori =0, ..., n,
er derfor lig med dimensionen af vektorrummet af polynomier af grad mindre end n. Dette
sidste vektorrum har som bekendt dimensionen (”+:_1). Funktionen n — long R/m" er
altsé lig med polynomiet (”*:‘1), og funktionens grad er saledes lig med ». P& den anden
side falger det af teorien for Samuel-polynomier, at funktionens grad er dim R. Altsa er
r = dim R. Dam/m? er isomorf med G1, falger yderligere, at rk m/m? = rk Gy = dim R.
Altsa er R reguleer. i

(1.5) Bemarkning. Ved Samuel-polynomiet for den lokale ring R forstas polynomiet y =
Xm. R, altsd det polynomium, der er bestemt ved ligningen,

x(n) =long R/m"* forn > 0. (1.5.1)

Som bekendt har x graden d = dim R, og x har formen e(’) + - - - + eo. Koefficienten
e = en (R) kaldes multipliciteten af den lokale ring R.

Langden pa hgjresiden i (1.5.1) fas ved at anvende summationsoperatoren X pa funktionen
n — rkm”/m"t1. Hvis R er reguler, er denne sidste funktion bestemt ved isomorfien i
Seetning (1.4). Det falger, jfr beviset for Seetning (1.4), at hgjresiden af (1.5.1) for n > 0 er
lig lig med ("+Z_1). En reguleer lokal ring af dimension d har altsa funktionen ("+2_1) som
Samuelpolynomium, og den har specielt multipliciteten 1.

For de lokale ringe, man mgader i klassisk algebraisk geometri, geelder omvendt, at hvis
multipliciteten er lig med 1, sa er ringen reguler. Men dette resultat geelder ikke for generelle
(noetherske) lokale ringe.

(1.6) Korollar. En reguler lokal ring er et integritetsomrade.

Bevis. Betragt den dalende falge af idealer,

R:m02m12m22-~-.
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Ifglge Krull’s Snitsaetning er (), m” = (0). For hvertelementa # 01 R findes derfor et stgrst
muligt n, saledes at @ € m”. Dette tal siges ogsa at veere a’s orden. Idet n er ordenen af a,
betegnes med a* restklassen i m” /m"*1 af « modulo m”*+1. Denne restklasse er et homogent
element af grad » i den graduerede ring G := G, (R), og valget af n sikrer, at a™ # 0.

For at vise, at R er et integritetsomrade, skal det vises, at nul-reglen gealder i R. Hertil
betragtes to elementer a = 0 og b # 0 i R. Det skal vises, at ab # 0. Antag, at n og m
er ordenerne af a og b. Produktet ab ligger da i m"™™, og ifglge konstruktionen af G er
produktet ab en repraesentant for produktet a*b* i den graduerede ring G. Ifglge Seetningen
er G er polynomiumsring over et legeme. Specielt er G et integritetsomrade. Da nul-reglen
séledes galder i G, er a*b* # 0. Produktet ab i m” repraesenterer derfor modulo m”*1 en

klasse som ikke er nul-klassen. Specielt er ab # 0. a
(1.7) Korollar. Antag, at R er reguleer lokal med maksimalideal m. Lad (f1, ..., fq) veere
et reguleert parametersystem (hvor altsid = dim R). Da er folgen (f1, ..., f1) en R-reguleer

folge. Yderligere gelder fori = 1,...,d, at idealet (f1, ..., f;) er et primideal, og at
kvotientringen,

R:=R/(f1,..., fi),
eren reguler lokal ring af dimensiond —i. Er omvendta C m et ideal, sdledes at kvotienten
R = R/a er reqular, sa er a frembragt af i = d — dim R elementer (f1, ..., f;), som kan

suppleres til et requleert parametersystem.

Bevis. Betragt forst et reguleert parametersystem ( f1, ..., fg). Frembringeren f; kan ikke
undveeres, sa specielter f1 # 0. Da R er et integritesomrade ifglge det foregaende korollar, er
f1 requleer. Heraf falger, at kvotienten R := R/(f1) er af dimension d — 1. Maksimalidealet
m i R er gjensynlig frembragt af de d — 1 restklasser £, ..., f,. Folgelig er R reguler af
dimension d — 1 og af korollar (1.6) falger, at (f1) er et primideal. Det er herefter klart, at
Korollarets to farste pastande fglger ved induktion efter d.

Antag omvendt, at R := R/a er reguler. St s := dim R. Da kan maksimalidealet m i
R frembringes af restklasserne g; af s elementer g1, ..., g5 i m. Fjensynlig har vi en eksakt
folge af vektorrum over R /m:

0— (a+m?)/m?> — m/m? — m/m> — 0.

Vektorrummet i midten har dimension d og vektorrummet til hgjre har dimension s. De s
restklasser af g; modulo m? afbildes pd en basis for vektorrummet pé hgjresiden. Falgelig
kan disse s restklasser suppleres med en basis for kernen til en basis for vektorrummet i
midten. Der findes altsd i = d — s elementer fi, ..., fi i a, hvis restklasser modulo m? sup-
pleret med restklasserne af g;’erne udger en basis for m/m2. Folgen (f1, ..., fi, g1, ..., &)
af i 4+ s elementer vil derfor frembringe m. Dai + s = dim R, er denne fglge endda et
regulert parametersystem. Ifalge valget er (fi1,..., f;) < a, sa ringen R/a er en kvoti-
entaf R/(f1,..., f;). Ifelge det forst viste er R/(f1, ..., f;) et integritetsomrade, og af
samme dimension d — i = s som R/a. Heraf fglger, at kvotienten R/a ma vere lig med
R/(f1,..., fi), altsdata= (f1,..., fi).

Hermed er ogsa den anden halvdel af korollaret bevist. a
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(1.8) Korollar. En reguler lokal ring er en Cohen-Macaulay ring.
Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af den farste pastand i Korollar (1.7). a

(1.9) Lemma. Lad A vere et integritetsomrdde med broklegemet K. Hvis en brak o i K er
hel over A, sé findes et elements # 0 i A, sdledes at sa? € A foralle p. Hvis A er noethersk,
sd geelder ogsa ,kun hvis*.

Bevis. Antag, at « er hel over A. Delalgebraen M := A[«] af K er da endeligt frembragt
som A-modul. Hvis M er frembragt af endelig mange brgker, sa vil en felles naevner s for
disse braker gjensynlig opfylde, at sM C A. Da M indeholder alle potenser af «, geelder
specielt, at sa? € A for alle p.

Antag omvendt, at sa«” € A for alle p. Da er algebraen A[«] indeholdt i A-modulen
A(1/s). Den sidste modul er, som A-modul, isomorf med A. Hvis A er noethersk, sluttes
derfor, at undermodulen A[«] er endeligt frembragt, og dermed at « er hel over A. a

(1.10) Seetning. En reguler lokal ring R er normal.

Bevis. Antag, at den lokale ring R er reguler. Ifglge Korollar (1.6) er R et integritetsomrade.
Ifalge Seetning (1.4) er den graduerede ring G = G, (R) isomorf med en polynomiumsring
over et legeme. Specielt er G normal, da polynomiumsringen er faktoriel. Desuden er G
noethersk ifelge Hilbert’s Basissatning.

Vi viser, at normaliteten af G medfarer, at R er normal. Betragt hertil en brek a/s, som
er hel over R. Det skal vises, at brgken tilhgrer R, altsd at a € sR. Det er nok at vise for alle
n,at

aesR+m", altsdata =sx+bhvorx € R, b e m". (1)

Da vil nemlig restklassenafa i M := R/sR tilhgre m” M for alle n, og af Krull’s Snitsatning
folger sa, at restklassen er nul, altsd at a € sR.

Relationen (1) vises ved induktion efter n. Den er trivielt opfyldt for » = 0. Antag, at (1)
er vist for n. Det er nok at vise, at

besR+m"tt (2)

thisder b = ys + ¢ med c € m**1, og dermed a = (x + y)s 4+ ¢ € sR + m"*1,

Vi har antaget, at » € m”. Hvis b € m"*1, er (2) trivielt opfyldt. Vi antager derfor, at
b ¢ m™*1. Idet vi anvender notationen fra beviset for Korollar (1.6) har b altsd orden n. Nu
erb/s =a/s — x,0g daa/s er hel over R er ogsa b/s hel over R. Af Lemma (1.9) anvendt
med A := R falger, at der findes r # 0i R sdledes attb” € sP R for alle p. Afdisse ligninger
i R folgeri G, att*(b*)? e (s*)?G foralle p. Da G er noethersk, fas af den anden halvdel af
Lemma (1.9) anvendt med A := G, at b*/s™ er hel over G. Da G er normal fglger, at b*/s*
tilhgrer G. Altsa findes et element y # 0 i R saledes at b* = s*y*. Elementet b havde orden
n, s ligningen b* = s*y* i G viser, at b er kongruent med sy modulo m”*+1. Altsd er (2)

opfyldt.
Hermed er det gnskede bevist. Q0
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(1.11) Korollar. For en lokal noethersk ring R er falgende betingelser &kvivalente:

(i) R er en diskret valuationsring.
(ii) R er regular af dimension 1.
(iii) R er et normalt integritetsomrade af dimension 1.

Bevis. (i)<(ii): Det er et velkendt resultat, at en diskret valuationsring er karakteriseret som
en noethersk lokal ring, der er et integritetsomrade og ikke et legeme, hvori maksimalidealet
er et hovedideal. Da en reguleer lokal ring er et integritetsomrade ifglge Korollar (1.6), falger
a&kvivalensen af (i) og (ii).

(it)=(iii) felger umiddelbart af Seetningen.

(iii)=(i): Antag, at R er et normalt integritetsomrade af dimension 1. Da dimensionen er
positiv, er m # (0), og da dimensionen er lig med 1, er m isoleret primideal for hovedidealet
(f) frembragt af et vilkarligt element f = 0 i m. Specielt er m associeret til R/(f). Heraf
falger, som det er velkendt fra kapitlet om dybde, at m er et hovedideal. Fglgelig er R regulzr.

Hermed er &kvivalensen bevist. a

(1.12) Bemaerkning. Antag, at den lokale ring R er reguler. Da galder, at R er en faktoriel
ring (Auslander-Buchsbaum’s Setning). Desuden gelder for hvert primideal p i R, at den
lokale ring R, er reguleer. Begge disse resultater vises naturligt ved homologisk algebra. Vi
skal senere skitsere dele af et bevis for det farste resultat.
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2. Regulere ringe.

(2.1) Definition. Som saedvanlig betegner R overalt i det falgende en noethersk ring. Ringen
R siges at veere en lokalt reguler ring, hvis der for alle primidealer p i R geelder, at den lokale
ring R, er regulzr.

(2.2) Bemaerkning. Det er et fundamentalt resultat, som vi ikke kan bevise her, at en lokal
ring, der er reguler ifglge Definition (1.2), er lokalt reguleer ifglge definition ovenfor.

Heraf ses, at det i definitionen ovenfor er nok at kraeve, at den lokale ring R, er reguleer for
alle maksimalidealer i R. Desuden ses, at ,lokalt“ i Definition (2.1) egentligt er overfladigt.
Vi kunne blot have sagt ,reguler”. Det skal imidlertid understreges, at en regulaer ring i
litteraturen ofte antages at have endelig Krull dimension.

(2.3) Seetning. Lad R vere en lokalt regular ring. Da geelder:

(1) R er et endeligt produkt af lokalt regulare integritetsomrader.
(2) R er en Cohen—-Macaulay ring.

Bevis. (1) Lad q1, . .., q, veere de minimale primidealer for R. Betragt den kanoniske homo-
morfi,
R— R/q1 x---x R/q.

Lad p veere et primideal. De minimale primidealer for R,, svarer da til de g;, som er indeholdt
i p. Da R, er et integritetsomrade ifglge Korollar (1.6), felger det, at inklusionen q; < p
er opfyldt for netop ét q; og at der for dette q; geelder, at q;R, = (0). Heraf ses, at den
kanoniske homomorfi efter lokalisering i p bliver bijektiv. Da p var et vilkarligt primideal,
ma den kanoniske homomorfi vaere bijektiv. Yderligere felger det, at integritetsomradet
R/q; er en lokalt reguler ring, thi lokaliseres R/q; i et primideal p/q;, svarende til p O q;,
fremkommer den reguleere lokale ring R,,.

Pastanden (2) falger umiddelbart af Korollar (1.8). a

(2.3) Observation. En ring af dimension O er som bekendt et legeme, hvis og kun hvis den er
et integritetsomrade. Heraf ses, at de lokalt regulere ringe af dimension 0 netop er de ringe,
der er et endeligt produkt af legemer.

(2.4) Setning. For et noethersk integritetsomrade R af dimension 1 er falgende betingelser
&kvivalente:

(i) R er en Dedekindring.
(if) R lokalt reguler.
(iii) R er normal.

Bevis. En Dedekindring kan som bekendt karakteriseres som et noethersk integritetsomrade
R, hvori der der for ethvert maksimalideal m gaelder, at den lokale ring R, er en valuationsring.
Af Korollar (1.11) felger derfor at (i)<(ii).

For et integritetsomrade R gelder, at R er normal, hvis og kun hvis R, er normal for alle
maksimalidealer m. Af Korollar (1.11) falger derfor at (ii)<(iii). i
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(2.5) Seetning. Lad R vere et noethersk integritetsomrade af dimension 1. Lad K betegne
braklegemet for R, og lad legemet K’ veere en endelig udvidelse af K. Da er den hele
afslutning af R i K’ en Dedekindring.

Bevis. Lad R’ betegne den hele afslutning af R i K’. Da er R’ hel over R. Af Cohen-
Seidenberg’s farste Satning folger derfor, at R’ og R har samme dimension. Altsa er R’ et
integritetsomrade af dimension 1. Videre er R’ normal, dvs helt afsluttet i sit braklegeme.
Brgklegemet for R’ er nemlig indeholdt i legemet K’ (da K’/K er antaget endelig, gaelder
faktisk at K’ er brgklegemet for R’), sa en brgk der er hel over R’ er derfor ogsa hel over R
og dermed element i R’.

For at vise, at R’ er en Dedekindring, skal det altsa vises, jfr Setning (2.4), at R er
noethersk. Denne pastand fremgar af det efterfglgende resultat. a

(2.6) Krull-Akizuki’s Seetning. Antag forudsatningerne i Satning (2.5). Da vil enhver
delring T af K’, som omfatter R, veere noethersk af dimension mindre end eller lig med 1.

Bevis. Det er nok at vise, at der for hvert ideal a # (0) i T gelder, at kvotienten 7'/a har
endelig lengde som R modul. Heraf falger nemlig ferst, at i enhver stigende fglge af idealer
i T,
ap Cap <.y

hvor a3 # (0), er antallet af skarpe inklusioner begranset opad af long ¢ (7' /a1). Altsd er T
noethersk. Videre fglger det, at for hvert primideal p # (0) i T er kvotienten T /p af endelig
leengde som 7-modul, og dermed et legeme. Altsa er p et maksimalideal. Fglgelig har T
dimension hgjst 1.

Det skal vises, at 7' /a har endelig leengde som R-modul. Indledende bemarker vi, at der
findes etelement f # 0i RNa. Betragt nemlig etelementa # 0ia. Daudvidelsen K'/K er
endelig, er « algebraisk over R. Der findes altsa en ikke-triviel relation f,a" +- - -+ fia+ fo =
0, hvor f; € R. Da K’ er et integritetsomrade, kan vi i relationen antage, at fo # 0. Af
fo=—@" f, +---+ fo)a folger, at fo € a. Altsder f := fo det sggte element i R N a.

For at vise at 7' /a har endelig lengde som R-modul, er det nok at vise, at der findes et tal /
saledes at enhver endeligt frembragt R-undermodul af 7'/a har en leengde, der er mindre end
eller lig med /. Vi viser, at en sddan gvre granse opnas med tallet,

l:=|K":K|longR/fR.

Her er |[K’:K| rangen af K’ som vektorrum over K. Langden long R/f R er endelig, da R
er et noethersk integritetsomrade af dimension 1 og f # 0.

En endeligt frembragt R-undermodul af 7'/a er billede af en endeligt frembragt R-un-
dermodul M C T ved den kanoniske homomorfi T — T /a. Da f € a, inducerer den
kanoniske homomorfien R-lineeer homomorfi M/f M — T /a. Enhver endeligt frembragt R-
undermodul af 7' /a er derfor homomorft billede af M/ f M for en passende endeligt frembragt
R-undermodul af T'. Det er derfor nok at vise, at for enhver endeligt frembragt R-undermodul
M af K’ gaelder uligheden,

longM/fM < |K":K| long R/fR.
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Modulen M har, som delmangde af K-vektorrummet K’ en endelig rang r, der er mindre
end eller lig med rangen |K’:K|. Vi viser ligheden,

longM/fM =r longR/fR. (1)

Betragt hertil i M en R-undermodul N frembragt af » elementer, der er lineaert uafhaengige
over K. Disse frembringere er specielt lineart uafhaengige over R, si N = R”. Yderligere
er hvert element x i M en K-linearkombinatione af disse frembringere. Idet s € R er en
feelles naevner for koefficienterne i en sadan fremstilling, ses detat sx € N. Kvotientmodulen
Q := M/ N er derfor en torsionsmodul: hvert element i M /N annulleres af et element s £ 0
i R. Da R har dimension 1, fglger det, at kvotienten Q har endelig leengde.

Betragt nu den eksakte falge,

0O—N—M— 0 —0,

og multiplikation med f i hver af de tre moduler. De to ferste moduler er indeholdti K’, og
multiplikation med f er derfor injektiv. Lad ; O betegne kernen for multiplikation med f pa
Q. Da galder fglgende ligheder:

longM/fM =long N/fN +long Q/fQ —long Q =longN/fN =r longR/fR.

Den farste lighed fas nemlig ved at betragte leengderne af modulerne i den eksakte kerne-
kokerne falge og udnytte, at den alternerende sum af leengderne er lig med 0. Den anden

lighed fés tilsvarende af den eksakte falge 0 — ;O — Q S, Q0 — Q/fQ—0,hvor
alle modulerne har endelig leengde. Endelig fglger den tredie lighed afat N = R".
Af disse ligheder fremgar den gnskede ligning (1). Hermed er beviset fuldfart. a

(2.7) Bemarkning. | teorien for Dedekindringe anvendes Setning (2.5) oftest i tilfeeldet,
hvor den givne ring R selv er en Dedekindring. For mange anvendelser er det ngdvendigt at
forudsatte, at den hele afslutning R’ er endeligt frembragt som R-modul. Man kan vise, at
dette er tilfaeldet, hvis udvidelsen K’/ K er separabel, eller hvis R er endeligt frembragt som
algebra over et legeme.

For R = Z, hvor altsd K = Q, er legemet K’ et sakaldt algebraisk tallegeme. Den hele
afslutning R’ bestar her af de hele algebraiske tal i K.

(2.8) Saetning. Antag, at R er lokalt reqguler. Da er ogsa polynomiumsringen R[X] lokalt
reguler.

Bevis. Lad 3 veere et primideal i R[X], og lad p := RNB vaere kontraktionen. Det skal vises,
at den lokale ring R[X]y er regulzer. Denne lokale ring fas ved ved at lokalisere R, [X] i det
til 3 svarende primideal. Vi kan derfor antage, at R er en lokal ring og at p er maksimalidealet
i R. Lad A betegne hgjden af p, altsa dimensionen af R. Da R er antaget lokalt reguler, er
specielt R en reguler lokal ring, sa der findes et regulart parametersystem, dvs 4 elementer
(x1, ..., xp), der frembringer p. Der er nu to muligheder:
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Enten er ¢ = p[X]. | dette tilfeelde er B som bekendt af hgjde i. Yderligere er B
frembragt af de 2 elementer (x1, ..., x5). Den lokale ring R[X]s: er derfor regulzr.

Eller ogsa er B O p[X]. | dette tilfeelde er 3 som bekendt af hgjde 4 + 1. Yderligere
svarer 3 til et ikke trivielt primideal i kvotienten (R/p)[X]. Denne kvotientring er polyno-
miumsringen over et legeme, sa det ikke trivielle primideal er et hovedideal. Valges i R[X]
et polynomium £, hvis restklasse frembringer dette hovedideal, sa er 3 er frembragt af de
h + 1 elementer (x1, ..., xs, f). Den lokale ring R[X]s: er derfor regulzr. a

(2.9) Eksempel. Polynomiumsringen k[X1, ..., X,], hvor k er et legeme eller k = Z, er
lokalt reguleer.
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3. Jacobi’s kriterium.

(3.1) Setup. | det fglgende betragtes polynomiumsringen R = k[X1, ..., X,] 1 n variable
over et legeme k. For et primideal p i R betegnes med m, maksimalidealet i lokaliseringen Ry,
og med k(p) = R, /m, betegnes restklasselegemet. For hver brgk f i R, betegnes med f (p)
restklassen af f modulo m,,. Verdien f(p) er altsa element i legemet x(p). Legemet k(p)
er ogsa braklegemet for integritetsomradet R /p; hvis braken f specielt er et polynomium, s&
er f(p) blot restklassen af f modulo p.

Fori =1,..., n betegner 9; den partielle differentiation f +— df/dX;. Afbildningerne
d; er k-linezere derivationer i R, dvs de opfylder ligningerne,

0i(fg) = foig + goi f,

og de kan derfor udvides til derivationer i brgkringen R,,.

(3.2) Definition. Den sammensatte afbildning f — 9; f — 9; f (p) inducerer ved restriktion
en Ry-linezr afbildning m, — k(p). For f € R, og g € m, fas nemlig 9;(fg)(p) =

F(Piglp) + 80 f(p) = f(p)dig(p), idet g(p) = 0.
Da homomorfien f — 9; f(p) er en R,-lineeer afbildning m, — &(p), inducerer den en

linezer afbildning af vektorrum over x(p),
0i(p): my/mi — K(p).

Med 9 (p): mp/mﬁ — Kk(p)" betegnes den k(p)-linezre afbildning, hvis i’te koordinat er
i (p).

Bemark, at rangen af vektorrummet m,g/mfD er lig med dimensionen af den lokale ring
Ry, da R, er regular ifglge Eksempel (2.9). Rangen er altsé lig med hgjden af primidealet
p. Af dimensionsformlen fglger, at rangen ogsa er lig med n — tdeg, (R/p).

(3.3) Lemma. Homomorfien induceret af de partielle derivationer,
. 2 n
d(p): mp/m2 — K(p)",

er injektiv, nar blot en af falgende to betingelser er opfyldt:
(1) Primidealet p er et maksimalideal af formen

p=(X1—p1..... Xn — pn) hvorp; ek.

(2) Legemet k er perfekt legeme, fx et legeme af karakteristik O, eller et algebraisk
afsluttet legeme, eller et endeligt legeme.

Bevis. (1) Maksimalidealet af den angivne form er kernen for homomorfien f — f(p), hvor
p=(p1,..., pn) € k™. Kvotienten R/p kan altsd i dette tilfeelde identificeres med k, og
homomorfien f — f(p) kan identificeres med f — f(p).
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Polynomierne X; — p; frembringer p og dermed ogsé m,,, og deres restklasser modulo m§

er en k-basis for mp/mg. | denne basis er 3 (p) gjensynlig givet ved enhedsmatricen. Specielt
er d(p) injektiv.

(2) Lad x; betegne restklassen modulo p af X;. Daer R/p = k[x1, ..., x,], ogafbildningen
g > g(p) er blot indsattelse, g — g(x1, ..., x,), i polynomier. Kvotienten k[x1, ..., x,] er
et integritetsomrade og endeligt frembragt som algebra over k. Lad ¢ betegne transcendens-
graden over k.

Vi udtager blandt x1, ..., x,, en transcendensbasis pa fglgende made: Enten er x;’erne
algebraisk uafhaengige over k, og sa udger de den sggte transcendensbasis. Eller ogsa findes
ikke-konstante polynomier g i R saledes at g(x1, ..., x,) = 0. Valg i dette tilfeelde et sadant
polynomium g af lavest mulig grad.

Antag farst, at legemet k er af positiv karakteristik g. At legemet er perfekt betyder sa,
at afbildningen a +— a? (der jo er en injektiv ringhomomorfi k — k) er bijektiv. Med
andre ord er hvert element i k en g’te potens. Det pastas, at mindst én af de variable X;
forekommer i g med en eksponent, der ikke er delelig med ¢. | modsat fald ville nemlig alle
monomier X7 - - - X,," der forekommer i g veere g’te potenser, og da koefficienterne i g ogsa
er g’te potenser, ville polynomiet g veere en g’te potens, g = h9. Af0 = g(x1,...,x,) =
h(x1, ..., x,)? ville der sd folge h(x1, ..., x,) = 0, i modstrid med at g var valgt af minimal
grad. Efter omnummerering kan vi antage, at X, forekommer i g med en eksponent, der ikke
er delelig med ¢g. Det falger, at det afledede polynomium d1g ikke er nulpolynomiet. Det
afledede polynomium har lavere grad end g, sa valget af g sikrer, at d1g(x1, ..., x,) # 0.

Hvis karakteristikken af &k er O, er valget lettere. En af de variable forekommer i g, og
efter omnummerering kan vi antage, at det er X;1. Det afledede polynomium 91 g er sa ikke
er nul-polynomiet, og falgelig er 91g(x1, ..., x,) # 0.

@jensynlig er x1 algebraisk over k[x2, . . ., x,]. Nufortseettes med elementerne x», ..., x,.
Hvis disse elementer er algebraisk uafhaengige, er de den sggte transcendensbasis. | modsat
fald findes (eventuelt efter omnummerering af xo, ..., x,) et polynomium g», som ikke af-
haenger af X1, saledes at go(x1, x2, ..., x,) = 009 d282(x1, X2, ..., x,) # 0. Da g ikke
afhenger af X1 er 91g2> = 0.

Processen stopper efter endelig mange skridt (og omnummereringer) med et algebraisk

uafhaengigt set x, 41, . . ., x, blandtx;’erne og polynomier g1, ..., g med g;(x1, ..., x,) =
009 djgj(x1,...,x,) # 0, og sdledes at g; ikke afhenger af de variable X1, ..., X;_1.
Elementerne x;,41, .. ., x, udger gjensynlig en transcendensbasis for k[x1, ..., x,] over k.

Dagj(x1,...,x,) = 0, ligger falgen (g) = (g1. ..., gx) i primidealet p, og dermed ogsa i
m,,. Betragt n x » matricen, hvis j-te sgjleer dg;(p). De farste & reekker udger en (kvadratisk)
h x h matrix. Heri std pd den jte plads i diagonalen elementet d; g; (p) som er forskellig fra
0, og over dette element star 9; g; (p) fori < j, somer ligmed 0. Heraf ses, at matricen dg(p)
har rang .

Det falger, at afbildningen a(p): m,g/mfD — k(p)" mindst har rangen 4. Pa den anden
side var n — h lig med transcendensgraden af R/p, s 4 er lig med rangen af vektorrummet
mp/mg, jfr (3.2). Altsa er afbildningen a(p) injektiv.

Hermed er injektiviteten vist i begge tilfelde. a
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(3.4) Bemarkning. Transcendensbasen konstrueret i beviset for Seetning (3.3) under forud-
seetning af at k er perfekt er en sakaldt separerende transcendensbasis. Af beviset fremgar
for de fundne polynomier g1, ..., g, at restklasserne module mfg er en basis for mp/mﬁ.
Polynomierne g1, ..., g5 frembringer derfor maksimalidealet m,. Da & = dim R,,, udger
disse polynomier et reguleert parametersystem for R,,.

Forudsatningen om at k er perfekt i (3.3)(2) er ngdvendig for at homomorfien d(p) er
injektiv for ethvert primideal p. Antag nemlig, at k ikke er perfekt, og lad a veere et element
I k, som ikke er en g’te potens (hvor ¢ er karakteristikken af k). Polynomiet X9 — a er da et
irreducibelt polynomium, sa idealet p = (X9 — a) er et maksimalideal i R := k[X]. Det er
klart, at homomorfien a(p): mp/mg — k(p) her er nul-homomorfien.

(3.5) Setup. | det fglgende betragtes i R et s&t af s polynomier f = (f1,..., f;). Det
antages, at f; € p. Med af(p) betegnes matricen, hvis j’te sgjle er 9f;(p). Matricen kaldes
Jacobi-matricen. Den er en n x s matrix med koefficienter i legemet (p).

(3.6) Jacobi’s kriterium. Antag, at polynomierne f1, ..., f; tilharer primidealetp. Betragt
kvotienten R :== R/(f1, ..., fs). Da galder Jacobi’s ulighed,

dim R, < dim R, — rk af (p).

Huvis lighed geelder i uligheden, sd er den lokale ring R,, reguler. Er den linezre afbildning
d(p): my /mfD — k(p)" injektiv, sa geelder lighed, hvis og kun hvis R, er reguler.

Bevis. Lad m, betegne maksimalidealet i R,. Betragt falgende diagram af vektorrum over

K(p):
0 — (f, m2)/m2 — m,/m2 — M, /ms — 0

fT la(p)

k() — e ki(p)".
Idealet (f, m%) er idealet i R, frembragt af f;’erne og mﬁ. Pilen gverst til hgjre er induceret
af den surjektive homomorfim, — m,. Deter klart, at diagrammets gverste reekke er eksakt.
Den hgjre pil nedad er homomorfien fra Definition (3.2). Den venstre pil opad er bestemt ved
at den j’te basisvektor i x(p)* afbildes pa akvivalensklassen af f; modulo mﬁ. @jensynlig
er denne pil er surjektiv. Det er klart, at diagrammet er kommutativt.
Lad V betegne (f, m2)/m2. Afvektorrummene m,/m?2 ogm, /m; har det fgrste som navnt

rang lig med dim R,, og for rangen af det andet galder som bekendt uligheden dim R, <

rk ﬁp/ﬁg. Pa den anden side er differensen mellem rangene af de to vektorrum lig med
rangen af V. Vi har derfor vurderingen,

dimR, < rkm/m? =dimR, —rk V, 1)

og som bekendt er uligheden en lighed, hvis og kun hvis R, er reguler. Pa den anden
side definerer homomorfien d(p) ved restriktion en x(p)-lineaer afbildning V. — k(p)". Da
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homomorfien f er surjektiv, afbildes V ved 9(p) netop pa billedrummet for afbildningen
of (p). Altsa fas uligheden,
rk V = rk of (p), 2)

med lighed, hvis d(p) er injektiv.
Kombination af (1) og (2) giver umiddelbart Jacobi’s Kriterium. a

(3.7) Bemerkning. Resultatet i (3.6) kombineres naturligvis ofte med Lemma (3.3). Hvis
k er et perfekt legeme, eller hvis p = (X1 — p1, ..., X, — pp), sd er den lokale ring R,, alts&
er reguleer, hvis og kun hvis lighed gelder i Jacobi’s ulighed.

(3.8) Seetning. Antag, under forudsatningerne i (3.6), at lighed geelder i Jacobi’s ulighed,
altsd at dim R, = dim R, — rk af (p). Der findes da blandt de isolerede primidealer for
(f1, ..., fs) netop ét primideal po, saledes at po < p. Hajden af primidealet pq er lig med
rangen af matricen of (p).

Lad r betegne rangen af matricen of (p), og antag fx at de farste r sgjler i matricen,
svarende til de farste r polynomier t* = (f1,..., fr), er uafhengige over legemet k.(p).
Da findes et polynomium h med h(p) # 0, saledes at falgende galder: (1) De tre idealer
(f1,---, ) <c(f,..., fs) € po har samme ekstension til brakringen R[h~1]. (2) For hvert
primideal q sdledesatq 2 (f*) ogh(q) # 0 gelder, atq 2 (f) ogdim R, = dim R,—rk f(q).

Bevis. Det folger af antagelsen, at den lokale ring R, = R,/(f), er reguler. Specielt er
R, /(f), et integritetsomrade. Heraf folger, at der blandt de isolerede primidealer for (f)
findes netop ét primideal po, der er indeholdt i p, nemlig kontraktionen til R af primidealet
(f)p i R,. DeterKlart, at hgjden af p/po er lig med dim R, og altsd ifalge forudsatningen lig
med dim R, — r. P& den anden side er R en katernar ring, s& hgjden af p/pg er differensen
mellem hgjden af p og hgjden af po. Hgjden af p er lig med dim Ry, s& det falger, at hgjden
af po er lig med . Hermed er Satningens farste pastand bevist.
Betragt de tre idealer er (f*) C (f) C po. Ved lokalisering i p fas inklusionerne,

(f*)p - (f)p - pORp-

Ifglge valget af po er den sidste inklusion en lighed. Ogsa den farste inklusion er en lighed.
Betragt nemlig Jacobi’s ulighed for (f*),

dim R, /(f*), < dim R, — rk af*(p).

Ifglge valget af (f*) er rangen pa hgjresiden lig med rangen r af of (p). Ifalge forudsaetningen
er hgjresiden derfor lig med dim R, /(f),, og da R,/(f), er en kvotient af R,/(f*),, er
hgjresiden altsd mindre end eller lig med venstresiden. Heraf ses farst, at lighed geelder i
Jacobi’s ulighed ovenfor, hvorfor R, /(f*) er reguleer, og specielt et integritetsomrade. Heraf
falger videre, at (f*), = (f),, idet de to kvotientringe R,/(f*), og R, /(f), har samme
dimension og den farste er et integritetsomrade.

De tre idealer (f*) € (f) C po bliver altsa ens ved ekstension til R,,. Det falger(!), at de tre
idealer bliver ens ved ekstension til en brakring R[2~1], hvor & er et passende polynomium
i komplementaermangden til p, dvs A(p) # 0.
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Lad nu q 2 (f*) veere et primideal, saledes at 4(q) # 0. Da h ikke tilharer q er q lig
med kontraktionen af sin ekstension til R[x~1]. Denne ekstension indeholder ekstensionen
af (f*), og den sidste ekstension er ifglge det viste lig med ekstensionen af po. Heraf falger,
at q D po. Specielt er altsd g O (f). Med det ovenfor bestemte polynomium gelder altsa
Setningens pastand (1) og den farste pastand i (2).

Den anden pastand i (2) er ligheden dim R, — dim R, = rk af(q). Hertil bemaerker vi
forst, at da £ ikke tilhgrer primidealet g, er R, en lokalisering af R[h~1]. Idealerne (f) og
po har derfor samme ekstension til R,. Heraf folger, at kvotienten R, = R,/ (f), er lig med
R,/poR,. Dimensionen af R, er derfor lig med hgjden af q/po. Da polynomiumsringen R
er katerner, er htq/po = dim R, — htpg. Videre er ht pg = rk af (p) ifelge det farst viste.
Vi udleder derfor ligningen,

dim R, — dim R, = rk of (p).

Venstresiden i denne ligning er ifglge Jacobi’s ulighed starre end eller lig med rk af (q), og det
er Satningens sidste pastand, at venstresiden i denne ligning er lig med rk af (q). Akvivalent
geelder altsa uligheden,

rk af (q) < rk of(p), *)

og det er pastanden at lighed geelder. For at vise denne lighed, ma vi veere mere omhyggelige
med valget af polynomiet 4. Da r er rangen af matricen of (p) findes i denne matrix en
r x r underdeterminant, der er forskellig fra 0. | Jacobi-matricen of findes altsa en r x r
underdeterminant #1, saledes at 41(p) # 0. Multiplicerer vi 2~ med k1 a&ndrer vi ikke de
benyttede egenskaber ved %. Vi kan derfor antage, at 1 er divisor i h. Da h(q) # 0, felger
det s, at 11(q) # 0. Matricen 9f(q) har altsd en r x r underdeterminant forskellig fra 0, og
dens rang er derfor mindst ». Heraf sluttes, at uligheden (*) ma vere en lighed, og hermed
er Setningens sidste pastand bevist. a

(3.9) Bemaerkning. Som bekendt definerer det givne set (f) af polynomier et skema V i A",
med koordinatringen I'(V) = R = R/(f). Primidealerne i R svarer til integritetsskemaer
indeholdt i X. Specielt svarer de minimale primidealer i R, dvs de isolerede primidealer for
(f), til komponenterne af V, og maksimalidealerne i R, dvs maksimalidealer i R som omfatter
(), svarer til punkterne pa V. Vilkarlige primidealer p © (f) kaldes ogsa , punkter pa V.

| Szetning (3.8) definerer tilsvarende de farste r polynomier (f*) et skema V* 2 V. Hvis
h er et polynomium med A (p) £ 0, sa definerer betingelsen 2 (q) # 0 en sakaldt aben omegn
af p. Forudsatningen om at lighed geelder i Jacobi’s ulighed udtrykkes ved at sige, at V' er
glat i punktet p. Seetningens indhold kan udtrykkes geometrisk som falger:

Antag, at V er glati punktet p. Da ligger p pa netop én komponent V af V, og dimensionen
af Vg er ligmed n — rk af (p).

Desuden galder i en aben omegn af p er V* = V, og heri er V et integritetsskema af
dimension n — r, og glat i alle sine punkter.

(3.10) Bemerkning. Antag, at legemet k er perfekt. Af Lemma (3.3) og Jacobi’s Kriterium
falger s for et primideal p O (f), at ligningen dim R, = dim R, — rk af (p) geelder, hvis og
kun hvis den lokale ring R,, er reguleer.
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Antag specielt, at idealet (f) selv er et primideal po. Daer R = R/ et integritetsomréde,
og den lokale ring R, er brgklegemet herfor. Den lokale ring er derfor reguler, af dimension
0. Af Seetning (3.8) falger nu specielt, at der findes et polynomium /4, som ikke tilhgrer po,
sledes at der for alle primidealer ¢ 2 po med / ¢ q gelder, at den lokale ring R, er regulzr.

(3.11) Bemearkning. Betragt tilfeeldet hvor & = R. For maksimalidealer af formen

p:(Xl_pl,---,Xn_pn),

svarende til punkter p = (p1, ..., pn) € R", jfr Seetning (3.3), geelder, at p 2 (f), hvis og
kun hvis fj(p) = 0for j = 1,...,s. S&danne primidealer svarer altsd til punkter p € R",
der tilfredsstiller ligningerne,

fix)=0forj=1,...,s. (3.11.1)

Betragt nu et punkt p € R" i lgsningsmangden til ligningerne (3.11.1). Lad r veere rangen
af Jacobi-matricen of (p). Da geelder:

Seetning. Den lokale ring R, er reguler (nadvendigvis af dimensionn — r), hvis og kun hvis
lasningsmaengden til ligningerne (3.11.1) i en omegn af p er en glat C°° mangfoldighed af
dimensionn — r.

Bevis. Antag ferst, at den lokale ring Fp er reguler. Med betegnelserne fra Satning (3.8)
betragtes polynomiet 4. Betingelsen A(x) # 0 for punkter x i R” bestemmer da en aben
delmangde U af R”. Af Sztning (3.8) falger, at de s ligninger (3.11.1) i den dbne delmangde
U er ensbetydende med de r ligninger fj(x) = 0 for j = 1,...,r. Desuden har Jacobi-
matricen of* for disse r ligninger i punktet p den maksimale rang r. Af setningen om implicit
givne funktioner fglger derfor, at lasningsmangden i U til ligningerne i en omegn af p er en
glat mangfoldighed af dimensionn — r.

Antag omvendt, at lgsningsmaengden til ligningerne (3.11.1) i et givet punkt p er glat af
dimension n — r. Det pastas, at den lokale ring Fp sa er regular (ngdvendigvis af dimension
n —r). Lad ¢ vaere dimensionen af R,. Velg farst et polynomium i med h(p) # 0, sa
at brokringen S := R[A~1] har samme dimension ¢ som R,. Ringen S er som R-algebra

frembragt af billederne x; af X; i S samt af 1/h(x1, ..., x,). Ifalge Noether’s Normalise-
ringslemma findes i S et set af ¢ algebraisk uafhangige elementer Y1, ..., s, saledes at S er
endeligt frembragt som modul over delringen So := R[y1, ..., y;]. Elementerne y; i S har
formen

o (Pj(xlv ey Xp)

L (e, . x) b

hvor ¢;’erne er polynomier. Hgjresiderne i disse ligninger definer C>°-funktioner pa den abne
delmangde U af R”", der er bestem ved uligheden A (x) # 0. Hgjresiderne bestemmer altsa
en C°°-afbildning

¢:U — R
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Lad Z betegne den del af lgsningsmangden til (3.11.1), som ligger i U. Det er velkendt,
hvordan restriktionen ¢: Z — R’ er bestemt ved inklusionen Sy € S: Et punkt p i Z svarer
til et maksimalideal i S, og kontraktionen af dette maksimalideal til Sy er et maksimalideal
svarende til billedpunktet ¢ = ¢(p). Da S er endeligt frembragt som modul over Sq falger
det specielt, at afbildningen ¢ : Z — R’ har endelig fibre.

Nu var lgsningsmangden ifglge antagelsen glat af dimension n — r i en omegn af p. Der
findes altsa en aben delmangde V af R"~" og en C*-afbildning v : V — Z, som afbilder
vV homeomorft (og specielt injektivt) pa en aben omegn i Z af punktet p. Den sammensatte
afbildning ¢y er sa en C*-afbildning V. — R’, og den har endelig fibre. Heraf falger let,
atn —r < t. | Jacobi’s ulighed, r < n — r, geelder derfor lighed, og den lokale ring Fp er
derfor reguler ifelge Kriteriet.

Hermed er ogsa det omvendte eftervist. a

(3.12) Eksempel. Betragt for n = 2 polynomiumsringen R = k[X, Y] og polynomiet
f = Y2 — X%(X +1). Qjensynlig er f et irreducibelt polynomium, og idealet (f) er
altsa et primideal po. Kvotienten R = R/(f) er altsd et integritetsomrade, af dimension 1.
Jacobimatricen 31 er sgjlen med koordinaterne —(3X? + 2X) og 2Y. Betragt et primideal
p D (f), og lad x og y betegne billederne af X og Y i R/p. Daer

. 2
y2=x%x+1), ogadf(p) = ( (3x2y+ Zx))

Betragt farst tilfeeldet, hvor x = 0. Her fglger det af ligningen, atogsd y = 0. Atx =y =0
betyder imidlertid, at X og Y tilhgrer p, og s ma p vaere maksimalidealet (X, Y) i R. Dette
p svarer til punktet (0, 0) i k2, jfr Lemma (3.3)(1). Den lokale ring R, har her dimension 1,
og matricen df (p) er gjensynlig 0, og altsa af rang 0. Der geelder altsa ikke lighed i Jacobi’s
ulighed. Altsa er den den lokale ring R, ikke reguleer, jfr Bemarkning (3.10).

Betragt dernzst tilfeeldet x # 0. Her far sgjlen df (p) rangen 1. Hvis nemlig 2y = 0, dvs
hvis y # 0 og karakteristikken ikke er 2, er dette klart. Hvis y = 0, s falger det af ligningen
(idet x #£ 0), atx = —1, og s& er 3x2 + 2x = 1 # 0. Og endelig, hvis karakteristikken er 2,
s& er 3x? 4+ 2x = x? = 0. Af Jacobi’s kriterium fglger derfor, at R, er reguler.

En tilsvarende undersggelse kan udfgres med polynomierne f = Y2 — X3 og f =
Y2 —X(X -1(X +1),

(3.13) Eksempel. Betragt for n = 3 0g R = R[X, Y, Z] de to polynomier (f1, f2) =
(XY, XZ). Mangden L af punkter (x, y, z) i R3, der opfylder ligningerne xy = xz = 0, er
gjensynlig foreningsmengden af x-aksen (y = z = 0) og yz-planen (x = 0). Jacobi-matricen

er
y Z
8f:<x 0).
0 x

Punktet o = (0, 0, 0) er gjensynlig singulart. [Det svarer til maksimalidealet o = (X, Y, Z)
i R. Idealet (f) er gjensynlig feellesmeengden af primidealerne (X) og (Y, Z), sa disse primi-
dealer svarer til de to minimale primidealer i R. Da begge disse primidealer er indeholdt i o,
er R, ikke engang et integritetsomrade.]
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Betragt et punkt p # o pa x-aksen. Heri har Jacobi-matricen rangen 2 (da x # 0), og L er
glat af dimension 1 nar p. Alts er R, regulr af dimension 1.

Betragt dernast et punkt p # o i yz-planen. Heri har Jacobi-matricen rangen 1 (da enten
y # 0 eller z # 0), og L er glat af dimension 2 naer p. Altsa er Fp reguler af dimension 2.
Bemark, at punktet p her i en vis forstand er singulert for Jacobi-matricen. | p er rangen lig
med 1, men i en omegn af p er rangen lig med 2 nasten overalt. Det er saledes ikke kun ved
at se pa Jacobi-matricen, at man kan indse, at L ner p er glat af dimension 2.
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| dette kapitel betegner k et fast grundlegeme. Svarende til et fast tal » > 1 betragtes
mengden af punkter i k", dvs n-seet p = (p1, ..., pn) med p; € k,ogringen k[X1, ..., X,]
af polynomier i n variable.

1. Affine mangfoldigheder.

(1.1) Definition. Ved indseettelse af et punkt p = (p1, ..., pn) i et polynomium F frem-
kommer veerdien F(p) = F(p1, ..., pn). Hvis F(p) = 0, sa kaldes p et nulpunkt for F,
og F siges at forsvinde i punktet p. For hver mangde § af polynomier betegnes med V(§)
mangden af feelles nulpunkter for polynomierne i §. Med andre ord er V(§) delmangden af
k™ bestaende af de punkter p for hvilke F(p) = 0 for alle polynomier F € §.

En delmangde V af k", der har formen V(§) for en delmangde § af k[ X1, ..., X,,], kaldes
en (affin) (algebraisk) mangfoldighed. Den siges ogsa at vare bestemt ved mangden g, eller
ved ligningerne F =0 for F € §.

(1.2) Observation. Enhver mangfoldighed i " kan beskrives som mangden af feelles nul-
punkter for polynomierne i etideal i R = k[ X1, ..., X,,]. Lad nemlig § vaere en mangde af
polynomier. Da udggr de polynomier, der kan skrives pa formen G1F; + - - - + G, F;, hvor
G; € Rog F; € §, etideal 7, og det er klart, at V(J) = V(J).

Enhver mangfoldighed i k" kan beskrives som mangden af feelles nulpunkter for endelig
mange polynomier. Ifglge Hilbert’s Basissatning er nemlig hvert ideal J i R frembragt af
endelig mange polynomier F, ..., F,, og sa falger det, at V(J) = V(Fq, ..., F,).

(1.3) Definition. For hver delmangde U af k" betegnes med Z(U) idealet af polynomier,
der forsvinder i alle punkter af U. Med andre ord er Z(U) delmangden af k[X1, ..., X,]
bestaende af de polynomier F for hvilke F(p) = 0 for alle punkter p € U. Det er klart, at
den beskrevne mangde af polynomier udger et ideal i polynomiumsringen.

Etideal i k[X1, ..., X,], der er af formen Z(U) for en passende delmangde U af k", vil
vi kalde et geometrisk ideal.

(1.4) Observation. For en delmangde U bestaende af et enkelt punkt p bestar idealet Z(p) af
de polynomier der forsvinder i p. Idealet Z(p) er med andre ord kernen for ringhomomorfien
k[X1, ..., X,] — k defineret ved F — F(p). Denne ringhomomorfi er surjektiv, s den
tilsvarende kvotientring (af polynomier modulo kernen), er isomorf med k. Da k er et legeme,
falger det, at idealet Z(p) er et maximalideal i k[ X1, ..., X,]. Deter velkendt, og let at vise,
at idealet netop er maksimalidealet,

mp:(Xl_p19-7Xn_pn)?
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frembragt af polynomierne X; — p; fori =1, ..., n.
Heraf fas en beskrivelse af Z(U) for enhver delmangde U af k*: Da F(p) = 0, hvis og
kun hvis F € 9, geelder ligningen,

ZU) = (] Mp.

peU

Specielt ses, at de geometriske idealer i k[ X1, ..., X, ] netop er de idealer, der er en feelles-
maeengde af maksimalidealer af formen 9t ,,.

(1.5) Seetning. Afbildningerne V og I, defineret pa henholdsvis delmengder § af R =
k[X1, ..., X,] og delmangder U af k", har falgende egenskaber:

V(UFs) = NV (Ee), Z(UUL) = NI(Uy), (1.5.1)
FO2F =2V CVE), UD2U =IWU)<CIU, (1.5.2)
UcCVIWU), §<SIVE), (1.5.3)
UCVE) & ZWU) 23, (1.5.4)

VIZVE)) =VE), ZOVI W) =1IU), (1.5.5)
VE-3) =VE UVE), (1.5.6)
V(R)=0, I() =R, (1.5.7)

V() = k", Z(k") = (0), (1.5.8)

hvor den sidste ligning dog forudsatter, at legemet k er uendeligt.

Bevis. Egenskabernei (1.5.1), (1.5.2), (1.5.3) og (1.5.4) fglger umiddelbart af definitionerne.

Ligningerne (1.5.5) indses saledes: Lad § vaere en delmangde af k[ X1, ..., X,]. Anvend
den farste egenskab i (1.5.2) pa den anden inklusion i (1.5.3). Det falger, at V(Z(V(F))) <
V(F). Her gaelder ogsa den omvendte inklusion, hvilket indses ved at anvende den farste
inklusion i (1.5.3) pd U := V(F). Altsa galder den farste ligning i (1.5.5). Den anden
ligning indses analogt.

| (1.5.6) betegner produktet § - g’ delmaengden bestaende af alle produkter FF’, hvor
F € Fog F' € §. DeterKlart, at (FF')(p) = 0, hvis og kun hvis F(p) = 0 eller
F’(p) = 0. Heraf falger ligningen i (1.5.6). Ligningerne i (1.5.7) og den farste ligning i
(1.5.8) gaelder trivielt.

Betragt nu den anden ligning i (1.5.8), og antag, at £ har uendelig mange elementer. Det
pastas, at hvis F er et polynomium, sledes at F(p) = 0 for alle punkter p € k", sder F = 0.
Denne pastand vises ved induktion efter n. For n = 1 er F et polynomium i én variabel, som
har hvert element p € k som rod. Da k har uendelig mange elementer, har F altsa uendeligt
mange rgdder. Heraf fglger, at F = 0.

Antag, at n > 1 og at pastanden gelder for polynomier i n — 1 variable. Idet leddene i F
ordnes efter potenser af X,, fas en fremstilling,



AG1l. Affine mangfoldigheder 49

hvor F;’erne er polynomier i de variable X1, ..., X,_1. Ved indsattelse af et vilkarligt
(n — 1)-s&t p’ = (p1,..., pp—1) for disse variable, fas falgende polynomium i den ene
variabel X,,:

F(p'.X,) = Fy(PHXYN + Fy_1(pHXY 1+ 4+ Ry(p).

Ifalge antagelsen vil dette polynomium forsvinde ved indseettelse af enhver veerdi p,, for X,,.
Af det lige viste for n = 1 falger derfor, at dette sidste polynomium er nulpolynomiet. Hver af
koefficienterne F; (p’) eraltsaligmed 0. Hervar p’ = (p1, ..., pn—1) etvilkarligt (n—1)-set.
Polynomiet F; forsvinder séledes i ethvert punkt p’ af k" ~1. Af induktionsforudsatningen
felger derfor, at F; er nulpolynomiet. Falgeliger F = 0. a

(1.6) Korollar. (1) Endelig foreningsmangde og vilkarlig faellesmangde af mangfoldigheder
er igen mangfoldigheder. Den tomme mangde ¥ og hele k™ er mangfoldigheder. Hvis J og
J er idealer af polynomier, da er

V(@aNJI) =V(a3) =VO)UVQ),
VI+3) =VO)NVQA).

(2) En vilkarlig feellesmaengde af geometriske idealer er igen et geometrisk ideal. Polynomi-
umsringen k[X1, ..., X,] er et geometrisk ideal. Idealet (0) er geometrisk, hvis legemet k
er uendeligt.

Bevis. (1) De farste pastande fglger umiddelbart af ligningerne i Satning (1.5). De farste
ligninger ses saledes: Som bekendt er 7 Ny O JJ, og produktet JJ af idealer omfatter
produktet J-J af mangder. Af relationerne i Setning (1.5) fas derfor falgende kade af
inklusioner,

V@ang) < V@Ey) < V@3 =VO)UVQ).

Pa den anden side er 3N J < 7, og heraf falger, at V(J) € V(I N J). En tilsvarende relation
fas for J, og sa falger det, at V(J) U V(J) € V(T N J). Heraf sluttes, at alle inklusionerne i
keeden ovenfor ma vare ligheder. Altsa geelder de ferste ligninger i (1). Den sidste ligning i
(1) geelder trivielt.

(2) Pastandene fglger umiddelbart af satningen. a

(1.7) Seetning. Afbildningerne V og T definerer en bijektiv forbindelse mellem pa den ene
side mangfoldighederne i k" og pa den anden side de geometriske idealer i k[X1, ..., X,].
Den bijektive forbindelse vender inklusioner, og endelig forening af mangfoldigheder svarer
til endelig feellesmaengde af geometriske idealer. For hver mangfoldighedV erV(Z(V)) =V
og for hvert geometrisk ideal 3 er Z(V(J)) = 7.

Bevis. Mangfoldighederne V er delmeangderne af formen V = V(J). Ligningen V(Z(V)) =
V for mangfoldigheder fglger derfor umiddelbart af den farste ligning i (1.5.5). Tilsvarende
falger ligningen Z(V(J)) = J for geometriske idealer af den anden ligning i (1.5.5). Afde to
ligninger falger, at V og 7 er ,hinandens inverse” pa de to anfgrte meengder. De resterende
pastande falger nu umiddelbart. a
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(1.8) Korollar. Lad U veere en vilkarlig delmeangde af k™. Da er mangfoldigheden W =
V(Z(U)) den mindste mangfoldighed, der indeholder U, og Z(W) = Z(U).

Bevis. Lad V vere en mangfoldighed, og set J := Z(V). Det falger af Setningen, at
V = V(3). Af (1.5.4) falger derfor, at V. 2> U, hvis og kun hvis 3 € Z(U). Den sidste
betingelse er, ifglge Saetningen, ensbetydende med at V. > W. Den sggte ligning falger
umiddelbart af den anden ligning i (1.5.5). a

(1.9) Korollar. Den nedstigende kades egenskab gealder for mangfoldighederne i k™. Med
andre ord: | enhver uendelig kaede af mangfoldigheder,

Vi2V,2 V3o

galder lighedstegnet fra et vist trin. Og &kvivalent: | enhver ikke-tom meengde S af mang-
foldigheder findes en mangfoldighed, der er minimal blandt mangfoldighederne i S.

Bevis. Ifglge Satning (1.7) svarer pastandene om mangfoldigheder til tilsvarende pastande
om (visse) idealer i k[X1, ..., X,]. Daringen k[X1, ..., X,] er noethersk ifglge Hilbert’s
Basissatning, geelder pastandene. a

(1.10) Definition. Lad V vere en mangfoldighed. Hvert polynomium F definerer da en
polynomiumsfunktion Fy: V — k, nemlig afbildningen bestemt ved

Fy(p) =F(p) forpeV.

Polynomiumsfunktionerne pa vV udger gjensynlig en ring, endda en k-algebra. Den beteg-
nes I'(V). Specielle polynomiumsfunktioner pa V er de n koordinatfunktioner pa Vv, dvs
funktionerne,

vi:pr>p; forpeV.

Afbildningen F +— Fy, der til et polynomium F lader svare den tilhgrende polynomi-
umsfunktion Fy, er en surjektiv k-lineaer ringhomorfi k[ X1, ..., X,,] — T'(V). Ved denne
homomorfi afbildes polynomiet X; pa koordinatfunktionen v;. Som k-algebraer I'(V) derfor
frembragt af de n koordinatfunktioner v;,

C(V) =klvi, ..., v,].

Ringen I" (V) af polynomiumsfunktioner pa V kaldes ogsa koordinatringen for V.

(1.11) Observation. Lad V vare en mangfoldighed. @jensynlig forsvinder et polynomium
F i alle punkter p € V, hvis og kun hvis funktionen Fy er nul-funktionen. ldealet Z(V)
er altsa kernen for homomorfien F — Fy, og homomorfiens billede er netop ringen af
polynomiumsfunktioner pa V. Isomorfisetningen for ringe bestemmer derfor en naturlig
isomorfi,

k[X1,..., Xn]/Z(V)—T(V). (1.11.2)

Ved denne isomorfi svarer restklassen X; til koordinatfunktionen v;.
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(1.12) Korollar. Lad V og W vere mangfoldigheder i k" sdledes at W c V. Da findes en
polynomiumsfunktion pa vV, som ikke er nul-funktionen og som forsvinder pa W .

Bevis. Det folger af den bijektive forbindelse i Seetning (1.7), at Z(V) c Z(W). Velg et
polynomium F, der tilhgrer Z(W), men ikke Z(V). Da F ¢ Z(V) er Fy ikke nul-funktionen.
Da F € Z(W), er restriktionen Fy nul-funktionen pa W. a

(1.13) Definition. En mangfoldighed V kaldes reducibel, hvis V er den tomme mangfoldig-
hed eller V kan skrives som en foreningsmangde, V = V1 U V>, af to mangfoldigheder, der
begge er &gte indeholdt i V. En irreducibel mangfoldighed, dvs en mangfoldighed der ikke
er reducibel, kaldes ogsa en varietet.

(1.14) Seetning. For en mangfoldighed V er folgende betingelser ekvivalente:

(i) Mangfoldigheden V er irreducibel.
(ii) IdealetZ(V) er et primideal i k[X1, ..., X,].
(iii) Koordinatringen " (V) er et integritetsomrade.

Bevis. Dak[X1, ..., X,,]/Z(V) — ['(V), jfr (1.11.1), felger det umiddelbart, at (ii) og (iii)
er ensbetydende.

(i) = (iii): Ringen I"'(V) er ikke nul-ringen, thi ringen I"(V) er nul-ringen, hvis og kun
hvis 1 € Z(V), og dette geelder kun nar vV = ¢.

Det skal videre vises, at nulreglen galder i I'(V). Antag altsa, at f1 og f> er polynomi-
umsfunktioner pd V og at produktet f1 f> er nul-funktionen. Lad V; betegne delmangden
bestaende af de punkter p i V, hvor f;(p) = 0. Daer V; en mangfoldighed. Funktionen
f; er nemlig af formen f; = (F;)y, hvor F; er et polynomium, og V er mangden af felles
nulpunkter for en mangde § af polynomier, og sa er V; gjensynlig maengden af falles nul-
punkter for maengden § U {F;}. Videreer V. = V1 U V,, da produktet f1 f2 er nul-funktionen.
Da V er antaget irreducibel, falger det, at V er lig med et af V;’erne. At V = V; betyder
netop, at f;(p) = 0 for alle p € V, altsa at f; er nul-funktionen. Altsa er et af f;’erne lig
med 0. Hermed er nul-reglen for I" (V) eftervist.

(iii) = (i): Mangfoldigheden V er ikke tom, thi da et integritetsomrade ikke er nul-ringen,
er funktionerne 1 og 0 forskellige funktioner pa V.

Antag videre, at V = V1 U V; er en foreningsmangde af mangfoldigheder. Det skal vises,
at et af V;’erne er lig med V. Antag, indirekte, at V; ¢ V fori = 1,2. Det falger da af
Korollar (1.12), at der findes polynomiumsfunktioner f; # 0, sa at f; er nul-funktionen pa
V;. DaV = Vq UV, falger det, at produktfunktionen fi f> er lig med 0. Men dette er den
gnskede modstrid, idet nul-reglen geelder i integritetsomradet I'(V). a

(1.15) Seetning. Enhver mangfoldighed V i k™ har en fremstilling som en endelig forening
af irreducible mangfoldigheder,

V=ViU---UV,. (1.15.1)

For en sadan fremstilling gaelder, at hvis W er en irreducibel mangfoldighed indeholdt i V,
da er W indeholdt i et af V; ’erne.
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Bevis. Eksistensen af fremstillingen vises ved en sakaldt noethersk induktion. Beviset er
indirekte: Antag, at der findes mangfoldigheder, der ikke er en endelig foreningsmangde af
irreducible mangfoldigheder. Mangden S af sddanne mangfoldigheder er da ikke-tom. Ifglge
Korollar (1.9) findes da en mangfoldighed V i S, der er minimal blandt mangfoldighederne i
S. DaV € S, kan V specielt ikke selv veere irreducibel. Desuden er V' # ¢, da den tomme
mangfoldighed har en fremstilling af den gnskede form (nemlig som en forening af ingen
irreducible mangfoldigheder). Da V er reducibel og ikke-tom, er V en foreningsmangde,
V = V' U V”, af mangfoldigheder, der begge er strengt indeholdti V. Da V'’ C V og V er
minimal i mangden S, kan V' ikke tilhgre S. Altsa er V' en endelig forening af irreducible
mangfoldigheder. Tilsvarede er V” en endelig forening af irreducible mangfoldigheder. Men
sderogsd V = V' U V" en endelig forening af irreducible mangfoldigheder, i modstrid med
at V var element i S. Hermed er eksistensen af fremstillingen bevist.

Betragt nu en fremstilling (1.15.1), og lad W C V vere en irreducibel mangfoldighed.
Da W C V fas falgende ligning,

W=Wnvphu..-.uWwnyv,.

Da W er irreducibel, falger det af ligningen, at W er lig med en af mangfoldighederne W N'V;
pa ligningens hgjreside. Af W = W N V; falger W C V;, som gnsket. a

(1.16) Definition. Lad V vere en mangfoldighed, og betragt en fremstilling (1.15.1). |
denne fremstilling kan man bortkaste hvert V;, der er indeholdt i et af de gvrige. Det folger af
Satning (1.15), at de tiloversblevne V;’er netop er de maksimale blandt de mangfoldigheder,
der er irreducible og indeholdt i V. De kaldes ogsa for V’s komponenter. Den fremstilling
af v, der fremkommer nar overfladige V;’er bortkastes, er entydig, idet de tiloversblevne
Vi erne netop er V’s komponenter.
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2. Morfier.

(2.1) Definition. Lad V veere en mangfoldighed i k" og lad W veere en mangfoldighed i k™.
En afbildning g: W — V, der er af formen,

g(q) = (G1(q), ..., G,(q)) forq e W,

hvor G;’erne er polynomier i m variable, siges at veere en algebraisk afbildning, eller at veere
en morfi fra W til V.. Betingelsen er, at afbildningens n koordinatfunktioner, dvs funktionerne
gi(q) = Gi(g)fori =1, ..., n,erpolynomiumsfunktioner pd W og at afbildningen ind i "
bestemt ved disse koordinatfunktioner afbilder ind i delmangden V C k".

For en morfi g er billedmangden gW saedvanligvis ikke en mangfoldighed i k. Den
mindste mangfoldighed i £, som indeholder billedmangden, jfr Korollar (1.8), kaldes bil-
ledmangfoldigheden, og betegnes gW.

(2.2) Observation. De n koordinatfunktioner v; pa V er polynomiumsfunktioner V. — k,
og de er netop koordinaterne for inklusionsafbildningen V- — k”". Inklusionsafbildningen er
altsa en morfi. Mere generelt fglger det, at hvis V er indeholdt i en mangfoldighed V', sa er
inklusionsafbildningen V. — V’ en morfi.

(2.3) Seetning. Lad W vere en mangfoldighed i k™, og lad g: W — k" vere morfien
svarende til et szt af n polynomiumsfunktioner g1, ..., g, pa W. Da galder:

(1) For hver mangfoldighed V i k™ er originalmeengden g~1(V) en mangfoldighed.

(2) Idealet Z(gW) af polynomier, der forsvinder pa billedmangfoldigheden g W, bestér af
de polynomier F i k[X1, ..., X,], som opfylder ligningen,

F(g1,...,g,) =0. ()
(3) Lad V vere en mangfoldighed i k" bestemt ved delmaengden § af k[ X1, ..., X,,]. Da
er g enmorfi W — V, hvis og kun hvis ligningen (x) galder for alle F i §.

Bevis. (1) Afbildningens koordinatfunktioner er polynomiumsfunktioner pa W/, dvs af formen
gi = (G;)w, hvor G;’erne er polynomier i m variable. Antag nu, at V er bestemt ved
mangden § af polynomier i k[ X1, ..., X,]. Et punkt ¢ i W vil da tilhgre originalmaengden
g~ 1(V), hvis og kun hvis der for billedpunktet g(q) gaelder, at F(g(¢g)) = 0 foralle F € §.
Funktionsveerdien F(g(q)) fas gjensynlig ved at indsatte ¢ i polynomiet F(G1, ..., G,).
De feelles nulpunkter for polynomierne af denne form, for F € §, udger en mangfoldighed
i k™. Da originalmangden g—1(V) er fellesmangden af denne mangfoldighed og W, er
originalmangden en mangfoldighed.

(2) Idealet Z(g W) for billedmangfoldigheden er ifalge Korollar (1.8) netop lig med idealet
af polynomier, der forsvinder pa billedmangden ¢W. Det pastas altsa, at ligningen (x) er
opfyldt, hvis og kun hvis F forsvinder pa billedmangden gW. Venstresiden i ligningen (x)
er element i I'(W), altsa en polynomiumsfunktion pd W. Det er klart, at denne funktions
veerdi i punktet ¢ netop fas ved indsattelse af g(q) i polynomiet F. Heraf fglger pastanden
umiddelbart.

(3) Antag, at V = V(J). At g definerer en morfi W — V betyder at billedmeangden g W
erindeholdti V. Af egenskaben (1.5.3) falger, at g(W) C V, hvisog kunhvis § € Z(g(W)).
Pastanden falger derfor umiddelbart af (2). a
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(2.4) Definition. Lad g: W — V veare en morfi. Det falger umiddelbart af definitionen,
at hvis f: V. — k er en polynomiumsfunktion pd V, s er den sammensatte afbildning
fg en polynomiumsfunktion pd W. Morfien g inducerer altsd en homomorfi af k-algebraer
0:T(V) — I'(W), kaldet den associerede homomorfi.

Hvis v; er den i’te koordinatfunktion pa V, jfr Definition (1.10), s er v; g gjensynlig den
i "te koordinatfunktion for morfien g. Homomorfien ¢ afbilder altsa v; pa funktionen g;.

(2.5) Korollar. Afbildningen, der til hver morfi g: W — V knytter den associerede homo-
morfi af k-algebraer 6: T'(V) — T'(W), er bijektiv.

Bevis. Ringen I'(V) af polynomiumsfunktioner pa v er frembragt som k-algebra af koordi-
natfunktionerne v;,
C(V) =k[vi, ..., v,

Heraf ses, at en homomorfi 6 af k-algebraer fra I' (V) til I'(W) er helt bestemt ved sattet af
billeder, g; = 6(v;) fori =1, ..., n. Dette st af billeder kan ikke foreskrives vilkarligt; af
isomorfien (1.11.1) ses, at et foreskrevet s&t g1, ..., g, af billeder definerer en homomorfi
af k-algebraer, hvis og kun hvis fglgende betingelse er opfyldt:

F(g1,...,8,) =0 foralle F € Z(V). ()

Pa den anden side svarer st af n polynomiumsfunktioner g1, ..., g, pa W til morfier W —
k™. Et sadant st definerer en morfi W — V, hvis og kun hvis afbildningen W — k" afbilder
indi V. DaV = V(Z(V)) felger det af Setning (2.3)(3), at afbildningen afbilder ind i V,
hvis og kun hvis betingelsen (x) er opfyldt.

Hermed er den bijektive forbindelse etableret. a

(2.6) Bemarkning. Det er klart, at den bijektive forbindelse mellem morfier af mangfol-
digheder og homomorfier af k-algebraer respekterer sammensetning: Er g’: V. — V' endnu
en morfi, svarende til algebrahomomorfien 8': T'(V') — TI'(V), sa svarer den sammensatte
morfi g’g: W — V' til den sammensatte homomorfi 66": I'(V’) — T'(W).

En morfi g: W — V kaldes en isomorfi, hvis der findes en morfi : V. — W, som
opfylder at g» = 1y og v g = 1yw. Det er klart, at g er en isomorfi, hvis og kun hvis g er
bijektiv og den inverse afbildning g 1 igen er en morfi. Det falger af Setningen, at morfien
g er en isomorfi, hvis og kun hvis den tilhgrende homomorfi af k-algebraer er en isomorfi
(dvs bijektiv).

(2.7) Bemarkning. Lad g: W — V vere en morfi af mangfoldigheder. Betragt billedet
for den tilhgrende homomorfi af k-algebraer 6: I'(V) — I'(W). Billedet &ndres ikke nar 6
sammensettes med den surjektive homomorfi k[ X1, ..., X,] — (V). Af Seetning (2.3)(2)
folger, at homomorfien k[ X1, ..., X,] — I'(W) har kernen Z(gW). Af Isomorfisatningen
og isomorfien (1.11.1) faglger derfor, at billedet er kanonisk isomorft med koordinatringen
I'(gW). Homomorfien 6 er derfor en sammensatning,

L(V) = T (gW) — (W),
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hvor den farste homomorfi svarer til den surjektive homomorfi pa billedet og den anden svarer
til inklusionen af billedet i I"(W).
Pa den anden side er morfien g gjensynlig en sammenszatning af morfier,

W—gW >V,

hvor den sidste morfi er inklusionen af gW i V. Det er let at se, at de to ,,faktoriseringer*
svarer til hinanden: Til morfien W — gW svarer den injektive inklusion af billedalgebraen,
I'(gW) — I[(W); til inklusionsmorfien gW — V svarer den surjektive homomorfi pé
billedalgebraen, I'(V) — I'(gW).

Specielt afleeses: Den associerede homomorfi 6 er surjektiv, hvis og kun hvis morfien g er
en isomorfi af W pa en mangfoldighed indeholdti V. Er dette tilfeldet, kaldes g en indlejring
af wiVv,

Og videre: Den associerede homomorfi 6 er injektiv, hvis og kun hvis mangfoldigheden
V er den mindste mangfoldighed i k", som indeholder billedmeengden g(W). | dette tilfeelde
siges g at veere en dominerende morfi.

(2.8) Notation. Som navnt i beviset for Lemma (2.3) er en homomorfi af k-algebraer
0. T (V) — T'(W) helt bestemt ved verdierne 6(v;) = g;, som tilhgrer koordinatringen
[(W). Hvis w, ..., w,, er koordinatfunktionerne pa W, sd er I'(W) = k[ws, ..., wx], 09
vardierne er altsa polynomier i w;’erne. Ligningerne har altsa formen,

O(v;)) =Gi(wy,...,wy,) fori=1,...,n, (2.8.1)

hvor G;’erne er polynomier i m variable. Men det skal understreges, at disse ligninger ikke
kan foreskrives vilkarligt. Betingelsen er, at hgjresiderne g; = G;(wz, ..., w,,) opfylder, at
F(g1, ..., gn) = 0 for ethvert polynomium F' i en maengde af polynomier 3§, der bestemmer
V.

Bemark, at hvis denne betingelse er opfyldt, sa beskrives den tilhgrende morfi W — V ud
fra ligningerne (2.8.1) pa felgende made: Et punkt i W, med w-koordinaterne (w1, ..., wy,)
afbildes pa det punkt i V, hvis v-koordinater er bestemt ved ligningerne,

v, =G;(wy,...,wy) fori=1,...,n. (2.8.2)

Her er der sket en forkastelig, men i praksis serdeles anvendelig, sammenblanding af notation:
I (2.8.1) betegner w;’erne og v; ’erne koordinatfunktioner, i (2.8.2) er disse betegnelser brugt
om koordinaterne for et punkt i W og dets tilhgrende billedpunkt i V. Vi vil naturligvis
ofte anvende denne forkastelige sammenblanding, og sige, at morfien g er defineret ved
ligningerne (2.8.2).

(2.9) Eksempel. Antag, at k er et uendeligt legeme. Polynomiumsringen k[z] er da koor-
dinatringen for mangfoldigheden W = k. Betragt yderligere mangfoldigheden V i k% med
ligningen Y2 = X3. Idet x og y betegner de to koordinatfunktioner pa V, er y? = x3.

De to polynomier g = t2 og h = 12 i I" (k) bestemmer en morfi k — k2. Den associerede
homomorfi af algebraer k[X, Y] — k[t] er bestemt ved X +— g, Y — h. @jensynlig er
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h? = g3. Af Seztning (2.3)(3) falger derfor, at afbildningen afbilder ind i V. Afbildningen
er altsa en morfi k — V. Den siges at vaere bestemt ved ligningerne,

Idealet svarende til billedmangfoldigheden er ifalge Satning (2.3)(2) netop kernen for hom-
omorfien k[ X, Y] — k[t]. Som navnt vil kernen indeholde Y2 — X3; det er ikke sveert at vise,
at kernen netop er hovedidealet (Y2 — X3). Af seetningen folger derfor, at dette hovedideal er
et geometrisk ideal, og herefter videre, at hovedidealet netop er idealet Z(V'). Endelig felger
det, at V netop er billedmangfoldigheden.

Bemark, at morfien k — V er en bijektiv afbildning (hvorfor?), men ikke en isomorfi af
mangfoldigheder (hvorfor?).
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3. Nulpunktsseetningen.

(3.1) Hilbert’s Nulpunktsseetning, version 2. Antag, at legemet k er algebraisk afsluttet.
Da gealder: (1) Maksimalidealerne i k[X1, ..., X,] er netop idealerne af formen 9, =
(X1 —p1,..., Xy — pn) forp e k".

(2) Huvis idealetJ ikke er hele polynomiumsringenk[X 1, ..., X,,], sd har polynomierne i
J et feelles nulpunkt.

(3) For hvert ideal J i k[ X1, ..., X,] galder formlen,

Z(V(J3)) = Rad7J.

Bevis. (1) Lad 9t veere et maksimalideal i k[X1, ..., X,]. Betragt kvotientringen A :=
k[X1,...,X,]/9. Paden ene side er A, som kvotient af polynomiumsringen, en endelig
frembragt algebra over k. Pa den anden side er A et legeme, da 99t er et maksimalideal.
AT Hilbert’s Nulpunktssatning, version 1, falger derfor, at A er endeligdimensional som
vektorrum over k. Da k er et algebraisk afsluttet legeme, falger det videre, at A er lig med
k, eller — mere pracist — at homorfien k — A er en isomorfi. Homomorfien er altsa specielt
surjektiv, sd fori = 1, ..., n vil restklasserne X; i A derfor tilhgre billedet ved homomorfien.
Der findes alts& elementer p; i k, sd at X; = p;. Denne ligning i A betyder, at restklassen af
X; — pi modulo 90t er lig med 0. Altsd er X; — p; element i 9. Det falger, at idealet m, er
indeholdt i 1. Da M1, gjensynlig er et maksimalideal, falger det endelig, at 9, = 91, som
gnsket.

(2) Antag, at idealet J ikke er hele polynomiumsringen. Ifglge Eksistenssatningen findes
da et maksimalideal 90t i k[X1, ..., X,,], saledes at 7 < . Ifglge (1) er M = M, for et
punkt p i k". InklusionenJ < 1, betyder netop at p er feelles nulpunkt for alle polynomierne
i J, jfr Observation (1.4). Hermed er (2) bevist.

(3) St V := V(7). Ligningens venstreside er da idealet Z(V') af polynomier, der for-
svinder pd V. Farst vises, at ligningens hgjreside er indeholdt i venstresiden. Antag, at F
tilhgrer hgjresiden Rad 7, altsa at der findes en potens F” som tilhgrer J. Ifglge (1.5.3) er
J CZ(V). Da F" € 73, vil potensen F" altsa forsvinde i alle punkter af V. For hvert punkt
per F'(p) = F(p)" og da verdien F(p) tilhgrer legemet k, er F(p) = 0 hvis og kun hvis
F(p)" = 0. Da potensen F" forsvinder i alle punkter af V, vil altsa ogsa F forsvinde i alle
punkter af V. Og det betyder netop, at F tilhgrer ligningens venstreside.

Den modsatte inklusion vises saledes. Antag, at polynomiet F ikke tilhgrer hgjresi-
den RadJ. Da vil ingen af potenserne F' tilhgre idealet J. Betragt kvotienten R :=
k[X1,...,X,]/3,0glad f € R betegne restklassen af F modulo J. Daer alle potenserne f!
forskellige fra 0. Brgkringen R er altsd forskellig fra nulringen. Ifglge Eksistenssatningen
findes derfor et maksimalideal m i Ry. Ifglge Lokaliseringsprincippet kontraheres m til et
primideal i R, som ikke indeholder f, og ifglge Kvotientprincippet kontraheres dette primi-
deal i kvotienten R til et primideal B i k[X1, ..., X,], som indeholder J og ikke indeholder
F. Altséa er

JCP og F¢P. (%)
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P& den anden side er kvotienten R;/m et legeme og en endelig frembragt algebra over &
(nemlig frembragt af billederne af X; og af brgken 1/f). Af Hilbert’s Nulpunktsseetning,
version 1, falger derfor at kvotienten Ry /m er endeligdimensional over k. Da k er algebraisk
afsluttet falger det videre, at kvotienten R¢/m er lig med k. Specielt findes fori =1,...,n
elementer p; € k saledes at X; og p; har samme billede ved den sammensatte homomorfi,

k[X1,...,X,] - R — Ry — Ry/m.

Kernen for denne sammensatte homomorfi er netop kontraktionen 3. Polynomierne X; — p;
tilhgrer derfor *B. Heraf falger, at 91, < B. Da 91, er et maksimalideal, fglger det videre,
at P = M,,.

Nu viser den farste relation i (x) at J € 9, og den anden at F' ¢ 901,,. Heraf fglger, at p
tilhgrer V og at F(p) # 0. Polynomiet F forsvinder derfor ikke i alle punkter af V. Altsa er
F ikke element i venstresiden.

Hermed er den modsatte inklusion vist, og beviset for Nulpunktssatningen afsluttet. 0

(3.2) Korollar. Antag, atk er algebraisk afsluttet. Da er de geometriske idealer netop radikal-
idealerne i k[ X1, ..., X,], dvs de idealer, der er lig med deres eget radikal. \ed den bijektive
forbindelse fra (1.7) svarer primidealerne i k[ X1, . .., X,] netop til de irreducible mangfol-
digheder i k", og de uforkortelige fremstillinger af mangfoldigheder som forening af endelig
mange irreducible mangfoldigheder svarer til uforkortelige fremstillinger af radikalidealer
som endelig feellesmangde af primidealer.

Bevis. Pastanden fglger umiddelbart af Nulpunktssatningen, idet primidealer gjensynlig er
radikalidealer. 0

(3.3) Definition. En mangfoldighed H i k", der kan beskrives som mangden af nulpunkter,
H = V(F), af ét ikke-konstant polynomium F i k[X1, ..., X,] kaldes, nar k er algebraisk
afsluttet, en (reduceret) hyperflade.

Det folger af Nulpunktsseetningen, at en hyperflade ikke kan vare den tomme mangfol-
dighed. Da et algebraisk afsluttet legeme er uendeligt, er k" ikke selv en hyperflade i £".
(Men £ kan naturligvis opfattes som hyperfladen i k"1 bestemt ved ligningen X, .1 = 0.)

(3.4) Seetning. Antag, at k er algebraisk afsluttet. De irreducible hyperflader i k" er netop
mangfoldighederne af formen YV (P), hvor P er et irreducibelt polynomium. Lad H = V(F)
vere hyperfladen bestemt ved et polynomium F med primoplasningen,

F=pP"...P"
(hvor P;’erne er forskellige (ikke-associerede) irreducible polynomier og m; > 1). Da er
H ’s komponenter hyperfladerne V(P;), og idealet Z(H) er lig med hovedidealet (Py - - - P,).

Bevis. Det er velkendt, at polynomiumsringen k[X1, ..., X,] er en faktoriel ring. Heraf
falger, at hovedidealet (P) frembragt af et irreducibelt polynomium P er et primideal. Det
falger videre af den entydige primoplgsning, at

Rad(F) = (P1--- P;) = (P1) N---N(P,).
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Korollar (3.2) viser nu farst, at hyperfladen V(P) bestemt ved et irreducibelt polynomium P
er irreducibel, og videre, at

V(F) =V(P)U---UV(P,)

er fremstillingen af V' (F) som foreningsmangde af irreducible mangfoldigheder. Heraf falger
de resterende pastande let. a

(3.5) Bemearkning. Lad V vere en mangfoldighed i ", og betragt ringen I" (V) af polyno-
miumsfunktioner pa V. For hver delmangde U < V kan vi da betragte idealet Zy (U) af de
funktioner i ' (V), der forsvinder pa U, og for hvert ideal J i I'(V) kan vi betragte mang-
den V(J) af feelles nulpunkter for funktionerne i 3. Herved etableres en bijektiv forbindelse
mellem pa den ene side de mangfoldigheder W, der er indeholdt i V, og pa den anden side
visse (sakaldte) geometriske idealer i I'(V). Mere preecist: I'(V) = k[ X1, ..., X,]/Z(V),
sa ifglge Noether’s anden Isomorfisatning svarer idealer i I' (V) til idealer 3 © Z(V), og ved
denne forbindelse svarer geometriske idealer i I"(V) til geometriske idealer i k[ X1, ..., X,],
som omfatter Z (V).

Tiletpunkt p i V svarer specielt maksimalidealet 9ty , bestdende af de funktioneri I'(V),
der forsvinder i p. Brgkringen, der fremkommer ved lokalisering af I' (V) i maksimalidealet
My ,, kaldes den lokale ring for V i punktet p, og den betegnes Oy ,. Den bestar af braker
f/g, hvor f og g er funktioner i I'(V) og g(p) # 0. Ifelge Lokaliseringsprincippet er
Oy, en lokal ring, og maksimalidealet bestér af braker der kan skrives pa formen f/g, hvor
f(p) = 0. Maksimalidealet i Oy, betegnes ogsd my ,. Bemark, at restklasselegemet
Oy, p/my perligmedk, idet I'(V) /My, var legemet k.

Hvert ideal 3 i I"(V) har en extension til brgkringen Oy ,. Hvis J ikke er indeholdt i
My, dvs hvis idealet indeholder en funktion g séledes at g(p) # 0, s& bliver extensionen
hele ringen Oy ,. | modsat fald, dvs hvis alle funktioner i J forsvinder i punktet p, s& er
extensionen indeholdt i my ,. For et geometrisk ideal i I" (V') svarende til en mangfoldighed
W C V er den sidste betingelse, at p € W. Det er ikke sveert at vise, at mangfoldigheder W
saledes at p € W C V herved svarer bijektivt il visse (geometriske) idealer i Oy ,.

Huvis k er algebraisk afsluttet, forenkles denne forbindelse: Der er en bijektiv forbindelse
mellem primidealer 3 i I'(V) og irreducible mangfoldigheder W C V, og yderligere en
bijektiv forbindelse mellem primidealer p i Oy, og irreducible mangfoldigheder W saledes
at p € W C V. Disse pastande falger af Kvotientprincippet og Lokaliseringsprincippet
under brug af Korollar (3.2).
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4. Skemaer.

(4.1) Definition. Ved et punkt i A" forstas i det falgende et maksimalideal i polynomiums-
ringen k[ X1, ..., Xu].

Maksimalidealerne af formen 9)t, for p e k" er ifglge definitionen punkter i A". De
kaldes ogsa rationale punkter i A”. Hvis legemet k er algebraisk afsluttet, sa fglger det af
Hilbert’s Nulpunktsseetning, version 2, at alle punkter er rationale.

Pa trods af ordlyden i definitionen vil vi aldrig opfatte et punkt i A” som veerende et mak-
simalideal i k[X1, ..., X,,]. Definitionen skal opfattes saledes at den fastleegger en bijektiv
forbindelse mellem pa den ene side punkter i A" og pa den anden side maksimalidealer i
k[X1, ..., X,]. Punkterne p i k" opfattes herved som de rationale punkter i A”. | analogi
med betegnelsen for rationale punkter vil maksimalidealet, der svarer til et givet punkt p i
A", blive betegnet 91t ,,.

Lad p veere et punkti A”. Da idealet 91, er et maksimalideal, er kvotienten,

K(p) == k[X1,..., X1/,

et legeme. Dette legeme kaldes restklasselegemet for punktet p. Restklasselegemet er en
k-algebra, og specielt et vektorrum over k. \ektorrumsdimensionen af x(p) kaldes ogsa
graden af punktet p, og betegnes |p : k|, altsa

|p k| :=dimg k(p).

De rationale punkter er karakteriseret ved at homomorfien &k — k(p) er en isomorfi eller,
&kvivalent, at graden er lig med 1. Hvis legemet k er algebraisk afsluttet, har alle punkter
grad 1.

(4.2) Definition. Ved et skema X i A" forstas i det fglgende en kvotient af polynomiumsringen
k[X1, ..., Xu]

Igen vil vi pa trods af ordlyden aldrig opfatte et skema som veerende en kvotientring af
k[X1, ..., X,]. Definitionen skal opfattes saledes at den fastleegger en bijektiv forbindelse
mellem pa den ene side skemaer i A" og pa den anden side kvotienter af k[X1, ..., X,].
Den kvotient af k[X1, ..., X,,], der herved svarer til et givet skema X, kaldes skemaets
koordinatring, og den betegnes I"(X). En kvotient kan naturligvis lige sa vel bestemmes ved
et ideal i polynomiumsringen: der er en bijektiv forbindelse mellem idealer og kvotienter.
Idealet, der svarer til et givet skema X, betegnes Z(X). Omvendt bestemmer hvert ideal J
et skema, svarende til kvotienten k[ X1, ..., X, ]/3J. Hvis idealet er frembragt af polynomier
F, siges skemaet 0gsa at vere defineret ved polynomierne F,, eller ved ligningerne F,, = 0.
Bemark, at ligningen,

k[X1, ..., Xp]/Z(X) = T'(X),

blot udtrykker, at kvotienter er noget der defineres ved hjeelp af idealer.

Skemaet bestemt ved idealet (0) betegnes A", og skemaet, hvis koordinatring er nul-ringen,
betegnes ¢ og kaldes det tomme skema. Koordinatringen I'(A™) eraltsaringen k[ X1, ..., X,],
og koordinatringen I' () er altsa nul-ringen.
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(4.3) Definition. Lad X veere et skema i A". Et punkt p i A" siges at ligge pa skemaet, eller
at tilhgre skemaet, hvis Z(X) C 9,. At dette er tilfeldet udtrykkes ogsa ved skrivemaden,

p € X.

Hvis X er skemaet defineret ved et ideal J i k[X1, ..., X,,], sa falger det, at de rationale
punkter pa X netop er elementerne i delmeaengden V(J). Udover disse rationale punkter vil
et skema saedvanligvis indeholde andre punkter. Men det skal understreges, at et skema ikke
ma opfattes som veerende ,,mangden af sine punkter*.

Ifelge definitionen svarer punkterne p pa X til de maksimalidealer 91, der indeholder
Z(X). Det falger derfor af Kvotientprincippet, at punkterne pa X svarer bijektivt til samtlige
maksimalidealer i kvotienten I'(X) = k[X1, ..., X,]/Z(X); idet My , betegner det til 1,
svarende maksimalideal i I'(X), fglger det yderligere, at kvotienten I"(X) /9ty , er isomorf
med restklasselegemet x(p).

(4.4) Notation. Lad X veere et skemai A", og lad p veere et punkt pa X. Den lokale ring, der
fremkommer ved lokalisering af I"'(X) i maksimalidealet 9ty ,, betegnes Ox , og maksi-
malidealeti Oy, , betegnesmy ,. Det fglger af Lokaliseringsprincippet, at restklasselegemet
for den lokale ring, dvs kvotienten Ox , /mx ,, er isomorf med restklasselegemet x(p).

(4.5) Hilbert’s Nulpunktsseaetning. (1) For hvert punkt p i A" er restklasselegemet x.(p) af
endelig dimension over k. Graden |p:k| er altsa endelig.

(2) Pa ethvert ikke-tomt skema X findes et punkt.

(3) Lad X vere skemaet bestemt ved et ideal J i k[X1, ..., X,]. Da galder formlen,

Rad(J) = ] M,
peX

Bevis. (1) Ifglge definitionen svarer et punkti A" til et maksimalideal 9t i polynomiumsringen
k[X1, ..., X,] og restklasselegemet er kvotienten k[X1, ..., X,]/9. Denne kvotient er et
legeme og en endeligt frembragt algebra over k. Af Hilbert’s Nulpunktssatning, version 1,
fremgar derfor at kvotienten er endeligdimensional over k.

(2) For et ikke-tomt skema X er koordinatringen I"(X) ikke nul-ringen. Faglgelig findes
maksimalidealer i I'(X). Disse maksimalidealer svarer til punkter pa X.

(3) Beviset er naesten identisk med beviset for Hilbert’s Nulpunktssatning, version 2.
Formlens hgjreside er fellesmangden af de maksimalidealer 2t, som omfatter J. Det er
derfor klart, at venstresiden er indeholdt i hgjresiden.

For at vise den omvendte inklusion betragtes et polynomium F, som ikke tilhgrer venstre-
siden. Det antages altsa at F" ¢ J for alle n. Idet f betegner restklassen af F i R := I'(X)
folger det, at /" # 0 for alle n. Brokringen R er derfor ikke nulringen. Fglgelig findes et
maksimalideal m i brgkringen R ;. Lad 9t betegne kontraktionen af m til k[ X4, ..., X,,]. Da
er M et primideal, F ¢ M, og M O J. Det er nok at vise, at Mt er et maksimalideal, thi
sa er O blandt maksimalidealerne pa hgjresiden, og da F ¢ 9t er F saledes ikke element i
hgjresiden.
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Det skal vises, at 901 er et maksimalideal i k[X1, ..., X,], altsa at kvotienten k :=
k[X1,..., X,]/9 er et legeme. Det fglger af Hilbert’s Nulpunktssztning, version 1, at
kvotienten Ry /m er endeligdimensional over k. Da denne kvotient indeholder kvotienten &,
er ogsa x endeligdimensional over k. Altsa er « hel over legemet k og et integritetsomrade.
Heraf fglger som bekendt, at « er et legeme, som pastaet.

Hermed er de tre pastande i Nulpunktssatningen bevist. a

(4.6) Definition. Lad Z og X veere skemaer i A", Hvis Z(Z) 2 Z(X), siges Z ogsa at vere
et skema i X eller et delskema i X. Betingelsen udtrykkes ved skrivemaden,

ZCX.

Bemark, at relationen, der udtrykkes ved inklusionen ovenfor, ikke er ensbetydende med en
inklusion mellem punkterne. Af definitionerne fglger umiddelbart, at hvis Z C X, sa er hvert
punkt pa Z ogsa et punkt pa X. Men det omvendte kan ikke sluttes. Mere preacist fglger det
af Nulpunktssatningen, at hvert punkt pa Z ogsa er et punkt pa X, hvis og kun hvis radikalet
af Z(Z) omfatter radikalet af Z(X).

Ifglge definitionen svarer delskemaer i X til de idealer i k[ X1, . .., X, ], som omfatter Z(X).
Det fglger derfor af kvotientprincippet, at delskemaer Z i X svarer bijektivt til idealerne i
koordinatringen I' (X).

Lad X og Z veere skemaer i A". Ved fellesmangden, eller snitskemaet, forstas da skemaet
Z N X defineret ved idealet Z(Z) + Z(X). Tilsvarende defineres foreningsmangden Z U X
ved idealet Z(Z2) N Z(X).

Et (maksimal)ideal 9t omfatter J + J, hvis og kun hvis 9t omfatter bade J og J. Med
andre ord, et punkt p i A" ligger pa snittet ZN X, hvis og kun hvis det ligger pa begge skemaer
Zog X.

Det er velkendt, at et maksimalideal 97t omfatter J N J, hvis og kun hvis 9t omfatter et af
idealerne J eller 3. Der gelder altsa tilsvarende, at et punkt p ligger pa foreningen Z U X,
hvis og kun hvis det ligger pa et af skemaerne Z og X.

(4.7) Definition. Et skema X kaldes et integritetsskema, hvis koordinatringen I'(X) er et
integritetsomrade.

Koordinatringen I' (X) er et integritetsomrade, hvis og kun hvis det tilhgrende ideal Z(X)
er et primideal. Integritetsskemaer i A" svarer altsa bijektivt til primidealer i k[X1, ..., X,.].
Mere generelt ses, at integritetsskemaer i et givet skema X svarer bijektivt til primidealer i
koordinatringen I' (X).

Det falger af Nulpunktssatningen, at et integritetsskema er ,,bestemt ved sine punkter®,
Hvis X er et integritetsskema, er idealet Z(X) et primideal og dermed lig med sit eget radikal.
Folgelig er Z(X) lig med feellesmangden af maksimalidealerne 91, for p € X.

(4.8) Definition. Lad X veere et skema i A" og lad Y veere et skema i A”. Ved en morfi af
skemaer ¢: Y — X forstas en homomorfi af k-algebraer 6: I'(X) — T'(Y).

Lad ¢ veere et punktiY svarende til maksimalidealet Mty , i I'(Y). Kontraktionentil I"(X),
dvs originalmangden 9t = 9_1(971[(,), er da et maksimalideal i I'(X). Kontraktionen er
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nemlig kernen for den sammensatte homomorfi,
'X)—-ry)—-ry)/My, =r(Q)),

sa kvotienten I"(X) /99t er isomorf med billedet ved denne homomorfi. Billedet er en delal-
gebra af k(g). Da k(q) er endeligdimensional over k ifalge Nulpunktssatningen, er ogsa
billedet endeligdimensionalt over k. Da billedet ogsa er et integritetsomrade, sluttes at billedet
er et legeme. Folgelig er 99t et maksimalideal i I"'(X). Punktet i X, svarende til kontraktionen
Mm = 9—1(imy,q), kaldes billedpunktet ved morfien ¢, og det betegnes ¢gq.

Det fremgar af konstruktionen, at restklasselegemet x(¢q) for billedpunktet er et delle-
geme af k(g). Specielt er graden af billedpunktet ¢4 en divisor i graden af g. Mere precist:
Som vektorrum over k(¢q) er legemet x(g) af endelig dimension, betegnet |q : ¢qg|, og for
graderne geelder formlen,

lg k| =lq:9q|-leq k|

(4.9) Definition. Lad X og Y veere skemaer med koordinatringene A :=T'(X)og B :=T'(Y).
Lad videre ¢: Y — X vere en morfi af skemaer, svarende til homomorfien af k-algebraer
0: A — B.Ladendelig Z C X og W C Y vere delskemaer svarende til idealerne Ji A og
J i B. Ved billedskemaet ¢ W forstas skemaet i X svarende til kontraktionen A N Ji A, og
ved originalskemaet ¢ 1 Z forstés skemaet i Y svarende til extensionen JB i B.

Morfien ¢: Y — X siges at vaere en dominerende morfi, hvis billedskemaet ¢ Y er lig med
skemaet X.

Et punkt p i X svarer til et maksimalideal 9ty , i A, og det kan derfor opfattes som et
delskema af X. Originalskemaet ¢~ p er skemaet defineret ved ekstensionen My, ,B. Det
kaldes ogsa fiberen i punktet p for morfien ¢.

(4.10) Observation. Det er let at se, at et punkt ¢ i Y tilhgrer originalskemaet ¢ =1 Z, hvis
og kun hvis billedpunktet g tilhgrer Z. Specielt er punkterne pa fiberen ¢ 1 p netop de
punkter g i Y for hvilke og = p. Videre er det Klart, at hvis g tilhgrer W, s vil billedpunktet
@q tilhgre billedskemaet ¢ W; men i almindelighed vil billedskemaet ¢ W ogsa indeholde
punkter, der ikke er billedpunkter.

Skemaet Y, som delskema i Y, svarer til idealet (0) i I'(Y). Billedskemaet ¢Y er derfor
delskemaet i X, hvis ideal er kontraktionen til I"(X) af (0). Denne kontraktion er blot kernen
for homomorfien I'(X) — TI'(Y). Morfien Y — X er saledes dominerende, hvis og kun hvis
homomorfien I'(X) — I'(Y) er injektiv.

Bemark, at for et integritetsskema W i Y er billedskemaet ¢ W et integritetsskema i X.
Dette fglger af at kontraktion af et primideal er et primideal.

(4.11) Note. Det skal understreges, at definitionerne i dette afsnit i sig selv er ret indholds-
lgse. De fastleegger blot at der anvendes en geometrisk sprogbrug ved beskrivelsen af visse
feenomener knyttet til polynomiumsringen k[ X1, ..., X,].
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5. Endelige skemaer og endelige morfier. Dimension.

(5.1) Seetning. For et skema X er folgende betingelser akvivalente:

(i) Skemaet X indeholder kun endelig mange punkter.
(ii) Alle primidealer i " (X) er maksimalidealer.
(iii) Ringen T (X) har endelig lzengde.
(iv) AlgebraenT'(X) er af endelig dimension som vektorrum over k.

Er disse betingelser opfyldt, og er p1, ..., p, de endelig mange punkter pd X, sa findes en
naturlig isomorfi,

F(X) — OX,pl X oo X OX,pr- (511)

Bevis. Antag, at X er defineret ved idealet J i k[X1, ..., X,]. Da galder ifglge Hilbert’s
Nulpunktssetning, at Rad J er fallesmangden af maksimalidealerne 91, for p € X. |
kvotientringen I (X) geelder derfor, at Rad(0) er feellesmaengden af maksimalidealerne M x
for p € X.

Antag, at betingelsen (i) er opfyldt. Da er fellesmangden ovenfor en endelig felles-
mengde. Lad p veere et primideal i I'(X). Da vil p indeholde radikalet Rad(0), og dermed
den endelige feellesmangde af maksimalidealerne Mty ,. Heraf falger som bekendt, at p
indeholder et af idealerne My ,. Af p D Mix , folger videre, at p = My ,. Folgelig er
My, , erne samtlige primidealer i I'(X). Altsa geelder betingelsen (ii).

Det er et korollar til Filtrationssatningen, at betingelserne (ii) og (iii) er &kvivalente, og
yderligere, at betingelserne medfarer, at I'(X) kun har endelig mange maksimalidealer. Da
disse maksimalidealer svarer bijektivt til punkterne pa X, falger det at betingelserne (ii) eller
(iii) medfarer (i).

Betingelsen (iv) medfarer (iii), idet der trivielt geelder longI'(X) < dim; I'(X). Antag
omvendt, at (iii) er opfyldt, altsd at ringen I'(X) har endelig leengde. Da har I'(X) en
filtration hvor de successive kvotienter er simple, altsa af formen " (X)/90;, hvor 9t;’erne
er maksimalidealer i I"(X). Maksimalidealerne har formen 9t; = My ,,, hvor p; er et
punkt pa X, og kvotienterne er altsa restklasselegemerne x(p;). Kvotienterne er derfor af
endelig dimension over k ifalge Hilbert’s Nulpunktssatning. Felgelig er ogsa I' (X) af endelig
dimension over k. Altsa galder (iv).

Hermed er &kvivalensen bevist. Den anfarte isomorfi er et velkendt korollar til Filtrati-
onssztningen. a

(5.2) Definition. Etskema X, der opfylder de &kvivalente betingelser i Setning (5.1), kaldes
et endeligt skema.

Lad X veere et endeligt skema og lad p veere et punkt pd X. Den lokale ring Ox , har
da endelig leengde. Dette falger af Filtrationssatningen, og det er ogsa en konsekvens af
isomorfien i (5.1.1), idet det fremgadr, at Oy, , er af endelig dimension over k. Langden
af den lokale ring Oy, kaldes multipliciteten af punktet p pa skemaet X, og den betegnes
mult, (X).
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(5.3) Korollar. Lad X veare et endeligt skema. Da gelder formlen

dim T'(X) = ) |p k|- mult, (X). (5.3.1)
peX

Bevis. Venstresiden i formlen er dimensionen af venstresiden i isomorfien (5.1.1). Dimen-
sionen af hgjresiden af denne isomorfi er gjensynlig summen af dimensionerne af Oy, for
p € X. Det er derfor nok at vise for p € X, at

dimg Ox,, = |p k|- mult,(X). (5.3.2)

Multipliciteten m := mult, (X) er leengden af ringen O := Oy ,. Denne ring er lokal med
maksimalidealet m := my ,, og den har altsa en filtration med m kvotienter, der alle er
isomorfe med kvotienten O /m. Den sidste kvotient er restklasselegemet «(p). Dimensionen
af O er derfor m gange dimensionen af (p). Den sidste dimension er lig med graden |p : k|.
Folgelig gelder formlen (5.3.2). Hermed er det gnskede bevist. a

(5.4) Note. Formlen udsiger for et endeligt skema X, at vektorrumsdimensionen dimy I (X)
er lig med antallet af punkter pa X, ,talt med multiplicitet“. Denne multiplicitet omfatter dels
punktets multiplicitet mult,,(X), dels graden | p : k|. Hvis k er algebraisk afsluttet (eller mere
generelt, hvis alle skemaets punkter er rationale punkter), sa er alle disse grader lig med 1.

(5.5) Definition. En morfi af skemaer ¢: Y — X, svarende til homomorfien af k-algebraer
0:T'(X) — I'(Y), siges at veaere en endelig morfi, hvis I" (Y) er endeligt frembragt som modul
over I'(X).

(5.6) Eksempel. Lad X veere et ikke-tomt skema. Da findes en endelig, dominerende
morfi ¢: X — AZ, thi ifalge Noether’s Normaliseringslemma er I"(X) endeligt frembragt
som modul over en delalgebra k[y1, ..., ys] frembragt af et st af d algebraisk uafhangige
elementer yy, ..., ys. Delalgebraen er altsa isomorf med polynomiumsringenk[Y1, ..., Y4],
og inklusionen af delalgebraen svarer til en injektiv homomorfi k[Y1, ..., Y] — T'(X).
,JOversat” til skemaer er dette den sggte morfi.

(5.7) Seetning. Lad ¢: Y — X vere en endelig morfi af skemaer. For hvert punkt p i X er
fiberen o~ p da et endeligt skema. Antag yderligere, at ¢ er dominerende. Da gelder:

(1) Ethvert punkt p i X er billede af et punkt i Y.
(2) Ethvert integritetsskema Z i X er billede af et integritetsskema W i Y.
(3) Hvis W og W’ er integritetsskemaer i Y saledesat W C W', daer oW C W',

Bevis. Seet A := I'(X) og B := I'(Y). Ifglge forudsetningen svarer morfien ¢ da til en
homomorfi A — B, séledes at B er endeligt frembragt som A-modul. Lad m := DMy,
veere maksimalidealet i A svarende til et punkt p pd X. Fiberen ¢ ~1p er da, som delskema
af Y, bestemt ved idealet mB i B, og koordinatringen I'(¢ ! p) er kvotienten B/mB. Det
skal vises, jfr betingelse (iv) i Seetning (5.1), at B/mB er af endelig dimension over k. Hertil
bemarkes, at B er endeligt frembragt som A-modul, og felgelig er B/m B endeligt frembragt
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som modul over k(p) = A/m. Yderligere er restklasselegemet x(p) af endelig dimensions
over k. Heraf fglger det gnskede.

Antag nu yderligere, at ¢ er dominerende, altsa at homomorfien A — B er injektiv. For
at vise (1), skal det vises, at fiberen ¢ ~1(p) ikke er det tomme skema, altsa at extensionen
mB er forskellig fra B. Da homomorfien A — B er injektiv, fas ved lokalisering i m en
injektiv homomorfi A, — B.. Daden lokale ring A, ikke er nulringen fglger det, at B, er
forskellig fra 0. Videre er B endeligt frembragt som modul over A, og B, er derfor endeligt
frembragt som modul over A,,. Af Nakayama’s Lemma fglger derfor, at kvotienten B, /m By,
er forskellig fra 0. Ifglge Lokaliseringsprincippet er denne kvotient isomorf med den modul
der fremkommer ved lokalisering i m af kvotienten B/mB. Denne sidste kvotient er derfor
forskellig fra 0. Falgelig er idealet mB et &gte ideal i B, som gnsket.

(2) Et irreducibelt delskema Z af X svarer til et primideal p i A. Det skal vises at der
findes et primideal q i B, saledesat A N g = p.

Ved lokalisering fas inklusionen A, — B,. Ganske som i beviset for (1) falger det, at
maksimalidealet pA, i den lokale ring A, er kontraktion af et primideal i B,. Dette sidste
primideal kontraheres til et primideal q i B, hvis kontraktion til A er lig med p, som gnsket.

(3) De givne integritetsskemaer W c W’ i Y svarer til primidealer ¢ © ¢’ i B. Det skal
vises for kontraktionerne,at ANg > ANgq'.

Betragt kontraktionen p := A N q’. Da er p kernen for den sammensatte homomorfi
A — B — B/q’, 09 A/p er derfor (isomorf med) en delring af B/q’. Primidealet q svarer til
et primideal forskelligt fra (0) i kvotienten B/q’. Ved at erstatte B med kvotienten B/q’ og
A med A/p kan det derfor antages, at A og B er integritetsomrader og at q # (0). Det skal
sa vises, at A N q er forskellig fra (0).

Velg hertil etelement b # 01 q. Ifglge antagelsen er B endeligt frembragt som A-modul.
Specielt er B hel over A. Der findes derfor en helhedsrelation for b over A. Denne relation
kan skrives pa formen,

b+ arb" 2+ 4 ay_1) = —an,

hvor a;’ernetilhgrer A. Vaelg nudenne relation sd atz er mindst mulig. Daera, # 0. I modsat
fald var nemlig produktet pa venstresiden lig med 0; da faktorerne tilhgrer integritetsomradet
B og b # 0 ville den anden faktor sa veere lig med 0, og dette ville veare en helhedsrelation af
grad n — 1, i modstrid med valget af n. Elementeta,, i A er altsa forskelligt fra0. Af relationen
fremgatr, at a,, tilhgrer idealet i B frembragt af b. Da b € q, er altsa a,, € q. Folgelig er a,, et
element forskelligt fra0 i A N g. Altsd er A N q # (0), som gnsket.

Hermed er s@tningens tre pastande bevist. i

(5.8) Definition. Lad X veere et skema. Ved dimensionen af X forstas da det sterste antal
skarpe inklusionener, der kan veere i en kade,

Z4 C---CZ1CZyCX, (5.8.1)

af integritetsskemaer Z; i X. Dimensionen af X betegnes dim X.
Det tomme skema tilleegges saedvanligvis dimensionen —1.
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(5.9) Observation. For et givet skema X svarer integritetsskemaer Z i X bijektivt til primi-
dealer p i I'(X), og keeder (5.8.1) af integritetsskemaer i X svarer til kaeder,

po Cp1 C--- Cpa, (5.9.1)

af primidealer i I'(X). Dimensionen er et supremum over sadanne d’er. At dimensionen er
mindre end 1 betyder saledes, at der ikke i I (X) findes primidealer p C p’, eller &kvivalent,
at alle primidealer i I'(X) er maksimalidealer. Af betingelsen (5.1)(ii) falger derfor, at
skemaerne af dimension 0 netop er de ikke-tomme, endelige skemaer.

For at bestemme dimensionen af X er det nok at betragte keeder (5.9.1) af primidealer i
" (X) hvor pg er et minimalt primideal og p, er et maksimalideal. Da I"(X) er noethersk, er
der som bekendt kun endelig mange minimale primidealer i I"(X). Disse primidealer svarer til
integritetsskemaer i X, der er maksimale. Disse endelig mange maksimale integritetsskemaer
i X kaldes ogsa komponenterne af skemaet X.

(5.10) Seetning. (1) Skemaet A' har dimension n.
(2) Lad ¢: Y — X vere en endelig, dominerende morfi. Da erdimY = dim X.
(3) Lad X veere et integritetsskema. Da er dim X = tdeg, I'(X).

Bevis. (1) Det skal vises for polynomiumsringen k[ X1, ..., X,], at for enhver kade af pri-
midealer (5.9.1) er d < n, og at der eksisterer en keede med d = n. Eksistensen indses ved
at betragte keeden defineret ved p; = (X1, ..., X;).

Uligheden vises saledes: Kvotienten A; = k[X41, ..., X,]/p;_1 er en endeligt frem-
bragt k-algebra og et integritetsomrade, og har derfor en endelig transcendensgrad over k. |
kvotienten A; svarer p; til et primideal forskelligt fra (0). Det er velkendt, at transcendens-
graden gar ned, nar der divideres med et primideal forskelligt fra (0). Polynomiumsringen
k[X1, ..., X,] har transcendensgrad n, og transcendensgraden kan derfor hgjst ga ned n
gange. Fglgelig indeholder keeden (5.9.1) hgjst n skarpe inklusioner.

(2) De to uligheder dimY > dim X og dim X > dim Y falger af resultaterne (2) og (3) i
Lemma (5.7).

Betragt nemlig farst en vilkarlig keede (5.8.1) i X. Af (5.7)(2) felger, at der findes et inte-
gritetsskema Wy i Y sdledes at o Wy = Zo. Djensynlig definerer ¢ en endelig, dominerende
morfi Wo — Zp. Anvendt pa denne morfi, og integritetsskemaet Z1 i Zo, falger det tilsva-
rende, at der findes et integritetsskema Wy i Wy saledes at oWy, = Z1. Efter d gentagelser af
argumentet ses, at der findes en keede af integritetsskemaer W; i Y med d skarpe inklusioner.
Falgelig er dimY > d. Da (5.8.1) var en vilkarlig kade, sluttes at dim Y > dim X.

Betragt omvendt en kade af integritetsskemaer W; i Y med e skarpe inklusionener. Af
(5.7)(3) sluttes, at billedskemaerne ¢ W; er en kade af integritetsskemaer i X med e skarpe
inklusioner. Heraf sluttes, at dim X > dimY.

(3) Ifalge Noether’s Normaliseringslemmafindes i I (X) et se&et af d algebraisk uafhaengige

elementer y1, ..., ys saledes at I'(X) er endeligt frembragt som modul over delalgebraen
k[y1, ..., yq]. Antallet d er som bekendt transcendensgraden tdeg, I'(X). Inklusionen af
k[y1, ..., yq] 1 T(X) svarer til en endelig, dominerende morfi X — AZ. Af de foregdende

resultater (1) og (2) felger derfor, at dim X = d, som gnsket.
Hermed er de tre pastande bevist. a
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(5.11) Note. Lad ¢: Y — X vere en endelig morfi, og lad p veere et punkt i X. Fiberen
¢~ 1 p er da delskemaet af ¥ defineret ved idealet My, ,I'(Y), og koordinatringen for fiberen
er altsd kvotienten I'(p~1p) = ') /My ,I'(Y). DaI'(Y) er endeligt frembragt som
modul over I"'(X), er kvotienten I'(¢~1p) endeligt frembragt som modul over kvotienten
I'(X)/Mx, ,. Den sidste kvotient er legemet (p), sa I'(¢~1p) er et vektorrum af endelig
dimension over k(p). Denne dimension kaldes graden af morfien ¢ i punktet p, og den
betegnes deg,, . Vektorrummet ['(¢~1p) er af endelig dimension over (p), og dermed
ogsa af endelig dimension over k; mere precist gaelder, at

dime D@~ ' p) = |p k| - deg, ¢. (5.11.1)

Specielt er fibrene for ¢ alts& endelige skemaer. For hvert punkt ¢ i fiberen ¢~ p gaelder
lg:k| = |q:pl|-|p:kl, jfr Definition (4.8). Af formel (5.11.1) og Korollar (5.3) fas derfor
formlen,
deg, ¢ = > Ig:pl-multy(p~"p),
q—p

hvor summationen er over alle punkter ¢ i fiberen ¢ ~1p. Graden af ¢ i p angiver alts3, , talt
med multiplicitet*, antallet af punkter i fiberen ¢ 1 p.

(5.12) Note. Forenendeligmorfig: Y — X kangradeniet punkt p € X yderligere fortolkes
pa felgende made.

Set A ;= I'(X) og B := I'(Y). Morfien svarer da til en homomorfi A — B, saledes
at B er endeligt frembragt som A-modul. Lad p vere et punkt i X, st 9 = My .
Koordinatringen for fiberen ¢! p er da kvotienten B/ B. Graden af ¢ i p er dimensionen
af kvotienten som vektorrum over k(p) = A/9. Hvis B er frembragt som A-modul af
e elementer, sa er kvotienten frembragt som (p)-modul billederne af disse e elementer;
falgelig er graden deg,, ¢ mindre end eller lig med e. Specielt ses, at graden i (det vilkarlige
punkt) p er begraenset opad af det mindste antal elementer, der frembringer B som A-modul.

Dette resultat kan forstaerkes. Ved lokalisering af A i maksimalidealet 90t fas nemlig den
lokalering O := Oy, ,. Detfalger af Lokaliseringsprincippet at kvotienten B /9)tB er isomorf
med kvotienten af By modulo idealet 9t Bgy. Her er Bgy en endeligt frembragt modul over
den lokale ring ©. Graden af ¢, dvs dimensionen af kvotienten som vektorrum over x(p),
er derfor ifglge Nakayama’s Lemma lig med det minimale antal elementer, som frembringer
O-modulen Byy.

Et seet af e elementer, der frembringer Bgy som O-modul, svarer til en surjektiv O-linezer
afbildning O¢ — Byy. Det kan antages, at de e elementer er brgker med naevner 1, saledes
at sattet svarer til en A-linezr afbildning A¢ — B. At settet frembringer By betyder at
homomorfien A¢ — B efter lokalisering i 9t bliver surjektiv.

Betragt nu en vilkarlig A-linear afbildning A° — B, og lad Q betegne kokernen. Af
Isomorfisetningen for Brgkmoduler falger da, at homomorfien bliver surjektiv efter lokali-
sering i 90, hvis og kun hvis Qg = 0, altsa hvis og kun hvis 9 ikke tilhgrer stgtten for
A-modulen Q. Primidealerne i statten for Q er som bekendt netop primidealerne, der om-
fatter annullatoren for Q. Annullatoren er et ideal i A, og svarer altsa til et skema Z i X.
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Homomorfien A¢ — B er altsa surjektiv efter lokalisering i 991, hvis og kun hvis p ikke
tilherer skemaet Z.

Af disse overvejelser falger: Lad e vare graden af ¢ i et givet punkt p i X. Da findes et
delskema Z i X saledes at p ¢ Z og saledes at graden af ¢ er mindre end eller lig med e for
alle punkter i komplementaermangden X\ Z.

(5.13) Note. Det foregdende resultat er specielt simpelt, ndr X er et integritetsskema af
dimension 1. Hertil bemaerkes, at under denne forudsatning er ethvert skema Z i X, saledes
at Z C X, ngdvendigvis et endeligt skema, idet dimension af Z ma vere strengt mindre end
dimensionen af X. For en endelig morfi ¢: ¥ — X ma graden antage sin mindste veerdi, e.
Anvendes resultatet i (5.12) pa et punkt i X, hvori denne mindste veerdi e antages, sluttes det,
at graden deg,, ¢ er lig med e pa neer eventuelt i endelig mange punkter p pa X.

For X := Al gaelder yderligere: Lad Y vare et integritetsskema, og lad ¢: Y — Al vare
en endelig, dominerende morfi. Da er graden deg, ¢ konstant som funktion af punkter p i
Al

For at vise pastanden betragtes den til ¢ hgrende homomorfi A — B, hvor A = k[T]
er koordinatringen for Al og og B = I'(Y). Ifglge forudsatningen er denne homomorfi
injektiv, og B er endelig frembragt som A-modul. Videre er B et integritetsomrade. Heraf
falger gjensynlig, at annullatoren i A af et element forskelligt fra 0 i B kun bestar af nul-
elementet i A. Da A som bekendt er et hovedidealomrade, falger det af Struktursatningen
for moduler over hovedidealomrader, at B har en basis som A-modul. Der findes altsa en
A-linezer isomorfi B — A°. Af overvejelserne (5.11) sluttes nu for hvert punkt p i AL,
at koordinatringen for fiberen, I'(¢p~1p) = B/, B, som modul over A/9M, = k(p) er
isomorf med x(p)¢. Graden deg, ¢ er derfor lig med e for det vilkérlige punkt p € AL,
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6. Plane kurver.

(6.1) Lemma. Hvert primideal 3 i k[ X1, X>] falder i netop én af falgende tre klasser: Klas-
sen bestaende alene af primidealet (0), klassen bestaende af hovedidealer (P) frembragt af
irreducible polynomier P, og klassen af maksimalidealer.

Bevis. Da k[ X1, X2] er en faktoriel ring, er hovedidealet (P), hvor P er et irreducibelt poly-
nomium, et primideal.

Det pastas farst, at et sadant primideal (P) ikke kan vaere et maksimalideal. Antag,
indirekte, at (P) er et maksimalideal. Maksimalidealet svarer da il et punkt i A2, og kvotienten
A = k[X1, X2]/(P) er restklasselegemet for dette punkt. Af Hilbert’s Nulpunktssatning
(4.5)(1) falger sa, at kvotienten A er endeligdimensional over k. | kvotienten A er altsa
restklassen x; af X; modulo (P) derfor algebraisk over k. Der findes altsa for i = 1,2
normerede polynomier f; saledes at f; (x;) = 0. Ligningen f1(x1) = 0 i kvotienten betyder,
at f1(X1) € (P), altsa at P er divisor i f1(X1). Heraf folger, at X, ikke forekommer
I polynomiet P. Tilsvarende ses, at X ikke forekommer i P. Faglgelig er P konstant, i
modstrid med at P er antaget at veere et irreducibelt polynomium.

Det skal dernast vises, at et givet primideal 3 ngdvendigvis tilhgrer en af de tre klasser.
Antag, at 3 # 0. Da findes et polynomium forskelligt fra 0 i 3. Dette polynomium er et
produkt af irreducible polynomier, og da 3 er et primideal falger det at en af de irreducible
faktorer P tilhgrer 3. Altsa er (P) C ‘B. Antag nu yderligere, at 3 ikke tilhgrer den anden
klasse. Da er

0) C (P) C*B.

Det pastas, at 13 sa er et maksimalideal. Det er velkendt, at ringen k[X 1, X»] har transcen-
densgrad 2 over k. Heraf fglger, at kvotienten k[X1, X2]/(P) har transcendensgrad hgjst
1 over k, og videre, at kvotienten A := k[X1, X2]/B har transcendensgrad hgjst O over k.
Falgelig har A transcendensgrad O over k. Med andre ord er A algebraisk over k, og dermed
specielt hel over k. Altsa er A er et integritetsomrade og helt over legemet k. Heraf fglger
som bekendt, at A er et legeme. Da A var kvotienten k[ X1, X2]/9, er 3 et maksimalideal,
som pastaet. i

(6.2) Definition. Ved en plan kurve forstas et skema C i A2 defineret ved et ikke-konstant
polynomium Fik[X1, X»]. Kurvensideal Z(C) er altsa hovedidealet (F), og koordinatringen
I'(C) er kvotienten k[ X1, X2]/(F). Graden af polynomiet F kaldes ogsa graden af kurven
C, og denne grad betegnes ogsa deg C.
Betragt primoplgsningen,
F=PpP". ..pP" (6.2.1)

ro

af polynomiet F. Som bekendt gelder da, at primidealerne (P;) netop er de minimale
primidealer for kvotienten k[ X1, X2]/(F). Kurverne C; defineret ved polynomierne P; er
altsd de maksimale integritetsskemaer i C. De kaldes ogsa komponenterne af kurven C,
jfr Observation (5.9). Eksponenten n; kaldes ogsa multipliciteten af komponenten C;.
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(6.3) Observation. En kurve C indeholder uendelig mange punkter. Polynomiet F, der
definerer C har nemlig en irreducibel divisor P. Falgelig er (F) C (P), sa primidealet (P)
svarer til et primideal i I"(C). Ifglge Lemma (6.1) er dette primideal ikke er et maksimalideal.
Af betingelsen (5.1)(ii) falger derfor at C ikke kan veere et endeligt skema.

Lad p veere et punkt pd kurven C. Den lokale ring O , atheenger da kun af de komponen-
ter, der indeholder p. Antag nemlig mere praecist, at C er bestemt ved polynomiet F' med pri-
moplasningen (6.2.1). Antag videre, at p tilhgrer komponenten C; fori =1, ..., ¢t og ikke for
i =1+1,...,r. Lad D vere kurven defineret ved polynomiet G := P;'* - - - P/"". Det p8stas,
at de lokale ringe O¢,, og Op , er isomorfe. Ifglge definitionen er I'(C) = k[ X1, X2]/(F)
og I'(D) = k[ X1, X2]/(G). Af Kvotientprincippet falger derfor, at

Oc.p = k[X1, X2]m,/(F) o9 Op, p = k[X1, X2]on,/(G).

Nu var F = HG, hvor de irreducible faktorer i H netop er P;’erne, som ikke tilhgrer
2 ,. Polynomiet H tilhgrer derfor ikke 91, og falgelig er H invertibel i den lokale ring
k[X1, X2]am,. | denne lokale ring er hovedidealerne frembragt af ¥ = HG og G derfor ens,
hvoraf pastanden falger.

(6.4) Definition. Ethvert polynomium F i k[ X1, X2] har en fremstilling,
F=Fy+F +F+--- (6.4.1)

som en (endelig) sum af homogene polynomier F; af grad i, kaldet de homogene led i F.
Leddet Fp er konstantleddet i F. Leddet Fi er fgrstegradspolynomiet (0 F/0X1)(0)X1 +
(0F/0X>2)(0)X2, hvor de partielle afledede er taget i det rationale punkt o = (0, 0). Det
starste i for hvilket F; £ 0 er graden af polynomiet F. Det mindste i for hvilket F; # 0
kaldes polynomiets orden eller multiplicitet i punktet o. Ordenen er gjensynlig positiv, hvis
og kun hvis o er et nulpunkt for F. Bemerk, at ordenen  er mindre end eller lig med graden
d, hvis F ikke er nulpolynomiet, og at fremstillingen (6.4.1) i sa fald er en fremstilling,

F=F,+-+F. (6.4.2)

Nulpolynomiet tilleegges seedvanligvis orden +o0o. Bemark, at potensen 9t” af maksimali-
dealet 9 := (X, Y) netop bestar af polynomier af orden mindst #.

Mere generelt defineres multipliciteten af F i et vilkarligt punkt (p1, p2) € k% som mul-
tipliciteten i o = (0, 0) af polynomiet F (X1 + p1, X2 + p2).

Lad C veare kurven defineret ved polynomiet F, og lad p = (p1, p2) vere et rationalt
punkt pa C. Ved multipliciteten i punktet p af kurven C forstas da multipliciteten af F i
punktet p. Multipliciteten i p betegnes mult,(C). Den er positiv, hvis og kun hvis punktet
p tilhgrer C. Det er ofte bekvemt at udstreekke definitionen og seette multipliciteten til O i
punkter p, der ikke ligger pa kurven.

(6.5) Seetning. Lad p veere et rationalt punkt pa kurven C, og lad m betegne maksimalidealet
i den lokale ring Oc, ,. Daer

mult, (C) = dimg m’ /m' ™ fori > 0. (6.5.1)
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Bevis. Det er nok at vise pastanden for p = o. Parallelforskydning x — x + p definerer
nemlig en isomorfi A2 — A2, s der findes en kurve C’ der ved parallelforskydningen fares
over i C. Herved svarer punktet o pa C’ til punktet p pa C. Venstresiden i ligningen er ifalge
definitionen multipliciteten af C’ i punktet o, og hgjresiden &ndres ikke, nar ringen O¢,,
erstattes med den isomorfe ring O¢ ,.

Antag altsg, at p = o. Venstresiden i ligningen i (6.5.1) er altsa ordenen / af polynomiet
F, betragtet i (6.4.2). Betragt nu for O := O¢,, den eksakte fglge,

0— m'/m'* - O/m' ™! - O/m' - 0.

Hajresiden i ligningen (6.5.1) er dimensionen af vektorrummet m? /m‘*1, og altsa lig med
differensen mellem dimensionerne af det midterste vektorrum og det efterfglgende. Det er
derfor nok at vise, at der findes en konstant /1 saledes at

dimg O/m’ = hi 4+ hq fori > 0. (6.5.2)

Den lokale ring O fremkommer ved lokalisering af I"(C) i maksimalidealet 9t ,. Afen
velkendt egenskab ved maksimalidealer fglger derfor, at kvotienten ©/m’ er isomorf med
kvotienten I'(C) /9. .

Seet nu videre M := M, = (X1, X2). Det folger da af Noether’s anden Isomorfisatning,
at kvotienten F(C)/fm"ao er isomorf med k[X1, X2]/ (O, F).

Endelig bestar idealet 9)t' af polynomier af orden mindst i. Antag, ati > k. Da definerer
multiplikationen G — F G en k-linezr afbildning, og FG tilhgrer 9t’, hvis og kun hvis G
tilhgrer 9 —". Heraf udledes let den exakte falge,

0 — k[X1, Xo]/9 " —Ls k[ X1, X2]/9M — k[X1, X2]/ (O, F) — 0.

Afexaktheden falger, at dimensionen af det midterste vektorrum er summen af dimensionerne
af de to omgivende. Det er let at se, at kvotienten k[ X1, X2]/99% har dimension (’ng). Af de
fundne isomorfier faglger derfor fori > h, at

. i (i+1\  (i—h+1\ . k(-1
s = (7£1) - (A 220D,

Heraf fremgar resultatet (6.5.2) (med #y := —h(h — 1)/2), som gnsket. a

(6.6) Note. Lad p veere et punkt pd et skema X. Betragt den lokale ring O := Oy, , med
maksimalidealetm := myx_,. Deter klart, at for hvert i har kvotienten O/m endelig leengde.
Seet A(i) := long O/m’.

Antag farst, at X er et endelig skema. | dette tilfeelde er multipliciteten af X i p defineret
som leengden af ringen ©. Da leengden er endelig, gaelder m’ = mi*1, néri > 0, og sé& falger
af Nakayama’s Lemma, at m’ = (0), ndr i > 0. Med andre ord: Nar i > 0 er funktionen
A(i) konstant og lig med mult, (X).
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Antag dernast, at X er en plan kurve og at p er et rationalt punkt pa X. Daer O/m = k,
og falgelig er A(i) = dim; O/m’. Af beviset for den foregéende satning falger derfor, at for
i > 0erA(i) = hi + hq, hvor h er kurvens multiplicitet i punktet p. Nari > 0 er funktionen
A(i) altsa et farstegradspolynomium.

I almindelighed (dvs for et vilkarligt punkt p pa et vilkarligt skema X) kan man vise, at
funktionen A (i) for i >> 0 er et polynomium, dvs er af formen

AG) = hi? + hii? o+ by

multipliciteten af skemaet X i p defineres som hgjrestegradskoefficienten 4 ganget med d!.
Hvis X er et integritetsskema er tallet 4 lig med dimensionen af X.

(6.7) Seetning. Lad C veare en plan kurve defineret ved polynomiet F og lad p vere et
rationalt punkt pa C. Da er falgende fem betingelser akvivalente:

(i) Kurven C har multiplicitet 1 i punktet p.
(if) En af de partielle afledede 0 F /9 X; er forskellig fra 0 i punktet p.
(iii) Den lokale ring O¢,, er et integritetsomrade, ikke et legeme, og maksimalidealet
mc,, er et hovedideal.
(iv) Den lokale ring Oc,, er en valuationsring, dvs et integritetsomrade, ikke et legeme,
hvori idealerne er totalt ordnede.
(v) Den lokale ring O¢,, er et hovedidealomrade, ikke et legeme.

Bevis. Det er velkendt for noetherske ringe, at betingelserne (iii), (iv) og (v) er &kvivalente,
og denne &kvivalens antages i det fglgende.

Ifalge definitionen bestemmes multipliciteten i p ved at betragte de homogene led G; af
polynomiet G(X1, X2) = F(X1 + p1, X2 + p2). Konstantleddet Gg er G(0) = F(p), som

er 0 da p tilhgrer F, og
oF

oF
G1 = a—Xl(P)Xl + B—XZ(p)Xz-
At multipliciteten er lig med 1 betyder, at G1 # 0. Det er herefter klart, at (i) og (ii) er
&kvivalente. For at bevise den fulde &kvivalens kan det antages, jfr beviset for Sztning
(6.5), at p er punktet o = (0, 0). Det er nok at vise, at (i) medfarer (iii) og at (iv) medferer
(i).

Antag farst, at (i) (og dermed ogsa (ii)) er opfyldt. Det kan yderligere antages, at F er
et irreducibelt polynomium. | almindelighed er F nemlig et produkt, F = P71 --- P;, hvor
P;’erne er (ikke ngdvendigvis forskellige) irreducible polynomier. Udfra definitionen er det
Klart, at F’s orden i o er summen af P;’ernes orden i 0. Da F’s orden ifglge antagelsen er lig
med 1, har netop ét af P;’erne orden 1, og de gvrige P;’er har orden 0. Antag fxat P = Py
har orden 1, og lad D vere kurven bestemt ved polynomiet P. Af Observation (6.3) falger
nu, at den lokale ring O¢ , ikke @ndres nar C erstattes med D. | stedet for at erstatte C med
D (og F med P), kan vi faglgelig antage, at F er et irreducibelt polynomium.

Idealet (F) er nu et primideal, og koordinatringen I'(C) = k[X1, X2]/(F) er derfor et
integritetsomrade. Den lokale ring O fremkommer af I"'(C) ved at lokalisere i M ¢ ,,, 0og den er
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derfor ligeledes et integritetsomrade, og gjensynlig ikke et legeme. Idealet 90, er frembragt
af X1 og X7, sa maksimalidealet m := mc , er frembragt af billederne x; og x, af X1 og X».
Det pastas, at maksimalidealet m i O er frembragt af ét af x;’erne. Mere preecist fglger det
af (ii), at en af de afledede a; := (0 F/9X;)(0) er forskellig fra 0. Antag fx at ao # 0. Det
pastas, at billedet x; sa frembringer idealet m.

Ifglge antagelsen er F ensum, F = a1 X1 + a2 X2 + - - -, hvor de tre prikker betegner en
sum af led af grad mindst 2. Summen grupperes, idet vi farst samler alle led, der indeholder
X2, 0g dernaest saetter X1 uden for parentes i de resterende. Herved fremkommer en ligning,

F=S8SXo+TX1, hvorS=ay+---, T=ar+---.

Modulo (F) er venstresiden ligmed 0, sd i O fas ligningen 0 = sx» +tx1, hvor s og ¢ betegner
billederne af S og T. Ifglge antagelsen er S(o) = ay forskellig fra 0. Polynomiet S tilharer
derfor ikke 901, sa billedet s er invertibelt i ©. Af ligningen sx, + rx1 = 0 falger derfor, at
der i brgkringen O geelder at x; € Ox1. Som naevnt var maksimalidelet m frembragt af x1
og x». Af det viste falger, at frembringeren x» er overfladig. Altsa er m lig med hovedidealet
Ox1.

Hermed er det vist, at den lokale ring O opfylder betingelsen (iii). Betingelsen (i) medfarer
altsa (iii). Omvendt vil (iv) medfare (i). Nar O er en valuationsring, er det nemlig klart, at
m! /mi*t1 er et 1-dimensionalt vektorrum over restklasselegemet ©/m. Her er O/m = k, da
punktet o er et rationalt punkt. Af Seetning (6.5) fglger derfor, at multipliciteten af C i punktet
o er lig med 1.

Hermed er &kvivalensen af de fem betingelser eftervist. a

(6.8) Definition. Lad p vere et rationalt punkt pa kurven C. Kurven siges da at veere glat i
punktet p, hvis de &kvivalente betingelser i Seetning (6.7) er opfyldt. Hvis C er glat i punktet
p = (p1, p2) siges ,linien”“ L med ligningen,

(0F/0X1)(p)(X1 — p1) + (OF/3X2)(p)(X2 — p2) =0,

o0gsa at vaere kurvens tangent i punktet p.

Bemark, at ,,glathed” herved kun er defineret for rationale punkter pa C. Hvis punktet
p pa C ikke er et rationalt punkt, siges C at veere glat i p, hvis den lokale ring O¢,, er en
valuationsring. Punkter p, hvori kurven ikke er glat, kaldes ogsa singulare eller multiple
punkter pa kurven.

(6.9) Eksempel. Enlinie, ogsa kaldet en farstegradkurve, er en kurve givet ved et polynomium
a1X1 + axX2 + b, hvor a; 0og ap ikke begge er 0. Den er gjensynlig glat i ethvert af sine
rationale punkter, og i ethvert sddant punkt er linien selv tangenten. Man kan vise, at en linie
faktisk er glat i alle sine punkter.

(6.10) Eksempel. Betragt dernast et keglesnit C, ogsa kaldet en andengradskurve, dvs en
kurve givet ved et andetgradspolynomium F. Hvis legemet k ikke er algebraisk afsluttet kan
det ikke udelukkes, at C slet ikke indeholder rationale punkter. Antag nu, at der findes et
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rationalt punkt, hvori kurven ikke er glat. Efter en parallelforskydning kan det antages, at
dette multiple punkt er punktet o = (0, 0). Daer Fy = F; = 0, sd polynomiet F har formen,

F =aX? 4+ bX1Xs + cX3.

Antag i det folgende, at legemet k ikke har karakteristik 2. Lad d = b% — 4ac betegne
diskriminanten af polynomiet F. Hvis a # 0, sa gaelder ligningen,

4aF = (2aX1+ bX2)* — dX3.

Heraf, og af et par trivielle overvejelser hvis a = 0, fas falgende klassifikation:

d = 0. | dette tilfeelde er F, bortset fra en konstant faktor, kvadratet pa et farstegradspoly-
nomium. Dette farstegradspolynomium svarer til en linie som er komponent med multiplicitet
2 af C. Alle rationale punkter pa C er multiple.

d #00gd eretkvadrat i k. | dette tilfeelde er F et produkt af 2 farstegradspolynomier,
svarende til at C’s komponenter er to forskellige linier gennem o, begge med multiplicitet 1.
@ijensynlig er C er glat i alle rational punkter, pa ner liniernes skaringspunkt o.

d # 0 0g d er ikke kvadratet pa et element i k. | dette tilfeelde er o det eneste rationale
punkt pa C.

Bemark, at hvis et andetgradspolynomium er reducibelt, sa er det et produkt af to for-
stegradspolynomier, og for det tilsvarende keglesnit er komponenterne to linier. Dette er
situationen i de forste to tilfelde behandlet ovenfor. Ud over disse tilfelde kunne de to
komponenter vaere parallelle linier.

(6.11) Eksempel. Betragt endelig en kubisk kurve C, dvs en kurve defineret ved et polyno-
mium F af grad 3. Antag fx, at F = X22 — f(X1), hvor f er et polynomium af grad 3 (i
én variabel). De partielle afledede er 0 F/0X1 = — f/(X1) og 0F/0X, = 2X>». Antag, at
karakteristikken for k ikke er 2. Da er d F /9 X forskellig fra 0 i alle punkter (p1, p2), hvor
p2 # 0. Kurven er altsa glat i alle rationale punkter, der ikke ligger pa X1-aksen. Betragt
dernaest et rationalt punkt pa X1-aksen, dvs et punkt af formen (p1, 0). Punktet ligger pa
kurven, hvis og kun hvis f(p1) = 0, dvs hvis og kun hvis py errod i f, og kurven er glat i
punktet, hvis og kun hvis der yderligere geelder at f'(p1) # 0. De to betingelser, f(p1) =0
og f'(p1) # 0, er som bekendt opfyldt, netop hvis p; er en simpel rod i f. Trediegradspo-
lynomiet f kan hgjst have én multipel rod. Felgelig er C glat i alle sine rationale punkter, pa
neer eventuelt i ét punkt af formen (p1, 0) svarende til en multipel rod p1 i f.
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7. Snit af kurver.

(7.1) Definition. Lad C og D vere to plane kurver definerede ved polynomier F og G.
Snittet C N D er da skemaet defineret ved idealet (F, G) i k[ X1, X2], og et punkt p tilhgrer
snittet, hvis og kun hvis det tilhgrer begge kurver. For hvert punkt p i C N D defineres
snitmultipliciteten i p som tallet

ip(C.D) :=1longOcnp,p.

Snitmultipliciteten kan veere oco; den er endelig, nar den lokale ring pa hgjresiden har endelig
leengde. Det er seedvane at seette i, (C.D) := 0 for punkter p, som ikke tilhgrer snittet C N D.

Hvis snittet C N D er etendeligt skema, sé er snitmultipliciteterne endelige, ideti ,(C.D) =
mult,(C N D), jfr Definition (5.2).

Ofte lader man polynomierne indga i betegnelserne, og skriveri,(F.G) = i,(C.D). Yder-
ligere udstraekkes denne betegnelse til tilfeeldet hvor et eller begge polynomier er konstant:
Hvis et af polynomierne F, G ikke tilhgrer 901, seettes i, := 0. Hvis de begge tilharer 9,
og et af dem er nulpolynomiet, sattes i, := oo.

(7.2) Observation. Antag, at p tilharer snittet C N D. Restklasselegemet for den lokale ring
Ocnp,p er da legemet x(p), jfr (4.4). Ifalge Hilbert’s Nulpunktssaetning (4.5) er restklassel-
egemet x(p) af endelig dimension over k. Heraf ses, at den lokale ring har endelig leengde,
hvis og kun hvis den har endelig dimension som vektorrum over k, jfr beviset for Korollar
(5.3). Specielt ses, at snitmultipliciteten i, (C.D) er endelig, hvis og kun hvis den lokale ring
Ocnp, p er af endelig dimension over .

(7.3) Observation. Lad p vere et punkt i C N D. Koordinatringen for snittet C N D er
kvotienten I'(C N D) = k[ X1, X2]/(F, G). Falgeliger I'(C N D) isomorf med kvotienten af
I'(C) = k[X1, X2]/(F) modulo idealet frembragt af billedet af G. ldet (G) ogsa — sjusket,
men praktisk — betegner hovedidealet i I'(C) frembragt af billedet af G, er altsa

renbD)=rI()/(G).

Herved svarer maksimalidealet 9cnp, , | kvotienten I'(C N D) til maksimalidealet Mic
I I'(C). Ved lokalisering af I'(C) i M, , fremkommer den lokale ring Ocnp,,, 09 ved
lokaliseringaf I'(CN D) iMcnp, , fremkommer den lokale ring Oc ,. Af Kvotientprincippet
fas derfor en isomorfi,

Ocnp,p = Oc,p/(G),

hvor (G) pé hgjresiden nu betegner hovedidealet frembragt af billedetaf G i O, ,. Det falger
specielt, jfr Observation (6.3), at snitmultipliciteten i ,(C.D) kun afhanger af de af C’s kom-
ponenter, der indeholder p. Med andre ord kan man ved bestemmelse af snitmultipliciteten
i, (C.D) fra F fjerne de irreducible faktorer, der ikke tilhgrer 9),,.

Det falger ligeledes af Kvotientprincippet, at den lokale ring Ocnp,, 0gsa kan fas som
kvotienten af den lokale ring k[X1, X2]on,, dvs af Oz ,,, modulo idealet (F, G) frembragt
af F og G heri.



AG7. Snit af kurver 77

(7.4) Seetning. Lad C og D vere plane kurver bestemt ved polynomierne F og G. Da er
snittet C N D et endeligt skema, hvis og kun hvis C og D ikke har feelles komponenter, dvs
hvis og kun hvis polynomierne F og G er primiske. Yderligere galder for et punkt p pa
C N D, at snitmultipliciteteni, (C.D) er endelig, hvis og kun hvis de to kurver ikke har feelles
komponenter, der indeholder p.

Bevis. Hvis F og G har en ikke-triviel feelles divisor H, sa er (F, G) C (H). Snittet C N D,
der er defineret ved idealet (F, G), vil altsa indeholde kurven bestemt ved polynomiet H. Af
Observation (6.3) felger derfor, at C N D indeholder uendelig mange punkter.

Antag omvendt, at C N D indeholder uendelig mange punkter. Af Satning (5.1) felger sa,
at koordinatringen k[ X1, X2]/(F, G) indeholder et primideal, der ikke er et maksimalideal.
Dette primideal svarer ifglge Kvotientprincippet til et primideal i k[ X1, X2], som ikke er
et maksimalideal og som omfatter (F, G). Ifglge Lemma (6.1) er 3 et hovedideal (P). Af
(F, G) C (P) falger nu, at P er en ikke-triviel feelles divisor i F og G, som gnsket.

Hermed er satningens farste pastand bevist. For at vise den anden pastand betragtes et
punkt p € C N D. Antag farst, at de to kurver ikke har feelles komponenter, der indeholder p.
Den lokale ring Ocnp, , afheenger kun af de komponenter, der indeholder p, jfr Observation
(6.3). Folgelig kan det antages, at kurverne C og D ikke har felles komponenter. Af det
allerede viste falger, at C N D sa er et endeligt skema. Snitmultipliciteten er dai,(C.D) =
mult,(C N D), og specielt er den endelig.

Antag dernast, at de to kurver har en felles komponent gennem p. Det er nok at vise, jfr
Observation (7.2), at den lokale ring Ocnp,, er uendeligdimensional som vektorrum over
k. Det falger af antagelsen, at polynomierne F og G har en irreducibel felles divisor P,
saledes at P € 9,. Nuer (F,G) C (P) € M,. Lad E vere kurven bestemt ved P.
Det folger af Kvotientprincippet, at den lokale ring O, er lig med kvotienten af Ocnp,
modulo idealet frembragt af billedet af P. Det er saledes nok at vise, at den lokale ring
Og, p er uendeligdimensional. Denne lokale ring er en lokalisering af I'(E), og da I" (E) er et
integritetsomrade vil den lokale ring indeholde I' (E). Som naevnt i Observation (6.3) er E ikke
et endeligt skema, og af betingelsen (5.1)(iv) falger derfor, at I (E) er uendeligdimensional.
Heraf falger pastanden.

Hermed er de to pastande i Satningen bevist. a

(7.5) Seetning. Lad p vere et rationalt punkt, der tilharer begge kurver C og D. Da er
snitmultipliciteten i ,(C.D) lig med 1, hvis og kun hvis kurverne C og D er glatte i p med
forskellige tangenter.

Bevis. Detkanantages, at p er punkteto = (0, 0). Lad F og G vare polynomierne, der define-
rer C og D. Denlokalering O := Ocnp., fremkommer ved lokaliseringaf k[ X1, X2]/(F, G)
i maksimalidealet 91, svarende til punktet 0. Maksimalidealet 9Jt,, er frembragt af X1 og X>,
sa maksimalidealet m i O er frembragt af billederne x1 og x» af X1 og X». Snitmultiplicite-
ten i, (C.D) er lengden af den lokale ring O. At snitmultipliciteten er lig med 1 er saledes
ensbetydende med at m = (0).

Da punktet o ligger pa begge kurver findes pa den anden side fremstillinger,

F=anX1+apXs+---09G =anX1+apXo+---,
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hvor de tre prikker star for summer af led af grad mindst 2. Lad « betegne 2 x 2 matricen
(a;j). Deter Klart, at begge kurver er glatte i o, med forskellige tangenter, hvis og kun hvis
determinanten det « er forskellig fra 0. Det skal altsa vises, at deta = 0, hvis og kun hvis
m = (0).

Antag farst, at deta # 0. Leddene af grad mindst 2 i fremstillingerne ovenfor tilhgrer
zm?, og modulo (F, G) er venstresiderne lig med 0. Af fremstillingerne falger derfor, at
sgjlen oz(ﬁ) tilhgrer m?. Da matricen « er invertibel falger det, at sgjlen (ﬁ) tilhgrer m?.

Maksimalidealet er frembragt af x; og xp. Af det viste falger derfor, at m = m?. Af
Nakayama’s Lemma fas derfor, at m = (0).

Antag omvendt, at m = (0). Billedet x; af X; er altsa lig med 0 i den lokale ring O.
Den lokale ring er en lokalisering af koordinatringen k[ X1, X>]/(F, G). Der findes derfor
polynomier S; i k[ X1, X»], sd at S; (o) # 0 0g sa at S; X; tilhgrer idealet (F, G). Fori =1, 2
findes derfor polynomier B;1 og B;» sa at

S; X; = Bj1F + Bj2G. (7.5.1)

Lad s; og b;; betegne konstantleddene i polynomierne S; og B;;. Ved sammenligning af
farstegradsleddene pa de to sider af ligning (7.5.1) fas ligningen

siXi = bi1(a11X1 + a12X2) + biz(axn X1 + a2 X?). (7.5.2)

Lad B betegne 2 x 2 matricen (b;;), og lad o betegne diagonalmatricen med s1 0g s7 i
diagonalen. Ligningerne (7.5.2) for i = 1, 2 kan da sammenfattes til matrixligningen o =
Ba. Da s1s2 # 0, folger det af matrixligningen, at det« # 0.

Hermed er det gnskede bevist. a

(7.6) Note. Under forudseetningen i Seetning (7.5) kan man vise, at
ip,(C.D) = mult,(C) - mult, (D),

altsd at snitmultipliciteni p er starre end eller lig med produktet af de to kurvers multiplicitet
i p. Yderligere er det nemt at afggre hvornar lighed indtreffer, idet der galder falgende
(som vi for letheds skyld formulerer for p = 0): Ligheden i, (C.D) = mult,(C)- mult, (D)
gelder, hvis og kun hvis de homogene led af laveste orden i F og G er primiske.

(7.7) Multiplicitetsseetningen. Snitmultipliciteti,(F.G), for punkter p i A2 og polynomier
F, G ik[X1, X>], har folgende egenskaber:

(1) Verdierne opfylder 0 < i,(F.G) < oo. Verdien er positiv, hvis og kun hvis begge
polynomier tilharer maksimalidealet9t ,, og veerdien er oo, hvis og kun hvis de to polynomier
har en felles irreducibel divisor, som tilhgrer 01 ,,.

(2) Snitmultiplicitet afheenger kun af idealet (F, G). Specielt er vaerdien i,(F.G) sym-
metrisk i F og G, og den afhaenger kun af G ’s restklasse modulo (F).

(3) Snitmultiplicitet adderes nar funktioner multipliceres i den forstand at

i,(F.GH) =i,(F.G) +i,(F.H).
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(4) Snitmultiplicitet er invariant under isomorfi (specielt under parallelforskydning) af
A2. For p = 0 og F = X» er snitmultipliciteten i,(X».G) lig med ordenen af polynomiet
G(X1,0).

Bevis. Pastanden (1) folger umiddelbart af Setning (7.4). Pastand (2) falger af definitionen,
jfr Observation (7.3).

For at vise additiviteten i (3) betragtes et produkt GH. Pastanden er triviel, hvis F er
konstant, eller hvis G eller H er nul-polynomiet. Antag derfor, at F ikke er konstant og at G
og H er forskellige fra nul-polynomiet. Ifalge Observation (7.3) kan det videre antages, at
alle irreducible divisorer i F tilhgrer maksimalidealet 9)t,. Lad C veere kurven defineret ved
polynomiet F. Punktet p ligger sa pa C. Yderligere kan det antages, at ingen af polynomierne
G og H har en ikke-triviel divisor felles med F, idet additiviteten ellers er en konsekvens af
(1). Lad nu A = k[X1, X2]/(F) veere koordinatringen for C, og s&et O := Oc_,. Den lokale
ring O fés altsa ved at lokalisere A i maksimalidealet 9 ,. Lad videre g og / betegne
restklasserne af G og H modulo (F). De tre snitmultipliciteter er da ifalge Observation
(7.3) leengderne af falgende kvotienter: ©O/gh©, ©/g® og O/ hO. Disse kvotienter fas ved
lokalisering i 9ic,, af modulerne i fglgen,

0— A/(h) -2~ A/(gh) — A/(g) — 0, (7.7.1)

hvor den farste homomorfi er induceret af multiplikation med g. Det er nok at vise, at falgen
(7.7.1) er exakt, thi sa er ogsa den lokaliserede fglge exakt, og den sggte additivitet fglger af
at leengde af moduler er additiv pa exakte falger.

Falgen (7.7.1) er trivielt exakt bortset fra at det kraever en overvejelse at multiplikation
med g inducerer en injektiv homomorfi. Hertil bemaerkes, at de tre midterste moduler i
falgen gjensynlig er kokernerne for multiplikationi A med &, med gh, og med g. Bortset fra
nul-modulen til venstre er fglgen (7.7.1) altsa den sidste del af kerne-kokerne fglgen for den
sammensatte multiplikation g/. Da kerne-kokerne fglgen for en sammensat homomorfi som
bekendt er exakt, er det derfor nok at vise, at kernen for multiplikation med g kun bestar af
nul-elementeti A.

Antag alts3, at » € A og at gr = 0. Ringen A er kvotientringen af k[X1, X2] modulo
(F), sa r repraesenteres af et polynomium R € k[X1, X»]. Produktet gr reprasenters da af
polynomiet G R, sa ifglge antagelsen er G R kongruent med 0 modulo (F). Altsder F divisor
i GR. Da polynomiumsringen k[ X1, X>] er faktoriel og G var antaget primisk med F, folger
det, at F er divisor i R. Restklassen r er derfor lig med nul-elementet i A. Hermed er det
gnskede opnaet, og additiviteten i (3) er eftervist.

Den farste pastand i (4) folger af at den lokale ring, der definerer i ,(F.G), erstattes med en
isomorf, ndr der anvendes en isomorfi af A2, Antag endelig, at p = oogat F = X». Ifalge (2)
er snitmultipliciteteni ,(X».G) uandret ndr G erstattes med et polynomium, der er kongruent
med G modulo (X»7). Polynomiet G kan derfor erstattes med polynomiet G(X1, 0). Hvis
dette sidste polynomium er nulpolynomiet, sa er bade orden og snitmultiplicitet lig med co.
Hvis det sidste polynomium har endelig orden /, s& kan det skrives X 7 G (X1), hvor G (o) # 0.

Af definitionen falger s& umiddelbart, at i,(X», G) = 0. Den multiplikative egenskab (3)
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giver derfor,
i0(X2, G) = hio(X2, X1) = h,

hvor den sidste ligning enten ses direkte af definitionen, eller ved brug af Seetning (7.5). Heraf
afleeses den sidste pastand i (4).
Hermed er de fire egenskaber bevist. a

(7.8) Note. Snitmultipliciteten er i Definition (7.1) bestemt ved en simpel algebraisk formel.
Denne definition kan ses som afslutningen pa en lang diskussion, der foregik i det meste
af forrige arhundrede. Det skal understreges, at det i praksis er ganske let at bestemme
snitmultipliciteten i et givet (rationalt) punkt alene ved brug af de i Hovedsatningen angivne
egenskaber. Problemet er at give en definition, der tillader at udlede disse egenskaber.

Snitmultipliciteten i et rationalt punkt kan bestemmes ved en metode, der essentielt er
Euklid’s algoritme: Ved en simpel parallelforskydning kan det antages at punktet er o =
(0, 0). Bemaerk, at snitmultipliciteten i, umiddelbart kan bestemmes hvis et af polynomierne
F og G kun afhanger af den variable X,. Antag nemlig, at fx F kun afhanger af X5. Hvis
F(0) # 0 eller G(o) # 0, saeri, = 0. Betragt derfor tilfeldet, hvor F(0) = G(0) = 0.
Hvis F = 0, sd er i, = oo, og hvis F # 0, sa har F specielt formen F = XgH, hvor
H (o) # 0; af reglerne (3), (4) og (1) felger s3, at i, er lig med d gange ordenen af polynomiet
G(X1,0).

Seet nu i := 0 og gennemlgb fglgende algoritme:
Al. Hvis F eller G kun afhaenger af X, sa settesi :=i + i, (F.G) og algoritmen stoppes.
A2. Hvis begge polynomier er delelige med X, sa settes i := oo og algoritmen stoppes.
A3. Hvis et af polynomierne F eller G, fx G, er deleligt med X, sa sattes G := G/ X, 0g
i ‘=1 +i,(F.X>7). Dette gentages indtil ingen af polynomierne er delelige med X>.
A4. De to polynomier ordnes efter potenser af X1,

F:fo—i—---, G=gX{+---,

hvor £ og g er polynomier forskellige fra 0, der kun afhanger af X, og hvor de tre prikker star
for polynomier, hvis grad i X1 er mindre end henholdsvis d og e. Efter eventuel ombytning
af F med G kan det antages, at d > e. Setnuferst F .= gFogi =i —i,(g.G). Set
dernast F .= F — fo‘eG, og fortsaet med Al.

[Hvorfor stopper algoritmen? Hvorfor indeholder i den sggte snitmultiplicitet nar algorit-
men stopper?]

(7.9) Definition. Betragt to plane kurver C og D definerede ved polynomier F og G. Lad ¢
0g d vere graderne af C og D, og lad F,. og G, veere de homogene led af hgjeste grad i de
to polynomier. | det fglgende vil vi sige, at C og D har endelig skeering, hvis polynomierne
F. 0g G4 er primiske.

Uden at vi her kan komme narmere ind pa den sakaldte projektive geometri skal det
bemerkes, at de irreducible divisorer i hgjestegradsleddet F, svarer til sakaldte ,,uendeligt
fjerne* punkter pa kurven C. Forudsatningen om endelig skeering betyder altsa at de to kurver
C og D ikke har felles uendeligt fjerne punkter.
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(7.10) Observation. Det er klart at endelig skeering medfgrer at polynomierne F og G er
primiske, altsa at snittet C N D er et endeligt skema, jfr Setning (7.4).

(7.11) Bezout’s Seetning. Lad C og D vere plane kurver siledes at snittet C N D er endeligt.
Da gelder uligheden,

> p:kl - ip(C.D) < (deg C)(deg D),
peCND

og denne ulighed er en lighed, hvis og kun hvis C og D skarer endeligt.

Bevis. Da CN D ifalge forudszetningen er et endeligt skema, er snitmultipliciteteni , (C.D) lig
med multipliciteten mult, (C N D). Af Korollar (5.3) falger derfor, at ulighedens venstreside
er ligmed dimensionen af I'(CN D). Det skal saledes vises, at denne dimension er mindre eller
lig med cd, og at lighed galder, hvis og kun hvis hgjestegradsleddene F. og G, er primiske.
Koordinatringen I'(C N D) er kvotienten k[ X1, X2]/(F, G), hvor F og G er polynomierne,
der definerer C og D. Det fremgar derfor umiddelbart af det falgende Lemma, at den pastaede
lighed geelder hvis de homogene hgjestegradsled F. og G, er primiske. Uligheden og ,,kun
hvis* kan indses ved en udbygning af Lemma’et. Det overlades til laeseren. a

(7.12) Lemma. Sa&tT" := k[X1, X2], og ladT" ¢, og ', betegne underrummene i T" bestdende
af polynomier, der er henholdsvis af grad mindre eller lig med h, og homogene af grad h.
Lad F og G vere polynomier af grad ¢ og d sdledes at de homogene hajestegradsled F.. og
G4 er primiske. Da gelder falgende ligninger:

(F,G)NT<p =T¢p—cF +T<n—qG foralle h, og (7.12.1)
=T<h e F®T<p—qG forh < c+d, (7.12.2)
Feja—1=Ta-1F. ®Tc_1Gy, (7.12.3)

Iy =T _cF-+T4_gGgforh >c+d—1, (7.12.4)
F=(F,G)+T¢,forh>c+d—2. (7.12.5)

Endelig gelder, atdim; I'/(F, G) = cd.

Bevis. Hgjresiden i (7.12.1) er gjensynlig indeholdt i venstresiden. Lad omvendt P veere et
polynomium, der tilhgrer venstresiden. Graden af P er altsa hgjst &, og P har en fremstilling

P = AF + BG. (%)

Det er nok at vise, at polynomierne A og B i en sadan fremstilling kan velges saledes at A
har grad hgjst i — c. Er dette nemlig opfyldt, sa har AF hgjstgrad h, 09 BG = P — AF har
derfor grad hgjst 4; falgelig har B hgjst grad 4 — d, og sa viser fremstillingen, at P tilharer
hgjresiden af (7.12.1). Velg nu fremstillingen (x) saledes at A har mindst mulig grad a. Det
er skal altsa vises, at a < h — c. Antag, indirekte, at a > h — c. Produktet A F har da grad
starre end £, og & er starre end eller lig med graden af P. Af (x) felger derfor, at AF og
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BG har samme grad (starre end &), og at der for de homogene hgjestegradsled gelder, at
0= A,F.+ ByGy (hvora+ c = b+ d). Da F, og G ifglge forudsatningerne er primiske
medfarer ligningen, at der findes et homogent polynomium K saledes at A, = KG, og
B, = —K F,.. Af (x) fas en ny fremstilling,

P=(A—KGF + (B+KF)G,

og ifglge valget af K har differensen A — KG en grad, der er mindre end graden af A.
Hermed er den gnskede modstrid naet, idet fremstillingen (x) var valgt saledes at graden af
A var mindst mulig.

Ligningen (7.12.2) udsiger, at summen pa hgjresiden af (7.12.1) er direkte, nar A < ¢ +d.
Det er nok at vise, at de to underrum pa hgjresiden kun har nul-polynomiet falles. Et
polynomium P i feellesmangden er deleligt med bade F og G. Det falger af forudseetningerne,
at F og G er primiske, og P er derfor deleligt med produktet FG. Hvis P # 0, er graden
derfor specielt stgrre end eller lig med ¢ + 4. Pa den anden side er graden af P hgjst lig med
h,0gh < c+d. Altsder P = 0, som pastaet.

Betragt videre (7.12.3). @jensynlig er de to underrum pa hgjresiden indeholdt i venstresi-
den. Da F, og G4 er primiske, falger det ganske som i beviset for (7.12.2), at de to underrum
danner direkte sum. Det er derfor nok at vise, at de to sider har samme endelige dimension
over k. Dette falger ved en simpel addition, idet underrummet I';, gjensynlig har dimension
h+1.

For at vise ligningerne (7.12.4) er det nok at vise at hvert monomium M = XiX’, hvor
i +j =h>c+d— 1,tilhgrer hgjresiden. Et sddan monomium kan gjensynlig skrives som
et produkt M = M1 M, af et monomium M, af grad 2 — (¢ +d — 1) og et monomium M af
grad ¢ +d — 1. Af (7.12.3) falger, at M> har en fremstilling M, = AF,. + BG4, hvor A og
B er homogene polynomier af grad d — 1 og ¢ — 1. Ved at multiplicere denne fremstilling
med M, fas den gnskede fremstilling af M.

For endelig at eftervise (7.12.5) skal det vises, at hvert polynomium P modulo (F, G) er
kongruent med et polynomium af grad hgjst 4. Dette vises ved induktion efter graden [ af
polynomiet P. Hvis [ < & er polynomiet selv af grad hgjst 4. Hvis [ > h, sa er specielt
[ > c+d — 1. Det homogene hgjestegradsled P; kan derfor ifglge (7.12.4) skrives pa formen
P, = AF.+ BG4, hvor A og B er homogene polynomier af grad/ —cog/—d. Modulo (F, G)
er P kongruent med differensen P — (AF + BG). Differensen har ifglge konstruktionen grad
mindre end /, sd ifglge induktionsantagelsen er differensen kongruent med et polynomium
af grad hgjst 4. Falgelig er P kongruent med et polynomium af grad hgjst 2. Hermed er
(7.12.5) bevist.

Den afsluttende formel for dimensionen er en konsekvens af ligningerne (7.12.2) og
(7.12.5). Velg en verdi af & for hvilke begge ligninger er opfyldt. Der er to mulighe-
der,h=c+d—-10ogh=c+d—2. Af(7.125)felger, atT" = (F, G) + I'<p. Isomorfien
i Noether’s farste Isomorfisatning er altsa en isomorfi,

T'/(F,G) ~T«/((F,G)NT).

Pa hgjresiden er telleren og navneren endeligdimensionale over k. Tllerens dimension er
lig med antallet af monomier X XJ med i + j < h, og altsa lig med (h + 1)(h + 2)/2.
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Navnerens dimension kan beregnes af den direkte sum fremstilling i (7.12.2). Differensen
af dimensionerne er dimensionen af kvotienten. Som resultat fas ligningerne,

dimkr/<F,G):<’“;2>—(h‘fz)—(h_‘zi“) _ cd,

idet det sidste lighedstegn fas ved en simpel udregning nar 4 har en af de to valgte veerdier.
Dette resultat er det gnskede. Hermed er Lemmaets pastande bevist. a

(7.13) Bemaerkning. Bezout’s Satning udsiger, at kurver af grad ¢ og d, under passende
forudsaetninger, skeerer hinanden i c¢d punkter, talt med multiplicitet. Hvis legemet & ikke er
algebraisk afsluttet kan nogen af skaeringspunkterne naturligvis veere ikke-rationale punkter,
og graden af disse punkter skal s& medregnes i multipliciteten.

For sma veerdier af ¢ og d er det ofte muligt at sige noget yderligere om multiplicitet og
grad af punkterne i C N D.

(7.14) Eksempel. Betragt to linier L1 og L2, definerede ved farstegradspolynomier. De to
polynomier er primiske, netop nar de ikke er proportionale. Ifglge Satning (7.4) er snittet
L1 N Ly derfor endeligt, netop nar L, og Ly er forskellige. Bemark, at betingelsen om
endelig skeering er at de to linier ikke er parallelle. Bezout’s Satning udsiger her, at snittet i
dette tilfeelde bestar af ét punkt, som endda ma veere et rationalt punkt. Men det er jo ingen
overraskelse.

(7.15) Eksempel. Betragt dernaest en kurve C af grad »n og en linie L, definerede ved et
n-tegradspolynomium F og et fgrstegradspolynomium a1 X1 + a2 X> + b. Snittet C N L er
da endeligt, netop hvis F ikke er delelig med a1 X1 + a2 X2 + b. Betingelsen om endelig
skeering er her, at F,, ikke er delelig med a1 X1 + a2 X». Bezout’s Satning udsiger, at snittet i
dette tilfeelde bestar af n punkter, talt med multiplicitet. Hvis p er et rationalt punkt pa CN L,
sa falger det af Seetning (7.5), at p bidrager med multiplicitet 1, hvis og kun hvis C er glat
i p og linien L ikke er tangenten; i alle andre tilfelde bidrager p med en multiplicitet starre
end 1.

Antag for eksempel, at n = 2, altsa at C er et keglesnit. Her kan tallet 2, for punkterne i
C N L talt med multiplicitet, fremkomme pa flere mader: Skaringen kan besta af 2 rationale
punkter; i hvert af disse ma C veere glat, og L er forskellig fra tangenten. Videre kan skaringen
besta af ét rationalt punkt p, hvori i,(C.L) = 2; det er tilfeldet, hvis C er glati p og L er
tangenten, eller hvis p er et multipelt punkt pa C, jfr Eksempel (6.10). Endelig kan skaringen
besta af ét ikke-rationalt punkt p, hvori ngdvendigvis graden |p : k| er lig med 2.

(7.16) Eksempel. Som fortsattelse af det foregaende eksempel betragtes tilfeldet, hvor C
er den kubiske kurve defineret ved polynomiet F = X22 — f(X1) 1 Eksempel (6.11). Det
homogene hgjestegradsled i F er en konstant gange Xf. Skeeringen C N L er altsa endelig,
netop nar ay # 0, dvs netop nar linien L ikke er parallel med X,-aksen. Lad p og g veere
rationale, glatte punkter pa C og lad L vaere bestemt som linien gennem p og ¢, hvis p og ¢
er forskellige, og som tangenten i p, hvis p = ¢. Antag, at L ikke er parallel med X ,-aksen,
0g betragt snittet C N L. Talt med multiplicitet er der 3 punkter i snittet.
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Betragt forst tilfeeldet, hvor p # ¢. Begge punkter bidrager med multiplicitet mindst 1
til summen 3. Enten bidrager begge med multiplicitet 1 til summen. | s fald bestar C N L
af yderligere ét punkt r, som bidrager med multiplicitet 1. Dette tredie punkt » ma specielt
vaere et glat og rationalt punkt pa C (og L ma veere forskellig fra tangenten i ). Eller ét af
punkterne bidrager med multiplicitet 2. | dette tilfaelde bestar C N L af 2 punkter, hvoraf ét
skal teelles dobbelt, og L er tangenten til det ,,dobbelte” punkt.

Betragt dernzst tilfeeldet, hvor p = g og L er tangenten i p. Her bidrager p medi,(C.L)
som mindst er 2. Enten er altsd i ,(C.L) = 3; i dette tilfeelde siges punktet p at vare et
flexpunkt pa kurven: Snittet C N L bestar kun af punktet p, som skal teelles med multiplicitet
3. Eller ogsé er i,(C.L) = 2. | dette tilfeelde konkluderes, at C N L bestar af yderligere ét
punkt r, som bidrager med multiplicitet 1. Dette andet punkt » ma specielt vare et glat og
rationalt punkt pa C (og L ma vere forskellig fra tangenten i punktet r).

(7.17) Note. Lad C vere en plan kurve af grad ¢ defineret ved polynomiet F. Hvis C
har en multipel komponent, jfr Definition (6.2), sa falger det umiddelbart af definitionen, at
alle rationale punkter pa denne komponent er multiple punkter pa C. Antag nu, at C er et
integritetsskema, altsa at polynomiet F er irreducibelt. Antag yderligere, at legemet k har
karakteristik 0. Den sidste antagelse medfarer at en af de partielle afledede af F, fx 9 F /0 X1,
er forskellig fra 0. Seet F' := 9F/0X1. Hvis F’ er konstant, sa er C glat i hvert af sine
rationale punkter ifglge Seatning (6.7). Antag, at F’ ikke er konstant, og lad C’ vaere kurven
defineret ved F’. Polynomiet F’ har hgjst grad ¢ — 1, sa det er primisk med det irreducible
polynomium F. Af Satning (7.4) falger derfor, at C N C’ kun har endelig mange punkter.
| alle rationale punkter p som ligger pa C, men ikke pa C’, er den partielle afledede F’
forskellig fra 0. Felgelig er C glat i disse punkter. Specielt er der saledes kun endelig mange
rationale punkter hvori C ikke er glat.

Mere precist falger det af Bezout’s Satning, at snittet C N C’ hgjst indeholder c(c — 1)
punkter talt med multiplicitet. Hvert rationalt punkt p, hvori C ikke er glat, tilhgrer snittet
C N C’, og det bidrager med multiplicitet mindst 2. Falgelig geelder, at antallet af rationale,
multiple punkter pa C hgjst er c¢(c — 1)/2.
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8. Max Noether’s Sztning.

(8.1) Definition. Ved en (punkt-)cykel i A2 forstés en formel, endelig heltalslinearkombination
af punkter i A2. En cykel ¢ kan altsé skrives p& formen

CZZZE:njpb

hvor p;’erne er endelig mange forskellige punkter i A% og n;’erne er hele tal. Tallet n; er
cyklens koefficient i punktet p;, og det betegnes ip, (c). Det er ikke udelukket, at nogle af
n;’erne kan veere lig med 0, og det er faktisk bekvemt at sztte i ,(c) := 0 for hvert punkt p,
der ikke er et af p;’erne. Herved kan cyklen skrives

C:Zip(c)p,

D

hvor altsd kun endelig mange af koefficienterne i, er forskellige fra 0. Ved graden af cyklen
forstas tallet

dege:= ) "[pikl-iy(0).
p

Graden er altsa summen af koefficienterne, idet hvert punkt p vaegtes med sin grad.
Cyklerne i A2 udger, med en oplagt definition af addition, en kommutativ gruppe. Endvi-
dere kan cyklerne ordnes partielt: Er ¢ endnu en cykel skrives

¢ <d,

hvis der for alle punkter p geelder i,(c) < i,(c), og for mindst ét punkt geelder den skarpe
ulighed.

Lad C og D vere to plane kurver saledes at snittet C N D er endeligt. Da defineres
snitcyklen C.D ved formlen,

C.D= ) mult,(CND)p.
peCnD

Snitcyklens koefficienter er med andre ord snitmultipliciteterne. Ifglge definitionen er graden
af snitcyklen bestemt ved

deg(C.D) = > |p:kl-ip(C.D).
peCnD

Bezout’s Satning udsiger med andre ord, at graden af snitcyklen er mindre end eller lig med
produktet af kurvernes grader, og at lighed geelder, hvis skaringen er endelig.
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(8.2) Max Noether’s Satning. Lad C, D og E vere plane kurver saledes at bade D og
E skarer C endeligt. Antag videre, at C.D < C.E. Antag endelig, at kurven C er glat i
hvert punkt af C N D. Da findes en plan kurve E’, som skeerer C endeligt i differenscyklen
C.E — C.D, dvs sdledes at

C.El=C.E—-C.D.

Bevis. Lad F, G og H veare polynomier, som definerer kurverne C, D og E, og lad ¢, d
0g e betegne graderne. At C.D < C.E betyder, at der for hvert punkt p pa C N D for
snitmultipliciteterne geelder uligheden,

i,(C.D) <i,(C.E).

Snitmultipliciteteni, (C.D) er ifglge definitionen lig med leengden af den lokale ring Ocnp, p.
Som naevnt i Observation (7.3) er denne lokale ring kvotienten O¢ ,/GOc,,. Lengden af
denne kvotient er altsa ulighedens venstreside. Ulighedens hgjreside er tilsvarende leengden
af kvotienten Oc ,/HOc,,. Det fglger saledes af forudsetningerne, at der for alle punkter
p 1 C N D gealder uligheden,

long Oc,,/GOc,, < longOc,,/HOc p.
Uligheden medfarer, at der for alle p i C N D geelder fglgende inklusion mellem idealer:
HOc,, € GOc,p.

Af forudsztningerne falger nemlig at ringen O¢ ,, er en valuationsring, sa dens idealer er
totalt ordnede. Falgelig vil uligheden mellem leengderne af kvotienterne medfare den gnskede
inklusion mellem idealerne.

Inklusionen mellem idealerne betyder, at billedet af H i kvotienten O¢ ,/GOc,, er lig
med O for alle punkter p i C N D. Denne kvotient er netop den lokale ring Ocnp, ,. Billedet
af H iden lokale ring Ocnp, , er altsé lig med 0 for alle punkter p i C N D. Ifglge Seetning
(5.1) felger heraf, at H tilhgrer idealet Z(C N D). Med andre ord er H € (F, G).

Polynomiet A har grad e. Da H € (F, G) folger det derfor af (7.12.1), at H kan skrives
pa formen

H = AF + BG, (%)

hvor graden af A er hgjst e — c og graden af B er hgjst e — d. Bemeerk, at differensen e — d
er positiv. Den forudsatte relation mellem snitcyklerne medferer nemlig den skarpe ulighed
mellem deres grader, og graderne er ifglge Bezout’s setning cd og ce.

Videre bemerkes, at B har grad e — d. Ellers ville graden af B nemlig veere mindre end
e —d og sammenligning af de homogene led af grad e pa de to sider af (x) ville give ligningen
H, = A,_.F,, som er i modstrid med at E og C har endelig skaring. Altsa er B af grad
e—d.
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Lad E’ vaere kurven bestemt ved polynomiet B. Det pastas, at E opfylder de stillede krav.
Sammenligning af de homogene led af grad e pa de to sider af (x) giver ligningen,

H, = A, Fc+ B,—qGgy.

Af denne ligning falger, at hgjestegradsleddene F,. og B, er primiske, idet en felles prim-
divisor ogsa ville vere falles primdivisor for F. og H,, i modstrid med at C og E skerer
endeligt. Falgelig skeerer C og E’ endeligt. Den anfarte ligning mellem snitcyklerne udsiger,
at der for alle punkter p geelder ligningen,

i,(F.H) = i,(F.G) + i,(F.B).

Denne sidste ligning falger af (x) under brug af egenskaberne (2) og (3) i Hovedsztning (7.7).
Hermed er vist, at kurven E’ opfylder de anfarte krav. a

(8.3) Korollar (Pascal’s Seztning). Betragt en sekskant indskrevet i et keglesnit D, dvs en
folge af 6 (forskellige) rationale punkter p1, ..., pe pa D. Antag, at D er glat i hvert af de
6 punkter; hvis D bestar af 2 linier, antages yderligere at punkterne ligger skiftevis pa de to
linier. Antag endelig for hvert af de tre par af modstaende sider i sekskanten, at de to sider
skeerer hinanden. Da ligger de tre skaringspunkter for de modstaende par af sider pa en ret
linie.

Bevis. Sekskantens 6 sider er linierne gennem p; og p;+1 for i = 1,...,6 (her settes
p7 = p1). Siderne benavnes i reekkefglgen svarende til punkterne: C1, E3, C2, E1, Cs,
E,. Gennem hvert punkt p; gar én C-linie og én E-linie. De tre par af modstaende sider er
linierne C;, E; for j = 1,2, 3. Ifglge forudseetningen skarer C; og E; hinanden. Lad g;
vare skeringspunktet, for j = 1, 2, 3. Det er Sztningens pastand, at de 3 punkter ¢; ligger
pa en ret linie.

Lad hertil C veere kurven, hvis komponenter er de tre linier C1, C2 og C3. Polynomiet
for C er altsa produktet af tre farstegradspolynomier, og specielt har C grad 3. Kurven C er
altsa glat i alle punkter, som ikke er skeringspunkter mellem C;’erne. Specielt ligger de 6
punkter p; pa C, og C er glat i disse punkter. Lad tilsvarende E betegne trediegradskurven,
hvis komponenter er E;’erne.

Snittet C N E indeholder ifglge Bezout’s Setning 9 punkter, talt med multiplicitet. Blandt
disse 9 punkter er de 6 punkter p;. Hertil kommer de 3 skaringspunkter ¢;, altsa ialt 9
skeeringspunkter. Snitcyklen C.D er derfor disse 9 punkter, hvert talt med multiplicitet 1. Af
disse 9 punkter udger de 6 punkter p; snitcyklen C.D. Differenscyklen C.E — C.D bestar
derfor af de tre punkter g;. Af Max Noether’s Satning falger, at disse tre punkter ligger pa
en kurve E’ af grad 3 — 2 = 1, dvs pa en linie.

Hermed er Pascal’s Seetning bevist. a

(8.4) Note. Specialtilfeeldet, hvor keglesnittet bestar af 2 rette linier, kaldes ogsa Pappos’
Seetning.

Det er ogsa muligt at drage konklusioner, hvis et eller flere par af modstaende sider er
parallelle. Hvis ét par af modstaende sider er parallelle, kan man vise at dette par af sider er
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parallelle med linien gennem de to skeringspunkter for de to resterende par. Og hvis to par
af modstaende sider er parallelle kan man vise, at ogsa det tredie par af sider er parallelle.
Disse konklusioner nas bedst i den sakaldte projektive geometri.

(8.5) Note. Som endnu en anvendelse af Max Noether’s Satning betragtes den sakaldte
addition pa en kubisk kurve. Lad C veere en kubisk kurve, fx som i Eksemplerne (6.11) og
(7.16). Vi betragter udelukkende rationale punkter pa C. Resultatet i Eksempel (7.16) kan
udtrykkes saledes: Lad p og g vere glatte punkter pa C og lad L vere bestemt som linien
gennem p og ¢, hvis p og g er forskellige, og som tangenten i p, hvis p = ¢. Antag, at L
ikke er parallel med X-aksen. Da findes netop ét glat punkt r pa C, saledes at

CL=p+q+r. ()

Punktet r er ,det tredie skeeringspunkt pa linien gennem p og ¢. Det kan godt falde sammen
med p og/eller g. Veelg nu et vilkarligt fast punkt e blandt de glatte punkter pa C. For hvert
glat punkt p pa C betegnes med p* det tredie skaeringspunkt pa linien gennem p og e. Definer
nu en komposition i mangden af glatte punkter pa falgende made: lad p og ¢ veere glatte
punkter. Bestem det tredie skaringspunkt » pa linien gennem p og ¢, og st

pxqi=r*

Det pastas, at mangden af glatte punkter pA C med denne komposition er en kommutativ
gruppe.

Deter en let fglge af definitionen, at kompositionen er kommutativ, at e er neutralt element,
og at det inverse til p er det tredie skaeringspunkt pa linien gennem p og e*. Den ikke-trivielle
pastand er at kompositionen er associativ. Lad hertil p, g og s veere tre punkter pa C. Betragt
punktet (p = q) * s. Dette punkt bestemmes ved farst at bestemme linien E1 og punktet r, og
dernast linien E, og punktet ¢ sa at

CEi=p+qg+r, C.Ex=r*"+s+r1.

Det sggte punkt er da ¢*. Pa den anden side bestemmes punktet p x (g * s) ved forst at
bestemme linien D1 og punktet «, og dernast linien L og punktet v saledes at

CDi=qg+s+u, CL=p+u*+v.

Det sggte punkt er da v*. Det er pastanden, at 1* = v*, eller, &kvivalent, atr = v. Den sidste
pastand er igen &kvivalent med at punkterne p, u* og ¢ ligger pa en ret linie (nemlig L).
Hertil bemarkes, at ifglge definitionen ligger punkterne e, » og r* pa en linie D, og
punkterne e, u og u* ligger pa en linie E3. De 9 punkter, p ¢, r, s, r*, t, e, u*, u ligger pa
linierne E1, E7 eller E3, 0og de udger derfor snitcyklen C.E, hvor E er trediegradskurven med
med komponenter E;. Af de 9 punkter ligger de 6 punkter ¢, s, u, e, r*, r pa linierne Dy eller
Dy, og de udger derfor snitcyklen C.D, hvor D er andengradskurven med komponenterne
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D1 og D,. Af Max Noether’s Sztning falger derfor, at de resterende punkter, dvs punkterne
p, u* og t, ligger pa en farstegradskurve, som pastaet.

Det skal afslutningsvis bemarkes, at pastanden (og derfor ogsa beviset) har et veaesentligt
hul. Det tredie skaringspunkt pa linien gennem p og ¢ er jo slet ikke defineret, hvis denne
linie er parallel med Xj-aksen. For at udfylde dette hul er det strengt taget ngdvendigt at
tilfgje et uendeligt fjernt skeeringspunkt i X,-aksens retning. Dette hul udfyldes nemmest i
den sakaldte projektive plan.
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9. Appendix: Koszul-fglgen i planen.

(9.1) Notation. | det falgende betegner I polynomiumsringen I' := k[X, Y] i to variable
over legemet k. Med I _,, betegnes underrummet i I" bestaende af polynomier af grad mindre
end n. Videre saettes 91 := 901,. Maksimalidealet M = (X, Y) bestar altsa af de polynomier,
der forsvinder i punktet o = (0, 0), og potensen 901" bestar af polynomier af orden stgrre end
eller lig med n. Endelig betegnes med I'” kvotientringen I'”* := " /91",

Bemerk, at I',, og 991" er komplementare underrum i I": polynomierne af grad mindre
end n er k-linearkombinationer af monomierne XY/ fori 4+ j < n og polynomierne i 90" er
k-linearkombinationer af monomierne X’Y/ for i + j > n. Det fglger, at den sammensatte
homomorfiI'_,, — I — I'" er en isomorfi af vektorrum over k. Specielt har de to vektorrum
altsd den samme endelige dimension,

1
dim; T, = dim; T = (”er ) 9.1.1)

For n < 0 er det naturligt at sette I'_,, = (0) og 9" = T" (og dermed I'"" = 0). Bemeerk, at
formlen ovenfor for dimensionen ogsa gaelder for n = 0 ogn = —1, men ikke forn < —1.

(9.2) Definition. | det fglgende betragtes i polynomiumsringen I" to polynomier F og G
forskellige fra 0. Svarende hertil betragtes fglgen af I"-linegre afbildninger,

0—T T @l L+ T % T/(F,G) —»0, (9.2.1)
hvor « er afbildningen H — (HG, —HF), hvor g er afbildningen (A, B) — AF + BG,
og hvor « er den kanoniske afbildning pa kvotienten.

Falgen (9.2.1) kaldes Koszul-falgen knyttet til polynomierne F og G.

Lad c og d veere graderne af F og G. For hvert n inducerer multiplikation med F da ved
restriktion en k-lineeer homomorfi I'_,,_. — I',, og multiplikation med G inducerer en
k-lineeer homomorfi I',,_; — I',. Koszul-fglgen inducerer derfor en fglge af k-linezre
homomorfier,

0—Topc—d e Fen—e® Ty ﬂ’ | R s Loy/(F,G)<p — 0, (9.2.1,)
hvor (F, G) -,, betegner faellesmangden (F, G) N T _,,.

Betragt tilsvarende ordenerne f og g af polynomierne F og G. Multiplikation med F
inducerer ved restriktion en homomorfi "~/ — 9", og heraf induceres en homomorfi
"=/ — " mellem kvotienterne: restklassen modulo 9"~/ af et polynomium P afbildes
pa restklassen modulo 9" af P F. Tilsvarende inducerer multiplikation med G en homomorfi
=8 — I'". Koszul-fglgen inducerer derfor en falge,

0—»r /8 & pn-f grn-g P pn & piopt FLGYy—0.  (9.2.17)

(9.3) Observation. Det er let at se, at Koszul-fglgen er en nul-fglge. Videre er « surjektiv,
og gjensynlig er Im 8 = Ker «. Yderligere er o injektiv, nar blot F eller G er forskellig fra
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0. Endelig er Ima = Ker B, hvis F og G er primiske, thi af AF + BG = 0 fglger s3, at A
er et multiplum af G, altsd A = GH, og ved indszttelse og division med G fas B = —FH.
Hvis F og G er primiske, er Koszul-falgen altsa exakt.

Da Koszul-fglgen er en nulfglge, er det umiddelbart at se, at de inducerede fglger (9.2.1,)
0g (9.2.1™) er nulfalger. Selv om Koszul-fglgen er exakt, vil de inducerede fglger imidlertid
i almindelighed ikke veere exakte.

(9.4) Lemma. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad ¢ og d betegne deres
grader. Betragt falgen (9.2.1,) for et fastn > ¢ +d — 1. Da gealder:

(1) Faolgen er exakt pa nar at der kun gaelder Im B,, < Ker y,.

(2) Folgende ulighed gelder: dim; ', /(F, G) <, < cd.

(3) Falgende betingelser er ekvivalente:

(i) Falgen er exakt.
(i) Tep—eF +Tp_yG =T, N (F, G).
(iii) dimg ', /(F, G) <y = cd.
(iv) De homogene led F, og G, af hajeste grad er primiske.

Bevis. Pastand (1) falger umiddelbart af at Koszul-fglgen er exakt. Homomorfien «,, er blot
restriktionen af «. Da « er injektiv, er ogsa «, injektiv. Betragt videre et par (A, B) i
I ®T_,_gsaledesat B,(A, B) = 0. Da Koszul-falgen er exakt, findes et polynomium
H saledes at (A, B) = (HG, —HF). Da A = HG har grad mindre en n — ¢, md H have
grad mindreendn — ¢ — d. Altsder H € T'_,,_._y4, og falgelig er (A, B) element i Im a,,.
Endelig er «,, blot den kanoniske homomorfi pa kvotienten, og derfor surjektiv.

For at vise pastanden (2) bemarkes, at vektorrummene i falgen er af endelig dimension
over k. Af pastand (1) fas derfor ligningerne,

dimimg, =dimI'_,_.+dimI'_,_4 —dimI_,_._4,

og videre, at venstresiden i den farste ligning er mindre end eller lig med venstresiden i den
anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fas,

dmrI_,/(F,G)., <dimI'_, —dimI'_,_.—dimIl_,_4s+dimIl_,_._4

Zc(:;l)_(n—;rl)_(n—c21+1>+(n—c;d+1>

idet den farste ligning er observeret i (9.1) (her bruges, at n > ¢ + d — 1), og den anden
ligning falger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i pastand (2) eftervist. Yderligere
ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kun hvis dim Im 8,, = dim Ker «,,,
dvs hvis og kun hvis falgen (9.2.1,,) er exakt.

Endelig vises &kvivalensen af betingelserne i pastand (3). Betingelsen (ii) udtrykker blot,
at Im B, = Kerk,; det fremgar af (1), at denne ligning er a&kvivalent med exaktheden i
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(i), og som det fremgar af beviset for (2) er ligningen ogsa &kvivalent med ligheden i (iii).
Betingelserne (i), (ii) og (iii) er altsd &kvivalente. Nu vises, at betingelserne (ii) og (iv) er
akvivalente.

Antag farst, at (iv) er opfyldt, altsd at F. og G, er primiske. Det er nok at vise, at hgjresiden
af ligningen i (ii) er indeholdt i venstresiden. Betragt altsa et polynomium P af grad mindre
end n i idealet (F, G). Da har P en fremstilling,

P = AF + BG, (%)

og det skal vises, at P har en sadan fremstilling med A af grad mindre end n — ¢ og B af grad
mindre end n — d. Betragt hertil en fremstilling (x) af P med polynomiet A af mindst mulig
grad. Det er nok at vise, at med dette valg har polynomiet A grad mindre end n — ¢, thi sa har
BG = P — AF grad mindre end n og falgelig har B grad mindre end n —d. Antag, indirekte,
at A har en grad a, der mindst er lig med n — ¢. Produktet A F har da mindst grad »n, og n er
starre end graden af P. Af fremstillingen falger derfor, at A F og BG har samme grad (nemlig
a+ c > n), og at der for de homogene led af hgjeste grad gelder, at 0 = A, F. + B, G4 (hvor
a+c=b+d). DaF.og G, ifalge forudsaetningerne er primiske medfarer ligningen, at
der findes et homogent polynomium K saledesat A, = KG,4 09 B, = —K F,. Af () fasen
ny fremstilling,
P=(A—-—KG)F + (B+ KF)G,

og ifglge valget af K har differensen A — KG en grad, der er mindre end graden af A.
Hermed er den gnskede modstrid naet, idet fremstillingen (x) var valgt saledes at graden af
A var mindst mulig.

Antag omvendt, at polynomierne F.. og G ikke er primiske, altsa at de har en ikke-triviel
feelles divisor K. Daer F. = F'K og G4, = G'K, hvor K er homogen af grad k > 0 og F’
og G’ er homogene af grader ¢ — k og d — k. Ifelge forudseatningenern > ¢ +d — 1. Tallet
m :=n —c —d + k er altsa stgrre end eller lig med 0. Velg nu et homogent polynomium
M af grad m séledes at M ikke er et multiplum af K. Betragt polynomiet,

Q:=MG'F—-MF'G.

De to produkter pa hgjresiden har samme grad, nemlig m + (d — k) + ¢ = n, 0og samme
homogene led af hgjeste grad, nemlig MG’ F’ K. Differensen Q har derfor grad mindre end
n, og da Q gjensynlig tilharer (F, G) vil Q tilhgre hgjresiden i (ii). Det pastas, at Q ikke
tilhgrer venstresiden. Antag, indirekte, at Q tilhgrer venstresiden i (ii), altsa at Q har en
fremstilling,

Q = AF + BG,

hvor A har grad mindre end n — ¢ og B har grad mindre end n — d. Ved subtraktion fas
ligningen,
(MG’ — A)F = (B+ MF')G.

Da F og G ifglge forudsaetningen er primiske, viser ligningen, at B + M F’ er et multiplum
af F. Specielt er hgjestegradsleddet i B + M F’ et multiplum af F,.. Polynomiet B har grad
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mindre en n — d og produktet M F’ er homogent af grad lig med m + (¢ — k) = n — d.

Hgjestegradsleddet er altsa M F’, og dette polynomium er altsa et multiplum af F. = K F’.

Ved division sluttes, at M er et multiplum af K, i modstrid med valget af M. Hermed er

den gnskede modstrid opnaet, og det er saledes vist, at Q tilhgrer hgjresiden i (ii) og ikke
venstresiden.

Hermed er ogsa &kvivalensen af (ii) og (iv) vist, hvormed beviset for Lemmaet er fuldfart.

I

(9.5) Satning. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad ¢ og d betegne deres
grader. Da gealder uligheden,

dim; I'/(F, G) < (deg F)(deg G),

og lighed gelder, hvis og kun hvis de homogene led F. og G, af hgjeste grad er primiske.
Hvis de to homogene led er primiske, sa galder yderligere, at homomorfien,

Fecya—1—= T/(F, G),

er surjektiv.

Bevis. Betragt homomorfienI"'_,, — T'/(F, G) forn > ¢ + d — 1. Billedet er et underrum
i kvotienten I'/(F, G), og gjensynlig er kvotienten den voksende foreningsmangde (for n
gaende mod uendelig) af disse billeder. Homomorfiens kerne er (F, G)-,, sa billedet er
kvotienten I" _,, /(F, G) -,,. Det falger derfor af Lemma (9.4)(ii), at hvert af billederne er af
endelig dimension, begraenset opad af cd. Heraf sluttes, at ndr n > 0, sa er billedet hele
kvotienten I'/(F, G). Falgelig geelder ulighederne,

dimI.,/(F,G)-p, < dimT/(F,G) < cd, (9.5.1)

og i den farste ulighed gaelder lighed, nar n > 0. Setningens pastande er nu en konsekvens
af Lemma (9.4). Den pastaede ulighed er nemlig vist ovenfor. Hvis F. og G er primiske, sa
folger det af Lemma (9.4), anvendt pa en vilkarlig veerdi n > ¢ + d — 1, at begge uligheder
i (9.5.1) ma veere ligheder; den anden lighed er den pastaede lighed, og forn = c+d — 1
viser den farste lighed, at ',y ;1 — T'/(F; G) er surjektiv. Antag omvendt ligheden
dimI'/(F, G) = cd. Forn > 0 er sa begge uligheder i (9.5.1) ligheder. Af Lemma (9.4)
felger derfor, at F. og G, er primiske. a

(9.6) Lemma. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad f og g betegne deres
ordener. Betragt falgen (9.2.1") for et fastn > f + g — 1. Da gelder:
(1) Falgen er exakt pa nar at der kun geelder Im o < Ker p".
(2) Folgende ulighed gzlder: dim, T'/(OR", F, G) > fg.
(3) Falgende betingelser er &kvivalente:
(i) Falgen er exakt.

(i) M= F + 9" ~8G = 9M" N (F, G).

(iii) dime ' /(F, G)" = fg.

(iv) De homogene led Fr og G, af laveste grad er primiske.
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Bevis. Pastand (1) om exakthed indses saledes: Homomorfien «” er injektiv. Ved " afbildes
nemlig klassen af H modulo 9"~/ ~¢ p& parret bestaende af HG modulo 91"~/ og —H F
modulo 9" ~8. Hvis klassen reprasenteret af HG er 0, er HG af orden mindst n — f, og
folgeliger H af orden mindstn— f —g; altsd repraesenterer H nul-elementeti '~/ ~4. Videre
er Im B" = Ker «". Betragt nemligi I'"" en klasse i Ker k™, og lad P vere en reprasentant for
klassen. Modulo 91" er P da af formen P = AF + BG. Polynomierne A og B reprasenterer
etpari I~/ @ I'"—¢, som ved g" afbildes pa den givne klasse reprasenteret af P. Endelig
er «" gjensynlig surjektiv.

For at vise pastanden (2) bemarkes, at vektorrummene i falgen er af endelig dimension
over k. Af pastand (1) fas derfor ligningerne,

dimIma” = dimr"—/-¢,

dimKer 8" =dimI"~/ +dimI"=¢ —dimI” + dimT/(O", F, G),

og videre, at venstresiden i den farste ligning er mindre end eller lig med venstresiden i den
anden ligning. Af ligningerne og denne sidste ulighed fas, at

dimI/(M", F, G)" > dimI” —dimI"™~/ —dimI" ¢ +dim" /¢

_(n+1 n—f+1 n—g+1 n—f—g+1
‘( 2 )_( 2 )‘( 2 >+( 2 )
= fg,

idet den farste ligning er observeret i (9.1) (her bruges, atn > f 4+ g — 1), og den anden
ligning felger ved simpel udregning. Hermed er uligheden i pastand (2) eftervist. Yderligere
ses det af udledningen, at uligheden er en lighed, hvis og kun hvis dim Im«” = dim Ker g",
dvs hvis og kun hvis faglgen (9.2.1") er exakt.

Endelig vises &kvivalensen af betingelserne i (3). Af pastand (1) fremgatr, at betingelsen (i)
er opfyldt, hvis og kun hvis Im a = Ker g". Af beviset for pastand (2) fremgar derfor, at (i)
og (iii) er &kvivalente. Det faglger videre, at &ekvivalensen af (i) og (ii) kan udtrykkes saledes:
Ligheden Ima” = Ker " galder, hvis og kun hvis homomorfien p: 9"~/ @ "¢ —
M™ N (F, G) er surjektiv. For at vise ekvivalensen af (i) og (ii) betragtes derfor fglgende
kommutative diagram,

0O—M" T oM 8 —THl —>T" S I8 —»0

R

0——9M"N(F,G) — (F,G) ",

hvor de lodrette homomorfier er induceret af (A, B) — AF + BG. Diagrammets raekker
er gjensynligt exakte, og homomorfien w er surjektiv. Af Slangelemmaet fas en exakt fglge
mellem kerner og kokerner,

0 — Ker u — Ker v — Ker " — Coker u — 0.
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Da Koszul-falgen er exakt, er Ker v = I, og heraf falger let, at Ker i = 9"~/ ~¢. Homom-
orfien Ker . — Ker v er blot inklusionen 9"~/ —¢ — T, der har kokernen '~/ ~8_ Det er
nu klart, at den exakte fglge ovenfor svarer til en exakt folge,

0 — Ima” — Ker " — Coker u — 0.

Heraf aflaeses, at Im o = Ker 8", hvis og kun hvis homomorfien v er surjektiv. Hermed er
akvivalensen af (i) og (ii) bevist.

Den manglende &kvivalens af (ii) og (iv) kan nu bevises helt analogt med beviset for den
tilsvarende &kvivalens i Lemma (9.4).

Hermed er Lemmaets pastande godtgjort. a

(9.7) Seetning. Antag, at polynomierne F og G er primiske, og lad f og g betegne deres orde-
ner. Lad O betegne den lokale ring, der fremkommer ved lokalisering af I" i maksimalidealet
M. Da geelder uligheden,

dim; O/(F, G)O > (mult, F)(mult, G),

og lighed gaelder, hvis og kun hvis de homogene led F og G, af laveste grad er primiske.
Hvis de to homogene led er primiske, sa galder yderligere, at

m/+e=1 c (F, G)O.

Bevis. Pastanden er triviel, hvis f eller g er lig med 0, dvs hvis et af polynomierne F og G
ikke tilhgrer 901. 1 sa fald er nemlig et af polynomierne invertibelt i den lokale ring O, og
idealet (F, G)O er derfor hele ringen O. Det kan derfor antages, at F og G tilhgrer 9.

Betragt kvotientringeneT :=T'/(F, G) 0og O := O/(F, G)O. Da(F, G) € 9, svarer M
ifalge Kvotientprincippet til et maksimalideal 9t i G, og kvotienten O er den lokale ring der
fremkommer ved lokalisering af T i maksimalidealet 90t. Lad m betegne maksimalidealet i
den lokale ring O. Det er da velkendt, at kvotienten @ /m” er isomorf med kvotienten T' /901 .
Den sidste kvotient er ifalge Noether’s anden Isomorfisatning isomorf med I'/(ON", F, G).
Der findes altsa kanoniske isomorfier,

/", F,G) = O/m" = O/(ON", F, G)O.
Forallen > f + g — 1 geelder derfor ulighederne,
dimO/(F, G) =dimO > dimO/m" =dimT'/(M", F, G) > fg, (9.7.1)

idet den sidste ulighed faglger af Lemma (9.6).

Dimensionen af kvotienten O/m" vokser med n. Det andet lighedstegn ovenfor viser, at
dimensionen altid er begraenset opad af dim I'/(F, G) (som er endelig ifalge Setning (9.4)).
For n > 0 er dim O/m” altsa konstant. Det pastas, at for disse vardier af n er m" = (0).
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Af ligningen dim O/m" = dim O/m"*! falger nemlig, at m"* = m"*1, og af Nakayama’s
Lemma (anvendt p& m” som modul over den lokale ring ©) konkluderes, at m” = (0). Det
fremgar derfor, at den farste af de to uligheder ovenfor er en lighed, nar n > 0.

Setningens pastande er nu en konsekvens af Lemma (9.6). Den anfarte ulighed er nemlig
vist ovenfor. Hvis Fy og G, er primiske, sa fglger det af Lemma (9.6), anvendt p& en vilkérlig
veerdin > f+ g — 1, at den anden ulighed i (9.7.1) ma vere en lighed; da den ferste ulighed
eren lighed nar n > 0, falger det, at begge uligheder ma veere ligheder forallen > f+g—1.
Specielt viser den forste lighed forn = f + g — 1, at M/ T8~1 C (F, G)O. Antag omvendt
ligheden dim O/(F, G)O = fg. Det falger da specielt, at den sidste ulighed i (9.7.1) er en
lighed. Af Lemma (9.6) falger derfor, at Fr og G, er primiske. a
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