
Mat.3,1965-66 IV,8,1 

{ 
• f 

II f:; t'~l 

~ 8. Di~~erentiable mang~oldigheder. 

I de ~oregående a~snit har vi udelukkende studeret 

"konkrete" di~~erentialgeometriske objekter, d.v.s. kurver og 

~lader i planen eller i rummet. Ligesom i mange andre matematiske 

teorier kan man i~idlertid også i di~~erentialgeometrien med ~or

del studere mere "abstrakte" objekter. I denne paragra~ skal vi 

de~inere begrebet di~~erentiabel mang~oldighedf som er den grund
l 

læggende begrebsdannelse i den generelle di~~erentialgeometri. 

Af'.hensyn til det ~ølgende bli verde-tJl.~dvendigt a ~ ~orud

skikke nogle ( tildels velkendte ) bemærkninger ;n reelle runk

tioner i talrummet Rn , Lad X~Rn være en åben, ikke tom delmæng

de og lad (x1 , ••• ,xn ) betegne koordinaterne i Rn • En reel ~unk

tion ~ ~ Y-+ R siges at være a~ klasse er på X, eller man siger, 

at ~ er en ~-~unktion på X, hvis ~ er kontinuert ~ ethvert punkt 

af X og hvis samtlige partielle afledede 

,. 
11 +. • • +i o n ( 1 ) i (n) 1 fl ox 1 ••• OX n 

eksisterer og er kontinuerte i ethvert punkt af X. , 

1 d d id ",... "m o b . kk t '" d . a en V ere ~\.- J:( være a en og l. e om, og .J.a 

( 1m y , ••• ,y ) betegne koordinaterne i Y. 

En afbildning ~: X -+ Y beskrives ved et ligningssystem 

1 1 ( 1 n y = <p x, 41 • .,x ) 

••• 

m 1 n) = <p (x , ••• ,x , 

~:..vc::, \1"unktionerne 1 m ' (P ::""" r;9 er reelle ~unktioner på X. 
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Afbildningen ep siges at være af klasse er, 'eller man siger, 

at ep er en er-afbildning, hvis samtlige funktioner ep1, ••• ,epm er 

C=-funktioner på X. 

Vi vil senere få brug for følgende lille sætning om ~-

funktioner: 

Hvis f er en reel funktion af klasse C= på den åbne_kugle 

Kr = [(x 1 , ••• ,xn ) E ftn I (x 1 ) 2 + ••• + (xn ) 2 < r 2 }, 

hvor r>O, da findes reelle ~-funktioner f
1

, ••• , f ~ K • så-n r 
ledes at der gælder 

( 1 n ) i (1 n fx , ••• ,x) =f(O, ••• ,O +xf. x , ••• ,x) 
1 

i ethvert punkt (x1 , ••• ,xn ) E Kr. For ethvert sådant funktions

sæt f
1
,.·. ,fn gælder der z at 

f . ( ° , . . . , O) = a f ( ° , . . . ,O) / r xi 
1 

for D. = 1 122 • •• , n. 

Bevis: 

For hvert punkt (x1, ••• ,Xn )E Kr har vi 

1'(x 
1 
,'" ,xn) = 1'(0, ••• ,0) + /~qt 1'( tx 1 

,'" , txnYd t 

= f ( ° , ... ,O) + xi ;1 (-~ f ( tx 1 , ••• , txn')\ d t 
o '.ax1

. l 
= ( ) i (1 n f 0, .•• ,0 + x f. x , .•• ,x ) 

1 
, hvor funktionerne 

f. er af klasse ~ ifØlge en velkendt sætning fra analysen. 
1 

Sætningens sidste påstand følger umiddelbart ved partiel 

differentiation med hensyn til xi. 

. . -
"':' . 
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Ved en parallelforskydning i lin får vi den tilsvarende sæt-

ning for en åben kugle K med centrum (c1 ,." ,cn) E lin og radius 

r > O. Resultatet bliver her en fremstilling 

( in) (1 n) (i i) (1 n) f x ,e •• ,x = f c , •.• , C + X -c f. x 'o. o ,x 
~ 

for en C=-funktion f på K, og her gælder 

( 1 n) ( 1 n) / i fic, ••• ,c =at'c,o •• ,c ox. 

Lad X betegne et topologisk rum~ Ved et n-dime~siQ~~ 

:':ort i X forstås en tripel K = (U ,n,q;), hvor U c;;;. X og n <;;;;. lin er 

åbne, ikke tomme mængder og q; : n -+ U en homeomorf~fbildning 

(altså en bijektivjafbildning, hvor både q; og q;-1 er kontinuerte 

med hensyn til de inducerede topologier på U og n)G Mængden U 

kaldes kortets domæne og n dets ~rametermængde.!. Koordinatei'"'11t3 

(x 1 , ••• ,xn ) i Rn kaldes de til kortet svarende lokale koordina--

ter i X. I stedet for kort vil vi ofte bruge betegnelsen l·o~al~. 

koordinater i X med dom~~ og er x E U vil vi betegne 

(xi, ••• ,xn ) som 1Q~le koordinater i en omegn af x~ Det ses~ at 

ved q;-i bliver der til hvert punkt x E U knyttet et talsæt 

(x 1 , •• o ,xn ) , som kaldes koordinaterne for x med hensyp. ttl.JsoJ::= 

tet~ og omvendt bliver der ved q; til et koordinatsæt (x 1 
so •• ,:en) 

E n knyttet et punkt x E U ~ 

Ved f -+ foq; defineres ~~~ntYdig korrespondance mellem re-

elle funktioner, definerede på delmængder af U og reelle funk tj.-

oner, definerede på delmængder af il. For at lette overskuelig-

heden vil vi i det følgende tillade os at bruge symbolet f også 

som betegnelse for foq;. 
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Dette vil ikke give anledning til misforståelserg da de to 

funktioner er definerede på forskellige mængder. Der kan imid-

lertid komme problemerg hvis man samtidig betragter flere forskel-

lige kort. Denne situation klares ved at benytte betegnelsen 

f(x1 , ••• ,xn ) for f~c En hermed meget nært beslægtet konvention 

erg at symbolerne x1
, ••• ,xn udover at betegne koordinaterne i pa-

rameterområdet n bruges som betegnelser for de n reelle funktio-

ner på U, som ved den ovennævnte korrespondance svarer til de n 

koordinater i n; sagt på en anden måde: Et punkt x E U har ved 

kortet K koordinaterne 

Lad nu yderligere K= (U,il,~)være et m-dimensionalt kort i 

X med koordinater (y1 , ••• ,ym) E il.~ ~m , og lad os antage, at 

v = U () 0+ ø. 
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Idet vi benytter betegnelserne 

W=q,-1(V) og w = ;-1 (V) 

har vi to afbildninger 

::.'·-1 q, o q, ! W W-+W 

og 

q,-1 o q,! W 

Som åbenbart er indbyrdes inverse. Med de indførte betegnelser 

bliver disse afbildninger beskrevet ved 

henholdsvis 

1 1 (1 n y = y x , ••• ,x ) 

m 
y m (1 n ) = y x~, ..• ,x , 

1 m ) y , ••• ,y 

• • • 

n n (1 m ) x = x y,' •• ,y • 

De kaldes de til kortene K og K hørende koordinattransfor-

mationer, idet de udtrykker sammenhængen mellem koordinaterne 

m.h.t. K og m.h.t. K for et punkt x E V. 
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Vi kan nu indføre følgende definition: To kort K = (U,n,~) 
N N _ ..... 

og K = (u,n,~) i det topologiske rum X siges at være C=-fordra-
... 

gelige~ hvis Un U = ø ~ller hvis ( i modsat fald ) koordinat

transformationerne begge er afbildninger af klasse c= på deres 
... 

definitionsmængder ( W, henholdsvis W). 

Idet K = (u,n,~) er et kort i det topologiske rum X, siges 

en reel funktion f: O ~ R, hvor O c U er åben, at være en C=

funktion med hensyn til K, hvis funktionen fo~ er af klasse C= 

på sin definitionsmængde ~-1 (O). Er yderligere K= (u,n,~) et 

kort i X og er V = U n U J ø ser vi, at der gælder fØlgende: 

Hvis ~rtene K og K er COO-fordragelige, er en reel funktion 

fl-O ~ ~2 hvor O c V, en C=-funktiQU med hensyg til K når og 

~ nå~g er en g=-funktion med hens~ til K. 

Ved et atlas på et topologisk rum X forstås et system 

af kort i X, således at mængdesystemet f Uj I j E: J 1 danner en 

overdækning af X. Atlasset A siges at være et C=-atlas, hvis 

hvilkesomhelst to kort i A er eF-fordragelige. Videre siges to 

CX'-atlas il. og ~.\.' på X at være COO-ækvivalente, hvis ethvert kort 

i il er C=-fordrageligt med ethvert kort i A', hvilket kommer ud 

på det samme som at sige, at A U A' er et COO-atlas. Vi må nu vise, 

at denne relation virkelig er en ækvivalensrelation. ht den er 

" " en lille overvejelse: Lad A,A og A 

" \ . , t· , . 
.L1. og ~i sam .cl. og .d, er C=-ækvivalente. Vi skal bevise, at et 

" vilkårligt kort K = (U ,n,~) i A og et vilkårligt kort K =(U" ,n" , 
ti " 

~ ) i A er C=-fordragelige. 
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ti 

Dette er automatisk tilfældet, hvis U n" U = ø. Lad derfor 

l' U n U ~ ø. Vi skal da vise, at koordinattransformationerne mel-
ti 

lem K og K er af klasse c=. På grund af symmetrien mellem K og 

" K i problemstillingen er det nok at vise dette for den ene af 
-1 ti I 

disse. Er 2S et punkt i q, (U n U ) <;;. n kan vi, da A er et at-

l oP· d t k t K' (U I I '). I o () U' • as, .LJ.n e e or = ,n,q, J..L1. 9 sa x= q, ~ E: 

x 

< 

ti 1, -1 
Med betegnelserne V = U n U' n U , W = q,- (V), w' = q, 

" II-i (V),'W = q, (V) har vi nu: 

Her er begge afbildningerne på højre side af klasse C
OO

, idet 

de er restriktioner af koordinat transformationer mellem K og K' 
ti 

henholdsvis K'og K , og hvert af disse par af kort er Coo-fordra-

gelige ifølge forudsætningerne. 



Mat.3,1965-66 IV,8,7b 

"-1 Koordinattransformationen ~ o ~ er altså af klasse C= 

i pUnktet x , men det var vilkårligt valgt i ~ -1 (U n u"). 

Hermed er påstanden bevist. 

Ved en differentiabel struktur på et topologisk rum X for

stås en ækvivalensklasse af C=-ækvivalente C=-atlas på X. Vi kan 

nu definere en differentiabel mangfoldighed som et Hausdorff 

rum X med en differentiabel struktur. Ethvert atlas i den di f-

ferentiable struktur kalQes et tilladt atlas for den differenti-

able mangfoldighed og ethvert kort i X, som findes 1 et tilladt 

atlas, kaldes et tilladt kort i X for den differentiable mang-

foldighed. Vi vil i det følgende bruge samme betegnelse for en 

differentiabel mangfoldighed og det dertil svarende topologiske 

rum ( det ,lunderliggende" topologiske rum ). Dette vil ikke gi-

ve anledning til misforståelser, idet vi ikke skal betragte fle-

re forskellige differentiable strukturer på det samme topologiske 

rum. 

Et C=-atlas .LI. på et topologisk rum X fastlægger en clifferen-

tiabel struktur på X, og hvis X er et Hausdorff-rum, bliver det 

herved en differentiabel mangfoldighed. Dette giver os straks en 

række simple eksempler på differentiable mangfoldigheder. Lad nem

lig X c ~n være åben og ikke tom. Vi har da et atlas på X, bestå

ende at et eneste kort K = (X,X,Id), og X bliver herved en diffe-

rentiabel mangfoldighed, da den som bekendt er et Hausdorff-rum. 

I det følgende vil vi til stadighed opfatte åbne delmængder af et 

talrum ~n som differentiable mangfoldigheder på denne måde. Et 

tilladt kort (U,n,~) i R~består af åbne mængder U, n ~ ~n og en 

bijektiv afbildning ~ : n ~ u, så både ~ og ~-1 er C=-afbildninw 

ger. 
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Et sådant kort betegnes hyppigt som krumlini~de koordinaJl8J: 

på U ~ ~n (eksempel: polære koordinater på en halvplan i ~ 2). 

Lad X være en differentiabel mangfoldighedo En afbildning 

f: O ~ ~, hvor O ~ X er åben og ikke tom vil vi kalde en funk

tion i X; mængden O kaldes definition~~gden for f. Funktion f 

siges at være af klasse C~ eller at være en ~-funktion, hvis 

der gælder følgende: For ethvert tilladt kort K = (u,n, w) i X 

for hvilket O n U 1= ø, er f af klasse ~ med hensyn til K. Det 

følger af C~-fordrageligheden mellem de tilladte kort i X, at 

hvis K = (Uva,w) er et sådan~~g f en funktion med definiti~ 

mængde O c U, da er f en Coo=funk....Jion-1:.~-1}p.! oS kun når den ~ 

det med hens~ __ til kortet K. 

Lad ~ = (e 1 , ••• ,en) være et punkt og y = (v1 ,. o .• ,vn ) en 

vektor i ~n ( de er altså begge blot talsæt, bestående af n reel

le tal). Hvis f er en Coo-funktion på en omegn af ~ i ~n kan vi 

definere differentialkvotien af f i retning y ~unktet ~ ved 

Betegner C~ mængden af reelle funktioner, som er definerede 

og COO i omegnen af ~, har vi altså til vektoren y knyttet en af-

bildning 

v : C~ ~ ~. 

i'J: velkend te differen tia tionsregler fås, a t afbildningen v har 

følgende egenskaber: 
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le Hvis f,g E C~ og a,b E ~ gælder der 

v(af + bg) = av(f) + bv(g) 

2. Hvis f,g E ~ gælder der 

3. Hvis f,g E ~ og hvis f og g stemmer overens i en omegn 

af c, gælder der ... 

v(f) = veg). 

Ved l og 2 skal summen og produktet interpreteres som sum-

men og produktet af funktionernes restriktioner til fællesmæng-

den af deres definitionsmængder. 

Vi skal nu se, at enhver afbildning 

v : ~ ~ ~, 

som opfylder 1,2 og 3 kan fås udfra en passende vektor v som dif-

ferentiationen i ~ i retningen y. 

Lad nemlig v være en afbildning v: C~ ~ ~, som opfylder 1,2 

og 3. For en funktion e, som er konstant 1 i en omegn af ~ har 

vi da 

altså v(e) = O. For en fUnktion! som har den konstante værdi 

a E ~ i en omegn af ~, fås dernæst 

V(f) = v( a e) = a v(e) = O. 
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Lad nu f E dO. Ifølge en sætning i paragraffens begyndel-

se har vi en opspaltning 

med Cf"-funktioner f 1 , ••• ,fn i en omegn af ,2" og her gælder 

Da v opfylder 1,2 og 3 får vi heraf, idet vi benytter, at v er O 

på konstante fUnktioner, at 

l~ilclningen v er altså identisk med differentiationen i 

punktet c i retningen v = (v1 , ••• ,vn ). - -

Med det ovenstående er endda bevist, at tilordningen ~ ~ v 

definerer en eenentydig korrespondance mellem vektorer i ~n og 

afbildninger 

V : Coo ~ ~, 
C 

som opfylder betingelserne 1,2 og 3. Idet mængden af sådanne af

bildninger gøres til et vektorrum på den naturlige måde( nemlig 

som et underrum af vektorrummet af alle afbildninger af mængden 

C~ ind i R) bliver denne korrespondance en isomorfi mellem de to 

vektorrum. 
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Lad X være en differentiabel mangfoldighed og x E X et 

punkt af x. Idet vi med ~ X betegner mængden af er-funktioner 

i X~ som indeholder punktet x i sin definetionsmængde, indføres 

følgende definition: Ved en tangentvektor f til X i punktet x 

forstås en afbildning 

med følgende egenskaber: 

l. Hvis f,g E ~ X og a,b E R gælder der 

f(af + bg) = ~(f) + bf(g) 

2. Hvis f,g E C~ X gælder der 

3. Hvis f,g E ~ X og hvis f og g stemmer overens i en om

egn af x, gælder der 

Mængden af alle tangentvektorer til X i punktet x betegnes 

med T X. Den er en delmængde af vektorrummet over R af alle af
x 

bildninger af C~ X ind i R, og endda et underrum. Er nemlig f, 

n E TxX og c,d E R vil afbildningen 

cf + dn : C~ X ~ R 

opfylde 1,2 og 3 ( da disse betingelser er lineære i f ) og 

følgelig også være en tangentvektor til X i punktet x. 
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Vektorrummet TxX kaldes ~ngent~umme! til X i punktet x E X. 

Lad (xi , ••• ,xn ) være tilladte lokale koordinater i en omegn 

af x og lad e = (e i , •.• ,en) betegne koordinatsættet for x svaren-

de hertil. 1 n Vi kan da definere n tangentvektorer ajax ~ •.• ,ajax 
. . ( 1 til X i x på følgende måde: For f E (x X er funktionen f x, ... , 

X
n ) = defineret og af klasse C i en omegn af S, og vi sætter 

for i = i,~ •• ,n. Det fØlger umiddelbart af velkendte differen-

tiationsregler, at de således definerede afbildninger 

er tangentvektorer til X i punktet x E X. 

Vi kan nu bevise fØlgende sætning: 

Lad X v~e en differentiabel man.afoldigh~ 2.SJ. et I2unk,:Li X~ 

Hvis (xi, ••• ,xn
) er tillagte l~ale_~oordin~er ~ll-0megg ~ 

vil tangentv~ktorer~ 

danne en basis for tangentrummet T X til X i x. x 
Er C en tangentvektor_til X i p~et x, gælder der 



Bevis: Lad f E TxX og lad e E ~ X have konstant værdi 1 i en 

omegn a~ Xft Da har vi 

f(e) = f(e.e) = e(x) f(e) + e(x) f(e) = 2 f(e) 

altså 

Hvis ~ E ~ X har konstant værdi a E ~ i en omegn a~ x ~ås der

næst 

f(~) = f(ae) = af(e) = O. 

Lad nu ~ E ~ X. Ved at bruge hjælpesætningen på ~(x1 , ••• ,x
n
), 

som er a~ klasse C= i en omegn a~ ~, og dernæst interpretere de 

~remkomne ~unktioner som ~unktiJner i X ~år vi, at der i en om-

egn af x findes en opspaltning 

~ = f(x) + (xi_ei ) ~ 
i 

hvor ~unktionerne ~i er C=-~unktioner i en omegn a~ x, og at der 

her gælder 

f i(x) = °1(~) 
ox·· 

, i = 1 ,. • • ,n. 

Vi har derfor 

f(~) = fi(x) f (xi_ei ) + (xi(x)_e i ) f (~ i) 

= ~ . (x) f (xi) = f(x
i

) -L (~) • 
J. oX 

i 
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Da dette gælder for ethvert f E CM X har vi hermed 1 at x 

for enhver tangentvektor ~ E TxX. Tangentvektorerne %xi
1 

i = 1, ••• ,~, udspænder altså tangentrummet TxX. 

Lad nu 

i-L __ a , O. 
oxJ. 

Vi har da 

i ox j 
i J' j = a --- = a ~, = a 

ox i J. 

for hvert j = 1,.o.,n, hvormed det er bevist, at tangentvek-

torerne 

er lineært uafhængige. 

Hermed er sætningen bevist, idet den i sætningen anførte 

formel er kommet ud som et biprodukt undervejs i beviset. 

Systemet af tangentvektorer 

til X ~punktet x kaldes den til de-1okale koordinat~r 

(x 1 1 ••• ,x
n

) hørende bas~2L tangill1k~ TxX til X_!~~ 

tet x~ Er ~ E TxX har vi fremstillingen 

, 
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hvor det reelle talsæt ( e i , ••• ,en) er givet ved 

Dette talsæt kaldes f20rdinaterne for tang~~vektoren ~ill~ 

hensyg :til de~Q!.ale koord!.!:illter ( xi , ••• ,x~ 

Som et biprodukt af den ovenstående sætning får vi, at hvis 

(xi ~ ••• ,xn ) er tilladte lokale koordinater i en omegn af x, da 

er 

n ::: dim T X • x 

Ethvert ~illadt kort (u~nt~) i X2 for hvilket x ~~ har Q1tså 

n ::: dim T X • x 

Dimensionen af tangentrummet T X kaldes derfor dimensionen af X x 
i punktet x og betegnes 

dim X. 
x 

Den ved 

bestemte afbildning 

er kontinuert, idet den er lokalt konstant. Er nemlig (U,n, ~) 

et tilladt kort i X med x E U gælder der 

dim X ::: dim X 
y x 

for ethvert punkt y E U. 
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har den samme dimension i ethvert punkt. 

Foruden tangentrummet TxX har det også interesse at betragte 

dettes duale rum T;X, altså vektorrummet over R af linearformer 

TxX~ R. Et element n* E T~X, altså en linearform 

* n : T X -+ R, x 

nelsen 

* for værdien af n på' f. Afbildningen 

T *X x T X ~ R 
x x 

bestemt ved, at 

Idet f E T X bruges betegx 

erOen bilinearform, den såkaldte ~noniske bilinearform. ( Dette 

følger dels af, at hvert n* er en linearform på T X og dels af de
x 

finitionen på vektorrumsoperationerne i T*X). x 

Vi kan straks angive en hel klasse af covektorer til X i 

punktet x. Er nemlig f en C=-funktion i en omegn af x, vil den 

ved 

bestemte afbildning 

være en linearform. Denne covektor kaldes Qifferenti~t af-f~ 

,ll,one!LLi 12.unktet x. 
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Hvis (x1 
, ••• ,xn ) er tilladte lokale koordinater i en omegn af 

punktet x, har vi hermed n covektorer dx1
, ••• ,dxn til X i punktet 

x, og vi vil nu vise, at ~ss~ danner en basis for vektorrummet 

T;X o Hertil bemærkes, at der for i,j E f1, ••• ,n 1 gælder 

Heraf følger påstanden ved rent algebraiske overvejelser: 

For et vilkårligt reelt talsæt (a t ••• ,a ) får vi 
1 n 

i o = a. < dx , ----:' > = 
l ox J 

i hvoraf vi slutter, at samtlige koefficienter a. er 0, hvis a.dx 
J l 

er nulcovektorer, altså at dx1 
,'" ,dxn er lineært uafhængige. Vi-

* dere slutter vi, at hvis n er en vilkårlig given covektor, da har 
i covektoren a.dx , hvor 

l 

o --r > oX 

samme værdi som n* på enhver af basisvektorerne %xi og dermed 

(på grund af lineariteten) på enhver vektor i T X. Der gælder alt
x 

så n* = a.dxi , hvormed 
l 

udspænder T*X. x 

1 n det er eftervist at covektorerne dx ,I" ,dx 

Systemet af covektorer 

1 n 
dx ,"', dx 

til X i punktet x kaldes den til de lokale koordinater ~~~ ••• ,xnl 

hørende ~§2is for cotangentrummet T;X til X i ~unktet x. 
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Er '11* C Tx*X har Vl· f t·ll' '/ <::. rems l lngen 

* * i 11 = l1i dx , 

hvor det reelle talsæt (117,.·· '11~) er givet ved 

* * L l1i = < 11, i >~ 
oX 

Dette talsæt kaldes ~dinat~~~.covektoren n* med hensyn til 

Specielt får vi for 

,,"'X 
(2 L~ 

en ~fUnktion f, at 

df = < df, °i > dx
i = 

oX 
o (f) 

d 
Endelig kan vi bemærke, at der for f E 

gælder 

* i f j o * dx < 11 ,f > = < l1i f --.- > 
OX J 

= 

T X '" E x 
og 11 

f j oX i * = l1i 
OX

j 

T*X 
x 

fie * = l1i 

Det kan i visse tilfælde have interesse at kende sammenhængen 

mellem koordinatsættene for en tangentvektor eller for en covektor 

til X i et punkt x med hensyn til forskellige lokale koordinater. 

( 1 n -1" " -n Lad altså x , ••• ,x ) og (x , ••• ,x ) være tilladte lokale koordi-

nater i en omegn af punktet x E X, og lad 

f fi o = ox i = 
-i 
f 

være en tangentvektor og 

o 
=r oX 

en covektor tll X i punktet x. 
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Vi har f'ra 

dxi 

og 

-L 
ax i 

Heraf' f'ås 

altså 

-i 
f 

.Analogt f'ås 

* n = 

r" altså 

""* ni = 

tidligere, at 

(xi)dx j 
i 

a ax. di j 
= ----:' = 

ai J ai J 

= ~(xj) -L = ai
j -L 

ax
1 ai

j 
axi ai

j 

dXi ,Qxi _j 
( k ) * *' * ax 

ni = ni . dx = nk aii ai J 

* axk 
YJk -i ax 

IV,8,19 

-L 
-i 

()x 

-i dx 

Disse transf'ormationsf'ormler viser, at selvom en tangentvektor 

f og en covektor YJ* har de samme koordinatsæt med hensyn til et 

systemet af' lokale koordinater (x1 , ••• ,xn ), vil dette i alminde-

lighed ikke være tilf'ældet med hensyn til et andet system af' 10-

( -1 -n 
kale koordinater x , ••• ,x ). Tangentvektorer og covektorer er 

altså f'orskellige begreber, som ikke må f'orvekles. 
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De ovenstående trans1ormationsformler kan opfattes eorr matrix

relationer, idet man opfatter hver af de indicerede stØrrelser som 

en matrix, hvor Øvre index er rækkenummer og nedre index er søjle

nummer ( talsættene (§i) og (~i) bliver herved sØjlematricer, mens 

* . -* (~i) og (~i) bliver rækkematricer). 

Man får åbenbart 

og 

((~ •. 1 rox~ 
IOX 

l 

li, =l:~ 
.. ox1\ 

· · · t dxii 
. 
• • • 

... :::J 

• • • 

• • • 

• • • 

"\ 
ox 1 I 
.:li-n i ux . 

oxn f 
.:li-n I ux r 

I 

,~I 

De to n x n matricer, som indgår i disse formler, er funktionalmatri-

cerne ( i de til punktet x svarende koordinatpunkter ) af de to koor

dinattransformationer og fØlgelig indbyrdes inverse. Hvis man trans-

ponerer den sidste af disse relationer, bliver covektorens koordinat-

sæt skrevet som søjler og de to faktorer på højre side af lighedsteg-

net ombyttet, så en sammenligning med trallsformationsloven for en tan-

gentvektors koordinatsæt nu kan foretages blot ved at sammenligne ma-

tricerne. Man ser heraf, at transformationerne af tangentvektor- og af 

covektorkoordinater er identiske når og kun når funktionalmatricen er 

identisk med sin inverses transponerede (den såkaldte contragrediente 

matrix) eller altså når og kun når den er ortogonal. 
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For den differentiable mangfoldighed Rn opfatter man sædvanlig~' 

vis tangentvektorerne som geometriske vektorer ( altså som tals~tp 

jævnfør overvejelserne på side 8-10 ), hvilket svarer til at man iden-

tificerer en tangentvektor med sit koordinatsæt med hensyn til de 

"oprindelige" koordinater i Rn • Dette kræver dog en vis forsigtighed!J 

idet en tangentvektor er knyttet til et bestemt punkt. To tangentyek'~ 

torer i forskellige punkter af ~n, som er ens i denne forstand, dovos~ 

har de samme koordinatsæt med hensyn til de oprindelige koordinater, 

vil i almindelighed have forskellige koordinatsæt med hensyn til krum~~ 

liniede koordinater i ~n - et fænomen, som er velkendt fra polære ko-

ordinater i planen. 

( Det forekommer også hyppigt i litteraturen, at man yderligere 

identificerer covektorerne i Rn med deres koordinatsæt med hensyn til 

de oprindelige koordinater, hvorved tangentvektorer og covektorer bIi.'·· 

ver identificeret • .Ar det ovenstående ser man, a t en sådan identif5.kap

• 

tion kun kan opretholdes, hvis man indslcrænker sig til a t betragte oI'~ 

tonormale koordinatsystemer i ~n ). 

Lad X og Y være differentiable mangfoldigheder og 

F:X -+ y 

en kontinuert afbildning ( af de underliggende topologiske rum )~ 

Man siger da, at F er af klasse C; eller at F er en C"'-afbildn!ng, hvj.s 

der gælder fØlgende: 

For hvilketsomhelsttilladt kort (U,n,cI» i X og hvilketsomhelst 
, , , 1 I 

tilladt kort (U,n,cI> ) i Y, for hvilke der gælder W = UnF- (U )fØ~ er 

den ved 

bestemte afbildning af klasse C~. 

, I 
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y 
u.1 

F 
----~ 

.0.. fl.' 

Afbildningen y kaldes beskrivelsen a~ F med hensyn til de valgte 

lokale koordinater, idet den giver koordinaterne ( med hensyn til kor-
t , , 

tet (U ,n 1~ )) a~ billedpunktet F(x) som ~unktioner a~ koordinaterne 

( med hensyn til kortet (u,n,~)) a~ punktet x. En ;~-afbildning er 

altså kort sagt en afbildning, som med hensyn til tilladte loksle ko

ordinater beskrives ved et system a~ ~-~unktioner. 

Det er trivielt, at den identiske afbildning a~ en di~ferentia

bel mang~oldighed på sig selv er a~ klasse 0=, og man e~terviser let 

( ved en overvejelse, analog til den på side 7 a ), at en sammensæt

ning a~ ~-afbildninger igen er en ~-afbildning. 

Ud~ra de~initionen a~ begrebet ~-afbildning e~terviser man let 

~ølgende: Hvis X og Y er di~~erentiable mang~oldigheder, F:X ~ Y en 

C~-a~bildning og g en ~-fUnktion, de~ineret på en åben delmængde a~ 

Y, da er f = g o F en C~-~unktion på sin derinitionsmængde - ror så

vidt denne ikke er tom ( den er en åben delmængde ar X, da F er kon~ 

tinuert ). Man udtrykker kort denne egenskab ved, at en C~-a~bildnigg 

tilbagetransporterer O=-funktioner i COO-runktioner. 
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Man kan specielt betragte C~-afbildninger 

ep: ]a,b[-+X, 

hvor X er en differentiabel mangfoldighed og ]a,b[ et åbent interval 

i R. En sådan afbildning kaldes ( naturligvis ) en C~-parameterfrem

stilling for en kurve i X; opfatter man den reelle parameter ( i in-· 

tervallet ]a,b[ ) som tiden, kan en sådan afbildning opfattes som en 

bevægelse i tidsrummet ]a,b[ af et punkt i X. Vi skal nu se, at man 

for hvert toE]a,b[ kan tilskrive ep en hastighedsvektot , som er en 

tangentvektor til X i punktet xo= ep(to )' Lad nemlig f være en ~-futik:

tion, defineret i en omegn af xo' Funktionen f o ep er da en C~-funktion, 

defineret i en omegn af to' og vi kan derfor danne dens differential-

kvotient m.h.t. parameteren t i t • Den ved o 

f~dfop] 
dt t = t o 

bestemte afbildning er en tangentvektor til X i punktet xo. Dette fØl

ger umiddelbart af de sædvanlige differentiationsregler for reelle 

funktioner af en reel variabel, idet man for C~-funktioner f og g, de--

finerede i en omegn af Xo og reelle tal a,b har 

(af + bg)oep = afoep + bgoep 

og 

Denne tangentvektor er netop den søgte hastighedsvektor og betegnes 

med dep/dt. 

Lad nu (x1 , ••• ,xn ) være tilladte lokale koordinater i X med et domæne 

U, som indeholder xo ' For parameterværdier t i en omegn af to vil punlc·

tet ep(t) da ligge i U og altså have et koordinatsæt xi(ep(t))o De n re

elle funktioner ~ .. ~i(ep( t)) er er-funktioner, da q> er en <J-afbildning" 
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For en vilkårlig Coo-funktion f, defineret i en omegn af xo' får 

vi nu 

d ~f(x1(~(t)), ••• ,xn(~(t))) dtfo~ = 

af dxi(p(t)) 9:xi (p(t)) ~(f) = ---r = 
ax l. dt dt axl. 

hvormed vi har 

Den fra planen og rummet velkendte formel for en hastighedsvektors 

koordinater gælder altså uændret i der. mere generelle situation. 

Lad X og Y være differentiable mangfoldigheder og F:X ~ Y en 

Coo-afbildning. Lad endvidere x være et punkt i X og y= F(x). Hvis g 

er en Coo-funktion i Y, defineret i en omegn af y, er funktionen g o F 

en ~-funktion i X, defineret i en omegn af x. For en tangentvektor 

f til X i punktet x kan vi derfor danne f(goF). Det gælder nu, at 

( for fastholdt f ) er den ved 

g -+ f(goF) 

bestemte afbildning af mængden CooY ind i R en tangentvektor. Dette 1'91-
y 

ger af, at f er en tangentvektor og af, at transporten g -+ goF lIrespek'.; 

terer ll Flum, produkt og restriktion af funktioner. Denne tangentvektor 

betegnes dFx(f), og er altså defineret ved, at der for g € C;Y gælder 

Den ved f -+ dFx(f) bestemte afbildning 

dF:TX-+TY x x y 

kaldes differentialet af afbildningen F i punktet x. 
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Den er en lineær afbildning. For tangentvektorer f,n til X i 
00 

punktet x, reelle tal a og b og funktion g E OyY har vi nemlig: 

= a f(gOF) + b n(goF) 

= a dFx(f)(g) + b dFx(n)(g) 

altså 

00 

da det ovenstående gælder for enhver funktion g E C Y. 
Y 

Lad nu (xi , ••• ,xm) være tilladte lokale koordinater i X i en 

omegn af punktet x og (y1, ••• ,yn) tilladte lokale koordinater i Y 

i en omegn af punktet y. I en omegn af x beskrives afbildningen F 

ved et funktionssystem 

1 1 ( 1 m y = y x , ••• ,x ) 

.... 
n n( 1 m) y = y x , ••• ,x • 

Lad 

00 

være en tangentvektor til X i punktet x og lad g E C Y. 
Y 

Vi får da 

dFX(f)(g) = f(goF) 

i..,L ( 1 ( 1 m) n 1 m) ) = f i g Y x , ••• ,x , ••• ,y (x ,w •• ,x 
nX 

altså 
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Hermed har vi, at med hensyn til lokale koordinater i X o~X

beskrives differentialet af F i punktet x ved funktionalmatricen i - , . 

dette punkt af det funktionssystem, som beskriver F ( med hensyn til 

de pågældende lokale koordinater). 

Lad X, Y og Z være differentiable mangfoldigheder F:X ~ Y og 

G:Y ~ Z ~-afbildninger. Der gælder da 

d(GoF)x = dG odF Y x 

i ethvert punkt x E X, idet y = F(x). Denne relation er velkendt fra 

analysen i det tilfælde, hvor X~ y og Z er åbne delmængder af tal rum 

(funktionalmatricen for et sammensat funktionssystem er produktet af 

funktionalmatricerne af de enkelte fUnktionssystemer). Beviset her 
co 

følger let af definitionerne. Idet ~ = G(Y), ~ E TxX og h E CzZ har 

vi~ d(GoF)x(f)(h) = f(ho(GcF)) = f«hoG)oF) = dFx(f)(hcG) -

dGy(dFx(f))(h), hvoraf påstanden følger. 

Betegnelsen differential kolliderer med det tidligere indførte 

differential af en fUnktion, men der er en nær sammenhæng mellem de 

to begreber, som retfærdiggør denne dobbelte brug af glosen. Lad 

nemlig X være en differentiabel mangfoldighed og f:X ~ R en ~-funk-

tion. I hvert punkt x E X har vi da dels differentialet af funktio-

nen f: 

df:T X ~ R, 
x 

og dels differentialet af afbildningen f: 

dfx:TXX ~ Tf(x)R. 

Nu har vi imidlertid i R en særlig udmærket koordinat,nemlig selve 

den reelle parameter t og dermed en særlig udmærket tangentvektor 

d/dt i ethvert punkt af R. Relationen mellem de to differentialer er, 

at der for enhver tangentvektor f E TxX gælder 

dfx(f) = <df,f>~ 
dt • 
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Dette følger af et lille regnestykke. Vi kan nemlig bemærke, at 

for en vilkårlig tangentvektor n til R, gælder der 

n = net) ...L = n(Id) -L 
at ' at ' 

idet koordinatfunktionen t på R er den identiske afbildning Id:R ~ R. 

Deraf fås 

altså 

Lad X og Y være differentiable mangfoldigheder og F:X ~ Y en C=-af-

bildning. For hvert x E X defineres rangen rgxF af afbildningen F i 

punktet x som rangen af differentialet i punktet x ( rangen af en li

neær afbildning er dimensionen af billedrummet ). Beskrives F ved hjælp 

af tilladte lokale koordinater i X og Y er rangen af F i x altså rangen 

af funktionalmatricen i punktet x. 

Den ved x ~ rgxF bestemte afbildning X ~ ~u~01 er i almindelighed ~~ 
2 lokalt konstant, som simple eksempl~r viser (f.eks den ved x ~ x be-

stemte afbildning R ~ R ), men man kan vise, at den er nedad halvkon-

tinuert. 

Lad X og Y være differentiable mangfoldigheder. En C=-afbildning 

F:X ~ y siges at være en immersiog, hvis der i ethvert punkt x E X 

gælder rgxF = dimxX. For immersioner gælder fØlgende sætning: 

Lad X og Y være differentiable mangfoldigheder oB-E:X ~ y en immer

sion. Hvis (x1
1 ••• ,xm) er tilladte lokale koordinater i X i en o~gn 



'. 
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ar et punkt x E X, da er det Æuligt at vælge tilladte lokale koordi

nater (y1 z ···,yn) i y i en omegn ar y=F(x), således at F med hensyn 

til disse koordinater beskrives ved funktionssystemet 

y 1 = xi 

••• 

e o • 

Bevis: 

Lad (y1, ••• ,yn) være tilladte lokale koordinater i Y i en omegn 

ar y =F(x). Afbildningen F beskrives da i omegnen ar x ved et runkti 

onssystem 

-1 1( 1 m) y=q> x"o',x 

••• 

Dette runktionssystems funktionalmatrix har rangen m i punktet x, og 

har derror en m x m underdeterminant, som er rOI'skellig rra O (og de 

gælder nØdvendigvis m~n). Erter at der eventuelt er roretaget en om-

nummerering ar y-erne, vil der altså gælde 

Vi betragter nu rølgende system af n reelle runktioner ar n reelle 

vari3.ble 

••• 

• •• 
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hvor vi har taget funktionerne ~1, ••• ,~n fra systemet ovenfor og 

blot indfØrte nye betegnelser for de variable. Dette system er af 

klasse 000 i en omegn af punktet 

(y1~ ••• ,yn) = ~ = (x1(x), ••• ,xm(x),0, ••• ,0) 

og afbilder dette i puw{tet 

( y; o o • , yn) = b = ( y 1 (y ) , ••• , yn ( y ) ) • 

Endvidere er fuructionaldeterminanten forskellig fra ° i ~. Ifølge 

en sætning fra analysen ( bevises i matematik 2 ) findes der da åb

ne omegne il og il af ~ og b, således at (*) bestemmer en bijektiv af

bildning il -+ il~ hvor den inverse afbildning også er af klasse 000 
• 

Erstatter vl de variable (y\ ••• ,yn) i (*) med (y1, ••• ,yn) kan 

det fremkomne system altså opfattes som et skift til nye tilladte 

lokale koordinater (y1, "',yn) i y i en omegn af y. Af konstruktio

nen af (y1, ••• ,yn) ses, at med hensyn til disse koordinater beskri-

ves F ved funlcti ons sys terne t 

y1 1 = x 

ft • o 

m m y = x 

ym+1 = ° 
... o • 

n 0, y = 
hvormed sætningen er bevisto 

Af denne sætning fØlger, at en immersion F:X -+ Y er lokalt ~ 

jelctiv,!- altså ethvert punkt x E X har' en åben omegn U, så FI U er in

jelcti v <> Vi lean imldlel~tid yd.erligere Slutte, at ethvert punkt x E X 

har en åben omegn U med den egenskab 2 at der til enhver O OO-funktion 

f i X. hvis definitionsmæ~~e er en delmængde af U, findes en C 00_ 

funktion g i Y, således at f = gO~ (Denne egenskab kan kort udtryk

kes ved, at transporten g -+ gOF af Ooo-funktioner er lokalt surjektiv). 
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i sætningen omtalte art, er transporten bestemt ved 

f' (x 1 , • • • , xm) = g ( x 1 , • • • , xm , O, • • • , O ) , 

altså ved at udskifte (y1,~ •• ,ym) med (x1,···,xm) og sætte de øvri

ge y-er tilO i g(y1, ••• ,yn). Et brugbart g(y1, ••• ,yn) til et givet 

f(x1,···,xm) er altså 

Vi kan endelig bemærke, at rg F = dim X er ensbetydende med, at x x 
differentialet dFx er en injektiv afbildning. En Coo-afbildning F:X ~ 

y er altså en immersion når og ken når differentialet dF er injek-x 
tivt i ethvert punkt x E X. 

Ved en(abstrakt) flade X forstås en sammenhængende 2-dimensional dif

ferentiabel mangfoldighed ( d.vos. det underliggende topologiske rum 
, 

er sammenhængende, og der gælder dimxX = 2 i ethvert punkt x E X)o 

Tilladte lokale koordinater i X kaldes parametre i X, og man bruger 

Hyppigt betegnelserne (u1,u2),(u1,u2),(v1,v2) eller lignende i det-

te tilfælde. 

Ved en flade i rummet R3 forstas en flade X med en immersion 

P:X ~ R3• Hvis (u,n,~) er et tilladt kort i X med parametrene (u1,u
2

) 

ser man, at afbildningen 

er en Coo-parameterfremstilling i den tidligere ( i § 4 ) definerede 

forstand. Den er regulær, da P er en immersion~ 
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I hvert punkt x E U har vi en basis 0/ou1,0/ou2 ~or tangentrummet 

TXX, og vi ser a~ den tidligere udledte koordinat~ormel ~or en 

afbildnings di~~erential, at der gælder 

dP ( __ 0 __ ) = oxi(po~) o 
x ou1 ou1 oxi' 

hvor (x1 ,x2 ,x3) er koordinaterne i R3 ( og tilsvarende ~or 

dP (0/ou2
)). Vektorerne x 

dPX(~) og dPx(~) 
au au 

er altså netop de vektorer, som vi tidligere har betegnet med 

!!1 P og D2P. 

Vi har hermed ~ået indordnet ~ladeteorien ~ra de ~oregående af-

snit under et mere generelt synspunkt. Samtidig hermed har vi også 

opnået en helt række formelle fordele, idet vi nu på helt præcis og 

korrekt måde kan tale om dobbeltpunkter på en ~lade, afbildninger 

af ~lade på flade e.t.c. 

Lad X være en dif~erentiabel mang~oldighed og U en åben del-

mængde a~ X. Ved et tangentvektor~elt i X med de~initionsmængde U 

~orstås en afbildning ~,som til hvert punkt x E U knytter en tan-

gentvektor ~ til X i punktet x. x 

Lad f være et tangentvektor~elt med de~initionsmængde U og ~ en 

Coo-~ruction med de~initionsmængde VcU d For hvert x E V gælder der 
00 

da ~ E CxX, og vi kan der~or danne værdien ~ (~). Ved x ~ ~ (~) er x x 

altså de~ineret en reel ~unktion i V, som betegnes ~(f). Vi kan 

endvidere,hvis g er en reel ~unktion i X med en de~initionsmængde 

WcU, danne et tangentvektorfelt g~, idet vi sætter 

~or x E W. 

/ t ') I{ ) 
I Cl ._, , ( , ' 

() { , , i 



Mat.3,1965-66 IV,8,32 

De grundlæggende egenskaber (1,2). og 3 på side 11) for tan-

gentvektorer giver anledning til følgende egenskaber ved tangent

vektorfelter: Hvis f er et tangentvektorfelt, f og g COO-funktio-

ner, alle definerede på en åben mængde UcX og hvis a og b er reel-

le tal, gælder der: 

1. f(af + bg) = af(f) + bf(g) 

2. f(f·g) = ff(g) + gf(f) 

3. Hvis f og g stemmer overens på en åben del-

mængde VcU, da stemmer f(f) og f(g) overens 

på V. 

Hvis (x1,···,xn ) betegner tilladte lokale koordinater i X kan 

vi indenfor disses domæne for hvert i = 1,···,n definere et tangent-

vektorfelt ved 

x~ 
o 

oxi 

( hvor %xi betegner den på side 12 definerede tangentvektor i 

punktet x). Dette tangentvektorfelt betegnes også med %xi • For 

et vilkårligt tangentvektorfelt f i X har vi da i ethvert punkt x, 

hvori f er defineret og som ligger i domænet for (x1,···,xn ), at 

Defineres n reelle funktioner f1,···,frl ved 

fi(x)= f (xi) = f(xi)(x) x 

har vi derfor 

f = fi o 
oxi 

De n reelle funktioner f1,···,fn kaldes koordinatfunktionerne for 

tangentvektorfeltet f med hensyn til de lokale koordinater 

( 1 ••• n) x, ,x. 
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De er definerede i den del af feltet ~'s definitionsmængde; 

som ligger indenfor de lokale koordinaters domæne, og der gælder 

åbenbart, at de bestemmer og er bestemt ved feltets forlØb inden

for denne mængde o 

Et tangentvektorfelt ~, defineret på en åben delmængde UcX~ 

siges at være af klasse Coo,eller man siger, at ~ er et Coo-tan

gentvektorfelt, hvis det for enhver Coo-funktion f med definitions

mængde VSU gælder l' at funktionen ~(f) er af klasse COO på V. 

Et tangentvektorfelt ~ er af klasse COO når og kun når dets koor-

dinatfunktioner med hensyn til et hvilketsomhelst sæt af tilladte 

lokale koordinater er af klasse Coo
• på den ene side har vi nemlig~ 

at ~i = ~(xi) er af klasse COO , hvis feltet er af klasse ~, og om-o 

vendt har' vi, a t 

~(f) = ~i Gi (f) 
ox 

er af klasse COO
, hvis f og ~1, ... ,~n er af klasse coo.fAt' Coo-for-

drageligheden mellem de forskellige tilladte lokale koordinater og 

af transformationsformlen på side 19, som ses at gælde uændret for 

et tangentvektorfelts koordinatfunktioner, kan vi da slutte l' at et 

tangentvektorfelt, hvis definitionsmængde er indeholdt i domænet 

for et sæt at tilladte lokale koordinater (x1 ••• xn ) el' af' klas-, , , 
se ~, når blot dets koordinatfunktioner ~1, ••• ,~n med hensyn her

til er af klasse ~. 

Lad ~ og ~ være COO-tangentvektorfelter, som begge er define

rede på en åben delmængde U af en differentiabel mangfoldighed Xc 

Lad endvidere x være et punkt i U. Hvis 

en Coo-funktion, defineret i en omegn af 
00 

00 

f E C X (altså hvis f er 
x 

x) er ~(f) også et ele-

ment af CxX, og vi kan derfor danne det reelle tal ~x(~(f». 
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Ved 

00 

er der altså defineret en afbildning C X ~ R. Denne afbildning er j. x 

almindelighed ~ en tangentvektor til X i punktet x. Ganske vist 

efterviser man umiddelbart 1 at egenskaberne 1 og 3 i definitionen af 

en tangentvektor ( side 11 ) er opfyldt, men i stedet for relationen 

2 får man 

fx(n(f.g)) ~ fx(f-n(g) + g·n(f)) 

~ f(x) fx(n(g)) + g(x) fx(n(f)) + fx(f)nx(g) + nx(f) fx(g). 

Man bemærker imidlertid, at tillægsleddet (de to sidste adden

ter) er symmetrisk i f og n, hvoraf det følger, at den ved 

bestemte afbildning , vil opfylde identiteten 2. Det er umiddel-

bart at efterregne, at den også opfylder betingelserne 1 og 3, og 

den er derfor en tangentvektor til X i punktet x. Da punktet x var 

vilkårligt valgt i U, er der hermed defineret et nyt tangentvektor

felt på U. Dette felt betegnes med [f,n] og kaldes Lie-produktet af 

felterne f og n.( I litteraturen møder man ofte andre betegnelser, 

såsom kommentatorprodukt, Poisson-produkt, Poisson-parenteser el.lign. 

Endvidere møder man hyppigt [f,n] defineret som nOf - fon d.v.s. med 

modsat fortegn). For en C=-funktion f, defineret på en delmængde af 

U, har vi 

hvoraf vi Slutter, at feltet [f,n] er af klasse ~. Lie-produktet er 

altså en kompositionsregel i mægg~n af COO-tangent~~2!!elter, de

finerede Qå den åbne mængge U. 

Det følger direkte af definitionen, at Lie-produktet er ~i

kommutativt: 

[f,n] ~ - [n,f], 

hvor f og n er CF-tangentvektorfelter på U. 
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Videre ser man let (under brug af f(af + bg) = af(f) + bf(g)), 

at Lie-Droduktet er bilineært: 

[ a f + b n~~J = a[f,~J + b[n,~J og 

[ f,a n + b ~J = a [f,nJ + b[f,~J , 

hvor f9n,~ er ~-tangentvektorfelter Då U og a,b reelle tal. Lie-

Droduktet er ikke assosiativt , men som en art erstatning har man 

Jacobi's identitet: 

som let kan eftervises ved udregning. ( De oven~tående egenskaber 

kan kort udtrykkes ved, at mængden af C=-tangentvektorfelter Då U 

danner en ~ie-§lgebra over R, idet man definerer en Lie-algebra over 

R som et vektorrum over R med en antikommutativ, bilineær komDositi

onsforskrift, der tilfredstiller Jacobi's identitet). Idet f og n er 

C=-tangentvektorfelter og f en ~-funktion, alle definerede Då U, 

gælder der 

[ ff,nJ = f[f,nJ - n(f)f og 

[ f,fnJ = f[f,n] + f(f)n· 

Lad nemlig x E U og f E C X. Da har vi x 

[ff,nJx(g) = f(x)fx(n(g)) - nx(f·f(g)) 

= f(x)fx(n(g)) - f(x)nx(f(g)) - nx(f) fx(g) 

= f(x)[f,nJx(g) - (n(f)f)x(g), 

hvormed den første identitet er vist. Den anden kan dernæst fås her-

udfra under brug af Lie-Droduktets antikommutativitet. 

Lad nu (x1 , •• o ,xn ) være tilladte lokale koordinater i X og 

c = c i o s s --:- og n 
" l ~x 

C=- tangentvektorfeltere 
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0velser til_§ 8 

1. Lad U~Rn væra åben og ikke tom og r:u ~ R en ~-runktion. For et 

reelt tal a, som r antager som værdi i et punkt i U, derineres 

A = f! E ulr(~) = al. Vis at hvis dirrerentialet ar r er rorskel

lig rra O i ethvert punkt i A, er det muligt at gøre A til en dir

rerentiabel mangroldighed t således at inklusionen I:A ~ U (der er 

bestemt ved I(!) = ~ ror ethvert! E A) bliver en immersion. 

2. Vis, at betingelsen 3 i derinitionen ar en tangentvektor kan und-

væres, idet den rølger ar 1 og 2. 

3. Vis ved hjælp ar lokale koordinater den på side 27 rremsatte på-

stand: Hvis X og Y er dirrerentiable mangroldigheder og F:X ~ Y 

en Coo-arbildning, da har hvert purlkt x E X en omegn Ux ' således 

at z E Ux =* rgzF ~ rgxF. 

4. Vis, at rølgende derinition på dirrerentiabel mangroldighed er 

ensbetydende med tekstens: 

En dirrerentiabel mangroldighed er et Hausdorrr-rum X og en mængde 

C ar par (r,u), hvor U er en åben ikke tom delmængde af X og 

f:U ~ R en kontinuert reel runktion, således at,der gælder: 

1. (r,u) E C /\ (g,U) E C =* (f + g,U) E C /\ (r • g,u) E C 

2. (r,u) E C /\ [U:::>V ikke tom,åben] ~ (rlv,v) E C 

3. Hvis UcX er åben, ikke tom og f:U ~ R er en reel runktion gæl

der der (f,U) E jCnår blot ethvert punkt x E U har en åben omegn 

Vx ' så (rlvx,vx)-E::- O 

4. Til hvert punkt x E X rindes en åben omegn U og en homeomorf ar

bildning y:rr ~ U, hvor rr~Rn er åben, således at hvis V~U er åben, 

ikke tom og f:V ~ R en reel rUnktion, da gælder:(f,V) E C ~ foy 

er af klasse COO på y-1(v). 
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5. Lad X være en differentiabel mangfoldighed og x et punkt i X. Vis? 

at relationen IIf og g stemmer overens i en omegn af x" er en ækvi-
co 

valensrelation i mængden CxX. 
co 

Ækvivalensklassen bestemt ved f E CxX betegnes kimxf, og mængden 

af ækvivalensklasser betegnes kimxXø Vis, at der ved kimxf + kim:{g= 

kimx(f + g) og kimxf • kimxg = kimx(f • g) bestemmes kompositioner 

i kimxX, så denne herved bliver en kommutativ ring. Vis videre, at 

der ved a kimxf = kimx(af) bestemmes en multiplikation af elementer 

i kimxX med reelle tal, så kimxX herved med additionen ovenfor bl~

ver et vektorrum over ~. 

Vis, at der findes en afbildning v: kimxX ~ ~, således at 

v(kimxf) = f(x), og at v både er en ring-homomorfi og en lineær af·

bildning. 

Angiv kernen mxX af afbildningen v og vis, at mxX er et maksimalt 

ideal i ringen kimxX. Vis endvidere, at der ved w(f) = kimx(f-f(X), 

hvor f(x) betegner den pågældende konstante funktion, defineres en 
co 

surjektiv lineær afbildning w: CxX ~ mxX. 

Lad nu (mxx)2 betegne mængden af elementer i kimxX, der kan skrives 

som en endelig sum ~1Ø1 + ••• + ~kØk' hvor samtlige ~i og Øi er ele- . 

menter af mxX. Vis, at (mxx)2 er et ideal i ringen kimxX og et un-
co 2 

derrum af vektorrummet mxX. Idet k:CxX ~ mxX/(mxX) betegner sam-

mensætningen af afbildningen w og den kanonis~e afbildning af mxX 

på mxx/(mxx)2, skal man bevise, at en afbildning f:C:X ~ R er en 

tangentvektor' til X i punktet x, når og kun når der findes en li

neær afbildning ~:mxx/(mxx)2 ~ ~, så f = ~ o k. Vis endvidere, at 

der ved ~ ~ ~ o k defineres en isomorfi mellem vektorrummet af line

arformer på mxX/(m X)2 og tangentrummet T X. Vis endelig, at der x x 

findes en lineær afbildning i:mxx/(mxx)2 ~ T~X, så df = i o k(f) for 
co 

enhver f E CxX, og at denne afbildning er en isomorfie 
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6. (r tilslutning til opgave 5) Lad X og Y være differentiable mang-

foldigheder, F:X ~ 

Vis, at der findes 

således at der for 

y en ~~afbildning, x et punkt i x og y = F(x). 

en lineær afbildning F* :myY/(myY) 2 ~ mxx/(mxx)2, 
00 

g E: C Y gælder k(goF) = F* (k(g)), hvor le' erne y 

betegner den i cpgave 2 konstruerede afbildning henholdsvis i X og 

Y. Vis dernæst, at differentialet dFx ' under anvendelse af isomor

fien f ~> ~ fra opgave 5, er givet ved 
'" ....--...... 

dFx(f) = ~ o F*. 

7! Bevis fØlgende sætning: Givet differentiable mangfoldigheder X og 

Y, en COO-afbildning F:X~ Y og et punkt x E: X. Lad endvidere 

y = F(x). Hvis afbildningen F har konstant rang k i en omegn af 

punktet x, er det muligt at vælge tilladte lokale koordinater 

( 1m) (1 n) . x , ••• ,x og y ,.'~ ,y lomegne af x og y, så F beskrives ved 

1 1 k __ xk , yk+1 __ ••• __ yn __ O. (Vl'S funktionssystemet y = x , ••• ,y 

fØrst, at det er muligt at vælge koordinater (xi ,.'. ,xm) og 

(y1, ••• ,yn), så der gælder Oyi/ox
j = å~ for i = 1, •.• ,k og 

J 

j = 1, ••• ,m i ethvert punkt i en omegn af x). 

8. Lad X være en differentiabel mangfoldighed og f et COO-tangentvek

torfelt, defineret på en åben mængde U~X. En COO-afbildning 

~:]a,b[ ~ UcX kaldes en integralkurve til feltet f, hvis der gæl

der d~/dt = f~(t) for ethvert t E: ]a,b[. Vis, at der til hvert 

punkt x E: U findes en og kun en integralkurve ~x:]-e,e[ ~ U til f 

med ~ (O) = x (hvor 8>0 afhænger af punktet x). x 

Find integralkurverne til feltet - x2%x1 + x1%x2 på R2
• 

7 '1 

,; ·f 



Mat.3,1965-66 IV,8,øv.9~1. 

9. Idet elementer i Hk skrives som søjlevektorer bestemmes til en 

k x k matrix A med reelle elementer et tangentvektorfelt f på Hk 

derved, at feltvektoren i punktet ~I€ Hk har koordinatsættet ~ ~I~ 

Vis, at hvis ~ betegner det felt, som på samme måde bestemmes ved 

en k x k matrix ~, da er [f,~] igen et felt af samme art og bestemt 

ved matricen C = B A - A B = = = = =. 

lO.Bevis, at Lie-produktet opfylder Jacobi's identitet (se side 35). 

11 ~Lad X og X være differentiable mangfoldigheder og F:X ~ X e11 C=-af

bildning. Vis, at hvis f,~ er ~-tangentvektorfelter på X og t'~ 

~-tangentvektorfelter på X, således at der i ethvert punkt x E X 

gælder dFx(fx ) = tF(X) og dFx(n.x ) = ~F(X)' da gælder der 

dFx([f,n.]x) = [f'~]F(X) i ethvert punkt x E X. 



Mat. 3, 1965-66 rV,9,1 

§9. Riemann'ske mangfoldigheder. Coyariant differentiation. 

Lad X være en differentiabel mangfoldighed. Ved en Riemann'sk 

metrik på X forstås en afbildning G, som til hvert punkt xEX~knYt-

ter en bilinearform 

hvor fØlgende betingelser er opfyldt: 

For hvert xEX er Gx symmetrisk, og den tilsvarende kvadratiske 

form positiv definit. 

Afbildningen G er af klasse COO
, hvormed der menes følgende: Hvis 

~ og 'll er cr- tangentvektorfelter på en åben mængde ucX, da er den 

ved G(f,'ll) (x) = G (e ,'ll ) definerede reelle fUnktion G(f,'ll) af x 1C x 

klasse COO på U. 

Ved en Riernann 'ak mangfoldighed forstås et par (X,G), beståen

de af en dif'f'erentiabel mangfoldighed X og en Riemann'sk metrik 

G på X. 

Det simpleste eksempel på en Riemann'sk mangfoldighed er tal

rummet Rn forsynet med den ~klidiske metrik, som med hensyn til 

de "oprindelige" koordinater (x1, ••• ,xn ) er defineret ved 

Gx(~ia/axi,'llja/axj) = f 1'll1+ ••• + fn'lln = fi'lli 

Opfatter man tangentvektorerne i Rn som geometriske vektoreI', er 

den Euklidiske metrik altså det sædvanlige skalarprodukt f·'ll~ 

Det generelle begreb er dannet ved generalisation herudfra, og man 

benytte·r de:rfon geometri ske talemåder i forbindelse med Riemann' ske 

mangf'oldigheder. F.eka. def'inerea længden af en tangentvektor 
1 

f E T X aom (G (f,f))2 (hvilket er mUligt, da G er posi~iv defi-x x x 

nit), og for ~,'ll E TxX omtales Gx(~''ll) hyppigt som akalarproduktet 

af ~ og 'll. (r denne sammenhæng &kaI dog bemærkes, at dette kun er 

def'ineret, hvis f og 'll er tangentvektorer i det samme punkt i X). 
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Lad (X,G) være en Riemann'sk mangroldighed og (xi , ••• ,xn) 

tilladte lokale koordinaler i X med domæne Uo Ved 

g .. (x) = G (a/axi ,a/ax j
) lJ x 

derine.res n 2 funktioner gi j på U o Ar bilinea teten rås, a t 

G (f,1')) = g .. (x)f i 1')j x lJ 

hvis f = fia/axi og 1') = 1') j a/ax j er tangentvektorer i et punkt 

xEU o Funktionerne g .. kaldes. derroI" koordina trunktionerne ror G 
lJ 

med hensyn til koordinaterne (xi ,o •• ,xn ). Idet a/axi , i = i, ••• ~n 

er C~-tangentvektorrelter på U ser man, at runktionerne gij er 

C=-runktioner på Uo Symmetrien ar bilinearrormerne Gx ' giver at 

der gælder g .. = g.. i U .Da de tilsvarende kvadFa tiske former er 
lJ Jl 

posi ti vt derini te, har vi ~ alt runktionen g = det f gi j 1 er posi ti v 

I ethvert punkt xEX kan bilinearrormen Gx oprattes som en 

lineær afbildning 

G : T X -+ T*X x x x 

idet vi ror fETxX definerer covektoren Gx(f): TxX~ R ved 

Gx(f) (T)) = Gx(f 91')) o Da Gx er s.ymmetnisk, derine.res. der den s.a.unme 

afbildning ved Gx (f)(1')) = Gx (1')sf) o Hvis ft:O har vi Gx(f ,f) > ° og 

dermed, at covektoren G (f) ikke er nulcovektoren. Den lineære ~-x 

bildning Gx har altså kernen fOl og er rølgelig injektiv. Idet der 

gælder dim T X = dim T*X rølger herar, Flt G er en isomorri mel-x x ' x 
lem TxX og * T X .. x 
I lokale koordinater rår '\'Vi 

og hermed 

G (f) = g .. (x) fidxj, x l J 

idet f = fia/axi. 
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får vi efter lidt regning, at 

Den simple formel (*) for koordinaterne til Df~ er altså ikk~ gyl

dig i vilkårlige krumliniede koordinater i ~n, hvilket naturligvis 

skyldes, at man ved definitionen af Df~ har benyttet den sammen~ 

ligning ær feltvektorer for feltet ~ i forskel1ige pUnkter, som 

udspringer af koordinaterne (xi , ••• ,xn ) (ae bemærkningen på side 

21 i § 8). Dette indebærer, at man ~ kan generalisere den ret

ningsafledede i Rn til vilkårlige differentiable mangfoldigheder 

blot. ved. at generaliserer formlen (*), idet den fremkomne vektor 

vil være afhængig af valget af lokale koordinater, og i selve be-

grebet differentiabel mangfoldighed ligger ingen fremhævelse af 

visse tilladte lokale koordinater frem for andre. 

Retningsdifferentiationen D af' vektorfelter i Rn har imidler-

tid en række egenskaber som sammenknytter den med den Euklidiske 

metrik i Rn • De vigtigste af disse anfØres nedenfor. Af hensyn til 

generalisationen i det følgende betegner vi i denne liste den 

Euklidiske metrik med G og for overskuelighedens skyld bruger vi 

en kortfattet form, hvor funktion betyder C~-funktion i Rn , de

fineret i en omegn af punktet x,vektor betyder tangentvektor til 

Rn 
i punktet x og felt betyder C~-tangentvektorfelt i Rn , define

ret i en omegn af punktet x. 

(o) Df~ = Df~ for vektor e, felter n og ~, hvis ~ og ~ stemmer 

overens i en omegn af x. 

(1 ) Daf+b~~ = aDe~ + bD~~ , 
hvor a,b er reelle tal, f ,~ vektorer og ~ et felt 

(2) D
e

( ~+~) = Df~ + De~ , 

hvor e er en vektor og ~,~ felter. 



Mat. 3, 1965-66 IV,9,6 

(3) D~(fYl) = ~(f)Ylx + f(x) D~YI' 

hvor f er en fUnktion, ~ en vektor og YI et felt. 

(4) Dc YI - D ~ 
Sx Ylx 

= 

hvor ~ og YI er felter 

= 

hvor ~ er en vektor og YI,~ felter. 

(o), (1) og (2) følger uden videre. af formlen (*). Angående 

(3) har vi: 

Angående (4): 

ifølge koordinatformlen § 8 side 36. 

Angående (5) 

Man bemærker, at denne sidste formel er produktreglen for differen-

tiation af et skalprodukt. 

Vi kan nu formulere og bevise følgende sætning (den Riemann'ske 

geometris hovedsætning): 

Givet en Riemann'sk mangfoldighed (X, Gl. Da findes til hvert lllink! 
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XEX en og k~ en operator ~, som til en tangentvektor f i punktet 

x og et Coo ... tangentvektorfelt D, defineret i en omegn af punktet x, 

lader svar~ en tangentvektor ~f~ i punktet x og som har de til 

(0l={5) svarende egenskaber (hvor vi erstatter D med ~ og lader G 

betegne den Riemann'ske metrik på X). 

Bevis: Først,entydigheden: Lad (x1 , ••• ,xn ) være tilladte lokale 

koordinater i X i en omegn af punktet x og lad ~ være en operator 

af den omtalte art. Vi kan da definere n3 reelle tal A~j ved fØI·

gende relation mellem tangentvektorer i punktet x: 

altså 

Idet 

og l,; 

k k 
Aij =- Ajie 

G(a/ax
j 
,a/axk ) = 

k = a/ax , at 

• 

o , 

gjk giver (5) med f 

a:igjk = gp~lj + gjpAlk 

(hvor symbolerne betegner funktionsværdier i punktet x). Idet 

får vi heraf: 
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hvilket giver 

idet vi (ligesom i fladeteorien) bruger betegnelsen 

Hermed er entydigheden bevist_ 

Dernæst eksistensen: Vi vælger tilladte lokale koordinater 

( in) . X . f nk t t d fi x , ___ ,x ~ ~ en omegn a pu e x og e nerer 

idet stØrrelserne ~ ~ er bestemt ud fra g .. = G(%xi , %x j
) 

~J ~J 

som ovenfor_ Det ses umiddelbart, at (~J, (1) og (g) er opfyld t o 

ru: Idet 

ser man ved indsættelse i definitionsligningen, at (3) er opfyldt. 

ru: Af de!'initionen på størrelserne ~~ aflæses, at 
~J 

(da der gælder g. . = g .. ). Herefter fØlger pås tanden 
~J J~ 

nen på ~f~ og koordinatformlen for [f,~]. 

121: Af definitionen på T:~ aflæses, at 
~J 

r:~ = G 
~J J~ 

af definitio-
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Denne ligning giver adderet til den samme med kredsforskudte in

dices (i,j,k) ~ (k,i,j), at 

a!igjk = grk ~j + grj r;~ · 
Heraf følger så (5): 

i -r j k i Ir j k = t: g k I· . T} t';:; + ~ g . "'rif} t';:; s r J.J rJ .n. 

Hermed er eksisten også bevist. 

Operatoren ~ kaldes den eovariante diffe~ntiation på (X,G). 

Fra beviset har vi koordinatformlen 

og specielt har vi altså bevist, at tangentvektoren på højre side 

i denne formel er den samme for ethvert, valg af tilladte lokale 

koordinater (x1 , ••• ,xn ). (Størrelserne li~ betegner naturligvis 

de til de pågældende lokale koordinater knyttede). Af formlen for 

Christoffelsymbolerne ~~ ses, at de er ~-funktioner indenfor de

mænet af de pågældende lokale koordinater. Heraf følger, at ~ 
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Feltet f er et er-felt" hvis koordinatfunktionerne fi(t) er C;

funktioner for ethvert valg af lokale koordinater af den ovennævn

te art. Ved ~ = ~i%xi, hvor ~i(x1 , ••• ,xn ) = fi(x1 ) defineres 

nemlig da et felt f med de ønskede egenskaber i en omegn af punk

tet q>( to). 

Hvi~ f er et C;-felt langs kurven K og ~ en lokal udvidelse 

af f til en omegn i X af et kurvepunkt q> (to) kan vi danne den '. '.' 

covariante afledede 

~e afledede er den samme for ethvert valg af udvidelse c. 
Betegner nemlig (x1 , ••• ,xn ) lokale koordinater i X i en omegn af 

punktet q>(t) (ikke nødvendigvis af den ovenfor betragtede speci-
o 

elle type), betyder relationen f t = ~ 'P ( t), at koordina tfunktioner-

ns for f t = fi(t)%xi og ~ = ~i%xi, opfylder 

i "'i 1 n 
f (t) = ~ (x (q>(t)), ••• ,x (q>(t))) 

for t i en omegn af to. Heraf fås 

9C= 
dt 

og hermed 

hvoraf påstanden følger. Denne afledede kaldes den covariante af-

ledede af feltet e lanES kurven K med hens~ til parameteren ~og 

den betegnes of/ot. 

Hvis f og n er d"'-tangentvektorfelter i X langs kurven K gæl-
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der der 

Betegner nemlig ~ og ~ lokale udvidelser a~ ~elterne f og n har ~i 

i~ølge de~initionen a~ hastighedsvektoren d~/dt (§ 8 s. 23) og 

egenskab (5) ved den covaI'iante di~~erentia·tion, at 

Hermed er vi rustet til at de~inere de grundlæggende begreber 

i kurve teorien. Længden 

( (~ 9æ.))t 
G<p(t) dt' dt 

af hastighedsvektoren d<p/dt kaldes ~artep på kurven K ved parame

teren t. Den er overalt positiv, da d~/dt aldrig er nulvektoren, 

og vi kan der~or indfØre naturlig parameter og dermed buelængde 

på K ved 

Hastighedsvektoren d~/ds med rensyn til en naturlig parameter på 

K bliver åbenbart en enhedsvektor. Den kaldes tangentvek}~ ~or 

kurven K og betegnes v1 (S). Skrives disse ting op svarende til 

lokale koordinater i X ~år man de samme ~ormler som i ~ladeteorien<. 

Kurvens krumning ~(s) kan nu defineres ved 

med en ~ortegnskonvention. Hvis dim X ~ 2 vælger vi (ligesom i 

rumkurveteorien) det positive ~ortegn, altså K(S) ~ 0, mens der i 
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tilfældet dimX~2 er mulighed for at regne krumningen med fortegn 

ligesom i den plane kurveteorie 

Dette $idste forudsætter dog at mangfoldigheden X er oriente-

~, og vi må derfor først definere, hvad vi vil forstå ved en 

orientering af en differentiabel mangfoldighed: 

Ved en orientering af en differentiabel mangfoldighed X fo~-

stås et system af orienteringer af samtlige tangentrum TxX, xEX 

med den egenskab, at der til ethvert punkt xoEX findes tilladte 

lokale koordinater (x1 , ••• ,xn ) i X i en omegn U af x , således at o 

basisvektorerne a/ax1 , ••• ,a/axm, taget i denne rækkefølge, induce-

rer den foreskrevne orientering af ethvert af tangentrummene 

Ved en ~enteret differentiabel mangfoldighed forstås en 

differentiabel mangfoldighed X med en orientering. Lokale koor-

dinater af den i definitionen af orientering omtaLe art siges at 

være i overensstemmelse med orienteringen p 

Man kan give eksempler på differentiable mangfoldigheder, SDm 

ikke kan orienteres - sådanne vil vi dog ikke betragte hero 

Vi kan nu behandle fortegnskonventionen for krumningen. Lad 

altså X være en (abstrakt) flade og lad der være givet en Riemann'sl 

metrik G og en orientering på X. For en kurve K i X med naturlig 

parameter s og tangentvektor v1(s) gælder, at v1 (s) og ov1 (s)/os 

står vinkelret på hinanden d.v.s.' G(v1 , ov1/os) ~ O. Idet v1 (s) 

er en enhedsvektor har vi nemlig G(v
1

,v1 ) ~ 1 og dermed 

Hvis ov1/os f O er v1 og ov1/os altså lineært uafhængige og vi kan 

derfor formulere fortegnskanventionen: Krumningen K(S) er positiv r 

hvis omlødsretningen fra v1 til ov1/os er den givne orientering af 



tangentrummet til X i kurvepunktet mens K(S) er negativ, hvis cen 

er modsat den givne orientering. 

Ved at sammenholde koordinatformlen ovenfor for den covarjant0 

afledede af et tangentvektorfelt, langs en kurve med formlen i § 7 

side 9 ser man, at den der betragtede covariante afledede er et 

special tilfælde af den her definerede. Videre ser man af' bemæ:L'k~ 

ningen § 7 side 9 nederst, at den geodætiske krumning aæ en flad:;-· 

kurve præcis er kurvena krumning på fladen i den ovenfor definere

de forstand. Med det ovenstående har vi altså opnået en bedre for "" 

8btåelse af disse begrebers indregeometriske natur, idet vi nu her' 

en de fini tion~ m,om kun benytter fladens strktur mom differentiabe:'. 

mangfoldighed og den ved realisationen i rummet inducerede 

Riemann'ske metrik d.v .. s. den metriske f'und@JIlentalformo Man aer" 

at vi generelt kan uddybe og klargØre den tidligere definition af 

en fladea indre geometri ved at bemærke, at den indre geometri af 

en flade (x,~) i rummet R3 er geometrien af den Riemaml' ske mang

foldighed (X,G), hvor G er den metriske fundamentalform af (X~p)o 

Den i § 7 indførte geodætiske ~arallelforskydnigg lader sig 

uden videre overfØre til vilkårlige Riemann'ske mangfoldigheder, 

idet vi har den covariante differentiation langs en lcurve SOIil OVC:J.<4 

for defineret. Som følge heraf får v.i også begrebet geodætisk_.kuf~~ 

generaliseret. I den følgende paragraf skal vi se, at de sidst :1. 

§ 7 anfØrte overvejelser om den Gauss'ske krumnings indre-geome

triske natur også tillader en sådan generalisation. 
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Lad (X,G) være en Riemann 1 sk mangfoldighed. En d"'-immersion 

~ : ]a,b[ ~ X er naturlig parameterfrem$tilling for en geodætisk 

kutNe når og kun når hastighedsvektoren dcp/dt er en enhedsvektor 

og danner et geodætisk parallelfelt langs kurven, altså når og 

kun når 

( 1 n) Betegner x , ••• ,x tilladte lokale koordinater i X og sætte~ 

xi(cp(t)) = cpi(t) har vi 

Er cp(t) naturlig parameterfremstilling for en geodætisk kurve, 

gælder der /lllltså 

k 1 , ••• ,n. 

Hær vi omvendt n d"'-funktioner cp1(t), ••• ,cpn(t), som tilfredsstil

ler ovenstående differentialligningssystem (hvor vi for hvert t 

tager værdien af fi~ i punktet med koordinatsættet cp1(t), ••• ,cpn(t)) 

og er disae funktioner ikke alle konstante, da udsiger differen

tialligningssystemet, at vektorfeltet 

~ = dpi- ..Q,.. 
dt dt ox~ 

1 n er et geodætisk parallelfelt langs den ved cp , ••• ,cp parameter-

fremstillede kurve. Heraf sluttes 

d (9::2. ~) (a L ~) dtGcp(t) dt'dt = 2 dt'ot dt = 0, 
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1. På en Riemann'sk mangfoldighed (X,G) defineres vinklen v = ~(f,n) 
mellem" to tangentvektorer f =1= ° og n =1= ° i et punkt JEX ved 

1 

Gx(f,n) = (Gx(f,f)Gx(n,n))2cos v. 

Vis, at den herved definerede vinkel er reel, altså Icos vi ~ 1. 

Vinklen v er entydigt bestemt herved, hvis man vælger ° ~ v ~ w. 

Vis, at hvis X er en orienteret flade (med metrik G) findes der 

en naturlig fortegnsregning" så vi kan tillægge v en entydig vær-

di med - 1T < V ~ w. 

Lad (X,G) og (~,n) være Riemann'ske mangfoldigheder. En 

Goo -immersion F : X -+ jt siges a.t være konform (eller vinkel tro) , 

hvis der for hvert punkt XEX og tangentvektorer f,n E TxX, f =1= 0, 

n =1= 0, gælder 

(hvor vinklerne bagge er valgt i intervallet [O,w[)o Vis, at F 

er konform når f'\g kun når der til hvert punkt xEX findes et reel t 

tal ~(x) > 0, således at der for hvilkesomhelst tangentvektorer 

(Vis fØrst, at der findes en basis f1, ••• ,fn for TxX, således 

a t G (f· ,f .) = å . . ). x ~ J ~J 

Størrelsen~(;) kaldes målestoksforholdet i punktet x for afbild-

ningen F. G- m~Gro 
/-~.=-1- *" - T 

Skriv betingelsen for, at F er konform, på koordinatform, svaren-

de til lokale koordinater i X og X 

Lad X være en flade med Riemann'sk metrik G og K =,(u,n,~) 

et tilladt kort i X med parametre (u1 ,u2
). Parametrene (u1 ,u

2
) 
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siges da at være konforme parametre i (X,G), hvis afbildningen 

q, :.f2 ~ U er konform, idet.f2 ~ R2 forsynes med den Euklidiske 

metrik i R2 • Vis, at (u1 ,u2 ) er konforme parametre når og kun 

når 

Lad (X,G) og (X,O) være flader med Riemann'ske metrikker, (u1 ,u
2

) 

konforme parametre på hele X og (v1 ,v2
) konforme parametre på he·· 

le X. Vis, at en ~-immesion F : X ~ ~ er konform, når og kun når 

den i parametrene er beskrevet ved, at w = v1 + i v2 er en holomorf 

funktion eller den komplekst konjugerede til en holomorf funktion 

.....+> 1. 2 
Gt.LZ=U +1.u. 

2. Ved 

= O 

bestemmes en Riemann'sk metrik G på R2
• Benyt resultatet fra op

gave 1 til en bestemmelse af samtlige bijektive C=-immersioner 

R2 ~ R2
, som er konforme med hensyn til G. Sammenlign med resul-

tatet fra Øvelse 4 i § 7 og beskriv herved samtlige bijektive og 

konforme afbildninger med et givet punkt som fixpunkt af~gle'
en 

flade på sig selv. 

3. (Fladeteorien i parameterfri formulering). Idet (u1 ,u2 ,u3) er 

krumliniede koordinater i en åben mængde U ~ R3 betegner X mæng-

3 1 2 den af punkter i U med u = O~~X er da en flade med (u ,u ) som 

parametre og indlejringen Xcu~r en immersion. Tangentvektorerne 

til X identi~icere& i det fØlgende med deres billeder i R3 ved 

indlejningen. Vektorer i R3 betegnes ~, ~ etc. for at få overens-
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stemmeIse med betegnelserne i § 4 og 5. Idet Q er en vektor i 

R3 i et punkt xEX, har vi en entydig opspaltning ~ = Tan(~)+Nor(~, 
hvor Tan(~) er tangentvektor til X i punktet x, mens Nor(a) står 

vinkelret på X i punktet x d.v.s. ~.b = O for enhver b E TxX. 

Vis, at hvis ~ og Q er COO-vektorfeltet på U, som er tan

gentielle langs X, altså hvor a ,b E TxX for hvert ~X, da er -x -x 
feltet [~,QJ også tangentielt langs X og dets restriktion til X 

identisk med Lie-produktet i X af ~ og ~'s restriktioner til X. 

Vis, at et vilkårligt C~-tangentvektorfelt ~ på X kan fås som 

restriktionen til X af et C~-vektorfelt ~ på U. Vis med disse be

tegnelser, at idet ~ E TxX er Tau (D~~) den covariante afledede 

Vb~ med hensyn til den metriske fundamentalform af X i R3 • (Gør 

dette ved at vise, at egenskaberne (O) - (5) er opfyldt). 

Lad nu N betegne et C~-vektorfelt i U, der har den egenskab, at 

for hvert xEX er N en enhedsnormalvektor til X i punktet x (så--x 
danne felter findes). Vis, at idet vi definerer en bilinearform 

L på TxX ved L(~,Q) = - ~ e Dbli gælder der Nor(Dbi) = L(~,~)N 

(idet vi bibeholder betegnelserne ovenfor). Vis, at L er en sym-

metrisk bilinearform. 

Vis, at for en kurve på X med naturlig parameter s og tangentvektor 

Y1(s), gælder der 

og bevis herved Meusnier's sætning påny. Skriv resultaterne ud på 

koordinatform svarende til parametrene (u1 ,u2) og sammenlign med 

formlerne i § 4 og 5. 

40 Idet X er en orienteret flade og G en Riemann'sk metrik på X kan vi 

i ethvert punkt xEX definere en lineær afbildning TxX~ TxX, der 

afbildwr f E TxX på dennes tværvektor 6, som for f f O er fast-
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lagt ved 

1. f ogf har samme længde 

2 0 f og f er ortogonale, altså Gx(f,f) ~ ° 
3. Omløbsretningen fra f til f er den ved orienteringen givne. 

( i, 2) Vis, at hvis parametrene u ,u er valgt i overensstemmelse med 

orienteringen, gælder der 

Ak i jk 
t: - E t:: g hvor E11 ~ E22 ~ 0, E12 = -E 21 =Vg. ~ - i j-!:' , 

Giv herved en geometrisk interpretation af formlen i'or Kg i § 7 

side Ø4. 

50 Vis, at hvis (X,G) er en Riemarul'sk mangfoldighed og xoEX et punkt 

af X, da findes tilladte lokale koordinater (x 1i ,.o.,xn ) i X i en 

omegn af punktet x o ' således at der gælder -rj! (xo ) = ° for 

i,j,k = 1 ,.",n. Sådanne koordinater siges at være geodætiske i 

punktet xo' (Start med lokale koordinater (ii , •• "in ), hvor 
. . i i j k 

il(xo ) = 0, og forsøg med et koordinatskift il = x + ajkx x , 

hvor konstanterne a~k vælges på passende måde). 

- ( 1 n) (",i ... n) Vis, at hvis de tilladte koordinater x , ••• ,x og x .,.,x 

begge er geodætiske i xo' da gælder der 

= ° 

for i,j,k = 1, ••• ,n i punktet xo. 

6~ Lad (X,G) være en flade med Riemann'sk metrik og cp : ]a,b[ ~ X 

en Coo-immersion. Vis, at der til ethvert toE]a,b[ findes para

metre (u1 ,u2 ) i X i en omegn ai' punktet cp(to )' som er geodætiske 

i ethvert punkt cp(t) for t i en omegn af to (sml. øvelse 5). 
o 

(Begynd med parametre v1 ,v2 , parallelforskyd 

tangentvektorerne %v1 og %v2 i Xo langs kurven, 
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fastlæg herved værdier fer u1 ,u2 , %u
1 

og %u
2 

i kurvepunkter

ne og forsØg en generalisation af parameterskiftet i § 5). 

Vis, at den ved sådanne parametre bestemte plane kurve 

er entydigt bestemt pånær en flytning i R2 
(sml. med den i § 7 

indførte afrulning af en fladekurve). Parametre (u
1

,u
2

) med den 

ovennævnte egenskab kaldes Fermi-koordinater langs kurven • 

• 
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~10. KrumniEgstensoren. Flader med konstant krumnins_ 

Idet f,n og ~ betegner ~-tangentvektorfelter på en åben 

mængde U~Rn og D retningadifferentiationen i Rn , gælder der 

I de "oprindelige" koordinater x1 ,e •• ,Xn har vi nemlig 

Denne relation udtrykkes ofte -ved, at to på hinanden ~ølgende 

retningsdifferentiationer i Rn er (i det væsentlige) ombyttelige. 
-1 -n Betegner nemlig x ,nee,X vilkårlige krumliniede koordinater i 

Rn får vip da [a/axi , a/ax j
] = 0, at der for et vilkårligt c~-tan

gentvektorfelt ~ i Rn gælder 

D-L D-i_ ~ = D o DL ~ • 

aii ai j -----r -i ai J ax 

Lad nu (X,G) være en Riemann'sk mangfoldighed og lad V beteg-

ne den til metrikken G hØrende covariante differentiation. Idet 

f,n og ~ betegner cr-tangentvektorfelter, definerede på en åben 

mængde U~X, defineres der ved 

et ~-tangentvektorfelt R(~;f,n) på U. Det følger let af defini

tionen og tidligere udledte egenskaber ved V og [,J, at R er 



R(~;f + e,~) = R(~;f,~) + R(~;e,~) 

R(~;f,~ + 8) = R(~;f,~) + R(~;f,e) 

R(~ + e;f,~) = R(~;f,~) + R(e;f,~), 

IV,1 0,2 

idet e også betegner et C=-tangentvektorrelt på U, og at R er 

antisymmetrisk i ~ og n: 

Mere overraskende er, at hvis r betegner en c;-runktion på U, 

gælder der 

Dette eftervises ved udregning, idet vi benytter de tidligere ud-

ledte identiteter 

[rf,~] = f[f,~] - ~(r)f , ~ff~ = ~f~ og 

~ff~ = ~f~ + f(f)~. 

Vi får: 

R(f~;f,~) = ~f~~(~) - ~~~f(~) - ~[f,~](r~) 
= ~f(f'\J~~ + ~(r)~) - ~~(~f~ + f(r)~) - ~[f,~]~ - [f,~](r)~ 

= f'\Jf~~~ + f(f)\7~~ + ~(rNf~ + f(~(r))~ - ~~~f~ 

- ~(r)~f~ - f(f)~~~ - ~(f(r))~ - f'\J[f,~]~ - [f,~](r)~ 

= f(~f~~~ - ~~~f~ - ~[f'~]~) + (f(~(f)) - ~(f(f))-[f,~](r))~ 

Videre: 
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R(~;ff,n) = VffVn~ - VnVff~ - V[ff~n]~ 

= f\JfVn~ - Vn(f\J~~) - Vf[f,n]~ + Vn(f)~ 

= fV~Vn~ - fVnV~~ - n(f)V~~ - f V[f,n]~ + n(f)V~~ 

= f(VfVn~ - VnV~~ - V[f,n]~) = fR(~;~,n)· 

Ved antisymmetrien R(~;n,~) = -R(~,f,n) fås endelig 

IV,1 0,3 

Det er ud fra definitionen klart, at R(';~,n) afhænger 12= 

~ af ~,n og~, d.v.s. feltvektoren R(~;~,n)x i et punkt x er 

fastlagt ved forlØbet af felterne f,n og ~ i en vilkårlig lille 

omegn af x, idet V og [,J har denne egenskab~ Den evenstående 

identitet har imidlertid (sammen med additiviteten) den Vigtige 

konsekvens, at R(~;~,n) - i modsætning til V og [,J - endda kun 

afhænger punktuelt af ~,n og~, altså at feltvektoren R(~;~,n)x 

er fastlagt alene ved fel tvektorerne fx'':)x eg ~x. Lad nemlig 

(x1, ••• ,xn ) være tilladte lokale koordinater i X i en omegn af 

punktet x. Ve.d gentagen anvendelse af' additiviteten og de oven-

stående identiteter får vi da: 

og hermed 

. . k 
Men talsættene flex), nJ(x) og ~ (x) er koordinaterne til felt-

vektorerne fx' nx og ~x' hvormed vi har det Ønskede. 
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Som følge heraf kan ~i til hvert punkt XEX knytte en afbild-

ning 

på følgende måde: Til givne tangentvektorer c~~ ,~ E T X vælges s o '/0 o X 

~-tangentvektorfelter f,'I'),~, defineret i en omegn af punktet x 

med f x '= f o ' 'l')x = '1')0 og ~x = ~o (dette er muligt~ man kan foeks. 

vælge f,'I') og ~ med konstante koordinatfunktioner med hensyn til 

valgte tilladte lokale koordinater), og man sætter 

Afbildningen Rx bliver åbenbart ~tilineær, d.v.so den er lineær 

i hver af de variable vektorer, når de øvrige fastholdes. 

De fundne resultater kan sammenfattes i 

Sætning: Givet en Riemann'sk mangfoldighed (X,G). Da findes d~ 

til hvert Eunkt x~en multilineær afbildning 

således a t f'ølgende gælder: Hvis f tU og S er (j -tangen tvektorf'e.1.:: 

ten, defin~rede på en åben m~ngde UcX gæld~r der 

hvor \l bete.sner den til G hØrende covariante differentiation.~_mer~. 

R(siCJU) betegner det ved 

bestemte tangentvektorf'el t Eå-ll.. 
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Afbildningen Rx kaldes kr~~ingstenaoren for den Riemannrske 

metrik G i punktet xE:X. 

Lad nu (xi" o •• IIxn) være tilladte lokale koordinater i X. Vi 

indfØrer da krumningatensorens foordinat~~nkt!gp~ Riij ved fØl

gende relation mellem tangentvektorfelter 

Disse funktioner :fastlægger krumningstensoren inden for koordinair. 

ternes domænes tdet man af mult.ilineariteten får 

For at bestemme funktionerne Ri i j benytter v;i den tidligere udled'

te koordinatformel for den covariante differentiation og får, idet 

[%x
i

, %x
j

] = ° 

= 'V o (Ij~ o r) - 'V o 
oxl oX ~xj 

altså 

p = -~~ j-P _ ~2~ r- p + r r rP _ rr rP 
Rki j i I jlc j ik I jk I ir I ik I j r " OX ox 

Man bemærker, at der gælder RIP •. '.0 R
k
P •. i overensstemmelse med 

{Jl J.J 

at R(~;f,n) er antisymmetrisk i f og n° 
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Idet der gælder [%x~, %x j
] = O kan vi udtrykke krumnings

tensorens hovedegenskab på koordinatrorm ved, at hvis ~ = ~k%xk 
er et cf"-tangentvektorrelt, gælder der 

Denne relation bruges hyppigt i litteraturen som udgangspunkt ved 

indrørelsen ar krumningstensoren. 

Krumningstensoren har den egenskab, at ~ og R(~;f,n) er 

ortogonale, altså der gælder 

ror hvilkesomhels t tangentvektorer e ,n ,~ETxX. Lad nemlig f ,n og ~ 

være COO-tangentvektorrelter i en omegn ar punktet x (der i x har 

de givne tangentvektorer som feltvektorer). Af rormlen 

rår vi da 

hvormed påstanden er bevist. 
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Denne egenskab ved krumningstensoren udnyttes bekvemmest ved at 

betragte den ved 

definerede afbildning 

R :TXxTXxTXxTX~R o x x x x x 

Denne afbildning kaldes også krumningstensoren, eller den Riemann

Christoffel'ske krumningstensor (for at skelne den fra den fØrst 

definerede krumningstensor - iøvrigt adskiller de sig tydeligt ved 

antallet af variable o Navnet hæftes også hyppigt i stedet på den 

fØrst indførte) n Den er en illultilineær afbildning, idet G er 
x 

bil:i.neær og Rx ( E,) multilineæru Den ovenfor udledte formel betyder:, 

at Rx(~,~;f,~) = O. Heraf fås for f,~,~,e E TxX under brug af mul

tilineariteten 

° = Rx(~+e,~+e;f,~) = Rx(~,e;f~D) + Rx(e,~;f,~) + Rx(~,~;f'D) 

+ Rx(e,e;f,~) 

altså 

Man ser endvidere at antikommuta1tj.vi teten i f og D er bevaret, så 

der gælder 

De to krumningstensorer ha!.' andre (anti-) symmetriegenskaberj dem 
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har vi dog henvist til en opgave, da vi ikke får brug for dem i 

det følgende!.' 

Lad nu (xi , ••• ,xn ) være tilladte lokale koordinater i X9 Vj. 

definerer da n4 funktioner Rmkij ved 

Af multilineariteten får v,i 

så disse koordinatfunktioner fastlægger Riemann-Christoffel tenso-

ren indenfor koordinaternes domæne. Af definitionen får vi 

_- G «() () )RI1' --
(}Xm' ;xP kij 

Antikommutativitetsrelationerne giver sig på koordinatform udtryk 

ved 

Lad os nu betragte en ~lade X med en Riemann'sk metrik G. Med 

hensyn til parametre (u1 ,u2) i X har vi da 

De øvrige 12 stØrrelser Rk .. er 0, fordi de enten har i = j eller 
mJ.J 

k = m. Heraf fås 

R(e,z,:;f,71) = R1212(e1z,:2c;1n2 - e 1z,:2f 2n1 + e 2z,:1f 2n1 - e 2z,:1f 1n 2) 

= R1212(91z,:2 - e 2z,:1)(f1 n 2 - f2n1). 
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Kmmmingstensoren er altså fastlagt ved den ene stØrrelse R1212 " 

Nu er denne imidlertid afhængig af valget af parametrene, men vi 

kan finde en geometrisk invariant, som beskriver krumningstensoI'en, 

idet der gælder 

Sætning: Givet en flade X med Riemann'sk ~etrik G~_DaJ[!~~s til 

hvert @:rk1t.; XEX et og kun et re~ t. tal K(~)L~lede.§~r2E 

vilkårlige tang~ntvektorer e ,Il E TxX gæld2,E 

hvor Rx betegner Riemann~Christoffel tensoren ~Ekt~_~_f2E=m~~ 

Eikken G. 

Bevis: Lad (u1 ,u2) være parametre i X i en omegn af pu~~tet x. For 

Her kan vi bel'1ællke., at Aijpq = gipgjq - gijgpq = O når i = q eller 

j = p. De 4 resterende koefficienter kan udtrykkes på simpel måde, 

2 
idet vi benytter determinanten g = g11 g22 - (g12) : 

Heraf fås 
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Fra før har vi 

Idet g f O har vi hermed påstanden, idet tex) = R1212 (x)/g(x). 

Af K(x) ar entydigt bestemt ved sætningens formel ~ølger af, at 

Qer findes tangentvektorer f,n, sålede~ at 

ifØlge. det ovenstående behøver vi nemlig blot (med hensyn til pa

rametre (u1 ,u2 )) vælge (f1i,f2) = (1,0) og (T)1.,T)2) = ("',1). 

Hermed er sætningen bevist. 

Hvis f ,T) E TxX er på hinanden vinkelrette enhedsvektorer, al tså 

Gx(f,T)) = O, Gx(f~f) = Gx(TJ,T)) = 1, har vi 

og hermed 

(Angående stØrrelsen Gx(f,f)Gx(T),T)) - (Gx (f,T)))2 kan ~i bemærke, 

at den har en ge.ometrisk betydning. IndfØres nemlig vinklen v 

mellem f og T) ved den natur.lige definition 

(skalarproduktet er produktet af længderne og cos v), får vi 
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o 2 
s~n v, 

og størrelsen kan altså ~ortolke& som kvadratet på arealet wæ det 

tæf f og 1) udspændte parallelogram). 

stØrrelsen K(x) kaldes kruillDingen ar metrikken G i punktet xEX. 

Den fastlægger på simpel måde krumningstensorens koordinatfunk-

4>.'; d h t;l t (1 2) f woner me ensyn.... pararne re u, u : A 

qmR g mld j 
= gqmg RP = 

mp kij 

og 

og da de Øvrige Rmkij er O, får vi~ idet vi rra formlen ror invers 

matrix har 

g22ig 

at 

21 g 

mens de Øvrige koerficienter er O på grund ar antisymmetrienn 

(En så stærk rorsimpling af krumningstensoren er ikke mulig ror 

Riernann I ske, mangfoldigheder af dimension større end 2) l) 

For en rlade i rummet (X~p) med parametre (u1 ,u2 ) har vi i 

§ 7 side 20 indført. stØrrelser RPko . ved en koordinatformel .. Hvis, 
~J 
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vi sammenligner denne formel med den ovenstående formel for krum-

ningstensorens koordinatfunktion ser vi~ at disse stØrrelser netop 

er koordinatfunktionerne for krumningstensoren af den m~triske fun-

damentalform G $f fladen (X,P)oVi har altså i denne paragraf op-

bygget et geometrisk indhold bag disse størrelser. Betragter man 

videre formlen § 7 side 21 for fladens Gauss'ake krumning og sam-

menholder denne med 

ser man, at krumningen af den metriske fundamentalform G (som oven

for defineret) er liS den Gauss'ske krumning af fladen (X,P) d.v.s~ 

produktet af hovedkrumningerne. 

I det følgende vil vi studere eksempler på flader X med Rie

mann'sk metrik G med den egenskab, at der_ til vilkårlige punkte! 

xi ,x2 E: X findes en isometrisk afbildning F:X -+ X med F(X1 ) = x2 • 

Ifølge det foregående er en nødvendig betingelse, at krumningen K 

af metrikken G er konstant, og flader af den ovennævnte art må 

altså søges blandt fladerne med konstant, krumning. For hvert r > O 

er en ku~leflade i R3 med radius r en flade med konstant krumning 

K = 1/r
2 

(idet den forsynes med den fra rummets Euklidiske metrik 
2 

inducerede Riemann'sk metrik), og planen R med den Euklidiske me-

trik er en flade med K = O. Alle disse flader har som bekendt den 

ovennævnte egenskab, idet isometrierne af kugleflade el' drejninger 

om diametre og spejlinger i diamentralplaner, mens planens isometri-

er er parallelforskydninger, drejninger, spejlinger i linier og gli

despejlinger (liniespejling efterfulgt af en parallelforskydning i 

spejlingsaksens retning). Endvidere ved vi også hvor mange isome-
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trier di2se flader tillader.? 1det, det for hver af d.em gælde!:"':, 

,1;bL.....i? gi vne tri 121 ~r_ (x, e '1 !' e 2) 2[ ( ;&, e'l ~ O2 ) E vo--,,-'t-.?L.2J;LL~1'_J2:2:E;l~~~ f!-> 

e1 $ e 2 e t -2.F,.}ono Ep,al ~E~:'" af taJ}Ii~n tvek ts> re r i lL.2EL e", ,8 f") .Qj~~ .. c~L.jl;,-' 
... I.t,.;.. 

I",,, 

n2I:m~l t ~~r.§.f t~QE§..l}~~2re,r i x .l-flE2-e8)_~E_?.1Lk~~L~~;'~.-:t?~~j::f'j 
F : X ~ X med 

For en ordens: skyld anfØrer vi et o6,:v1G ~ 

punkterne x og x - i kugleoverfladetilfældet J. mi rltno:r:'m2JplalleI:. 

for punkterne x og x.~ Bom er en diameIltra1L>læl~ v).l fy.',re IJlJ.l1Ji:::et 

x over i Xc> Vektorerne kan derefter bringes :på plads ved. hj<::~l:,! t-' --=~ 
C.~'_ 

en eller to spe jlinger j. ~_inier l> henholdsvis dio.mentl·alp'lal.'.e:c;~ ge:1-' 

neI'l punl{tet:Ko Hvis vektorparret (e.1]8
2

) og lyLllec1et (e.;;,82) a:':' 

vektorparret (e1 r e 2
) ved den aJ.le:>:ede udførte spe jl~Lng :i.l1d~lC8rer 

mOGsa tte omlØbsretninger 9 kan vi oImå dette ved. at 6:98 jle i y" ~'.kel·-

halver .ingslinten for e1 og e1 (som da også er vink61halyeI":L1g~?liniE~ 

for e
2 

og e~) - i kugleoverfladetilfælde t j, diamentralplancm CGlme:n 

denn.e l:i.nie" Gi vel' de to yekto:r':gar samme omlgjbsret::'1.ing g i'0Y03t::1.,'.·'},:-;r 

'd en spe jling i en linie, henholdsvis diamentralpla:'l) gG~cn:.-:;L1 ~:-: ,) 

hvorefter den afsluttende spejling kan ~oretageso 

a:fbilder en trj.pel (x~e~ ~(2) på s:Lg sel'v'., er den identJ.sl'J; a:E'-I):;Jd.., 

ning ~ Vi kan he:;." bemærke:> a t da e
1 

~ e 2 er en baGi s i'or tan.ge::rGl"E'I>' 

C:S" .. , den idC'l tJ··· 
.x. 

ske afbildning ai' tangentru:nmet i pu:ll{tet x (da d.en er l:'..neæ:~·)" 

Videre vll F ~ da den er isometriSk, at'bllde e11 geodæ'~~; .-:i~i: ]~'J..: .. ",""J :r.:h 

en geodætisl{ ku:C've med 'bevarelse af' buel.æ:ogde::.:;.~ og i et'h:;,-e:et ]Jl1'.llct. 

af en sådan vil dlfi'erent:Lalet dF' afbl1de kur ',e:0.Fi t:lnge:ntvel'":to:C' kEt 
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billedkurvens tangentvektor i billedpunktet. Heraf følger, at en

hver geodætisk kurve,som går gennem punktet x, vil afbildes på sig 

selv punkt for punkt og hermed, at F er identiteten, idet der både 

for plan og kugleflade gælder, at ethvert fladepunkt kan forbindes 

med punktet x med en geodætisk kurve~ 

Vi noterer os, at vi samtidig har fået bevist, at enhver iso-

metri af den Euklidiske plan kan fås som en sammensætning af to 

eller tre spejlinger i rette linier og at enhver isometri af en 

kugleoverflade kan fås, som sammensætning af to eller tre spejlin-

ger i diamentralplaner. 

Vi har tidligere (§ 4 øv. 6, § 5 øv. 6) set et ekaempel på 

en flade med konstant negativ krumning, nemlig pseudosfæren. Den

ne flade er (trods sit navn) ikke så rig på isometriske afbildnin-

ger som de ovennavnte flader. Hvis man imidlertid giver afkald på 

at ville have fladen realiseret i rummet, er det muligt at kon-

struere en flade med negativ krumning, som tillader et lige så om

fattende system af isometrier som planen og kuglefladerne. Som un-

derliggende differentiabel mangroldighed for en sådan flade vil vi 

benytte et stykke af R2 med parametre (u1 ,u2). Vi forsøger med en 

metrik 

1 2 2 
g11 = g22 = 1/(f(u ,u )) , g12 = g21 = O, 

hvor funktionen f(u 1 ,u2-) så må fastlægges, sålede's at krumningen 

K bliver en negativ konstant -1/r2, hvor r > O. 

Id t 11 22 .p2 1.2 21 O· t· dl· dl dt e g = g = ~ ,g = g = glver 1 1gere u e e 

formler, at 
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= -f1~ = 

og hermed 

1 af .2 
=: :r au 1 ' 1 11 = -f1~ =: 

1 af 
=: f ou2 

R2
121 

=: L r: 2 o ,2 Ir r 2 rr r: 2 
ou2 11 - ou1 121 + '11 12r - 121i ir 

1 o2f o2f 1 ( af ) 2 (..9.t;)2). - - ( + ) - _.( - + 
- f (ou1)2 (ou2)2 f2 AU 1 au 

Idet 2 Kg
11 K/f2 får vi heraf R

121 
=: =: 

Iv,1 0,15 

Der findes naturligvis mange (også komplicerede) funktioner f, 

for hvilke K = -1/r 2
a Ved indsættelse vil man imidlertid se, at 

der blandt lØsningerne findes polynomier i u 1, og u 2 • De simpleste 

heriblandt er 

f( 1 2) 1 f3 2 d 2 2 __ 1/r2 
u ,u = a u + u me a + f3 

og 

Vi benytter den sidstnævnte og har altså hermed en Riemann'sk me-

trik G på enhedscirklen 

givet ved 

=: 1/f2 
g11 =: g22 ' 



Mat. 3,1965-66 

hvor 

1 1 2 2 2) f' = 2r (1 - (u) - (u) , 

2 
som har konstant krumning K = -1/r • 

IV,1 0,16 

( 1( 1 2· En Coo-afbildning F : E ~ E, givet ved et funktions:par v u jiu .1, 

v2 (u1,u2)), er en isometri af (E,G) når og kun når der for hvert 

xEF og hvert index:par j,k gælder 

GF(x) (dF (~), dF ( ak)) 
x au J x au 

eller :på koordinatform 

( i( 1 2) 2( 1 2)) ayll(u
i

,2u
2

) av<l(u1gU2L _ g (ui u 2 ) 
g v u, u , v u, u J' k - 'k ' • 

:p <l au au J 

Heraf' ser vi, at den ved (u1 ,u2) ~ (u i ,_u2) givne af'bildning er 

en isometri af' (E,G). Ved denne afbildning afbildes den ved 

1 u = t 
2 

u = o 
-1 < t<1 

f'remstillede kurve :på sig selv :punkt f'or :punkt, og idet af'bild-

ningen er en isometri, vil dens diff'erential f'ølgelig af'bilde 

kurvens tangentvektop v i (s) og dennes af'ledede ov
i

(s)/os:på sig 

selv. Nu er v
i

(s) :pro:portional med a/au i og ov
i
(s)/os derf'or :pro

:portional med a/au
2

, idet a/au1 og a/au
2 

er ortogonale (da g12=O). 

Afbildningens diff'erential afbilder i kurve:punkterne a/au2 :på 

-a/au
2

, og der gælder følgelig ov i (s)/os = O d.v.sft ~~ er en 

~eodætisk kurve. Kurvens buelængde s ud f'ra t = O bestemmes ved 

(dS)2 
dt 

'k 2 
( )du J du 4r 

= g jk t, O crt d t = ( ... 2) 2 
i-t 
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altså 

1 +t = r In i-t • 

Hera~ ses, at kurven strækker sig uendelig langt i begge retninger 

idet der gælder s ~ 00 ~or t ~ 1 og s ~~- 00 f'or t ~ -1 e 

Ved de videre undersøgelser er det hensigtsmæssigt at benytte 

regning med komplekse tal, idet vi samler parametrene (u1 ,u
2

) til 

k l k t i" 2 E -P'1.-. "Id" F E E bl" en omp e s pararne er z = u + lU. n aL ul nlng : ~ 1-

ver herved beskrevet ved en kompleks ~unktion w = F(z) a~ den 

komplekse parameter z. Afbildningen oven~or er i denne ~ormule

ring w = z .. Metrikken udtrykkes på enkel måde ved den komplekse 

parameter z: 

= O. 

Fra f'unktionsteorien vides, at de homeogra~iske trans~ormationer 

i9 z + a w = e 
aZ+1 

, 

hvor 9 er et reelt tal og a et komplekst tal med lal < 1, er bi

jektive a~ildninger af' E på sig selv. Vi vil lige e~tervise dette 

påny, da vi i det følgende for brug for det resultat, som frem-

kommer ved udregningen. Et lille regnestykke giver 

2 2 
1 - Iwl 2 = (1-I~1 )(1-kzl :l , 

I az + 11 

hvora~ vi slutter, at peri~erien (zr !zl = 11 afbildes i sig selv. 

Idet O E E afbildes på a E E slutter vi af kontinuiteten, at E 

afbildes i sig selv. A~bildningen er bijektiv, idet den inVierse 
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afbildning er 

-i9 w+ b 
z = e 

bw+1 
, 

i9 hvor b = -ae • Disse afbildnigger er isometrier af (ELGl. Ved 

beviset herfor kan vi med fordel benytte den komplekse regning. 

Idet w = v1 + iv2 , døV.Et" (v1 ,v2) er parametrene for billedpunk-

tet, får vi ved kompleks differentiation 

1 2 2 d 11 - 2 dw ~+ "aV dV " v i9 1 - I al = 1- = 2"" 2 2 = e 
dU

1 (az+1 ) 2 
, 

dz dU dU dU 

hvilket giver 

Vi skal eftervise, at 

dyP dVCl 
gpn(W) ~ k = gJ"k(Z) e 

';1. dU J dU 

Dette følger af de ovenstående formler, idet vi har 

g11(w) = 

Idet w = z også er en isometri har vi hermed, at (E,G) tillader 

fØlgende isometrier 
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e ie z +. a w = 
az+ 1 

e reel, aE: E 

-ie z + a w = e 
az+ 1 

De øverste bevarer orienteringen i E, mens de nederate vender 

orienteringen. 

Idet (e~,e;) betegner et ortonormalt par af tangentvektorer i 

punktet O findes der til hver tripel (x,e1 ,e2 ) ~ hvor x E: E og 

e1 ,e2 er et ortonormalt par af tangentvektorer i puructet X 9 en 

o ) o isometri F : E ~ E med F(x) = O, dFx (e1 ) = e1 og dFx(ez = 8 2 n 

En passende isometri af den ovennævnte art (a = -x) ,dl nemlig 

afbilde x på O. Derefter kan vektorerne bringes på plads ved hjælp 

af en drejning w = eiez eller spejlingen w = z efterfulgt af en 

drejning. 

Heraf følger, at til to givne tripler (x,e1 ,e2 ) ~~ (x,e1 :82 ), ~ 

~ og x er punkter i E, e 1 , e 2 e~ ortonormalt par af taE~yt~~~o

E.§r i x og 8 1 ,e2 et ortonormal t par af tag~e,.!!j;~~tore~_L~~-flpdes 

en isometri F : E ~ E med 

Vi kan ved de,t samme ræsonnement som tidligere vise 9 ~i~2~r,.Js}!.!}. 

findes een sådan isometri. Hertil skal bevises, at hvilkesomhelst 
"-_~,,,,-...-,"",,_~~-ee.-= "'=~ ==--~='::::zor' 

.t2 punkter i E kan forbindes med en geodætis.!L.ku:r:..~: VJ 'bemærker!1 
1 2 at da kurven u = t, u = O er d t o k d o. i8 geo æ ~s og reJn~ngerne"IN = e z 

isometrier, er enhver kurve u 1 2 = ex t, u = f3t, ex og f3 reelle med 

(ex,~) ~ (0,0), geodætisk. Ethvert punkt i E kan altså forbindes 

med O med en geodætisk kurve. Heraf følger påstanden ved anvendel'-

se af en passende isometrie 
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(Vi har hermed bevist~ at enhver isometri af (E,G) er en sammen

sætning af de ovenfor anfØrte. Man kan bevise (se øv.·1) at en 

sammensætning af to af disse igen er af samme typee De ovenfor 

~nfØrte er altså s~mtlige isom~trier af-lE,G)). 

En homeografisk transformation er cirkeltro, hvormed der, 
en cirkel eller ret linie på 

menes, at den afbilderven cirkel eller ret linie. Indføres nem-o 

lig ~et komplekse dobbeltfoEhol~ af fire forskellige punkter 

z1, ' z2:,z3' z4 i den komIJlekse IJlan ved 

viser en udregning, at en homeografisk transformation er ~-

beltforholdst~, altså dobbeltforholdet for fire vilkårlige 

punkter er lig dobbeltforholdet for gilledpunkterne. Heraf fØI-

ger cirkeltroskaben, idet fire forskellige IJunkter z1,z2~z3,z4 

i den komIJlekse plan ligger på en cirkel eller en ret linie når 

og kun når dobbeltforholdet df(z1 ,z2,z3,z4) er reelt. 

Idet en homeografisk transformation er konform (vinkel tro) 

følger heraf, at transformationen 

w = e i9 2-~ 
1 - az 

vil afbilde en cirkel gennem a, som skærer E under rette vink ~ " 
J. 

ler - en såkaldt 2E}Og~lcirkel til E, i en diameter i E~ 

Denne sidste er imidlertid, som tidligere vist, en geodætisk kur-

ve for (E,G). ~~rene.og o~togonalcir~!~~e i E er altså 

geod~tisk~~er for (E9G).~~ __ ~mtlige geodæti§ke kurv~l:~ 

idet vi til ethvert punkt aE:E med tangentretning e kan finde en 

kurve af den omtalte art~ nemlig billedet af en passende diameter 
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ved transformationen 

z+ a 
w = 

az+1 

Der er ingen af ortogonalcirklerne, som går gennem O, hvoraf 

fØlger at et vilkårligt punkt aEE, a t O kan forbindes med O 

med en og kun een geodætisk kurve. Ved en isometri fås heraf, 

at der gennem hvilkesQmhelst to forskellige~unkter i E~år en 

og kun een geodætisk kury~. 

Vi har hermed set, at den Riemann'ske mangfoldighed (E 17 G)

beBidder de fælles egenskaber ved den Euklidiske plan og kugle-

fladerne, som vi her særlig har interesseret os fore Den sidst 

beviste påstand viser, at analogien :nellem planen og (E,G) ræk·~ 

ker videre en Ænalogien med kuglefladerne, der jo som bekendt 

ikke har den ovennævnte egenskab. Dette ~ænomen har spillet en 

stor rolle i matematikkens historie. IndfØrer man nemlig en geo

metrisk terminologi, idet de geodætiske kurver i (E,G) kaldes 

linier og indfører man afstands- og vinkelmål i (E,G) ved at 

måle afstanden mellem punkter som længden af den mellemliggende 

geodætiske bue og vinkler på den naturlige måde ved hjælp af ... 
metrikken G, fås en geometri, den såkaldte ~kke-Euk!!diske geo-

metri, hvori en lang række af den Euklidiske geometris, sætninger 

gælder. Denne analogi er særlig fremtrædende, hvis man betragter 

Euklids aksiomatiske opbygning af geometrien (s@m i moderne og 
I 

fUldstændig formulering findes i Hilberts Grundlagen der Geome-

trie). Samtlige aksiomer er sætninger, der ~,gså gælder i den 

ikke~Euklidske geometri, pånær parallelaksiomet: Er der givet en 

linie l og et punkt P, som ikke ligger på l, da findes hØjst een 

linie gennem P, som ikke skærer l. Der er i tidens lØb gjort man-
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ge forgæves forsØg på at bevise)) at parallelaksiomet skulle væ-

re en konsekvens af Euklids øvrige aksiomer; med kons truktione'1. 

af den ikke-Eulclidiske geometri (i begyndelsen af forrige århu'l'-

drede) blev dette mfuget diskuterede spørgsmål afklaret. 

Det er naturligt at spørge, hvorfor vi ikke har konstruerEt 

den Riemann'ske mangfoldighed (E,G) som en flade i rummet ~3n 
Dette har en meget naturlig grund, idet der ifølge en sætning 

af Hilbert ikke findes nogen CDO'-immersion E -) :R3 ~ som er isome-

trisk med hensyn til metrikken G på E og den EUklidiske metrik 

. ~3 
J. J:'( o 
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~velser til § 10. 

1., Vis~ at krumningstensorerne for en Riemann' sk mangfoldighed op" 

fylder identi teterne: 

Opskriv da hertil svarende relationer for koordinatfunktionerne 

RP
k 

. . og R k' . med hensyn til tillad te lokale koordinater o lJ m lJ 

2" Denne øvelse er en diJ:,ekte fortsættelse af' Øvelse 3 i § 9 (se 

denne) o 

Idet R betegner i(rumningstensorerne for den metriske funda-

mentalform af fladen X og ~~ Q? ~, Q tangentvektorer til X i et 

punkt xEX skal man vise, at 

og 

(Betragt tangentielle fel ter §..rp.,9~ og benyt, at R3 har krumnings-o 

tensor iden ti sl( O) o Bevis Gauss' Tcorema egregium (§ 7" s., 20) 

ved indsættelse af hovedretningsvektorerne i den sidste af lig-

ningerne. 

3. I en flade X med Riemann'sk metrik G er givet parametre (u1 ,u
2

), 

således at der gælder 

hvor f er en positiv funktion. 

l' 2 2 = (f( u ,u )) 1 
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Bestem stØrrelserne gi
j

, ~~, r.j~, r-1~ og R;21 og vis herved, 

at krumningen er 

Et eksempel på parametre af denne art er de sædvanlige parametre 

på en omdre jningsf'lade (se § 4 side 116-18). 

4. Givet er en flade X med Riemann'sk metrik G, et punkt Xo€X og et 

ortonormal t par (f i, ,f 2) af tangentvektorer til X i xo • Man kan 

da bevise, at følgende konstruktion fører til parametre (u1 ,u
2

) 

i en omegn af punktet xo(såkaldte normalkoordinater): 

For et vilkårligt reelt talpar (a1 ,a2 ) med (a1 )2 + (a2
)2 = 1 

betragtes den geodætiske kurve ((J(s) med naturlig parameter s, for 

hvilken 

dp(O) = 
ds 

i 
a t" i 

og parametrene defineres ved, at man til talsættet (u1,u2) = 
1 2 (sa ,sa ) knytter punktet ~(s)~X. 

Vis, at idet G og s betegner reelle variable og 

gælder der 

1 2 i j 
gij(sa ,sa )a b = O. 

og benyt parametrenes egenskaber). 

Vi indfører nu nye parametre (li1 ,li2) (såkaldte geodætiske 

I-
I 
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1 1 1 22 2 1212 u = a + b t, u = a + b t, hvor a ,a ,b,b er reelle kon-

stanter med (bi ,b2 ) :/= (0,0), er geodætisk. Vis, a,t (u1 ,u
2

) er 

geodætiske når og kun når 

*Vis, at en nødvendig betingelse for eksistensen af geodætiske 

parametre er, at krumningen K er konstant. 

~3 ( 1)2 (x2 )2 + (x3)2 I rt betragtes kuglefladen med ligning x + 
2 = r 

(r > O). L~niestykket, som forbinder punkterne (O,O~O) og 

(u 1 ,u2,r) skærer kugleoverfladen i et punkt. Herved fås parametre 

1 2 på en halvkugleflade med hele u -u -planen som parametermængde. 

Vis ved et geometrisk ræsonnement, at de er geodætiske. 

og punktet (O,O~-1) lægges en ret linie. Denne linie skærer kug

lefladen med centrum (0,0,0) og radius 1 i et punkt 

1 2 3 ( (v ,Y ,v ):/= 0,0,-1). Vis-ved et geometrisk ræsonnement, at 

( 1 2 1 2 3 1 )2 2 2 v ,v ) er geodætisk parametre for E = r(u ,u ,O)ER I (u +(u) <11 
forsynet med den i teksten omtalte Riemann'ske metrik. 

6. Ifølge side 15 har metrikken 

= ° 
o (1 2) ~2 2 1 pa halvplanen ~ u ,u E rt I u > 01 konstant krumning K = - ~. 

1 ~ 2 Vis, at idet vi indfØrer en kompleks parameter z ved z = u + lU , 

er alle afbildningerne 

w = 

isometrier. 

az + b 

cz + d 
a,b,c,d reelle, ad - bc > ° 
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Bestem de geodætiske kurver. Angiven isometrisk afbildning af 

halvplanen med denne metrik på enhedscirklen E med den i teksten 

indfØrte metrik. 

7. Til en 2 x 2 matrix ~ med komplekse elementer og det A f O kan 

man knytte den homegr$fiske transformation 

F(A) w = 
a11 z + a12 
a 21 z + a22 

, hvor A 

Vis, at F(~) = F(~) når og kun når matricerne A og B er propor

tionale: ~ = c~ , c E C \ f O J • 

Vis, at F(~ ~) = F(~) o F(~). 

V~s, at de på side 17 anfØrte homeografiske transformationer 

netop svarer til matricer af formen 

[ ~c ~c J 
bc ac 

hvor a,b og c er komplekse tal med lal> Ibi og c =1= O. Vis her-

ved den på side 20 :fremsatte påstand, at disse transformationer 

udgØr en gruppe. 

I de fØlgende øvelser undersøges den ikke-euklidiske plan (E~G). 

Punkterne på periferien E \ E kaldes uegentlige punkter eller 

grænsepunkter. En geodætisk kurve i E, altså en diameter eller 

ortogonalcirkelbue, kaldes en "linie", og dennes skæringspunk

ter med periferien E \ E kaldes "liniens" grænsepunkter. Som 

nævnt i teksten på side 21 måles afstande og vinkler i E ved 

hjælp af metrikken G. Idet G er en konform metrik (smlo § 9 øv.1) 

er vinklerne de sædvanlige vinkler i E c t?2. 
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8. Vis følgende: 

Vinklen v mellem to hinanden skærende "linier" li og 1 2 , som 

har grænsepunkterne u1~ Vi henh. u 2 , v2 ' er bestemt ved 

(Vis fØrst formlen i tilfældet, u1 = -is vi 

e iv,) 
v'L = 

Idet z og z' er punkter på "linien" med grænsepunkter u og v 

gælder der 

dist(z,z') = -r ln df(u,v,z,z') 

(Vis fØrst formlen i tilfældet u = -1~ v = 1, z = 0, z' = t, 

t reel under benyttelse af resultatet på side 17). 

Formlen for vinklen indeholder et valg blandt de to mulige vink-

ler og formlen for afstanden giver en fortegnsregning. Gør rede 

for det geometriske indhold heri. 

9. For en 2 x 2 matrix A med komplekse elementer og det A + ° 
betragtes tallet 

t;Il-(~ 2 ) 

= ~ d~t(~J 

(hvor tr betegner sporet, altså summen af diagonalelementerne i 

den pågældende matrix). 

Vis, at 

og at h(~) = h(~), hvis ~ og ~ er proportionale. 

Som følge af sidstnævnte egenskab kam man til en homeogra-
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fisk transformation knytte tallet 

Vis, at der for homeografiske transformationer F1 og F2 gælder 

-1, ) () h(F2 o F1 o F2 = h F1 • 

Vis, at for 

F 

gælder der 

iS z + a w = e az + 1 
, S reel" I al < 1, 

2 
h(F) = cos e + I ~ I • 

1 - I al 

Vis, at de egentlige (d.v.s. orienteringsbevarende) ikke-eukli

diske flytninger kan klassificeres på følgende måde: 

1. -1 ~ h(F) < 1 : Betragtet som afbildning af ~ på sig selv 

har F netop et fixpunkt c E E. 

2. h(F) = 1 : F er den identiske afbildning, eller den har net·· 

op et fixpunkit c E E \ E. 

3. h(F) > 1 : F har to fixpunkter u,v E ]j \ E. 

En flytning af type 1 kaldes en ikke-euklidisk drejning 

med drejningscentrum co Vis, at en vilkårlig "linielI l gennem 

c afbildes på en tIlinie " l' = F (l), hvor vinklen v = 1: (1,1 I ) 

er bestemt ved cos v = h(F). (Betragt først tilfældet c = O). 

En flytning af type 2 kaldes en grænsedrejning med grænse-

centrum c. 

En flytning af type 3 kaldes en ikke-euklidisk translation 

og "linien" med grænsepunkter u og v kaldes translationsaksen. 

Vis, at translationsaksen afbildes på sig selv, og a.t der for 

et vilkårligt punkt z på denne gælder cosh dist (z,F~z)) = h(F)o 
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(Betragt førat tilfældet u = -1 1 V = 1). 

Vis, at en ikke-euklidisk drejning er fastlagt ved centret 

c, en orienteret "linie" gennem c og dennes billede ved drej-

ningen. Vis, at en ikke-euklidsk translation er fastlagt ved 

aksen, et punkt på denne og dettes billedpunktø 

10. Vis, at en ikke-euklidisk translation med grænsefix.punkter u og v 

afbilder enhver cirkelbue gennem u og v på sig selv 8 Vis herved., 

at en sådan cirkelbue er parallelkurve til "linien" l med gJ1'ænse

]?unkter u og v i den forstand, at der :på alle "normalerne" til l 

(d.v.s. "linier" vinkelret ]?å l) ligger "linestyklcer" af' samme 

ikke-euklidiske længde mellem Illinien" og ]?arallelkurven" 

11. Vis, at en uegentlig (d.v.s. orienteringsvendende)ikke-euklidisk 

flytning har ]?ræcis to forskellige grænsefix]?unkter u og Vo (Søg 
i9 fixpunkteF z = e for transforma tionen på side 19). lILinien" 

med grænsepunkter u og v kaldes afbildningens akse. Vis, at der.. 

afbildes på sig selv. 

Hvis ethvert ]?unlcj:;, på aksen er fixpunkt , kaldes ai'bi ldningen 

en ikke-euklidisk spejling. Vis, at der til enhver "linie" l 

findes præcis en s]?ejling med l som akse, og vis endvidere, 

en s]?ejling er involutoriskD (Betragt fØrst tilfældet, hvor l 

er "den reelle diametel'''). 

Vi.s, at en uegentlig ikke-euklidisk flytning, som ikke er 

en s]?ejling, er sammensætningen af en spejling og en translation 

med samme akse, en såkaldt glidespejling. (Betragt fØrst det til

fælde, hvor grænsefix]?uructerne er 1 og -1). 
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Skriftlig prpve 

Alle hjælpemidler er tilladt. 

En besvarelse betragtes som fuldstændig, hvis to af opga
verne 1, 2, 3 og to af opgaverne 3, 4, 5 er korrekt lpste. 

Opgave nr. 1. 

I en projektiv plan TI 2 er givet to forskellige punkter A og 

B, tre indbyrdes og fra linien AB forskellige linier a 1 , a2 , 
a

3 
gennem A og tre indbyrdes og fra linien AB forskellige 

linier b1, b2 , b
3 

gennem B. Skæringspunktet mellem a i og 
b. betegnes O .. , i, j = 1,2,3. Der gæld er da, at linierne 

J J.J 
012021' 031013 og 023032 går gennem samme punkt. 

Bevis denne sætning (f.eks. ved at inddrage dualitetsprin
cippet for planen). 

Planen TI 2 antages at være en lineær mangfoldighed i et 
tredir,18nsional t proj ekti vt :rum. Formuler sætningen, der fås af 
den nævnte ved anvendelse af dualitetsprineippet for rummet. 

Opgave nr. 2. 

Lad A,B,O,D,E være indbyrdes forskellige punkter på en 
linie l i den reelle projektive plan. Gennem hvert af punkter
ne A,B,O lægges en fra l forskellig linie, henholdsvis a,b,e, 
således at disse tre linier ikke går gennem samme punkt. Skærings
punktet mellem b og e, mellem e og a og mellem a og b 
betegnes med henholdsvis P,Q og R. Linien DQ skærer b i 
S, linien EP skærer a i T, og linien ST skærer l i F. 

Bevis, at 

df(ABOF) = df(ABOD) df(ABOE), 

enten ved hjælp af sætninger om centralprojektion og dobbelt-



forhold eller ved atfiguren tænkes beliggende i den euklidiske 
plan med b som uegentlig linie. 

nr. 3. Opgave 

I en projektiv plan IT 2 er givet tre punkter Eo,E1,E2, 
som ikke ligger på samme linie, og en linie E*, som ikke går 
gennem noget af disse punkter, endvidere tre punkter Fo,F1,F2, 
som ikke ligger på ret linie, og en linie F*, som ikke går 
gennem noget af disse punkter. 

Vis, at der findes en og kun en projektiv 
2 2 

~ : IT ~ IT ,ved hvilken Eo,E1,E2 og E* 
holdsvis Fo,F1,F2 og F*. 

kollineation 
afbildes på hen-

Med hensyn til det projektive koordinatsystem med funda-
mentalpunkterne Eo,E1,E2 og enhedslinien E* har punkterne 

Fo,F1,F2 henholdsvis koordinatsættene (foo,f1o,f2o)' 

(f01,f11,f21),(fo2,f12,f22)' og F* har liniekoordinatsættet 
( vo' v 1 ' v 2). Find en matrixligning for ~ • 

Opgave nr. 4. 

Om en given rumkurve k med den naturlige parameterfrem
stilling 

x = !(s) a<s<b, 

der antages 5 gange kontinuert differentiabel, forudsættes, at 
der . for krumningen /C og torsionen ,,; gælder 

K(S) > O , 
,,;(s) < O , a<s<b. 

/C(s) + 1:(s) = 1 , 
Med k* betegnes kurven med paramterfremstillingen 

:l. = ~(s) + .Y:2(s) , a < s < b , 
hvor .Y:2 er hovednormalvektoren til k • 

Find v~nklen mellem tangentvektorerne til k og k* i 

punkterne, der svarer til samme parameterværdi s. 
Find ,hovednormalvektoren til k* samt denne kurves krum

ning og torsion. 



3. 

Opgave nr. 5. 

Den naturlige parameterfremstilling x = ~(s) for en kur
ve i planen er kontinuert differentiabel for s f O og 2 gange 
kontinuert differentiabel for s > O. Kurvens krumning er 

1 K(S) = -;::- , vs s > O • 

Vis, at kurvens evolut er en cirkel. 

Opgave nr. 6. 

En rumkurve er givet ved en naturlig parameterfremstilling 

1.. = ,æ:(s) , a < s < b , 

der antages 6 gange kontinuert differentiabel. Det forudsættes, 
at krumningen er positiv og torsionen en konstant c~ Med B be-

tegnes den retlinede flade, der beskrives a~ kurvens binormaler. 
Angiven parameterfremstilling 

1 2 x = ~(u ,u ) 

for B, idet u1 = s og en koordinat på binormalerne be-
nyttes som parametre. 

Vis, at B ikke er udfoldelig, når e + o. 
i j Find den metriske fundamentalform gijdu du for B. 

For hvert reelt tal h betegnes med Vh den ved parame-
terfremstillingen 

v 2cos 1 x 1 = v , 
v 2sin 1 x 2 = v , 

-00 !DO , 

x 3 = hv1 , 
-00 00 , 

bestemte vindelflade. Vis, at hvis c + O, findes der en isome-. 
trisk afbildning af B ind i ~n af disse vindelflader. 
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