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1. GENEREL TOPOLOGI. 

DEFINITION 1. 1. L.:n toeologi p.'.i en m.rngde X er et system - ' 
c.Jclm.rngder ,,f X , tier oµfyltlcr 

l) \l),X 

ill llv1s x
1

, ••• ,Xn er cnc.Jel1g mange 1Mngder der t1lhG1rl!r 

s.'.i vll f.Ellcsm.rngtlcn x1 n ... n Xn tilhgire 

llll llv1s {X
1

)
1
£l er en vllkArl1g familie af m.rngdcr fra 

sA Vll forcn1nysm.rngden u xi t1lhG1re 
l (I 

Vi 11iger at (X,tl er ct topolog1sk rum og llWl!ngderne fra 

kaldcs tie Aune 1Mngder l (X, t) • 

Lkscmp<.·l 1._!. L.:thve rt met.risk rum (M ,d) c r ct topolo<J i sk rum 

CM.it 2 HA 114/tl~, S.rtn1n•.1 2, s.I.2.31. 

U; scmpc l 1. 2. 1 • ..1c.J x • >/'I v.rrc v 1Ik.'.ir119 og lad v.rrc rn.Tngtlen 

JI c.Jcln\ol'nqc.Jer .iC x Oct er 1.r1v1cll at (X,t I er ct topolog1sk 

rum. To1•olo•pcn kahlcs den diskrctc topologi. Dettc ckscmpel er et 

spcc1altllf~lJc af Jct forcg.'.icndc, ltlct den diskrete topologi kan 

Jcf inc res mctl en metrik. (llvllken !l U<·.1 c,f..t_.I.. t.f'~ 'Md,;._/~ 

l::kscmpcl 1. 3. Oen tr1v1cllc topolo91 pA en llWl!ngde X h.ir som 

,;1nc .'.lune m.rngd .. r kun X og Ill • 

Der kommcr Clerc ck:>cmplc1· p.'.i topolog1ske rum eftcrh..\ndcn. 

H<.·n fQrt>l en r.rkkc IJcyr,•l>cr; ..illc er de kcndtc fr.i mctr1skc n1m. 

Dl::FJNITION 1.fe Ln nlJ'll•Jd'-' N l '-" topolO'll!>k rum (X,tl ,.,. ,.,. 

1om.egn~·.ir ct punkt 

x t G c N • Srstemet af omc')nc af x uetcgnes med l' (>d . 

. -.. 
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El punkt i en m.Pngdc x 
er et ~ punkt i ¥ hvis y 

er en omegn af x 
Md'll•JJcn af indrc punktcr 1 y 0 lletcgncs y • 

En dclma!ngde F i ct 

~) hvis x 'F E T 

topologisk rum IX,,) er afsluttet lcl ler 

For ¥ c x defineres afslutningen 
som fzllesltla!ngden af ¥ 

alle af sluttede delmzngder af x , der indeholder ¥ llvis 
y E ¥ sA siger vi, at y er et kontaktpunkt for ¥. 

En mzngde Y er td't i en 

altsA hvis cthvert punkt af 

Et topologisk rum ( X, T) 

td'l numcrabcl dcl~.l!ngJc. 

st~rre mzngde z hvis ¥ c z c y 
z er ct kontaktpunkt for y 

er scparabelt hvis dct indcholdcr 

SA:TNING 1 • 5. Lad (X, T) vzre ct topologisk rum, lad E x x og 
y c x SA er 

en 

x E Y h v ls oy k un h vis y n A • 0 f 
or enhver omeqn 

A af x 

-B~vis: o t e er nok at chccke betingels~n for 
~ Abnc omegne. 

J l • :. \. 

N .:! (-,SA (Hr 
~ i.. (" 'I .11 ,, 

l!IV•J°t f OJ''.•) 
An tag ¥ n A = 0 for en Allen omegn A af • 

x • Sa er 
en afsluttet ffia!ngde, dee int.leholder X'-A 

der at x ( y . 

llvis omvendt 
hvilken 

x ( y 

0 

y 

sA er X'-Y 

men ikke x ; altsA 'I.Pl-

en Allen omcgn a c x for 

llv1s (X r) , er ct tupulogisk rum O<J 
den relat!ve topologf µ~ y 

a f f ormcn f, n y , 11 ~ 1 

Y c X • sA dcfinerer v 1 

som den topolog1 hv.is Abne 111.rngd«r er 
Dct er klart, at der hcrvcd def incn•:c; <'n 

ffid'n<J<.h: i Y er afsluttct nr~c1·s n•r 
toµoloyi µA y En 
formen FOY ,.. ~ ... den 1•r Jf 

hvor F er afsluttet i X IVis dcl!) 
llvis X c d 

at V.Prc <Jrovcr:. ~n:tyret (Med to topologicr o og t , sA sigcs '' 
- '''I 1 Si•jcs at Va!rc .!J~ end ,, ) 

" <:_: l ( 1 indcholJcr a 11. !.id r Jere 111.l!n')der). 
n ~ Dettc giver os en ord-u' /, 11 9 P ffid'ngdcn a ( topo I o•i i c r 1,A x , 

'-"' nernlig inklusionsordningcn . 
.[ ~dil"' '" 11 

hv i,, 
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Belllil!rk at den trivielle topologi (Ekscmpel 1.3) er det f~rste element 

i denne ordning, og at den diskn·t" tc...µoloyi er dct sidste clement. 

SA:TNING 1. 6. Lad { 1 j I j € J l v.Erc en familie af topologier pA 

SA findes der en groveste topolog1 vtj , som er finere end alle 

Tj og der findes en fineste topologi ATj , som er grovere end 

x 

al le 

Bev is. Lad "JEJ , J : - i11= X I /\ E , J for alle ) E .;) • AltsA er en mBlgde .1ben 

i AjEJ tj nctop nAr den er Aben i samtligc tj . Deter klart, at 

A).EJ Tj er en to);rdoq ·; (c.:111.'L'k '·"Iv cftcrl); deter ogsA klart, at 
ULdJ T /lllKL vJ11·~..t1' "N' 

"J EJ t j er groVul c <:11u· :;.1mt I 1 'Jl' 1
1 j , men f inere end enhver topo-

logi som er grovere end all0 tj 

For at definere vtj bctragtcr vi mzngden T af topologier, 

der er finere end alle t j • Den diskrete topologi er Abenbart l T, 

sA T • 0 Nu def1nerer vi vT J : = AT€T T • Det er klart, at dcr 
hcrved er defincrct en topologi, som er grovere end alle de topolo

g1er, der er finerc end samtlige tj; og den tilh~rer T: lad nem

lig Tj vzre givct, lad A€ tj og bemzrk at A E T for alle 

1 € T ; altsA er A E vtj AltsA er vTJ finere end hvert Tj 

Af selve definitionen af vTJ f¢lger da at vtj er den groveste 

af alle finere topologier. 

: DEl'Dll'tION 1 , 7 ,' Hvis p er en familie af delmzngder af x sA de-

tineres :~oeoloqien trembragt at µ ~om Al hvor 9enncml ~be r ..... 
samtligc toµoloyicr 1 a u • V1 ~igcr ogsA, at 0 er en aubbaaia 

..... J 

for den dervcd definerede topoloyL. Hvis topologien frembragt af o 

netop bestAr af samtligc forcnin<1smzngder af mzngder fra p siger 

vi, at µ er en basia for topologien. 
---i 

S~TNING 1.8. Lad p vzre en fam1lie af delmzngder af X • SA er 

µ en basis for en eller anden topologi (som sA mA vzre den af µ 

frembragte topologi) netop nAr " opfylder f~lgende: 
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ii Hvis A
1 

og A
2 

tilh!llrer p og hvis x E: A 1 n A
2 

, sA 

findes A
3 

E: p 

iii U(AIAE:p) X 

Bevis: Antag o er en basis for topologien 1 • llvis A 1 E: µ og 

A2 E: 1J da er A1 E: 1 oy r.. 2 E: T , altsA r..,,n A2 E: T • Men 
. f d f d f' ~•L • A

1 
n A

2 
er JO oreningsmzng e a ln.l!ng er fra " , altsa er i) op-

fyldt. Og iii gzldcr, da X E 1 , og derfor er en forcningsm.rngdc 

Jf m.Enydcr f ra p 

For at bcvise den modsJLLc implikation lader vi o betegne 

ma:ngden af foreningsmzngdcr af ma:ngder f ra p • Her tillader vi 

indexmzngder med vilkArlig kardinalitet, inkl. den tomme indexmznyde, 

dvs. 0 E: o (idet uj€ 0 AJ := 0). Sammen med iii ovenfor betyder 

det at i) i definitionen af topologisk rum er opfyldt. Oa iii) i 

Definition 1.1 er trivielt opfyldt, mangler vi at vise, at A1 nr.. 2 f 

hvis A1 ,A2 E: o. Oct er nok .:it vise, at hvis x E: A1 nA2 ._~an vi ,{/, 

f indc C E: P , sA x E: c ~. "l·n A7 • (llvorfor er det nok~''"og hvor-: ' 
I•>.< 1.,tt/ •V-1 • I~ •.J:(U< 11 .... "" ~·"'- ~'.} ..... ., ••• .;(L• 

for k.:in vi ngijes med to m.rnr1ucr A 1 ,)\2 
?) Pr. definition .-if o , 

sA findcs B
1 

E: p sA x E B 1 ~ A
1 

og der findes e
2 

E: ,, sA 

x E B
2 
~ A

2 
• Af betinyclsc i I f¢lger sA at der f lndes C E I• sA 

x e: cc o 1 n e
2 

c A
1 

n A
2

• 

KOROLLAF< 1.9. Hvis ;:> er c11 subbasis for en topologi T sA er 

mzngC!en ti af allc f.rl lcsrnJ'n•1uer .:if ended ig manqc m.rngder fra 

p u {X} en b.-:asis for 

Bevis: Uctingel sc ii l 

blot chc~ke ii. Lad A 1 
ntJnqc m.rnydcr. fra 11 U {XJ 

ende:liq mange mzn9der fra 

A) = f, 1 n Ai hru•1es. 

S.rtn1nq 1.8 er lrivielt opfyldt, sA vi skal 

O•J A
2 

Va!rc fa!l lcsma:nydcr af cndel1•1 

s:1 er A
1 

n A
2 

ogsA en fzllesln.l!ngdc af 

1<UIX}. llvis xE: l\ 1 nA
2 

kan.:ilt~;.\ 

~_:;empc!_l..:2..~· I.ad I (!>,Cf) l1ctcgnc m.rnr1dcn Jf f11nkt1oner fr,1 m~11•1-

<k11 S • 0 ind i den komplck:;c plan. Lad ,. V<l!rc m.rngdcn af del-

m.J'n•Jdcr .:if r (S,Cl'l Jf forme:n 

1.5 
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n E: :tl er vilkArligt givne. 
f E: f(S,¢), x1•···•xnE:S, tE:lR+ og Og hvor 

S~tning 1.8 er tydeligvis opfyldt af P • 
eetingelse ii) i -

hvis 

er yivct og 

og 

Med 

N
1 

:= N(f 1,x 1 , ••• ,xm,t11 

N
2 

:= N(f
2

,y 1 , ••• ,y~,t2l 

f E: N 
1 

n N 2 , sA er 

o < nj := lf(xjl-f 1 1><jll < ~ 1 

og 

fAr vi at 

j 1, .•. ,m 

,,, ' 

. . 1 8 ogsA opfyldt. llcraf fgilger at P 
er basis 

AltsA er i), Sztning • icn for punktvis konvergens 
for en topologi pA f(S,ct:I ' topolog 

pA 

S ' som vi skal vende tilbage til i mange afskygninger. 

l::ksempcl 1•11 • 

seminorm P pA 

al 

bl "(o><l 

Lad 

x 

X vzre et vcktor1um over 

er en funktion •1' X - l O , ... [ 

lo I 1olxl 

for allc x,y E: X 

for allc x ( X 

og alle sk.:ilarcr 

m cllcr er . 
der opfylder 

a . 

En 

Tznk pc\ trc forskelligc ckscmplcr pA 

kcndcr endda ogsA noylc, dcr ikkc er 

:;cminormcredc vcktorrum! Ou 

normcrcdc vcktorrum (seminormen 

,, lxl o medf¢rer x = 0 l • 
'' er en norm, hvis ,, ogsA opfylder .it 

"r en familic af , ... minormcr p.\ x • Vi dcfinurcr 
flnlaq nu .st I' 

en topologi pA x vcd som subbas1:. for at brugc 

hvor 

I>< E: XI ,>(x-x0 l < c I, jtt-. {:.>. I 1
• 

x
0 

gcnncml~bcr X og c ., gcnncml¢1.Jer 

l::n dclm.rnr.1dc U 

I' , 

af X er en omc~n ai ct punkt 

gcnncml¢bcr 

x
0 

i x , hvis 

k f indc en del~ngde v af u af form 
oy kun twis vi .:in 

' 

I 

I 
I 
t 
I 

I 
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med 

n 
V =J·Q 1 {x E: X/1>.(x-x) < L) 

) 0 

v 
n E: ~. 111•JJ2•···•lln E: P og c > 0 • thi en •d • so an llla!ngde 

er en Aben omegn af ><0 i ndehold t i 

af kan vi if~lge Korellar 1.9 

og 
n 

E:jQl !xE: Xjpj(x-xj) < cj) ': u ; 
~t 

( > 

( = min(c. -p. (x -x a· 
) ) 0 j • 

O ; szt v = ~ Ix 
j =1 

I 1 '2., • • • , n} har, j E: 
at µj (x-xj) ~ 

V ? U • Det f~lger, at en delllla!ngde 

hvis vi til ethvert 

c > 0 , sAdan at 
n 

kan finde 

j;l Ix E: x/ Pj (x-xo) < c} c U • 

u 

omcgn 

E p , 

, sAdan at 

for hvert j , er 

og ''I I 

Et konkret eksempel: Betragt rummet C lR 
elle funktioner som et v kt ( > af kontinuerte re-
sluttet og b e orrum over lR • Lad K = lR vzro af-

egrznset. Definer PK(f) =sup{ lf(x) I j x c K) 
f E: C (.U:O • SA er P = { '-' I K " for 
familie af . K afsluttet og begrznset i lR) 

semJ.normer pA c 1 JR) • en 

Hat 3 FU, 1 ~(,L 2. 1 

2. KONVERGENS, 

Vi ekal nu indl¢rc en <JcneraliaJtJvn .ii f10l9e-bcqrcbct, som 

mul1gg¢r, at et konvergcns-begreb, der er analogt med situationen 

1 metriske rum, kan gives mcning i vilkArlJ.ge topologiske rum. 

Dcrtil ekal vi f10rst bruge nogle pJssende ordnings-betingelser 

pA de generaliserede flOlgers indeXllla!ngde. 

DBFDJIT~ell-Jt1~ En przordnet mzngde D • 0 er.opad filtrerendj', 

hvis D er forsynet med en przorden ~ (altsA en transitiv rela-

tion for hvilken a < a , Va E D) der ogsA opfylder·, at alle par 

af punkter a 1 ,a2 E: D har en majorant; for alle a 1 ,a2 E: D fin

des a 3 E: D eAledcs at 

og 

DEFINITIS' a.ii. llvis X er en llla!ngdr, sA er et •. ~ eller en gene

r.il iseret fpilge l X en .11!.Lldnl.J1n fra l'O opad filtrerende llla!ngde 

ind l X. Betegnelsen er almindeligvis (x
0

)aED • 

Ekscmpler 2.3. 1) ~ med den szdvanlige ordning er Abenbart opad 

filtrcrende. Et net (xnlnE~ med ~ ~om indexllla!ngde kaldes som 

szdvanlig en flOlye. 

2) JR med den s.rdv.inliqc ordning er opad flltrcrende. t dct 

helc tagct er enhvcr totalt ordnct 11\d'll •Jdc opad filtrercndc. 

en funkt1on dcfLncret pA lR kJn ~~lodes opfattes som et net. 

)) Hamgden af dclm.rn<J<..lcr af en given m.rngdc, ordnet vcd Lnklu

sion, altsA /\ < O ,, /\ c O er op.:id I lltrcrende. H.rngdcn at cndc

l i•JC dclllla!ngdcr med inklu<>iunsordrnn•1<·n er U<JSA opad f1ltrcrcndc. 

jEFIN~i'I J.!'t:•,/ Lad (x
0

)aE:D vzre ct net pA X og lad Y c X 

Nettet (x
0

)
0

E:D siges at v.rre,hyppigt (cller ofte) i Y hvis 
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Va € D 3B _> a: x € y a . 
Nettet er 1 y fra et vist trin hvis 

3a € o VB > a: x ~ y 
B " • 

Vi skriver i sA fald 
f.v.t. 

Hvis (X, T) er et topologisk rum og 
er et net i 

sA konvergerer x € x hvis det for enhver omegn 
N € O(x) gzlder at f.v.t. Vi siger da ogaA, at er x 

x , 

et 3r~nsepunkt for 
Et net kaldes konvcrgcnt, hvis det 

har mindst ~t grznsepunkt. 

Et punkt x € x er et f ort~tningspunkt for 

det for enhver omegn N € V(x) 
(B k 

gzlder at (xa) 
emzr at indexmzngden sommetider ikke nzvnes) . 

(xa) a€D , hvis 

hyppigt er i N 

Endelig skal Vi ogsA indf¢re det til delf~lger 
"' svarende begreb. 

DRWINITION 2.s! Et net 

hvis der f indes fb 
en a ildning ~: E ~ D der opfylder 

ii 

iii 

VB € E: Ya = xlj)(BI 

vao € o 3 Bo € E: 

ncmzrk at Vi ~ forlanger at 
lj) skal v~re ordenstro, men 

kan n¢jes med at k 

fra "halen" af 
rzve, at dclncttet indeholder "mange• el~mPntur 

en f¢lge ikke beh¢ver vzre 
llcri ligger specielt, at ct dclr1cl Jf 

en delf¢lgc. Eh . <C: IK...-:t rrv 

Oct f¢lger umiddelbart af 

1 det topologiske rum (X,il 

gcrcr mod x € x , sl er x 

(Lav r~sonncmentct!) Vi skal 

f¢rst ct eksempel: 

x.. ~ L)'] 
( ~"' JQ . , t f I 

definitionen, at h~i~ e~~ ~~l 
har et delnet (y I der 

B BEE ' 
ct fort~tningspunkt for 

t' > '\ 'I 
x I I 

a aCD 
konvcr- }• '-

sc, (xa 1a€D 
at det omvendte ogsA g~lder. Men 

Mat 3 FU, 1986 2.) 

Eksempel 2.6. Lad (X,T) 

giv omegnssystemet O(x) 

N € 0(x) vzlg xN € N • 

mod x • 

vzre et topologisk rum, lad x € X og 

den omvendtc inklusionsordning. For hvert 

SA er (xN)N€O(xl et net, der konvergerer 

S~TNING 2.7. Lad A vzre en familie af delmzngder af X som er 

stabil under dannelse af endelige f~llcsmzngder. Hvis et net 

(x
0

)
0

€D forekommcr hyppigt i enhvcr m.rngde A € A sA findes et 

delnet (yBIBEE , som for ethvert I\ i A er i A fra et vist 

tr in. 

Bevis: Forudsztningen om A v1scr, ~t mht. omvendt inklusion er 

A en opad filtrerende mzngde [A
1 

,A2 E A .. A
1 

n A2 Ei A og 

A1 n A2 ~ A1 og ~ A2 1 den omvendte inklusionsordning I. Lad sA 

vzre udetyret 

Vi pAstAr, at 

la2 ,A2 1 € M 

M := { (a,A) € 0 • t. I x
0 

E A} 

med produktordningen arvet fra D • A 

M er opad filtrere?dc: / lad nemlig 

Oa (XQ) er hyppigt .l Al n A2 € A 

a 3 ~ a 1 O<J aJ ~ a 2 sl x E A 1 n/\2 Men sA er 
QJ 

(Bemzrkning 

(o 1 ,A 1 I og 

sA findes 

2. 12). 

(03, Al nA2l € M O<J (OJ' Al nA2) ~ (al,All og (aJ, Al nA2) ~ 
la2 ,A2 l. Afuildningcn h: M ~ D <J.LVet ved h(a,A) = o er Aben

uart ordningsucvarcnd~, pg der gzldcr, at hvis a € D og A € t. , 
11-' 1·J"' . 

sl findes a 1 ~ u med 'xa 1€ I\ , altsA .er o ~ o 1 h( (a 1 ,A)) 
1 ,, ' • ,, f, .-

Ocr for er (xh(IJ) I 1JEM et delnct af (x
0

) • Dette delnet tilh¢rer 
ethvert A € t. fra et vist trin: hvis A er givet, sA findes 

.Lf¢lge foruds~tning a € D sA at xa € A , altsA (a,A) € M , 

og dcrmed gzldcr at xh(µ) € A for <.1lle µ ~ (a,AI 

S~TNING 2.8. For ethvert fortztningspunkt x for et net i et 

topologisk rum (X,1) findes et delnet, der konvergerer mod x 
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~: Lad A 

som Sztnin9 2.7 

at dette delnet 

x 09 lad delnettet v<ere det 

af definitionen pA konvergens, 

v<ere ome9nsystemet for 

giver os. Oet fQllger 

konvergercr mod x . 

Oen nzste s<etning svar•'r til 

J
' f ... S.!!tning 4, s.r.2.s i 2 HJ\ 84/8c,_ notcrnc. ll · • ( . . . ' .) / · / •. 

Lad y v~rc 
S.!!tning 2.9. 

Afslutningen 
en c.lelmzngde i et topologisk rum 

IX I" . 
bestJr netop af de punkter 

for hvilke c.ler i x x 
findes et net i y 

x € y 

af 

V(x) 

der konvcrgerer mod x 

x 

~: Antag 

enhver omegn A 

Omegnssystemet 

IJVf. opgave 2c)) 

Eksempcl 2. 6 I. 

sA er ifQllge Sol!tning 1. S Y n A • 0 for 

V.!!lg xA € Y n A for hver omegn A af 

er opad filtrerende ved omvendt inklusion 
og nettct Ix I k 

A A€0(x) onvergerer mod x (jvf. 

llvis omvendt 
og hv1s A er en omegn af 
9.!!lc.ler, at x~fA 

•1t X€Y. 
Altsj 

er ct net i y som konvcrqcrer mod x 
x sA findes A0 sA dct for 

er A n y • 0 • Men sJ siger Sol!tning 

Et net 

delm.Pnyde 

f.v.t. 

<xa 1at:A 1 X k.ddcs univeraelt. hvis dct for cnhvcr 
y c X g<elder, at xa € y f.v.t. cller at 

x
0 

E X' y 

Bcm<erk at hvis det univcrscllc net 
lxc,> oEO forekommer hypptqt 1 en lll<Engdc A • sA er ncttct i A t 

ra ct vi st tr in (hvis Ix ) 

x • 

er h;ppigt i A k 1 ' an XO) JO 1kkc V<ere i X-..A fra ct ViSlulrt11. 
!dtsA er (x

0
) A f 

ra ct vist trin). llcraf fQll<Jcr steaks, at ct 
univcrselt net konvergcrcr mod ethvcrt af . f 

s1nc ort~tningspunktcr. 

Vi ska! nu sc, at Zorn'G J 
cmma mcc.lfQlrcr, at et v 1 llcJrl l<JL n1·l 

h.:ir ct universclt c.lclnct. 

Mat 3 FU, 1986 2.S 

Lemma 2.10. Lad (x
0

1a€A vzre et net i X • SA findes et system 

A af dellU!ngder af X med f Qllgendc trc egenskaber 

ii (x
0

1 er hyppigt i hver m.rngde i A • 

iii A er stabil mht. endclig f<ellesmzngde-dannelse. 

iii) VO c x: 0 € A e ller x ..... D € A . 

Bevis: Familien 

der {X} , sA 
F af systemer med ,~f'~·~.lf~~erne ii og ii) indehol-

F • 0 • Lad F vzre ordnet ved inklusion og betragt 

en totalt ordnet delmzngde C c F Vi viser, at Ao 1= UA€C A op-

fylder ii og iii. Hvis O € Ao , sA findes A € C sA o € A 

Men sA er (x
0

1 hyppigt i o Hvis 0 1 , ••• ,on €Ao sA findes 

A € C sA o 1 , ••• ,On € A ( C er jo totalt ordnet). Oerfor er, 

o 1 n ••• n ~ € A <:,_Ao • Zorn's lemma medfQlrer da at F indetiolder 

maximale elementor:-"Lad A vzre maximal i F Vi viser nu, ·at 

iii) er opfyldt af A • Qemol!rk f111rst, at systemet af IN!ngder, der 

indeholder en m.l!ngdc fra 

egenskab, at E € A og 

A, opfylc.lcr ii 09 iii, sA 
l)u CA>.,'' 

f ~ E ~ ( A . 

A har den 

Lad O c X vzrc en vilkArlig <.lelmol!ngde. Vi belllierker fQlrst, at 

(x
0

1 er hyppigt i On E for alle E € A eller hyppigt i E' O 

for alle E € A , hvi:; ncr .. lig E
1 

€ A , sA (x
0

1 ~ er hyppigt 

i 0 n E
1 

, U<I 1.er u<tsA findes E2 ( 6 sA (x
0

) ikke er hyppi9t 

i E2 'D , sA er (x
0

1 ikke hyppi9t 1 den mindre lllol!ngde 

D n (E
1 

n E2 1 og ikke hyppigt i (1:
1 

n E2 1 'D • Men det er absurd, 

for sA findcs a 0 € A , sA dct for o > a 0 gzlder, at 

x
0 

( on IE
1 

n E 21 og x
0 

( tE
1 

n E
2 

l ..... D Hen (x
0

1 er jo hyppigt 

i El n E2 HQllgc ii). 

Lad os antage, at (x
0

) er hY!JfJlYt i On E for alle E E A • 

Szt 

A' : = ! Y c X I 3E € 6: D n E = Y. I . 

Abenbart gzldcr, at A' ~AU (D) Dct fQlger at IX1
0 

er hYP?igt 

i hvcr mol!ngde i A' Betingclse 111 er opfyldt af A' hvis 

Y,,v2 €A' sl finc.lcs E,,E2 (A !; ,\ El no= Y, I E2no = Y2 

AltsA vil (E 1 fl t: 2 1 no~ Y1 n v 2 , u•J <la E1 n £ 2 € /1 , gzlder 

Y1 nY 2 €A' • Af maximalitetcn af A fQllger da, at A= A', 
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altsl at D E A . llvis 1 stcdet (x
0

) forekonuncr hyppigt 1 

(X'D)nE, EE A, kunne vi slutte, at X'D EA 
opfyldt og lemmaet bevist. 

AltsA er iiil 

Scl!tning 2.11. Ethvert net lx0 laEA 1 X har et universelt delnet. 

~: Lad A have egenskaberne i Lemma 2.10. Af Scl!tning 2.7 f~l
ger eksistensen af et delnet, der er 1 hver ~gde 1 A fra et 
vist trin. Dette delnet er universelt. 

Bclllcl!rkning 2.12. Hvis 
er produktordningen 

IM 1 ,-5_1 og 

p.\ M
1 

• M
2 

hvis og kun hvis 

tM2 ,~I er prcl!ordnede lllcl!ngder, 
defineret ved at 1m

1
,m

2
1 ~ 

og m2 ~ mi . 
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3, KONTINUITET. 

..DEFINITIOll.}:1! Lad (X,"fl, (Y,u) vcl!re topologiske rum. En funk

tion f: x - Y er .kontinuert i et punkt x0 Ex , hvis 

for ethvert A E 0(flx011. Funktionen f er konti----, 
~· hvia den er kontinuert 1 alle punkter x E X • 

SJETNING 3.2. En funktion f: (X,"t) - IY ,o) er kontinuert hvie 09 

kun hvia f- 1 (A) E "t for ethvert A Ea • 

~: [Sammenlign Mat 2 MA, Scl!tning 1, s.I.J.2 1984/85.} Antag f 

er kontinuert og lad A E a • For clhvert a E f- 1 (A) gcl!lder 

f(a}EA. Oa /\E:o er /\E:O(f(a)). Da f erkontinuerti a 

er f-l (Al E: O(a) Alts.\ findcs U E: i sllcdes at 

a E: B c f- 1 tA) Oct er klart, at ..if- 1 1Al = U Ba AltsA 
a - aE:f-l (A) 

er f- 1 (A) E: 1 (Definition 1.lliii)). 

Antag derncl!st at f-l (A) E: T for ethvert A E a • Lad x E: X 

09 lad A E: <J(f(x)) no. SA er f- 1 1AI E: "t og da x E: f- 1 1AI 

gcl!lder f-l IAI E: <J(x) • AltsA er f kontinuert i x • 1)._tf, ·. / 
j ... . I I (-} ~ <.) (1 • ' j e< t" : i5f 0 (q .; I,.\ fJ f" ~1 'c..:::, clc. ( . '{I\){ r <"') 

1-'fo)=r(111Ier f {1)(rJ(. 
SJETNING J.J. En funktion f: IX,"t) - (Y,o) er kontin\iert punlttet 

x E X hvis og kun hvis det for ethvcrt net (x
0

)
0

E:A i X , der 

1· f konvergerer mod x, gcl!lder, at (flx
0

))
0

E:A konvergerer mod f(x) 

Ucvis: [ Sanuncnl iqn Mat 2 MA, S.rtnin•1, s.I.J.1.} An tag f kontinu-

C r l 1 X O<J 

dcrfor findcs 

er f(x
0

) E: U 

mod f (x) 

x - x • 
0 

a 0 E: A 

for allc 

I.ad u E 
s.\ xa E: 

a ~ a 0 

0 (I (xi) ; s.\ er f-l (U) E: 0 lxl 
f-l ( U) for allc ~ ao 

'I~ I " :1A a • Men 

rd tsA konvergerer (f(xa) 1aE:A 

x ; sA findes en omegn 

ikke er en omegn af x • AltsA 

Oa x E f- 1 
(U I , mA 

og 

Antag f ikkc er kontinuert i 

U E: ()(f(x)) for hvilken f- 1 tUI 

er x ikke inure punkt i f-l (U) 

x E f- 1 (U) 'f-l (U) O AltsA x E 1x-.. f- 1 1u1 l- «rl~~r" re'cie for det -

brug Scl!tning 1.5). Men sA findcs if~lge Scl!tning 2.9 et net 
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(xa 1aEA 1 X'-f- 1 (U) I der konvergerer mod x Nettet 
1f 1 xa »oEA ltan iklte konvcrgere mod f (x) thi f(x

0
) I E Y' u alle a E A t~(' . 1.,.1 ' I j' '\. ' ; • I> ' :_.((: ,• ju.- l .i 

J 'r; 
S~TNING 3.4. Hvis 

g: (Y ,a) - (Z, p) 

f: (X,T) - IY,o) er ltontinuert og 

). 2 

for 

er kontinuert, sA er g · f: (X,t) _ (Z,p) kon-
tinuert. 

~: 0velse. (Opgave 3g).) 

QfFINITION 3.5~ En afbildning 

billedet af enhver Aben rn.:engde i 

A E t f IA) E a 

f: (X,t) - (Y,a) 

X er Aben i y 

er Aben', hvis .. ~ 
altsA 

Funlttionen f er en homeomorf1, hvis 
cwww f er bijektiv, konti-

nuert og Aben. Bemzrlt at en bijektion 

er ltontinuert. 
f er Aben netop 

Mat 3 FU, 19llb •• 1 

4. NYE TOPOLOGISKE RUM FRA GAMLE. 

Vi har allerede n~vnt en mAde at danne topo'logiske rum ud fra 

givne rum, nemlig delmzngder med den relative topologi. Et ~jebliks 

overvejelae viser, at hvis (X,T) er et topologisk rum og Y c X 

sA er den relative topologi pA Y den groveste topologi, der g~r 

inklusionaafbildningen, altsA indlcjringen i: Y - X , kontinuert. 

Denne mAde at besltrive denne topologi ltan opfattes aom et specielt 

tilf~lde af f~lgende generelle procedure. 

,PEl"IHU'JS* '. 1 • I 

af funktioner f 

Lad 

fra 

x v~re en ~ngde og lad F vzre en familie 

x ind i hvcr sit topologiske rum (Yf,tfl • 

Ved ip151fltopoloi:en bestemt ved F forstAs den groveste topologi 

pA X , der g~r alle afbildningernc f £ F kontinuerte. 

En subbasis for denne topologi udg~res Abenbart af alle mzngder 

af formen f-l (A) , hvor A E t f og f E F • Al le disse INl!ngder 

skal jo med i topologien, hvis alle f E F sltal vzre kontinuerte 

(Sztning 3.2). 

En basis for initialtopologien udg~res derfor af samtlige fzlles
-1 mzngder af endelig mange mzngder f (Al , hvor A E Tf og 

f E F • Deter en umiddelbar konsckvens af Korollar 1.9. 

S~TNING 4.2. Lad X have initialtopologien bestemt ved en familie 

F af afbildningcr fra X • Et ncl (x
0

)aED konvergercr da mod 

x £ X hvis og kun hvis (f (x
0

)) aCi konvergerer mod f ( x) for al le 

f E F 

Bevis: Retninyen "kun hvis" er klJr (Sztning 3.3). Antag omvcndt 

at f(x
0

) - f(x) for alle f E F og lad u E O(x) vzre Aben. 

SA findes en mzngde i U fra den ovenfor nzvnte basis for initial

topologien, der indeholder x: vi kan altsA finde f 1 , ••• ,fn E F 

og Aj E t f . , j = 1, • •• ,n , sA 
J 
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-1 1 
x € fl '"'1 l n ••• n f- (A I c 

n n U • 

Da fj(x0 1 .. f. (X) og da f j (x) ) € Aj ' j = 1, ••. ,n findes a. E u sA f j (x
0

) 
, 

E Aj for alle ) , a > a. , j = 1, ••• ,n Va!lg ao ~ SA - ) . . vil 0 1 , ••• ,on fj(x
0

) E Aj for j 1, .•• , n = og alle a > ao AltsA vil f":"l (A . ) xa E for j 1, ••• ,n J ) og al le a ~ ao C9 det . medf ¢rer jo at x € u for al le a a > ao 

Dct vl9tlgste ckscmp<'1 pA en initiilltopoloui 
d 7 er velsagtens pro-

ukttopologien, jvf. 2MA, I.4.2 

DEFINITION 4.l." Lad (Xi, 1 i) iEI v;rre en familie ilf topologiskl! 

rum og lad x 
= n i€1 Xi v.rrc produktrummet (jvf. 2AL, Ma!ngder s. 9). 

Lad 
betegne projektionen pA den J.. 'te koordinat. Ini-

tialtopologien givet ved familien 

pA X. 
fni}iEI er da produkttopolog1en 

If¢lge ovenstAende udg¢r d 
m.l!ng en af endeligc f;rllesm;rngdcr 

n n;l<Ajl , hvor Aj E Tj en basis for produkttopologien. Ue-

ffi.l!rk at disse basism.l!ngder netop er produktm.l!ngdernc af formen 

niEI Ai hvor Ai E Ti for illlc i E l og hvor Iii = xi und-
tagcn for cndeligt mange indJ.ces i 

Heraf f¢lger i¢vrigt, Jt 
projektionernc 

alle er Abnc afbildninger. (Lav argumentcl ! I 

Lild (X,l) v;rrc e_: topologlsk rum og vorre en a!kvivillcns-
rclatJ.on 1 X L d 

. a X Va!rc ffi.l!ngden af a!kvivalensklasscr O<J l.1tl 
0: X ~ X vorrc kvotientilfl>ildningen Vi sigcr t -

• , a en m.rngde 11 c x 
er Al>en J. kvotienttopolo<Jicn hvis og kun hvis 0 -1 (Ill E 

1 
• OJ -

orr11nal1n.rn<Jdedannclsc er stJl,11 under vilkArl 1 f 
g orcningsmam<Jdc

o~ f.rllcsm.rngdcdannclse er dct klart at d h 
' er ervcd er dcfincr~l 

en topoloqi pA kvot1entrummct x o . 
· enne topolog1 kan i¢vrigt ogsA 

bcskr1vcs som den f 1neste pA 
drgumcntet.'). - '~ X c:er g¢r 0 kontinucrt. (Giv 

f0•~.4. . ,,, <l I < t#< ' 
• . , • ' ' ' ( -r <::Ji- . { !-/ ) l 'r 

I e ,, ' . , , , ,. ·f . . L 1 • 
t ... I /·· I .,:,QI r /\.' ~ ti Ste ' I ' ... ~ .. 

'· . .'t () (D) _.I • 

.... • .11~·- ~ I:, Et r . ,(,,-.. (..! .-! I i:.L:,1..( (:.. !. .1. J 
'f fr Cl.;_.(\/•,.// • '\:U. I• fri/G2) ( 

1 
I 
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5, ADSKILLELSESAKSIOMER. 

Jo grovere en topologi er, jo lcttere er det for net at konver

gere. I den trivielle topologi konvcrgerer et vilkArligt net endda 

mad ethvert af rununets punkter. For at ¢ge hensigtslllol!ssigheden af 

topologieke overvejelser indf¢rer man derfor et eller flere adskil

lelsesaksiomer, der skal sikre et rigt mAl af Ahne mzngder. Vigtigst 

blandt di11se er nok Hausdorff betlnqclsen (ogsA kal.dct T 2 , hvor 

l.>O<Jstavct 11tammcr fra tysk "Trcnnun•J". adskillelse; men da vi ikke 

skal konune n~rmere ind pA de andre Jksiomer T 1 ,T 3 ,T3 ~,T 4 , vil vi 

l>ruge den langc bctcgnelse). Begreul!t er fra 1914. 

DEFINITI~ ~·1· Et topologisk rum (X,1) er et Hausdorff rum hvis 

al le punktpar x , y , hvor x • y , besidder disjunkte omegne. 

Bemzrk at punktcr er afsluttede J. et Hausdorff rum. 

SJl:TNING 5.2. (X,r) er et llausdorff rum hvis og kun hvis ethvert 

net i X har h¢Jst ~t gra!nsepunkt. 

Bcv~s: Anta<J fe11rst Jt (X,11 er cl llausdorff rum. Hvis (x
0

)a€A 

y • x • konvergerer mod x og hvis 

Nx og Ny O<J dcr fintlcs da 

/\ltsA vil 

o 0 E II 

dvs. XO 4 Ny for D > 00 

llntag omvcndt at dcr f1ndcs x • y 

sA findes disjunkte omegne 

~A a ~ a 0 x 0 E Nx 

x
0 

konvcrgcrcr ikke mod 

i X , sA der for hvert 

y . 

Nx E: ()(xi 

l)(x) • l)(y) 

O':J hvert Nv f (1 (yl f inucs ZN N E NX n Ny • M~ngden 
, x, y 

mcu protluktordnin<Jcn er upad f iltrerende, sA 

(ZNx,Ny,Nx,Ny £()(xi •(1 (;•1 

konvcrgerer mod x U<J mod 

er ct net. Del er klart, at dcttc net 

y • Alt~A g;rlder, at hvis (X, r) ikkt.> 

er Hausdorff, sA er yr~nscpunkter ikkc cntydigt bestemte. 

SJl:TNING 5.3. Hvis X har J.nitialtopologien bestemt ved en familic 

F af afbildninger, der adskiller punkterne i X (dvs. hvJ.s x • y, 
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sA findes f € F for hvilkcn f (x) • f (y) ) , og hvis al le rununene 

(Yf,tf) er Hausdorff, sA er X et Hausdorff rum. 

sA f (x) • f (y) • Vzlg disJunktc Bevis: Lad x • y og vzlg 

omcgne Nf(x) og Nf (y) 
junkte omegne af hhv. x og 

f € F 

SA er 
-1 -1 

f (Nf(x)) og f (Nf(y)) dis-

y • 

I mange forbindelser er det vzsentligt at vide, at et topolog1sk 

rum er definitionsmzngde for mange kontinuerte reelle funktioner. 

Det viser sig, at dertil er Hausdorff-betingelsen ikke helt til

strzkkelig. Vi indf'°rer derfor et stzrkere adskillelsesaksiom. 

.,OPINITION 5.4~,· ll:L.Bau•dorff am ... (X,t) er..,eermal~J hvis der for 

ethvert par af afsluttedc disjunkte mzngder E, F i X findes 

Abnc disjunkte mzngdcr D , C i X , sA E c B F c C 

En zkvivalent betingclsc er, at der for enhver afsluttet mzngdc 

F c X og enhver Aben mzngdc G , der indeholder F , findes en 

Aben mzngde A for hvilken F c Ac A- c G . (Overvejl) 

SA kan vi bevise Urysohns lemma: 

S~TNING S.S. I et normalt topologisk rum (X,t) findes der for 

ethvert par E, F af disjunkte afsluttede mzngder en kontinuert 

funktion f: X - [0,1) , som er 0 pA E og 1 pA F. 

Bevis: Lad A1 : = X' F og vzlg en Aben mzngde Al sA 

E = Al = Al = A1 • Den afsluttede mzngde E er indeholdt l den 

Abne mzngde Al , sA der f1ndes en Aben mzngde A+ for hvilken 

E ~ Al = A! = Al • Tilsvarcnde ses vcd betragtning af Al = A1 , 

at vi kan finde en Aben mzngde A1 for hvilken Al c Ai = A~ = A1 
Ved sAdanne fortsatte "imlsky<lninger" af .1bne mzngder og disses af

slulning kan vi til enhvcr IJin.rr br'°k r = m· 2-n , 1 < m < 2n 

n = 1, 2,.. knytte en Aben mzngde Ar , der omfatter E og for 

hvilkcn ~ = As , hvis r < s • 

~ 
I 

I' 
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Nu definerer vi f: X - [0,1) ved f'°rst at sztte 

for al le x € F = x-.. A1 og i'°vrigt. sztte 

f (x) : = 

f(x) := inf{r I x€Ar) • 

Tydeligvis er 

bemzrk at f (x) 

AltsA gzlder at 

lig 1 pA F og l .tq O pA A
0 

: = I:: • Lad t € lR+ og 

< t hvis og kun hvis der findes r < t sA x € Ar· 

f-l ([0,tll U Ar 
r<t 

sAledes at 

SA gzlder at 

f- 1 ([0,t() 

f(x) ~ s 

er Aben i X • Lad dernzst s € [0,1[ • 

hvis og kun hvis der for ethvert r > s 

heraf 
findes en binzr br'°k p < r for hvilken x € AP 

Vi pAstAr at 

er c klar. 

f-l ([0,s)) = n 
r>s 

nr>s up<r AP = nq>s Aq oa up<r AP = Ar c Ar s4 
llvis x € A;; for alle v > s og hvis r > s • 

~A 8 < q < p < r , hvoraf 
l>inzrc IJrCOker P • q -1 

Dcrmed er ~ vist •. Og dermed er vist at f ([0,s)) 
- 1 -1 

kan vi v•lge 

x E Aq ~ AP· 
er afsluttet, altsA at 

f-l()s,1[) = f- ([0,1[) -..f ([0,s)) er 

Aben. Heraf fCOlger sk- at 

er Aben. Bem.!rk dcrnzst at samme konklusion holder for s < 0 • 

Men enhver Aben m.Engde G c [0,1) er en foreningsmzngde af inter
lR , sA af det viste fcolger, 

valler ]s,t( n {0,1), s < t, s,L E 
at f-1 (G) er Aben, hvis G c (0,1) er Aben. AltsA er f konti-

nuert. 

Bemzrkning. 

Hvis (M,d) 

3 7 s 1 3 13 i 2 MA-noterne 84/85.) 
(Jvf. opgave • , · · • 

• er rummet normalt. Her kan Uryer et met.risk rum, su 
( korollar fAs normalitet, 

sohns lemma nemlig IJcvises direktc og som 

idet 

For x € M og 0 • E = M 

Det er ikke svzrt at se at 

O<J 

szttes d(x,E) := inf(d{x,yl Y € E) · 

x _ d(x,E) ( E fastholdt) er en kont1-



Mat ) FU, 19Ub 
5.4 

nuert afbildning og at E netop er originalnwengden til (OJ • 
Hvis E og F f 

af M kan vi sztte 
er a sluttede, disjunkte, ikke-tomme delnwengder 

f(x) := d(x,E) I (d(x,E) + d(x,F)) 

og derved fA en funktion som den i Urysohns lemma. 

LEMMA 5.6. 
Lad der vzre givet et normalt topologisk rum IX, 11 , 

en afsluttet delma!ngde af X , to reelle tal a og b med 
b > 0 og en kontinuert reel funktion 

Der fin~es en kontinuert reel funktion 

og !fix) -h(xl/ 2 
~ 3 b for x € F. 

f 

h 

pA 

pA x 

med 

med 

If-a I ~ b • 

/h-al~ ~ b 

~: Szt F 
0 Ix € F/ f (x) ~ a-{ bl og F ( € / 1 

1 = x Ff(x) ~a +jbl. 
Da F 

0 
og er disjunkte afsluttede dellll<!ngder af X 

der en kontinuert funktion 
, findes 

ll:X-(0,1) sAdan at H (X) = 0 for 
x € F

0 
og H(x) 

h (X) = 1 2 

for (Urysohns Lemma) • Szt 

a - 3 b • 3 b H(x), x € x; for x € x er lhlxl - al ~ J b , 
og for x € F er fix) og hlxl 

sA /fix) - h(x) / <I b 

i den samme trediedel f ( '-a a-u,a•b), 

- ) 

S!ETNING s. 7. (Tietzes udvidelsessa!tning). Lad 
IX,1) Va!re et normalt 

topologisk rum, en afslultet delllla!ngde af x 09 f en kontinuert 
bcgril'nsct rt~el funktion pA F 

Der findcs en kontlnuert begra!nsct 
reel funktion g pA x med I 

g F = f · ~: Vzlg a og b 
.D< , b > 0 , sAdan al 

Vi kan ved Lemma 5.6 k ~e ursivl vzl<Je 
kontinuerte reelle funkt1oncr 

hl ,g, ,h2,g2, •... 

og I f I x I - g ( x ~ <(I I n b 
n - ) , 

gn = hl •· h2 + • • • +hn 

og /h 1 - a/~ J b og /h /<1I1n ~ b (- 1 12 1 n-1 
n ~ ) 2 - ) ) 

For x € X og m, n € "1 

pA x sAdan .:it 

x € F , n = 1, 2, .... , 

bl , n 2 ,) '... • 
n 

~ r 1l.1 i 1 2 m 
, m < n , er lgn(x) _ 

gm Ix I I ~ r I h . Ix I I 
i=m+1 1 

konvergerer ligeligt mod en 
- J -2 b = l-31 b sA lg I 
i =m+ 1 n n€:"1 
kontinucrt bcgrznset reel funkl1on g pa x med If Ix) - g (xi I = 

for x ( F • 

T 
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6. KOMPAKTHED. 

Som bekendt er en delma!ngde K af et metrisk rum (M,dl kom

pakt, hvis enhver punktf¢lge i K har et fort'1!tningspunkt i K • 
Det er fremgAet allerede af indholdet af bAde Matematik 1 og Matema

tik 2, at kompakthedsbegrebet er ccntralt i matematikken, navnlig i 

forbindelse med eksistensudsagn. 

Det kan derfor ikke undre, at bcgrebct ogsA spiller en vzsent

lig rolle i den generelle topologi. lllot mA man g~re sig klart, at 

udsagn, der er zkvivalente for metr1ske rum, muligvis ikke er det i 

bredere aUnindelighed. Det gzlder s~ledes ovenstAende definition 

sammenholdt med udsagnct om udtynd111q af en Aben overdzkning til 

endelig overd.J?kning. 

Vi vzlger her at def inere kompakthed ved overdzkningsegenskaben 

og dernzst vise, at hvis "f¢lger" erstattes af "net" gzlder et ud

sagn svarende til det vi nzvnte allcrf~rst ovenfor. 

DEFINITIOll 6.1~ Et topologisk rum (X,t) er kompakt hvis enhver •.. _[ . . -
Aben overdzkning kan udtyndcs til en endelig overd.irkning. /\ltsA: 

for enhver famillc 0 af Abne m.rn<Jdcr (Gi) HI c T for hvilken 

UGi = X findes endelig mange m'1!ngder G1 , ••• ,Gn € 0 sA 

En delllla!ngde Y c X er kompakt, hvis den er kompakt i den relative 

lopologi. 

Man ser let, at Y er kompakt hv1s og kun hvis enhver overdzk

ning af y med Abne delm.Engder af X kan udtyndes til en endelig 

overdzkning af Y • 

Eksempler er velkendte fra metriske ru~, specielt fra talrummene 

m.k og ¢k Med de sa!dvanl ige me tr ikker er en delllla!ngde K c .IRk 

eller ¢k kompakt, hvis og kun hvis K er en afsluttet og begrzn

set delllla!ngde af 1Rk eller ¢k 

Andre eksempler dukker op i l~bet af dette kursus. 
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Benwerkning. Mange forfattere forlanger foruden ovenstAende ogsA, 

at det kompakte rum skal vzre Hausdorff. I disse noter holdes begre

berne dog adskilt. 

S~TNING 6.1. F¢lgende betingelser pA det topologiske rum (X, l I 

er .iekvivalente. 

ii X er kompakt. 

iii Hvis et system fl af afsluttede delnwengder af X har 

den egenskab, at enhver fzllesnwengde af endelig mange 

llla!ngder fra fl er ikke-tom, sA er fzllesmzngden af alle 

mzngderne i fl ikke-tom. 

iii) Ethvert net i X har et fortztningspunkt. 

iv) Ethvert net i X har et konvergent delnet. 

vi Ethvert universelt net i X er konvergent. 

Devis: ii • iii. llvis iii ikke gzlder findes en familie fl af af

sluttcde IM!ngder for hvilkc F
1 

n •.. n Fn • 0 for alle valg af n E :tl 

oq F1 , •.• ,Fn E fl, men nFEfl F = 0. M.Engderne X'-F, F €fl, 

udg¢r sA en Aben ovcrdzknin~ af X • Oa X er kompakt, f1ndcs 

n E :tl og n 
sA x = (X'-F1l u ••• u (X'-Fn) = X'- 1nj=l Fj). ~ 1 , ••• ,fn €fl 

nj=l Fj = 0 1 

iii). Lad (x
0

)a€A 

Alts.\ er strid med det om 6 forudsatte. 

iii - vzre et net og lad (l > o/ 

er givct, kan vi v.ielge en fzlles majorant a 

a ~o 1 , ••• ,a~ an Heraf ses at f c F , j = 1,2, ••• ,n, sA 
a - aj 

n~=l F0 J. • 0 • Men sA findes altsA x € n €A F . I/vi~ N E Olxl 
o No1l(fq,11 .... Jj . ." '· 

(Jg o € A sA findes alts.\ (l > o sA x(l € N (Sztnin'g 1. 51. Oct 

1,ctydcr jo netop, at (x
0

) forckommer hyppi~t 1 N • Alts.\ er x 

'"t fortztningspunkt for lx
0

1 

iii) • iv) f~lgcr dircktc af Sztning 2.8. 

dcr iv) • i). Lad o vzrc en familie af Abne mzngder i X , 

(Jvcrdzkker X Detragt systcmct A af endelige delfamilier af tl 

O<J giv A inklusionsordnin~cn. Dct er klart, at A er opad filtrc-

I ' 

I 
l 

I 
I 

' 
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rende. Antag at der ikke findes nogcn endelig udtynding A € A , 

der over<Mtkker X . SA kan vi, for hvert A € A , finde 

XA € X '- U G • 
GO 

x 

Hcrved er defincrct ct net (xA)A€A , som if¢lge forudsztningen 

har et konvergent dclnct, med et grznsepunkt, som vi kan kalde 

Vzlg G € o , sA x € G • SA flndes ct clement A fra 

mzngden A med c9cnskal.Jcn A > (Cl (d.v.s. G € A I og xA 

index,- . 
(f .I I "I 

€ G •. 

Af definitionen af xA ses at xA E X 'G ; altsA har vi en 
, )" 

modstrid. 

v) •iv). Da cthvcrt net har ct univcrselt dclnet (Sztning 2.11) 

er dette klart. 

iii) •vi. Hvis (x
0

)
0

€D er ct universelt net, har (x0 10 €D 

if¢lge iii) et fort.ietningspunkt x . Men sA vil (x
0

) konvergere 

mod x 

LEMMA 6.2.· Lad (X,1) v.iere et Hausdorff rum og Cc X en kompakt 

delm.iengde. Hvis x ( C , sA f indes Abne og disjunkte mzngder s 1 

09 e2 , sA x € e1 , c ~ s2 • 

Bevis: for hvcrt y E c findes disjunkte Abne omegne Ny € O(y) 

09 My € O(xl 

(og derfor er 

Familien !Ny I y f cl er en Aben overda!kning af 

IN n C I y € C) en Al,cn over~kning af C i den re
y 

lative topologi). Der f indes dcrfor endelig mange punkter 

Yi•···•Yn € C oy omcgnc 
C c N U ••• UN S.Et 

Y1 Yn 

og 

Ny' ••• ,N 
1 yll 

n 
e

1
:= n 

j = 1 
M y. 

J 

af dissc, sA 

sA er e1 oq u
2 

Abnc 09 disjunktc omegne af hhv. x 09 C . 

S~TNING 6.3. Enhver kompakt dclmam<Jdc C af et Hausdorff rum X 

er afsluttet. 

c 
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Bevis: Dette f~lger umiddelbart af Lemma 6.2. Et net-bevis k¢rer 

sAledes: Lad x E C og vzlg et net (x
0

)
0

EA fra C med x som 

gr;rnsepunkt (Sztning 2.9). Oa C er kompakt har (x
0

) et konver

gent dclnet, med gr;rnsepunkt y E C • Oelnettet konvergercr ogsA 

mod x og da X er Hausdorff er x = y . AltsA er x E C • 

LEMMA 6.4. En afsluttet del~ngde F af et kompakt topologisk rum 

(X,t) er kompakt. 

Bevis: 0velse: Giv to beviser, et baseret pA definitionen og et 

baseret pA net. 

SA:TNING 6.5. Et kompakt llausdorff rum er normalt. 

Bevis: Lad E , F vzre disJunkte og afsluttede dellllo1!ngder af det 

kompaktc rum (X, 1· ) SA er E , F selv kompakte. For hvcrt x E F 

findes if¢lge Lemma 6.2 Ahne, disjunkte lllo1!ngder U(x) og Blxl sA 

x E U(x) , E =: B(x) • Familicn {U(x) }xEF er en Aben overd;rkning 

af F, og kan derfor udtyndes til Ulx 11 , ••. ,U(xnl , sA 

F c G1 := U(x 11 u ••. U U(xnl . Ha!ngden 

er, ligesom G1 , Aben. O<J c 2 omfattcr E . Da 

er hcrmcd vist at X er normalt. 

SA:TNIN<; 6.& . llvis (X,1) L" r kompakt og f: X - Y 

sA er f (X) en kompakt <lclm;r.ngde a f Y • 

er kontinucrt, 

ocvis: (Sml. 2 MA, s . I.6.4. J Lad (y
0

)
0

EA vzre et net i f(X) 

og lad x
0 

E f-
1 

ly
0

) • NcLLct (x
0

)aEA har et konvergent delnct 

(zB)BED oy da f er kont1nucrt, vil (f(zBllBEB vzre et konvcr

•icnt dclnet af (y
0

) l l (X ) 

( 
Pr¢v at lave 

,/ , I (_/ 

I 

. r ·k--'t ) J 

ct "ovcrd;r.knings-bevis" for ovenstAende ';r~niny. 

· ' ' I 
I 

(~ I 

x ·: 
/ 

, I 
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SA:TNING 6.7. Lad f: X - Y v;rre en kontinuert og injektiv afbild-

ning af det kompakte rum X ind i ct llausdorf f rum Y . SA er f 

en homeomorfi af X pA f(X) , udslyret med den relative topologi. 

~: Lad A c X vzrc Aben. SA er X' A afsluttet og derfor kom

pakt (Lemma 6.4). Af Sztning 6.6 f¢lr;cr, at f(X'-AI er kompakt, 

og da Y er Hausdorff, er f (X' A) af sluttet (Sztning 6. 3) • Al tsA 

er f(A) relative Aben i f(X) [f er jo en injektion, sA f(A) c 

f (X) 'f IX' Al ] . AltsA har vi vist, at hvis A er Aben i X , sA 

er (f-ll-
1

1AI = f(A) Aben i f(X) dvs. vi har vise, at afbild

ningen f-
1

: f(X) - X er kontinuert. Heraf f¢lger, at f er en 
homeomorfi pA f(X) 

Endelig skal vi vise den vigtigc s;rtning, der kaldes Tychonoff 's 
s;rtning [Tychonoff 1930]. 

v;rrc en familie af kompakte rum. 

SA er produktrummet X = "jEJ Xj , udstyret med produkttopologien, 

et kompakt rum. 

Bevis: Lad (x0 )
0

EA v;rre et universclt net i X , og lad 

(nj(x0 )) 0 £A v;rrc projektionen pA dcu j't.c koordinat. Deter klart, 

at (nj(x0 )) er univcrsclt (jvf. opyavc 2e)), og derfor er 

(nj(x0 11 konll'!!rgcnt; mod ct punkt xj E Xj • Lad x = (xj)jEJ EX 

njxa ~ njx = xj sA af S;rtning 4.2 slutter vi, at (x
0

)
0

EA kon-

vergcrer mod x AltsA er univcrs,tl ncttct konvcrgcnt., s ,\ X er 
kompakt.. 

V1 afsluttcr behandlingcn af kom('akthcd med en bcskrivelse af 
dette begreb i mclr1skc rum. 

Husk at ct mctrisk rum siycs al v~re ful<lst;r.ndigt, hvis cnhver 

Cauchy f¢lge er konvcrycnt (Hat 2MA, 1.5.11. 

Vi minder om, at hvis en Cauchy f¢l9c har en konvergent delf¢lge, 

er den selv konvergcnt. 

/, \) ~ ~(r" , ·: (( (1 

n 
(_ . (. !: x ) i u 

I (X ) -· I I ' 



•I 

... • .,.u .... 

Bevis. Antag, at Cauchy f¢lgen (xn)n E ~ i det metriske rum IX,d) 

har den konvergente delf~lge Ix ) med grznsevzrdi x • Lad 
0 i iE~ , 

c > 0 vzre givet vzlg N E ~ , sAdan at d (xm,x
0

) < ! c for 

m,n > N , 09 vzlg i E 1-l , sAdan at ni ~ N og 
1 

d ( xn , x) < 2 c ; 
i 

for er d(xn,x) ~ d(x ,x ) • d(x ,x) < c 
n ni ni 

DEFINITION §.9. En delmzngde B af et metrisk rum (X,d) er ~-

s~ndigt begrznset, hvis der for ethvert 
I C 

c E JR+ 
n 

findes endeligt 

mange punkter B Sj~ 1 lx E Xld (x,xj) < cl • 

En mzngde B c K er sAledcs fuldstzndigt begrznset, nAr den for 

hvert L > O kan dzkkcs med cndeligt mange kuglcr med radius ~ • 

SIETN ING 6 • 1 0 • Lad 

er iii!kvivalente: 

(X,d) v~re et metrisk rum. F¢lgcndc betingclser 

1. X er kompakt. 
2. Lnhver f~lge i X har en konvergent delf¢lge. 
3. (X,d) er et fuldstil!ndigt og et fuldsta!ndigt begrznset rum. 

Bevis: Antag, at X er kompakt, og lad (xn)nE... Vil!re en f~lge i 

X sA har (x0 ) 0E~ et fortil!tningspunkt x (S.rtning 6,1), V.rlg 

rekursivt en voksende f¢lge ln 1 1 1 E~ af naturlige tal, sAdan at 

d~ ,x) < i- 1 ; sA er 
"1 

en konvergent delf~lge af 

Antag nu, at enhver f~lge i X har en konvergent delf~lge. Speciclt 

har enhver Cauchy f~lge i X en konvcngent delf~lge og er derfor 

selv konvcrgent, sA (X,d) er et fuldstzndigt mctrisk rum. Antag, at 

(X,d) ikke er ct fuldstzn<liyt begrznsct rum, og vzlg > 0 , sA<lan 

at for en vilkArlig endelig familie x 1 ,x2 , ••• ,x
0 

af punkter l X 

findes dcr et punkt x EX med afstand dlx,xj) ~ L for J=l,2, ... ,n. 

Vzlg ct punkt x 1 E X ; vzly rckursivt en f¢lgc (xn)nE~ 

en Cauchy f~lgc, i modstrid med antagelsen at lxn)nE ... 

vcrgent delf~lge. 

n ·-.. ---- -

i x , 

har en kon-

\ 
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Antag nu, at (X,d) er et fuldstznd~gt og fuldstil!ndigt begrznset rum, 

og at X ikkc er kompakt. Lad (OalaEA vzre ~ familie af Abne del-

, men X ikke er diii!kket af noge. 
1 1 1 

lllil!ngder af X , sAdan at X = U 
af.A 

endelig delfamilie. Vzlg endeligt 
.\ ,'I 

mange delma!ngder K1 ,K2 , ••• ,Kn af 
1 

X med diameter~ 1 , der diii!kker· X . Vzlg i 1 E {1,2, ••• ,n 1 } , sAdan 

at L
1 

= Kl 
il 

ikke er dzkket af nogcn endelig delfamilie af 

og vzlg et punkt x 1 i L1 • V;rlg rckursivt for N = 2,3, ••• endelig• 

N N N < N-1 K1 ,K2 , ••• ,K
0

N af X med diameter = , der dzk-

N 

mange delnwmgder 

ker LN-l , oq iN C (1,2, ••• ,nNI , sAdan at LN = LN-l n Ki ikke 
N 

er dzkket af nogcn cn<lclig dclfamilie af (OalaEA , og et punkt 

i LN • Idet Og har diameter 

en Cauchy f~lge og konvergcrer derfor mod et punkt x E X • V.rlg 

l~ 
n 

b E A , sAdan at x € Ob ; da Ob l"r en omcgn af x , kan vi vzlge 

NE~. sAdan 3t kuglcn (y E Xidly,x) < N- 1 1 er indeholdt i Ob. 

Vzlg n ~ 2N , sAdan at d(xn,xl < (2Nl-l For y E L
0 

er 

d(y,xl ~ d(y,xnl • d(xn 1 x) < n-l + 12Nl-l ~ N-
1 

, sA Ln =Ob , i 

modstrid med at Ln ikke er dzkket af nogen endelig delfamilie af 

(Oa) aEA• ' 
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7. LOKALKOMPAKTE RUM,• 

,QEFINITION 7,1; Et topologisk rum (X,T) er >okalkoapakt/hvis 
• Ji 

(X,T) er et Hausdorff rum og hvert punkt x € x besidder en kompakt 

omegn. 

Som cksempler pA lokalkompakte rum kan vi straks n.rvnc komp.akte 

tlau»durff rum sJml de eukl 1.J.iske rum. 

.D¥FINITION 7.2. En kompaktificer1n9 ·af et topologisk rum X er ct . p 

I\ I\ 
par (X,IP) hvor X er et kompakt rum og IP er en homeomorfi af 

X pA en tzt delmzngde af 
I\ x 

Sl:TNING 7.3. Et lokalkompakt rum har en kompaktificering, som er ct 

llausdorf f rum. 

Bevis: Antag (X,1) er lokalkompakt, men ikkc kompakt. LJd 

tegne ct µunkt, der ikkc l i')ger i X • Lad X
00 

: = Xu (cm) 

logiscrer X..,: G '.:'. x... er Al,cn hvis cntcn 

.. ~ G uy 

ell er 

.. € G O'J 

G er Aben i X 

0ntcn er G = X~ cller 

i;"° 'C t~r t:ump11f~ l. 

l>c

V i topo-

Oct er c11 rutincsag at sc eflcr, at dcr hcrmcd er defineret en topu-
log l pA X Dct frcmg<lr ogsA direkte af definitionen, at denncs 

r·c[Jtive topologi pA X er den samme som den oprindelige. 

fJJ X er llausdorff Y..Jll punkler i X adskillcs ved disJunktc 

•Jlnf!•Jne. CJ•I hvts x ( X firales en kompakl omcgn K af x. Men sA 

er Y. O<J X
00

' K disjunklL· omcgne af x og Alts.\ er X llJus-
dorf f. 

LJd l G 
1

) i( 1 Va?rc en .'1bcn overdzkning af X
00 

og lad 

Ila G c r ~bcn, c r x .. ' C en komµak t de lma?ngde a f X lo lo 

· ·~..,.· . ..---~ --·--

.. 
€ G 

lo 
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X 'G , som 
oo io 

M.J!ngderne G1 , i • i 0 er en Aben overd.-ekning af 

derfor kan udtyndes til en endelig overdzkning af 

har {G1 } et endeligt delsystem, der dzkker X
00 

er X 00 kompakt. 

X 'G Hen sA 
... io 

(hvilket?). AltsA 

Da X .ikke er kompakt, mA X vzre en tzt delmzngde af x 
00 

X,.. kaldes 6l-punklskompaktific1·rinyen af X • 

S!ETNING 7.4. Lad X Va?re lCJkJlkompJkt og Kc X vzre kompakt. Lad 

F c X vzre afsluttet og disjunkt fra K • SA f indes en kontinuert 

funktion f: X - (0,1) med f(K) { 1} f(F) = {O} og kompakt 

stcotte, dvs. 

supp f := {x € X I f(x) • O}-

er kompakt. 

Bevis: K og Fu (ao) er diSJunkte og afsluttede delmzngder af 

Da X
00 

er normJ l t (S.rllung b. ~) , k.111 vi vzlgc en Aben mzngde U 

f' u {ao) c U O<J Kn U (b • Drug nu Urysohn' s lemma til at fA en 

kontinuert funktion f: X~ {O,l] med f(U-) =(OJ og f(K) 

M.Engdcn 

stellttcn for 

S:ttvt/d 

er en kompJkt Jvlm.rnydc af 

f . llcrJf fCOlgcr 

Cc,./;; ld.'·: I· I tlr. 
u 

szln 1 n•Jcn. ()fl 

' j.' 

X og indeholdcr 

.: l (ti I, (I 

/ .• /;,,;~:- I 1 , /". 

x ... 
sA 

{ 1} 

I 
' 
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8, BAIRE'S SlTNING, 

SEI'NING 8.1. Lad (X,d) vzre et f,pldstzndigt metrisk rum og lad 

A
1

,A2 , ••• vzre en f~lge af tztte Abne delmzngder af X • SA er 

nj=l Aj tzt i x • 

Bevis: Lad B0 vzre en Aben kugle i X med radius r > O • Vi 

vil vise at 80 n (OAjl • 0 • 

Da A1 er tzt i X er A 1 n s
0 

Aben og ikke-tom; altsA indehol-

der A1 n BO en afsluttet kugle 81 med radius < r/2 Mzngden A2 
er tzt i X , sA Al n a 1 er Aben og ikke-tom. Vi kan dcrfor f inde 

en afsluttet kugle e2 = A2 n s 1 med radius < r/4 SAledes fort

szttes; i det n'te skridt finder vi en afsluttet kugle 

Bn '= Ann Bn-i med radius < r/2n • Kuglerne en har ikke-tom fzl lcs

mzngde: vzlger vi xn € Bn og bemzrker, at for m > n gzldcr, at 

d(x ,x ) < r/2n , ser vi at 
n m -

derfor X t x I 

netop fundne 

x E a0 n (nAnl 

x 

sA x
0 

x • 

ogsA tilh~rcr 

er en Cauchy f~lge, Der findcs 

x € Sn for alle n Da det 

for alle n , ser vi, at 

KOROLLAR 8.2. Hvis (X,d) er et fuldstzndigt metrisk rum og 

X • 
0
M1 F n , hvor hvert F n er afsluttet, sA f indes n

0 
E "N for 

har lndre punkter. 

for alle n . 

Fo = 0 for alle n , 
n 

AltsA er OAn = nix ' 

sA er A
0

: = X' F
0 

Aben oq tort 

F
0

) = X' UF
0 

tzt, en modstr1d. 

DEFINITION B.lf Et topoloq1sk rum X kaldes et Baire rum, hv1s <let 
- . J 

for en vilkArlig f~lgc (Gn) nE 111 af Abne tztte delmzngder af X 

q.Eldcr, at n~l Gn er tzt i X . 

Ethvert fuldstzndigt mctrisk rum er altsA et Daire rum. Man kan 

.Jt ct.hv.ut.._.l2£.vJ..ls..QIJJ.Pil..K.t_J.ym er ct Paire rum (jf. opg.Jve Be)). 

VlSC, 
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OPGAVER TIL AFSNIT 1. 

a) (Hauadorffs definition af topoloqisk rum.) 

Cl .'\.Antag at dcr til cthvert punkt x i en mzngde X er givet et 

C) 

ikke-tomt system O(xl af delmznqder af X aom opfylder 

ii x € A for ethvert A i O(x) • 

ii) Hvis Ac a og A€ O(x) sA er B € O(x) 

111) Hvis A,B € 0 (X) sA vil An B € 0 (X) 

Vis at der findes przcis ~n topologi T pA X , sAledes at 

A € t hvis og kun hvis A€ O(x) for alle x € A • Vis at 

O(x) er omegnssystemet for x i topologien T , hvis der ogsA 

gzlder 

iv) Hvis A € 0(x) sA findes B c A sA B € a(y) for alle 

y € B og x € B • 

Lad O(X) v.rrc familien .if delllld!ngder af en m.zngde X og defi

ner en afbildning ¥ - cl(Y): VIX) - O(t) som opfylder Kuratow

ski' s axiome1· 

ii cll'-'1 = 0 

ii) Y '= cl (Y) for ethvert Y E 0 IX) • 

iii) cl (cl (YI I = cl IY) for ethvert Y € O(X) 

iv) cl (Y) U cl (Z) = cl (YUZ) 

Vis at {FEVIXI F=cl(F)) 

topologi pA X med Y 

Lad Y v.Ere tzt i (X,t) • 

mzngde A € 1 • 

for alle Y,Z € O(X) 

udq~r de afsluttede mzngder i en 

cl(y) for hvert Y € D(Xl . 

Vis at (YOA) A for enhver 

Vis at 111i2ngderne )t,<»[ , t ( lR samt 0 og lR udg~r en topo

logi pA lR. Angiv {s)- for ct punkt s € JR. 

e) Lad (X,1) v.Erc et topologisk rum og A • 0 en delmzngde af 

X • Lad lA bctcgne den relative topologi pA A 

for B c A at det indre af B (A,TAI er lig 

Gzlder det 

Bon A ? 

f) Czlder at hvts Ac X , hvor IX,t·) er et topologisk rum, sA er 
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91 Lad (X,~I vzre en f uldstzndi9t ordnet maen9de. Lad p best.\ .. 
af 0, x 09 alle maengder af formen 

(x € x I x < y] , 

hvor y € x . Vis at p er en basis for en topolo9i p.\ x 

hi Angiv samtli9e topologier pA {, , 2) og {,, 2. 3) 

ii Giv et forslag til en naturlig topolo9i p.\ 1R* := 1--,•l • 

JI 

kl 

Lad (Xi,li) 

X 1 n x2 = 0 • 

vzre topologiske rum for i = 1,2 og antag 

Giv et forslag til en naturli9 topologi p.\ x1 U x2 

Lad T best.\ af 0 , ~ 

l-•,k( , hvor k € JR. 

ldl I. 

samt alle intervaller i JR af formen 

Er l en topologi p.\ 1R? (Jvf. opgave 

ll Lav en oversigt der giver alle almengyldige inklusioner mellem 

Ana, tAne1° (Ano1 A0 ne0 , A0 na, A0 ne- Ano-

A- n B-

Giv modeksempler til de ~vrige. 

4 ,°\,ml Vis at afslutningen Y af en maengde Y er afsluttet. 

£1 'jnl Hvis Y er en m.J!ngde i ct topologisk rum (X,T) def inercr v1 

randen af Y som 

Vis at randen kan vzre tom. Vis at 

og at 

for enhver m.J!ngdc Y ~ X . Vis at de tee IM!ngdcr kan vzrc for

skellige. 

o) V1s at en delm.1!ngde A af et topologisk rum (X,TI har ikkc-Lom 

fzllesmaengde med enhver tzt delmaengde af X hvis og kun hvis 

AO • 0 . 

Mat 3 FU, 1~86 
Opg. 1 .3 

pl Hvis A , B 

(AU BIO • 

er delmaengder af et topologisk rum, s.\ er 

Kan inklusionen vzre ~gte? 

d •b hvis og kun hvis den er en omegn af Vis at en maen9 e er d en 

hvert af sine punkter. 
Vis ogs! at det indre af en IM!ngclc indeholder cntwer '1ben delmaengde 

af maen9den. 

C/.?r> Hvis Y c (X,1) s.\ er 

sl 

ti 

(X ..._YI O • 

Giv et eksempel p! ct topologisk rum, der ikke er separabeit. 

Lad (M,d) 

s. I.1.2). 

topologi p.\ 

vzre ct pscudo-metrisk rum (jvf. MA-noterne 64/85, 

G~r rede for at pseuclo-metrikken d definerer en 

M • 
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OPGAVER TIL AFSNIT 2. 

bl 

Antag at f~lgen (xnlnE~ er et univcrselt net i X 

der findes et m E ~ sA xn ~ xm for alle n > m 

Lad ll og 1 2 vzre 

t 1 l 1 2 • Vis at der 

x E x , sA (x
0

)
0

€ 0 
12 • 

to topologier pA en maengde 

findes et net (x
0

)
0

€
0 

i 

konvergerer mod x i 1
1 

, 

x 
X og 

men 

Vis at 

An tag 

et punkt 

ikkc i 

c) Vis at hvis x E (X,tl sA er O(xl udstyret med omvendt inklu

sion opad filtrerende. 

d) Vis at Sztning 2.9 gzl~er hvis ordene "konvergerer mod x" er

stattes med "har x som fortztningspunkt". 

°! 'jel .. Vis at ved en vilkArlig afbildning f: X - y afbildes et univer

salnet (x0 10 EA i X i ct universalnet (f(x
0

)1
0

EA 1 y • 

... 

fl Vis at maengden af kontinuerte funktioner af lR - lR der er punkt

vis mindre eller lig en given (ikke n~vcndigvis kontinuertl 

funktion udstyret med den punktvise ordning er opad f iltrerende. 

gl Lad (H,d) vzre et pseudo-metrisk rum (jvf. opgave 1t)l. Lad 

(X0 10 EO vzre et net i M og lad x E M • Vis at x
0 

- x hvis 

og kun hvis d(x
0

,xl 0 • 

Lad vektorrummet X vzrc topologiseret af familien p af scmi

normer (Ekscmpcl 1.111. G~r redc for at ct net (x
0

loEO kon

vergerer mod x hvis og kun hvis 

for alle " E p • 

Mat 3 FU, 1981> Opg. 3.1 

OPGAVER TIL AFSNIT 3, 

{,_~al Angiv en kontinuc1·t funktion f: IH - lR som ikke er Aben. 

bl Lad f: lR - (0,m( vzrc givct vc<l f(xl = x for x > 0 og 

ll C cl 
. , 

=txl+l for x<O. 

Lad X := ( (x,y) E m2 

relative topologi. Lad 

altsA f (x,y) = x. Er 

Vis .it er Aben, men ikke kontinuert. 

I x = y = 0 cllcr xy = 1 I og giv X den 

f: X - m vzre projektion pA x-aksen, 

f kontinucrt? Aben? Afbilder f af-

sluttede mzngder pA afsluttede mzngder? 

· 2~.'l d) Lad IX 1 ,1 11 , 1x2 ,1 2 l vzre topologiske rum og lad f: x 1 - x 2 
vzre en funktion. Antag A, B er Abne, ikke-tonune delrnzngder 

el 

af 1x 1 ,1 1 1 O<J at x1 = AUB Vis at hvis restriktionerne 

flA og fla er konlinuertc, nAr A og B er udstyret med de 

relative topologicr, sA er f kantinucrt. 

Lad 1x 1 ,1 1 ) og 1x2 ,1 2 1 vzre topologiske rum og f: x 1 - x2 
kontinuert og sur1ektiv. Vis at hvis IX

1
,r

1
1 er scparabelt, 

sA er 1x
2
,r

2
1 scparabelt. 

Lad 1x1 ,1 11 , (X
2

,1
2

1 vzrc topulogiske rum og f : x 1 - x
2 

en 

funktion. Vis at f~lgende udsayn er zkvivalentc. 

al f er kontinuert. 

bl 

cl 

dl 

el 

Der C imlcs en subbasis " for hvilkcn 

For cnhver afsluttct mzngdc F =: 1x
2

,1
2

1 

sluttet i 1x 1 ,1 11 • 

f(A 1-I =: f(A 1 1 for alle A1 = x 1 • 

-1 -f (A2 1 '=f-l(A.l- foralk A
2

'=x2 

er 

_, 
c (.>I = I 1 • 

af-

gl Bevis Sztntng J.4. 

hi Er en sanuncns.rlnu1<1 at to At.inc Jlblldninger en Aben afbildn1n•i :• 
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.· '.f' Lad X v.Ere ct vcktorrum, topologiserct af familicn P af sc

minormer (opgave 2hll. Lad p v.Ere en vilkArlig seminorm pA X 

Vis at f~lgende udsagn er .Ekvivalente: 

a) 

b) 

C) 

di 

el 

p er kontinuert. 

{x EX I P (xi < 1 I 

0 E {x EX P (xi < 
0 E {x € X p(x) ~ 
p er kontinuert i 

er Aben. 
1) 0 

1) 0 

0 

fl Der f indes en kontinuert seminorm q pA X for hvilkcn 

p(x) ~ q(x) for allc x EX • 

Mat ) FU, 190b Opg. 4. 1 

OPGAVER TIL AFSNIT 4, 

a) Lad (X,1 I , (Y ,u) v.Ere topolog1ske rum og giv X • Y produkt

topologien, Vis at hvis A c X og 8 c Y , sA g.Elder 

(A•B) og (A•B)O 

bl For et topologisk rum (X,tl defincrcr vi C(X) som IM!ngden af 

kontinuerte funktioner fra X ind i IR. Vis at hvis 

f,g E C(X) og a € IR sA g.Elder .1t of , lfl , 1/f lhvis 

O ( f (XI I, f + g , fg , f v g , f "g alle tilh~rer C(X) • 

c) Lad (Xi,1i)i€l V.Ere en familic af topologiske rum. Lad a v.Ere 

systemet af del!M!ngder af produktrummet nxi af formen n0
1 

hvor Oi E Ti for alle i E 1 . Vis at a er basis for en 

topologi som er finere end produkttopologien. 

di G~r rede foe .:it den s.Edvanlige topologi pA IR0 er produkttopo

logien. 

(C, 1el Lad x v.Ere en 

tionerne fi: x 

Lad x og y 

for al le i E I 

f (X) = fly) 

m.Engde og giv 

- IR, i E I 

V.Ere punkter i 

. Lad f: x -

x 

IR 

x 
IR 

initialtopologien mht. funk

har den s.Edvanlige topologi). 

for hvilke fi(x) = fi(y) 

V.Ere kontinuert. Vis at 

b.1 fl Beskriv topologicn i I::kscmpcl 1. 10 som en initialtopolo<Ji. 

gl Vis at en afu1ldning g: Z - X !ca ct topologisk rum Z ind i 

X , udstycet med 1n1tialtopolo~1cn givet ved familien f , 

er kontinucrt hvis og kun hvis fog: Z - Yf , f E f , er kon

tinucct. 

hi Lad (X,I ·II v~rc ct normcrct vcktorrum over ( og lad Y c X 

V.Ere et afsluttet underrum. Definer 

og kun hvis x 1 - x2 E Y • Relationen 

tion. 

Definer for x 1 ,x2 € X og a E ~ 

ved at x 1 - x 2 hvis 

er en zkvivalensrela-



I 
'I 

1\ 

: 

Mat 3 FU, 1')36 Opg. 4 .2 

lx1 1 := inf{lx•yl I y E Y) 

Vis at X herved bliver et normeret vektorrum og at den af nor

men inducerede topologi er kvotienttopologien. 

Lad X og P v;erc som i opgave Ji). Vis at vektorJddiliun 

(x,yl - x + y: X • X - X og skalarmultiplikation (o,x) - ux 

F • X - X (hvor JF =JR eller ¢ I er kontinuertc afbildningcr. 

Mat 3 FU, 1986 Opg. 5.1 

OPGAVER TIL AFSNIT 5. 

a) Formuler og bevis en omvendt s;etning til Urysohns lemma. 

/t~ bl Lad X v;ere ct Hausdorff rum O<J Y et topologiak rum. Lad 

f,g: Y ~ X v;erc kontinuerte afbildninger. Hvis f og g stem-

c) 

mer overens pA en t.,t delm;engdc ,of Y da er f og g identiake. 

Vis at enhver kompakt Hausdorff lopologi pA en m.iengde 

minimal i 1114tngden af alle Hausdorff topologier pA M , 

ved inklusion. 

M er 

ordnet 

Lad (X,T) v;ere et topologisk rum og giv x2 produkttopologien. 

Via at X er Hausdorff hvis og kun hvis diagonalen 

( (x,y) € x 2 I x = y) er afsluttet. 

Lad f: X - Y v;ere en kontinucrt afbildning mellem topologiske 

rum og bet1agt grafen for f 

((x,f(x)) Ix ( X):: X•Y 

Vis at hvis Y er Hausdorff sA er grafen en afsluttet delm.iengde 

af X • Y i produkttopologien. 

fl Lad (Xi 11 il v;ere en familie af Hausdorff rum. Vis at produkt

rummet med produkttopologien er ct Hausdorff rum. 

t.~ g) Lad (X, I) v.ierc ct Hausdorff rum O<J f: x - x v.iere en kontinu-

ert afbildn ing. An tag f2 = f Vis at f (X) er afsluttet. 

h) Vis at ncltct Ix ) i begyndel!icn af bev iset for S;etning 5.2 
() 

end ikke har y som fort.ietnin<J!ipunkt. 

i) Oet fremgAr af noterne, at endelige m.iengder i et Hausdorff rum 

er afsluttcdc. Lad (X,t) v.ierc ct topologisk rum, hvori enhver 

endelig lll<Engdc er afsluttet. Er (X,T) Hausdorff? 
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JI Uetr.~gl ct 1't1cudomutrit1k rum (M,dl (jvf. op<1.ivc 1l I o•.r 2<JI. 

Vis at (M,dl er ct Hausdorff rum hvis og kun hvia d er en 

metrik. 

kl Lad vcktorrummet X vil?re topologiseret af familien P af scm1-

normer (Eksempel 1.11, opgave 2k), Ji) og 4i)). Vis at med dcnnc 

topologi er X et Hausdorff rum hvis og kun hvis 

npEP {xEX I n(xl = O} { 0) 

11 En dellll<l!ngde Y af et topologisk rum X siges at v~re af type 

~ .'1 Ge , cller en G6 llla!ngde, hvis Y er fil?llesllla!ngde af en f~lgc 

af Abne llla!ngder i X 

Vis, at en delllla!ngde Y af et normalt rum X er en afsluttct 

llla!ngde af type c6 , hvis og kun hvis der findcs en kontinuert 

funktion f: X -(0,1) , s~dan at 

Brug en kombination n!l 

lemma). 

Y = (x E Xlftxl 0) • (Vink: 

af funktioner givet ved Urysohns 

ml Lad X Vil?re et normalt rum og Y en afsluttet dellll<l!ngde af type 

1.o.'\ .) G6 (jf. opgave 5 • Lad f Vil?re en kontinuert reel funktion pA 

Y • Vis, at der findes en kontinuert reel funktion g pA X med 

glY = f • 

Mat 3 FU, 1'11ll> Opg. b. 1 

OPGAVER TIL Ar~NlT b. 

al 

1-~0. 

bl 

'l~h. 

Lad f: X Y Vcl!rc en 

Vis at hv1s ~r.ifcn for 

afb1ldn1nq mcllcm kompakte Hausdorff 

f er al :.luttet 1 X • Y , sA er f 

tinuert (sammcnl i<Jn med opqavc r,..)). 

rum. 

kon-

Lad f: X ~ IR v.Ere kontinuert p:1 det kompakte rum X • Vis at 

f er bcgra?nsct. \'1s at f anL.1qcr sAvel sit supremum som sit 

1nfimum pA X . 

c) (Dinis lenun;1I Lad (fxl ALO va?re et net af kontinuerte reel le 

?,3.1 funktioner pA et kompakt rum X . Antag at (fxl konvergerer 

punktvis mod en kont1nucrt funkLion f og at konvergensen er 

monotont vokscnde. Vis at If>. I konvergerer uniformt mod f • 

d) Lad X v~rc en ucndcl1q m.rnqde oq lad T bestA af 0 samt alle 

delm.l'ngclcr af X med enclcl l<Jt ~:•>mplc:ment. Vis at ' er en 

topolog1 p~ X Vis at (X,11 Pr kompakt, men ikke Hausdorff. 

Vis at Ix; er .1fslultct for cth'.·ert punkt x E X Vis at en-

hver uenc.fol 1q dclm.rnqc..lc af X er til't i X sA X er al tsA 

separabel l. 

el Lad Y Vd.'l"'' en td.'t delm.1!ngde af ct 11.:iusdorff rum X Antag 

/.3.~. A c B c X , lwor A er Aben oq 13 n Y er kompakt. Vis at 

fl 

~.'1. 

A c Y (Vink: llvis x E A' Y f indes en ~bcn omcgn A0 ,"\f x 

der er d1s1unkt fr.:i u nv Ucn;-L s~ opgave lei p~ A n,\
0 

ny .) 

L.id (X, 1 l v.rrc c L Lopolog isk 1·um og lad 

vergcnt f¢l•Jl'. Uetcqn <Jril'nsepunkLet mcc.1 

(xn In 0,1,2, ... 1 e1· kompakl. 

gl Lad f vil'rc en konl1nuert afb1ldn1nq ,"\f et kompakt !!.1u!X!o1·ff rnrn 1nJ 

siq ,;clv. Vo:.; .ii d1·1· ind<.'!; "11 dh·-tllm kom1"1~.l delm.rnqdc /\ 

for hvilk .. ·n l(/11 ~ /\ (Vink: 11n11.1 Zorn's lemm.l.I 

h I Uds t yr lR mccl Lupo l o~p l.!n <k f i llL' •. ., L 1 opqa ve 1 c..l I . I.ad 

l/J • Ac IR og lac.I b := inf A . Vis at A er kompakt hv1s oq 

kun hvis b C A . 
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Lau 1x 1 ,t 1 > 

kompak t. Lad 

udstyret med 

og {x 2 ,i 2 > v.EreHausdorffrumog A1 
x 2 ( x2 . Vis at A• !x2 J er kompakt 

produ.kttopologien. 

Opg. 6 .2 

j) Lad (X,~) v.Ere en fuldst.Endigt ordnet m.Engde og topologien p~ x 

som i opgave lg). Vis at enhver ikke-tom kompakt delm.Engde A 

af X har et sidste element a* (dvs. a < a* for alle 

a ( A). 

k) V.Ls at hvis K er en norm-kompakt dclm.Engde af dct normcrcdc 

vcktorrum (X,11·111 s~ er K et fuldst.Endigt metrisk rum (med 

metrikken svarende til II· II) og K er fuldst.Endig begr.rnsct. 

1) Vis at et kompakt metrisk rum er separabelt. 

'0.~ 

. . 

Mat J FU, 19!!6 Opg. 7. l 

OPGAVER TIL AFSNIT 7. 

Su.cl a) Et endel1gt produkt af lokalkomp.ikte rum er lokalkompakt. 

Lad x v.rre et ftausdorff rum og Ac X en t.Et delm.Engde, der 

er lokalkompakt i den relative topologi. Vis at A er Aben. 

(Vink: opqave 6e).) 

c) t::n AIJl!n dclm<l!ngdc • .t cl lokalkom1•.ikl rum er lokalkompakt 1 den 

relative topulu<p. Oct ,;,\mmc <J.Eld..:r (or en .::ifsluttct dclm.Engde. 
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Ol'GAVl::H TIL AFSNIT 8. 

a} Lad X v.rrc et topoluyisk rum. En dellll.l!ngde A ;if X 

at v.Ere intetstcds t.Et, hvis afslutningen ikke har indre punktcr, 

A siges al v.Ere af 1. kategori i X (eller m~ger}, 

hv1s den er foreningsm.Ende af en fiolge af intctstcds t.rttc delmmqdL"1·; 

A siges at V.Ere af 2. kategori i X , hvis den ikke er af 1. 

kategori. 

Vis, at en delm.rngdc A af X er intetsteds t.Et, hvis og kun 

hvis komplement.Erm.Engden indeholder en t.Et Aben m.Engde. 

Vis, at X er ct Bairc rum, hvis og kun hvis cnhvcr ikkc-lom 

Aben delm.Engde af X er af 2. kategori i X 

7/ 
! 

bl Lad X v.Ere et Bairc rum og Y en t.Et G,. m.Engde i X 

opgaver 5 l1 I I • 

Vis, at Y (med rclativ topologil er ct Bairc rum. 

Vis, at ~ ikkc er en G, m.Engdc i m 

cl Vis, at ethvert lokalkompakt rum er et Bai re rum. (Vink: Udnyt., 

f('. ,. at f.Ellesm.Engdcn af en dalcndc f!Olgc af ikkc-tomme kompitklc 
I ( _, 

m.rngder er ikkc-tom} . 




