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I~a~'1i te l L Ve.riationsregn.ing. 

funktianaler. 

I l6S6 stiller Johann 3ernoG:lli (1567-17(::8) den Ol)geJve at finde Jra-

chistochronen (l:urven for min:::.st fe..ldti6., jfr. nedenfor). :Cen ~Jlev bl. a., 

løst af 0rcJeren Jacob Jernoulli (Hi5l.!:-l705). L~e~lens Jo~1ann Je:moullis 

løsning var e..i' s:peciel kare..l::ter, idet ::en bragte yroblewet i sawE1enhæng 

ned en lyostråles vej i et neilitD neC: varis~Jel t bryc;ningsforhold cg u.cl-

nyttece D'ernats princip, at lysstrålerne i et såcia.nt necliu:a går ud ad de 

hurtigste veje, var Jaco~ 3e:;rnoullis løsning af alJ.:J.en I:a.rar~ter og anvende-

l i g på i~&.nge e.nC:re l i;:;nenC.e opgaver. =.:;;::.n er Cl erG e i g:r·tmålægger E;.I v arie.-

tionsregn:L:gen. Jen udvil:le·~!.es isor af Leonherd ::SUler 0-707-1733) cg J·.-L. 

Lagrenges (1735-181.;; 4 

-Jl:mC:t cJ.e uz.nge bøger en er:met æ-;.befe.les s::n en :;10cl.erne, ikke for 

owfattende frenstilling: G. Gruss: 'Iarietionsrecl1ntmg. ~ .. A:ufl. 1S55. 

El:=senpler på ~larie.tic.rlsopgaver .. 

l. 3rac:cistoc>ronen. 

C- a 
. -----~----- ------------------.-----~ 

r' l x rå en gnidningsfri kurve y= f(x), 
' l 
' i\ s y 

l ',~"' i f alGer -v.J • 
c 

1
1 c1s""-·-.. ~~--.,_J 

(e., ~'J) 
y~/ 

x og y er funll:iio;:1er af tiden t. Lied gæng-

~ - 2 altså v = "!!J + 2gy, Z1vcre.,f fås fc~l~~tiC:e11 
o 

m 

e:r at 

a t T er ::J.iniwnu. 

2. G:JC:rejnin.::;sfla~e oeci <1ini::1.al t e.ree.l. 

flac1e oed. e .. realet 

f{G) = C, 

n o 
LE1D 

f(e.) = 

l 2 
7t";JV = Llgy, 
c. o 

b, således 

Y.:;:. G fo:;rbindes 

en coJreje.ings-
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y'tC = 

! 

l _j ___ ~ 

y 

n 
F = \ ,.., ~ -

\GS'l YCiS 

Gpg;aven er at 

f(a2) = h 2' 

des e:~ F er niniDum. 

o, 
se ... ..i.e-

3. :ilad.eli11ie. 

r 10yds j) 

n a 
l \ 2 ! 2 = - j y-,,.l., +y' ri~r L v """'"' 

En fc._:lCiDtcnclig 7:~0jelig, honoeen snor af 

l8ngCJ.e L oph8nges i ,ur:I:;:tern.e (a, , b1 ) og 
_l. 

C:_)gcwen er e.t finde ligev::3gts-

stillingen y = f{:;:), der er ~Jestent ved, 

Idet t> er :oessen pr. kmgdeen!:1ed, fås 
> 

for en vilkårlig stilling y = f(x) af 

l:;:urven, at t~~gdepun~tets ordinat er 

Gpgaven er, D.t vDlge y = f(x) således at 

al ('tE:.2 l 2 
:l.v .. s. således at I :::: \ y"'vl+y' dx 

,_)al 
'bliver oinimu:J., 

idet y = f{a..,) = 
c, 

den yd.erligere 

betinijalse, at 
\a2 -J;.:;:2 dx = L. 
:;.Ja., 

-~ 

Proble::.Iet er så1ed.es af er: ~J.ere l~onpliceret arct end Cle feregående, 

ioet der t:d o"Jer ende::mnld:.s"betin!3else:cne optrs:åer clen 
. . , .). 

Sl.C!G Le betingelse • 

1;"_. Det iso:Q_erioetrisl::e ~Jro~Jlen. 

uer anslutter det største areal. Vi r:an 

nØJeS ned at betragte hurier, der inde-

(på 

beotenoes veu en p&r~eter-

frenstillin8 (x,y) = (f(t),g(t)), 
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O ~t~ l, iwc:r f(O) = f(l) = O, g(C) = g(l) = O. Opgaven er at volge 

x = f(t) og y= g{t) således, at 

f~ = = 

arealet 
'Il 

- yx')dt \ (:;~y' 
ve 

bliver nab;ioun, ic1et x = f( t), y = g(t) sl:al Gpfylde f{O) = O, f(l) = O, 
rn :~-·---.,.. 

g(G) = O, g(l) = O, sewt den yderligere betingelse . r.~ x' ~+y'
6

dt = L. \ 
l 2 ,.,, 

~'J ~ ..... j 

5. Ge(;·detisl:-e ' . . ..L1nJLer, 

På en c:;iven flade søges I:urver, der er korteste forbindelse nellem 

to p:ml:ter. 

6. j?le.teaus ·:.rol:Jlen. 

p.:;r eu eller flere lu!:I:ede I:urve:r i ruDhlei sØges en flade ned den 

Lad F(x,y,p) vare m;. f-;.;r;.I:ticn Ciefinel~et på et ouråde (en åben, sam-

Y,1\ 
l 
1 

(a_,~J,) 
l j_ 

i 
l 
l 
' l 
i 

' l 
--------1-------a, 

l l 

i 
l 

------------a~r-,-~ 
c, x 

:Sn tilladt ---vDre punlcter i (x, y)-planen. 

f'tn1Ir.tioL'1 er e11 

fo:r :wilh:en (z, f {x), f' c~~)) E Q for alle 

x E [a.;, ar-.J. ·71 :wå nott.'l!.!. .. ligvis ar1te:Jge, at 
...:!. (.., 

at der 
( &, l iJ~ ) ' 

.J.. lL 

finc1es tilladte fur:.Idione:;.~. 

i 
Fer enhver tilleJt f'uni:ticn ~etrc:.gtes integrelet 

L 
I 

= 

"li sic;en, (lok.c.tt) · nini:oun fc~c- fcnl:tionen f, såfrent Cie:r findes 

der op-
et )

(). ) O således o ., 

fylC:.er ~eiiEc;elser~ 

['Jem3r:r. Der er h·a:~ t.sle OLl sålmldt st~3r!l:t :::Jinir.iun oc naksim .. -.r1. 

filen Clefinere:r svagt ainin:.io ved, E.. t cier findes et q > O og et f1 ) O så-
,~o . 

lecles, at I ) T for elle 
fl -'-f 

tilladte funktioner f 1 , 
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gelse:'ne f{x) l< r l .Jo ;., 
f' (x)!' ( ~ ! 

. ... .... ~ 

for alle 

Svagt Dz.b:;iuu::J ciefine:res a,naJogt. T! i får 

Vi :-Jengler nøjere at :;_:n.~mcioere kontinui te·~s- og differentiabilH,ets-

fc:rudsl.:-3tningerne. 0et er oveefor stil tiende forudsat, et de tilledte funi:-

ti ener er c1ifferenti::}>le. "'li får brt..~g for at for l enge cJ.em _to !$enge lwnti-

nuert diffe:rentie~le. :Jet ex en:l7idere fo:ru:..i.sat, at I.., el:oisterer for en
.1. 

:wer tillaclt :im"J.~:tioc. f. :Jet·:-.e er i hvert falu tilf<:Jldet, ner F er lronti-

nuert. Vi får brcg fol~ et Jorhm.ge F to gan~e Iwnti::,:uert differentiabel 

(d.v.s. F er Iwr;.tinuert og ::8r Irontinue:c~e partielle afledede ef l. or.; 2. 

orc~en). 

I~e I
1 

har lol;.:al t oir;.iL1un eller ::te~~sirJtUJ. 

Indsh.1d. Cpge,ven er aneloe; :J.ed o:-7c;aven, at 7JesteDDe wini::Juns- og 

Iilalrsim.EJ.sptinl:ter for eL .:lif:?ered:,i•::>bel funL::.:tic-n h(x) på et åbe1.1t inte::tval .. 

7i har ~1e:r den nødve;:-.dige ;:,::Jt::tngelse h' (x) = O. ;]enne er sen bel:enc1t ii:ire 

tilstrdrkeli;;t fer niniam1 (oen il:I:e nødvencli.;t) o~ h' (x) = O ors 1111 (x) <G 

gelse for nir:.ioun elle;:- uab:;irr;Iu, 1:1en il~!:e gå ind på det vc~oentlir; van-

sic:eligere sp(trgsoål oo tilstrol:kelige ?Jetingel.se:c. 

:Jeten;neloe. For et :-:el t te.l r:. > O :Jeter;ner vi oec~ 

ef n gange Iwntint:ert c1ifferei1tiE..ble ft.ll1L:tior;.e=."' 

Udledelse ef nødve:1di!;j oeiir:;.~else, 

1Ji anteger at I~ hm:- loi::c;,l t Dini::.JUD 
- :r 

fer fun~~:t,ionen. f 

" 
lJu volr;es en vili~å::.~lig funi~ticm. r; E Jt:::G.,

1
,a

2
J, :for hv2E<:en t:_;(8

1
) ==O og 

t) 
= G. ~a .l t.... er å"De11, vil d.er f=lndes e1~ OiJeGU s..f tallet O, således at 
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funl~tionen f+c;g er till.sat for eUe t; i denne onegn. I ~,enne Ot;;.egn e..f O 

betragtes funktionen 

I(f) = = 

:Ja har JL (2) cininuo for t_:·. = C. Hu er I (t:;) differentiabel 1..1ed .... :) 
(la,.,{' . . L ·g' (:~r ).J ax. 
~. ~JF r~~ ?{~~)+Fcr(x) f' {y)+Fg;' ("'~))c.·(y'•+F (x f(~''~Hg(~') 1'' (")+-.:'g' (:d) \a ~ 1 ~,, ... .;..,.li.. .Jt. .:b ' !i. ·- ..~ ... b ~~.., 

0 
_, ~:"., ...; . .-: .. , .,.~" .;....- ... 

v l•·· " .L 

1' (t) 

Llts& er I' (O) = C, 

r-
Ved del'Jic integ:::'ation fåo (idet ;:;' (:;::,f(x),f'(x)) er l:ontinuert c:ifferen-

L V 
iie,bel ifølge de c;jorte fo:r,udsDit.:inger, j :fr. " f udregningen neden.xorJ 

I' (C) O bliver derfor: 

F ( .. , ·"f ~r 'J ·f' l f..,~))) c; (..,r) = ·Q 
0 -t ... , .-L"'..~~ , ..... \..t.:- ~r b ..~ ... 

:D _j 

Jen i parentesen optrnc1end.e :i\~ni:ticn 

"'"'li it1dslc~rder 11u: 

Lemma. :-Ivis har den 

,........ """' 

Jevis. Il1ii:."e?.:te. :i··vis c1er f.C..~1:1tec et J~ E ! e~' 8~J, for r"lvil~:et f. o -·.L c, 

Dette er ~uligt, f. e~s. 
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oinimm, et y = f (x) tilf:re:lsctiHer 

lmlers diffe:ren.t:te..lligr:iilg 
1 _ .. __. .. -·-··~~_.............,. __ ·~---...._-..-~---- ... -~ ............ ~---.----~---------- .. ......_-·.,.-~ .......... .-.-... ----· ... r 
1·,1' 1.'··· -?(~•;' In' (~•\'; -S:!_ 17 ("-.!L((-,,> -1>1 (~·);' - n l i.... .-·;",..-.. -'~ ' .. n ... ) "' , ........ , , ..... ,'..L J6.. - v f 
f 3r c.c;r p f 
L,.. ___ .,......-., .. ~ .... ___ ..,. .. ._ ... .._,..,.,.-.... ~----h_. ___ .. ,_._. .... .....,....~----~----..... ....,."._........._. ___ _......,..... ........... ,_.,.._, __ ~: 

elleT udførligt 
_._, ... ._.~,....,._, .. ___ _.....~__"...,.,r.,·---._,__,...,.._ ____ _,, ____ ~--..---~----- .. _....-.,.---~---~.- ... ••·------·~-.,.,._...._ •----~-----~-_. • .,....,._,, 

!..<' (x,i(x) ,f' (x)) - 7 {~r ·?(y) f'(~·)) -li' ("f(~·) f'(~·)'-:'' h) j l y .. xp _,_' - - ' _,_ YP _,,' .,_ ' J~ ' ~ _, l 

l -F (~· ffy'> f'{;r))i'"(x)- -" l ~ p p -'t.. ' \ '""l ' "- ~ - .'_.. f 
'------~~--~,~----------·------~-----------~----------~---~.--~~-------1 

:~3Tte:re alr::rives ligEingen 

eller 

F (z,y,y'}- F (;:y y'~- F (;:y y')v'- F (·'"y v')y" =n 
y xy' ' ' -yy' ' ' J y'y' "·''J "' 

"leJ denne (lidt fz;:rlige) si::riveoåde o:;)træcler y' i te forslmllige betyd-

nir:.c;ar, nemlig delo irt.Cien for ;)S.renteserne so.o afledet af funktionen y = 

f (x}, et::; dels so::J indelis son ~x~tegnelse fe:;_~ Cl.::m tredje va.:ria'ble p i funh:-

ti.:men F. 

Eulers differer:tie.llic;::ing er no,turlic;vis oc;så en nGdvendir; betin-

gelse f~r m&.I:siuurJ.. 

Løsnir;gerne til ;:;,:'-1lero differentialli~r;.ing lt~:;ldes ei:otreueler fer 

vil stuc~ere tilstrol:I.:el ie;e :::etir•gelser, I:c.n vi i de 

:følge11de ei:ser~ple:r til begru1:.:lelse for, 8t vi T.rirl::elig løse:r de utillec1e 

opgever, 

de till&:.:1te L.midicner, 
a 

x: 

sålecJ.es et 

T = 
bliver niniw.un. 
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c... 

Vi parallelforskyder i z~aksens retning, idet vi sætter z 
v o 

= y -· 2g" 

0 ~----~"-----·--.;> Opgav·en er da at bestemme Y- = y~±·) 

v~ blandt de tilladte funktianer, så-

(0,2g)."-. ledes at I ~r7 dx 

y, ~'f a b+ v~) er minimum. Bemærk, at begyndelses··~ 
/ ' ' 2g 

farten v
0 

netop er den fart, der 

opnås ved et fald fra err; udgangsstilling (i hvile) på x-aksen. 

Funktionen F er altså ·~ 
F(x,y,y') = ~ 1 +y'~ 

og området Q er halvrummet {Cx,y,p) lY> o}-:JY 
Vi er her i den bemærkelsesværdige situation, at F ikke af·

Jiænger af x. Vi mul tipJ.icerer da Eulers differen.tialligning med 

y' og får ligningen 

Fy(x,y,y')y' - (~x F(x,y,y'))y' =O 

eller ~x(F(x,y,y') <il' Fy,(x,y,y')y') =O. 

[Thi når F ikke afhænger a~ x er ~x F(x,y,y') = Fy(x,y,y')y' + 

Fy 1 (x,y,y')y", og endvidere er ~x(Fy 1 (x,y,y')y') = (~xFy,(x,y,y'))y· 

+Fy' (x,y,y')y"J 

Ved integration fås derfor 

fF~ ;y., Y,' ) - F -~·(-~y~ y' )-y-;--:· k;n-st·~-I 
diffurentiaii~~;·-løsni~ger ·~å~;~r;-iøs:mct.rrge~ til Eulers Denne 

differentialilignd.ng og_ funkti!..onerne y = konst. (bestemt ved y' = O) o 

I det foreliggende tilfælde bliver lig_ningen 

= konst. 
--1;-/1 +y l 2 

eller 1 = konst. 

Funktionerne y = konst. tilfredsstiller ikke Eulers differential

ligning. [Thi tages denne i dens udregnede form. Fy-Fxy'-Fyy'Y' 

-Fy'y'Y" = O, ses, at indsætning af y = konst. i venstre side 
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giver Fy(x,y,O) = 1 *o] Løsningerne ti.l Eulers differen-
2.;;-;s 

tialligning er derfor de ikke konstante løsninger til 

y(1+y' 2 ) = konst. 

Vi ser bort fra finasser. Ligning_en skrives 

2 y ( 1 +y ' ) = 2CX::, (X> O) . 

Vi indfører en nw variabel t ved y' = cot ~· Da 

20<'# 2 t d 
'J ~ = 2tXsin 2 = .OC(1-cost). Af gxdx = 

1+y'2 

fås 

t cot 2 og 

!Y. = ccsin t d t fås dx cx.sin t 2 . 2 t tv( 1 t) dt = t = OC·Sln 2 = ~ -cos 
cot 2 

hvoraf x = OG( t - sin t) + jJ. Ial t har vi således 
r-~---- -----:;--~ 

! x = od t - sin it) + /J ! (OG-> O j3 vilkårlig) 

~ = ~._1_-_c_o.s __ t_)_, _· __ l 
som (j fr. nedenfor) fremstiller samtlige cyklcider fremhragtL ved 

rulning af en cirkel af vilkårlig, størrelse på x-aksen. 

Hver cykloide består af buer, der hver for sig er bestemt 

ved en ligning y = f(x) hvor f er vilkårligt ofte differentiabel 

(ses ved elimination af t). Ved prøve kan eft.ervises, at .de er 

løsninger til y(1+y 12 ) = kons~. 

Vi indskyderentdiskussion af cykloiden, som har spillet 

en betydn~ngsfuld rolle i differential- og imtegralregningens 

tidlige historie. 

Som beskrivende punkt P af den rullende cirkeL.med radius r be

tragter v.i dett, som. er i O,når røringspunktet Ø er i O. Betegner 

t drejningsvink~n (svarende til, at vi som positiv omløbsretning 

tager den modsatte af den sædvanlige) fås koordinaterne for P: 
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x = r(t - sin t) 

y= r(1 -cos t). 

DL 9 

For O ;: t -;: 2 n fås en bue OA. Hele ,kurven fås ved periodisk gen-

tagelse .. 

gel ses~ 

... 

Der er symmetri om OA's midtnormal. Af L'Hospitals re

at~ ->/0 for t ->O. Der er altså spids i O. Man ser, y, 

at x er en voksende funktion af ~. Af 
d x 
dt = 
!Y_ 
dt -

r(1 - cos t) 

r sin t 

ses, at tangerrt:en i P går gennem det øwerste punkt S af den rul

lende cirkel, normalen altså gennem Ø. Tangenten drejer dernor 

stadig i samme retning, buen OA er konkav. 

Cykloidebuer for forskellige r er ligedannede. Gennem to 

vilkårlige punkter C og D i halvplanen y > O går en og kun en 

cykloidebue. Det ses ved ligedannethed idet vi (se figuren) for 

en fast cyklotdehue OA skaffer err trekant PQR ligedannet med CDE 
PQ vre:d at lade korden PQ variere parallelt med CD. Forholdet PR va-

rierer da monot:ont fra o til .00 og har altså for netop en stillLitng 

d . CD 
vær J.ten CE" 

Dette viser, at brachistochronepro.hl..emet for givne ende

---:.:~_-j--·---·-·-------·---~/_.,-t punkti:eJ:i'. har netop. en løsning. Bemærk, 
-, __ .. 
:"---- ...... at endepunktet kan ligge over begyndel-

y\'1 

sespunktet (udgangshastigheden er tilstrækkelig til, at parttiklen 

kan nå helt op til x-a~sen). I grænsetilfældet v
0 

=O fås en bue 

regn-et fra en spids. Kurven er da ikke b e stemt ved en tillad t_ 

nunktion. Ved grænseovergang kan ses, at den løser problemet. 



Mat. 2. t'962-6.}. DL 10 

Omdre .inin.gsflade med minimal t areal. 

Vi skal b.est.emme y = :fl(x) > O blandt de t:LlJ.adte ftunki1io

(a2,b2) y ner, således a~ r 
2 - r-----2 

I = y~1+y'- dx · 

1 
bliver minimum. Funktionen F er altså 

F(x,y,y') =y~, 
x som ikke afhænger af x. 

Da F ikke afhænger af x, multiplicerer v~ Eulers differen~ 

tialligning med y' og får efter tn~gration 

F(x,y,y') -F ,(x,y,y')y' = konsu. 
y 2 

eller y..J1+y'2 - yy' = y = QG. 

~~ 
Funktionen y = konst. tilfredsstiller ikke Eulers differential

ligning ~es ligesom i forrige eksempe~ • Løsningerne til Eulers 

dæfferentialligning er derfor de ikke konstante løsninger til 

(()(..>O). 

I forrige eksempel fandt.vi løsningen til en sådan ligning 

(af typen G(y ,y') = CX.·) ved en passende substi_t.ution. Den alm:ri.fu-

deligP me~ode er at løse ligningen after y'. Vi viser metoden i 

det foreliggende tilfælde. Vi finder 
1 +y l 2 - IV-2 y l 

2 - ~ ' = :1::1 
y -g; 

~ 
eller ex,. 

fF 
d x 

x:: :1:: -. 
fX, 

Heraf fås ved integration 

_/T: xta 
eller log(~ +l{~ -1 ) = :1:: ~~, 

og altså (idet de dobbelte fortegm. forsvinder ved addi11ionen) 
x- /3 _ x- /3 

e OG- + e --æ-'"' x- a 
OC 2 = æcosh ~· y= 
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Løsningerne er således samtlige kæde1i!idi..er med x-aksen. som lede-

linie. 

Gennem tQ vilkårlige punkter (a1 ,b1), (a2 ,b2 ) i halvplanen 

y > O (hvor a 1 < a 2) går O, 1 eller 2 kædelinier. Vi udelader b e..;.;· 

viset herfor, som er noget indviklet (omend ganske elementært). 

y 

Korteste forbindelse mellem to punkter. 

Vi skal her bes~emme y= f(x), så at 
t'la2 

I = \ ~dx bliver minimum. Vi går 
Ja1 

frem som før, idet vi udelader t.eksten.· 

F(x,y,y') = ~.- Eulers diff'ereni:l:ial-

ligning ( efiJ:er mul iiiplikation med y') l:Uiv:er 

~)1+y 12 - Y'
2 

= konst, 1 

~ ~ 
= konst. 

Funktionerne y = konst. tilfredsstiller i dette tilfælde Eulers 

ligning. Dennes løsninger beanemmes derfor ved y' = konst. Løs

ningerne er altså de rette linier y =~,x + q. For de givne punk

ter (a1, b1)' (a2, b2) har man en løsning •. 

Afkald på den ene eller på begge randbEiJ:ingelser. 

Vi betragt.er det. simpleste problem, idet vi giver afkald 

på en af randbetingelserne, f.eks. på randbeting~isen f(a2 ) = b2 • 

De tilladte funktioner er altså nu alle funktioner y= f(x) E 

e 2 ~1 ,a2J, for hvilke (x,f(x),f'(x)) E Q for x E [§.1 ,a2], og 

som opfylder randbetingelsen f(a1) = b:1 • Vi siger naturligv·is 

~
·)a atter, at 2 

If = F(x,f(x),f'(x))dx 
t a1 

har (lokalt) minimum for funktionen f, såfremt der findes et 

fo >O, således at If
1 
~ If for alle tillad~ funktioner f 1 , der 

opfyllder betingelsen l f 1 (x) - f'(x) l < fo for alle x E ]lt1 , a2J. 

Ordlyden er den samme som før, men indholdet af defini1iior:Len er 

et andet end tidligere, idet de tilladtte funktioner nu er en stør

re klasse. Analogt defineres lokalt maksimum. Vi søger atter nød-
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vendige betingelser. 

Vi antager, at If har lokalt minimum for de~ tilladte funk

tion y= f(x). Nu vælges en vilkårlig funktion g- c 2 ~1 ,a~, 
for hvilken blon. g(a1 ) =O (medens g(a2) kan være~ O). Da 

er åben, findes en omegn af tallet O., således at funktionen f+ g 

er tilladt for alle i denne omegn. I denne omegn af O betra~-· 

tes funktionen a2 

I( ) = If+ g = F (x , f ( x) + g (x) , f 1 (x) + g 1 (x ) ) d x. 
a1 

Da er I 1 (0) =O. Vi foretager den samme udregning som !oran, men 

får nu et led hidrørende fra g(a2). Vi finder 

a2 
I'(O) = Fp(a2 ,f(a2),f 1 (a2 ))g(a2) - Fy(x,f(x),f'(x)) -

d a1 
dxFp(x,f(x),f 1 (x)) g(x)dx =o. 

Dette skal gælde for alle g - 02 ~1 ,a~, for hvilke g(a1) 

=O. Det må da specielt gælde for de g- c 2 ~1 ,a~, for hvilke 

vi tillige har g(a2 ) =O. Funktionen~ = f(x) må altså opfylde 

betingelsen 
a2 
a Fy(x,f(x),f 1 (x)) -~x Fp(x,f(x),f 1 (x)) g(x)dx =O 

1 
for alle sådanne g. Men heraf følger, at y = f(x) må tilfreds-

stille Eulers differentialligning 

d 
F y (x' y' y l ) - d x F y l (x' y' y l.) = O • 

Betingelsen I 1 (0) =O giver derfor 

Fp(a2,f(a2),f 1 (a2))g(a2) =O. 

Da vi kan vælge g således, at g(a2 ) ~ O, giver dette 

Fp(a2,f(a2),f 1 (a2)) =o. 
Vi ser altså, at når vi ikke selv stiller en randbetingelse f(a2 ) 

= b2 svarende til endepunktet a 2 , vil problemet selv give anled

ning til en sådan randbetingelse, nemlig den anførte, som derfor 

kaldes en naturlig randbetingelse. 

Vi har altså som nødvendig betingelse for minimum, at y = 

f(x) tilfredsstiller Eulers differentialligning, samt den natur-
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lige, randpe;tingelse 

Fy 1 ( a 2 ,.f ( a 2) , f 1 
( a 2 )) = O. 

Disse betingelser er naturligvis også nødvendige betingelser for 

maksimum. 

Analogt finder vi~ at hvis vi giver afkald på randbetingel

sen f(a1 ) = b1 , erstattes denne med den naturlige randbetingelse 

F 1 ( a 1 , f ( a 1 ) t f 
1 ( a 1 ) ) :::: O • 

y l l 

BracMsto.chronen med fri faldhøjde. 

Vi søger en kurve y = f(x) udgående fra 

v2 
(0, 2~), ad hvilken en partikel med ud-

1 
gangsfarten v

0 
falder hurtigst muligt 

Yt til et punkt af linien x = a. 

Idet F(x,y,y') = ~' altså F -v'Y y' 
- y' 
- -1;-vr-1 +-y-'";::::"2' 

bliver 

den naturlige randbetingelse 

f 1 (a) 
-;==--;:=::::==; = o' 
-;;c;:) -J1 + (f' (a) ) 2 

2 
v o 

altså f 1 (a) =O. Løsningen er altså en cyklo1debue gennem (o, 2g)' 

der har toppunkt på linien x = a. (Man ser let, at der kun er en 

sådan.) 

Problem med bibetingelser. 

(a2,b2) ( ) fl re to gange kontinuert differentiable funk
a1~1 

1 ~ tioner på et område Q i (x,y,p)-rummet". 

/___ Tilladte funktioner skal atter være funk-

1-----'---'----- 7 tioner y = f(x) E. e2 ra1 'a2:1' der opfylder 
a1 a2 x L U 

randbetingelserne f(a1 ) = b1 , f(a2 ) = b2 , og for hvilke (x,f(x), 

f' (x)) E:. 5J for x E· f1'a~ -· Vi siger, at 

(la2 
r0f = \ F0 (x, f(x), f' (x) )dx 

ua1 

har lokal t minimum for funktionen f under bi be_tingelserne 
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ea2 

= 
1

)a
1 

F 1 (x, f (x) , f ' (x) ) dx = c 1 

J
·ia

2 
= Fn (x, f(x), f' (x) )dx = en' 

a1 
hvor c 1 ,· •• ,crr er givne tal, såfremt f er en tilladt funktion, 

der opfylder bibetingelserne, og der findes et So >O således, 

at r0 f > r0 f for alle tilladte funktioner f 1 , for hvilke jf1 (x) 
1 

- f(x) l < ?o for alle x E [a1 ,a~, og som ligeledes opliylder bi-

betingelserne. Lokalt maksimum af r0f under bibetingelserne r 1f 

= c 1 , · · ·, Inf = en defineres analogt_. 

Indskud om minimum og maksimum af funktioner af flere va-

riable med bibetingelser. 

Hvis f(x
0

,x1 ,···,xm) er en kontinuert differentiabel funk

tion på en åben punktmængde A i (x ,x
1

, ••• ,x )-rummet, har vi 
o m 

som nødvendig hetingelse for, at f har lokalt minimum eller mak-

simum i et punkt (a
0

,a1,···,am) E A, at 

(--J_..) 0f 0 of of. 0 ~ ~ = ' ~ = o, ' a-- = - ... l-Xo -X1 xm 
~vor talen er om de partielle aflededes værdier i punktet (a

0
, 

a 1 , • · • , am 8. Dette følger straks af, at hvis vi betragter f som 

funktion af en bestemt af de variable, f.eks. x., idet vi sætter 
l 

x. = a. for alle j ~ i, da har f lokalt minimum eller maksimum 
J J 

for xi = ai. Punkter (a
0
,a1 , • • • ,am), for hvilke (>j<) er opfyldt", 

kaldes stationære punkter for f. Na1iurligvis behøver f ikke at 

have lokalt minimum eller maksimum i et sådanu punkt. 

2 2 6f bf Eksempler. 1) f(x,y) =x +y • ex= 2x =O og oy = 2y =O 

giver (x,y) = (0,,0) som eneste stationære punkt. Det er åbenbart 

of of et minimumspunkt. 2) f(x,y) = xy. ox = y =O og ay =x =O giver 

(x,y) = (0,0) som eneste stationære punkt. Det er åbenbart hver

ken et minimumspunkt eller et maksimumspunkt, idet f(x,y) i en-

hver omegn af (0,_0) antager både positive og negative værdier. 

Lad nu f (x , x1 , · · · , x ) , f 1 (x , x1 , · · · , x ) , · · · , f (x , x1 , • · · o o m o m n o 
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• ·· x) være kontinuert differentiable funktioner på en åben punkt
' m 

mængde A i (x ,x
1
,···,x )-rummet. Vi siger, at 

o m 

f o (x o' x1 ' . o . 'xm) 

har lokalt minimum i punktet (a
0

,a1 ,·· o ,am) E A under bibetingel-

serne t~:x0 ,x1 ,···,xnr) = c1 

l 
~fn(xo,x1,o. ·,xm) =en' 

hvor c · o o c er givne tal, såfremt (a a · o · a ·l opfylder bi--
1' 'n o' 1' 'm' 

betingelserne, og der findes en omegn af (a ,a1 ,·· ·,a) således, o m 

at f(x
0

,x
1
,···.,xm):; f(a

0
,a

1
,o·o,am) for ethvert punkt (x0 ,x1 ,oo• 

o·· ,xm) i denne omegn, der opfylder bibetingelserne. Analogt. de

fineres lokalt maksimum af f
0 

under bibetingelserne f 1 = c 1 ,·o·, 

fn en. Vi vil bevise følgende sætning: 

En nødvendig betingelse for, at f
0 

har lokalt minimum eller 

maksimum i pun1ctet (a
0

,a
1

, ··o ,am) under bibetingelserne f 1 = c1 , 

er < n, 

Bemærk: Hvis n= O, d.v.s. hvis der ingenbibetingelser er, 

består matricen kun af en række. 
6f

0 
;)f

0 
=O, dov.s. at ox =O, ax =O, 

o - "1 

Betingelsen er da 1 at rangen er 
Af 

00. ·.~-o ') - - o 
(Dem 

Bevis. Vi antager, at f har o 
lokalt minimum j_ (a0 ~a 1 ,o• · ,am) 

under bibetingelserne f 1 = c 1 , , fn = en' og skal vise, at y~n. 

1) n > m. Da antallet af søjler er m+1, er ~ -:s m+1, altså 

2) n = m. Matricen har da m+1 rækker, og påstanden er, at_ 

y~ m, d. v. s. at rækkerne er lineært afhængige" Dette er j_ndly-
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sende, hvis allerede de sidste m rækker er lineært afhængige. Vi 

antager nu 1 at dette ikke er tilfældet. Da kan ifølge en sætning 

om implicit givne funktioner samtlige løsninger (x
0

,x11 o·o,xm) 

til ligningerne f
1 

=c 0
'' f =c i en vis omegn af (a a •o 

1' ' m m o' 1' 

o ·,am) bestemmes ved en parameterfremstilling 

(+) 

hvor t gennemløber et interval omkring O, funktionerne t.fJ..(t) er .. , 

kontinuert differentiable, og 

( S'b ( 0 ) ' (f1 ( 0 ) ' · · · 'Y m ( 0 ) ) = ( a o ' a 1 ' • o · ' a m) 

(g;~ (o) ,o/1 (o),··· ,cf~(o)) ~ (o,o,. o. ,o). 

Indsættes (+) i f
0 

fås en kontinuert differentiabel funktion F(~) 

= f0 (f0 (t),9~(t),••o,1fu(t)), som må have lokalt minimum for t= O. 

Altså er ·of of Cif 
F' (O) = ""xo w

1
··
0
' (O) + ~ 0 

W' (O) + • · • + ~P,' (O) = O. 
u 

0 
. ux1 J 1 oxm . m 

Indsættes (+) i f l' (v = 1 · . o m) 
1 ' 

fås cv for alle t. Altså er 
{)f 1 ()f1 o f 
_,fll (o) + d"x1 fH (o) + +~Gi' (O) = o !1x /o 0XmJm o 

Cif 
ox m~f~ (O) 

o 

{)f 

oxmf~(O) = O. 
m 

Følgelig er søjlerne lineært afhængige, hvoraf 

y-;;_m, altså 9-;;_n" 

3) n <m. For at vise, at J-;;_ n, skal vi vise, at hvilke 

som helst n+1 søjler i matricen er lineært afhængiga, altså at 

rangen af enhver delmatrix bestående af n+1 søjler er <n. Dettre 

er imidlertid en umiddelbar følge af det foran beviste, Thi da f
0 

har lokalt minimum i (a
0
,a1 ,o• ·,am) under bibetingelserne f 1J =c~ 

(v = 1, o· o ,n), gælder det samme, når vi går over til et problem 

med 

<n 

kun n+1 variable ved at sætte x1< = a~ for m-n af de ,variable. 
> 'i ( 'df ) 

Lagranges multiplikatorer. At rangen af matricenJ115;v(er 
~.\ J 

.,.._." .., ....,pi' 

er ensbetydende med, at matricens n+1 rækker er lineært afhæn-

gige, altså med eksistensen af et talsæt 

( Ao ' ).1 ' o • • ) .. n ) ~ (O ' O ' o . o ' O ) 
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således 
O for p= 0 7 1,· ··,m. 

Sættes 

står her simpelthen ligningerne 
{)f >f 
~=O, S,x =o, ... 
c_,xo '- 1 

'O f 
' f'X = 0 • 

c< m 

j 

Den fundne nødvendige betingelse er altså ensbetydende med, at 

for et eller andet talsæt (). )"' · o· A ) l_ (O O · · · O) fumktio-
''-0' l' ' rr 'f ' ' ' 

En minimumsopgave med bibetingelser henføres altså til bestemmel-

sen af stationære punkter for en funktion af de frie variable x07 

x1 , · · ·,x , hvori der indgår parametrene A , \ , · · ·,A . Man søger m o ''1 n 

de stationære punkter udtrykt ved parametrene, og må da bagefter 

bestemme disse således, at bibetingelserne bliver opfyldt. Tal

lene A
0

, A.1 , · o· )\n kaldes Lagranges multiplikatarer. 

Eksempel. Vi søger et retvinklet parallelepipedum med gi-

ven overflade O og maksimalt volumen V. Betegnes kanterne x,y 7 z, 

gælder det om i ~(x,y,z) lx >O, y> 0 7 z >o} at finde maksimum 

for V= x·y·z 

under bibetingelsen 

2(xy + xz + yz) =O. 

Som nødvendig betingelse finder vi, at 

altså 

f yz xz xy 1 
rang .i t < 2 

l2(y+z) 2(x+z) 2(x+y)j 

~ _ x+z _ x+y 
yz - xz - xy ' 

hvoraf x = y = z, hvilket sammen med bibetingelsen giver x = y = 

/1:" z =V t;O. Løsningen er al t så terningen med denne kantlængde. 

Ved brug af Lagranges multiplikatorer går vi således frem~ 

Vi danner for (A0 ,~) ~ (0,0) 

f = ).
0
xyz + \ 2(xy + xz + yz) 

og opstiller ligningerne 
~f ~'f 
dX = 0' ~y = 0' 

()f oz = o. 
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~ = O kommer ikke i betragtning. Thi ligningerne bliver da y+z 

=O, x+z =O, x+y =O, som kun har løsningen (x,y,z) = (0,0,0). 

Vi kan derfor vælge \ = 1. Ligningerne bliver da, idet vi er-

stat ter A.1 med 1\ 
yz + 2A(y+z) = O, xz + 2A(x+z) = O, xy + 2A(x+y) = O, 

som giver x= y= z = -4A. Kun værdier A~< O kommer i betragtning. 

Indsættelse i bibetingelsen giver nu 96).~ =o, altså ·A= -w, 
og endelig x = y = z = ~· 

Efter dette indskud vil vi nu behandle den stillede vari-

ationsopgave. 

Vi antager, at Iof har lokalt minimum for funktionen f E 

c2 ~1 ,a:i]. Nu vælges funktioner go,g1 ' ... ,gn E C
2 ~1 ,a:il' for 

hvilke gv(a
1

) = O og gV(a2) = O (v = O, 1, ···-,n). Da findes en om-

egn af punktlet (0,0, ···,O) i (e-
0

, 21 , · · · ,En)-rummet, således at 

f+ E.
0

g
0 

+E
1
g

1
+· · ·+}.?ngm er tilladt for alle (E 0 ,S1 , ···,en) i denne 

omegn. Da har funktionen 

IC'"'(' ' ')I O Ca ' c1 ' • • • ' en = O f+-:: g + ,r: g + · · · + i=' g ·~o o ~1 1 ~n n 
lokalt minimum i (0,0,· ··,O) under bibetingelserne 

= Inf+0 g+~ g +···+c g =c • .,., o o ..... 1 1 ,_,n n n 

Nu er funktionerne IV (:~. 0 , 21 , · o o 9 en) (V = O, 1 9 o· · ,n) kontinuert 

differentiable. Af den ovenstående sætning fremgår da, at rangen 

af matricen 

(O,O,·o·,OU er; n. 

(;I 

Ved beregningen af et bestemt af tallene ~~ skal vi sætte 
' 
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de øvrige eJ. lig O, og beregne differentialkvotientEn af T_ -vf+S(li..g,M. 
' ;> 

for 8~= O. Dette er den samme regning, vi har udført tidligere. 
} 

Vi finder na2 r-

\ ) F~ (x, f (x), f 1 (x) ) 
•Ja1 l VY 

J 
- dd Fv (x,f(x) ,f' (x) )fgu_(x)d:;; 

x p J ~-

Idet vi til afkortning sætter 

h
1
)x) = FVY (x, f(x), f' (x)) - ~XFVP (x, f(x), f' (x)) 

har vi altså, at matricen 
(\l~!a2 ra2 ~~a2 \ 
1 h (x)g (x)dx \ h (x)g1 (x)dx ) h (x)g (x)dx 1 
1 , a o o tJa o , o n 1 
1 • 1 1 ua1 l 

l l 
) \a2h

1 
(x)g

0 
(x)dx (\a2h

1 
(x)g

1 
(x)dx J\laa2h1 (x)gn (x)dx ~ 

\ tJa
1 

ua 1 1 I 

l l 
/ \ 2h (x) g (x)dx ~a2~(x)g1 (x)dx · · · \

1
a

2
h (x)g (x)dx ) 

\ua1 n o ua1 da1 n n " 

for vilkårlige funktioner g
0

, g1 , o o •, gn E c2 ~1 , a~, for hvilke 

gV(a
1

) =O og gV(a
2

) =O (y :o::- 0,1,o•o,n), har en rang;: n, d.v.s. 

dens søjler er lineært afhængige. 

Vi betragter nu mængden M af alle vektorer 

f \ {~)a2 .... ) l z 
0 

l \ h 
0 

(x) g (x) d x 

l i ~~a1 1

1
1 ! '\Ja2 j z

1 
\ l\ h 1 (x)g(x)dx ! 

\ r={Ua1 \ ' 

p l l1a2 : l 
\ zn j 1\l, hn (x)g(x)dx ! 

hvor g E. c2 ~1 ,a;J 
og g(a1) =O, g(a2 ) =O. 

\ , t)a1 /J . / . 
Ifølge det ovenstående er hvilke som helst n+1 vektorer i mæng~ 

den M lineært afhængige. Dimensionen af M er altså~ n, hvoraf 

følger, at der findes et n-dimensionalt underrum af (z z · ·· z)o' 1' 'n 

rummet, der indeholder IVI. Et sådant er bestemt ved en ligning 

A z + A
1 

z 
1 
+ · · o+) z = O , hvo r (A , "l , o · o ,\ ) =l= (O, O , o · o , O) • 

o o '\l n o ''1 1'n 

Vi ser altså, at der må findes et talsæt ()0 ,)\1 ,·o·,~)=I=(O,O,·o ·,O) 

således at ra 
\ 2 ().

0
h

0
(x)+\h

1 
(x)+· o o+).nhn(x) )g(x)dx =O 

ua1 
for alle g E c 2 ~1 ,a~, for hvilke g(a1 ) =o, g(a2 ) =o. 

Ifølge det tidligere lemma gælder da 
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h(x) = ;\
0

h
0 

(x) + ) 1 h 1 (x) + · · · + Anhn (x) = O for alle x E 

~1 , a~ . Sætter vi 

F(x~y~p) = ;:\F0(x,y,p) + \ 1F1 (x,y,p) + · · · + An:B1n(x,y,p), 

er h(x) =F (x,f(x),f 1 (x))- ...._dd F (x,f(x),f 1 (x))• y x p 

Ligningen h(x) =O for alle x~ [a1 ,ag] er derfor simpelthen Eu~ 

lers differentialligning svarende til funktionen F(x,y,p). Her-

med har vi bevist: 

En nø,dv-endig betjnge~ for, at IOf har lokal t minimum for 

funktionen y= f(x) under bibetingelserne I 1f = c 1 ,·· ·, Inf =en' 

er, at der findes et talsæt (Æ
0

,X1 ,·· ·,)n) t (O,O,· ··,o), såle

des at y = f(x) er ekstremal for problemet 
na2 If = \ F(x,;f(x) ,f 1 (x) )dx = minimum 
'ta 
'-.J 1 

(uden bibetingelser), hvor 

F = ).o F O + \ F 1 + . . . +:\l n . 

~· Hermed er ikke sagt, at en løsni,rrg til minimumsproblemeto med 

bibetingelser er et lokalt minimum for If. Vi har kun vist, at 

den er ekstremal for dette problem, altså tilfredsstiller Eulers 

ligning for dette prob~em. Den behøver ikke at være lokalt mink

mum for If] 

Ved løsning af en minimumsopgave med bibetingelser søger 

man at bestemme ekstremalerne for If for vilkårlLge værdier af 

parametrene A
0
,\1 ,· ··,)n. Derefter må parametrene ·\

0
,\1 ,·· · ,~ 

og de øvrige i løsningen optrædende parametre bestemmes således, 

at bibetingelserne I 1f = c 1 , • • ·, Inf =en og randbetingelserne 

f(a1 ) = b1 , f(a 2 ) = b 2 bliver opfyldt. Tallene \0 ,~,···,An kal

des att_er Lagranges multiplikatorer. 

Kædelinie. 

Vi skal bestemme y = f(x) blandt de tilladte funktioner, 
(la2 1· 2 

således at I 0 = \ y~ 1 +y 1 dx er minimum under bibetingelse:m:~ 
tJa

1 

Ja2 ~ 
I 1 = -v1+y 1 ~dx = L. 

a1 
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Vi må naturligvis antage L< L0 = \/ca2-a1 ) 2 + (b2-b1 ) 2 • 

Vi danner for ( A
0

, ~ ) t (O, O) , 
\la2 . . ~ 

y l (a2,b2) I= Aoio+~I1 =Ja (Aoy+f..l )V1+y'~dx. 
1 

----+-

1 

__ t::)_L __ 
\.,_) 

For A = O er ekstremalerne svaren
o 

de hertil (jfr. ovenfor) funktio-

nerne y = (XX + r;') (betragtet 

?Den rette linie fra (a1 9 b1 ) 
x 

(a2 ,b2 ) tilfredsstiller kun bibe-

tingelsen, når L = L0 , og er da åbenbart løsning til vort pro

blem ~en er nemlig for L = L0 den enest.e tillad te funktion, der 

opfylder bibetingelse~. Når L > L0 kan vi altså antage >o t O, 

og kan da vælge\= 1, så at det drejer sig om integralet 
na2 ~ r---:2 

I= I 0 + /\I1 = \ (y+'A)y1+y'-dx. 
ua1 

Dette er netop integralet fra problemet om omdrejningsfla-

de med minimal overflade, blot med y+A i stedet for y (vi har jo 

y' =(y+~)'). Ekstremalerne er derfor bestemt ved 

y + A = ex, c o s h x ; 13 

(hvor nu både positive og negative ·::x- skal tages i betragtning). 

Dette er systemet af alle kædelinier med vandret ledelinie. Ved 

indsættelse i bibetingelsen og randbetingelserne finder man let 

ligninger til bestemmelse af c~(3,A. Der bliver uo kurver, en med 

CX..> O og en med Ctr < O. Kun den første løser opgaven (for den an

den er I 0 maksimum under bibetingelsen I 1 =L). 

Problem med bibetingelser og med afkald på randbetingelse. 

Ændrer vi det foran behandlede problem derved, at vi give~ 

afkald på randbetingelsen f(a2 ) = b2 , finder vi som nødvendig 

betingelse for lokalt minimum, at mængden af alle vektorer 
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( z
0 
l (Fop(a2 ,f(a2 ) ,f' (a2 )) + r~h0 (x)g(x)dxJ 

i ' f c~a2 l ~ z
1 
~= "'\ F1p(a2 ,f(a2 ),f'(a2 )) +J h 1 (x)g(x)dx l 

l. / \ : a1 ( 

\ zn) l~np ( a 2 , f( a 2 ) ,f' (a2 )) + ~:~hn (x)g(x)dx) 

hvor g E CJ_2 ~1 ,ail og g(a1 ) =O, har en dimension< n. Dette fø

rer til 9 at der må findes et talsæt (A 9A1 .···,A) t (0909···90)9 o n 

således, at når vi sætter 

F = 'JoFo + Å1F1 + ... + )hFn 

tilfredsstiller y = f(x) Eulers differentialligning svarende til 

funktionen F(x 9 y 9 p) samt den naturlige randbetingelse 

Ligevægtsstilling af kæde med fri ende. 

j __ 
l 

En snor af længde L ophænges med det ene 

endepunkt i (a
1 9

b
1

) medens det andet en

depunkt (f.eks. ved hjælp af en ring) kan 

glide på linien x = a 2 . 

Med de ved behandlingen af kædelL-

nien benyttede betegnelser må ligevægts-

stillingen y= f(x) for et talpar (~0 ,A1 ) t (0 9 0) være ekstremal 

svarende til I =). I
0 

+ .A
1

I
1 

med den naturlige randbetingelse 
0 f'(a ) 

C\ f C a 2 ) + A1 ) • . 
2 = o • 

-)1+(f' (a2 ) )2 

Hvis A
0 

= 0
1 

giver dette f'(a2) =O, og da løsningen i dette til-

fælde er lineær
9 

må den være konstant, altså y = b1 • Dette vil 

indtræffe når og kun når L = a 2 - a 1 . H~is lb t O, kan vi anta

ge A
0 

= 1; sættes ~ = A er løsningen en kædelinie 

y + .A = cx.cosh x {~ø.. 
Følgelig er f(a

2
) +A t O, og vi må som før have f'(a2 ) =O. 

Kædelinien har altså sit toppunkt på linien x = a 2 . 
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Kapitel 2. Gammafunktionen. 

Denne af Euler indførte funktion er næst eftEr de elemen-· 

tære funktioner (trigonometiritsk.e funktioner og deres omvend1te, 

eksponentialfunktion, logaritmefunktion) analysens vigtigste funk

tion, og mangfoldige fremstillinger af dens teori er givet. Vi 

følger den af E. Artin (Einfuhrung in die Theor~e der Gammafumk

tion, 1931) givne fremstilling (beroende på en :ffra H~ Bohr og J. 

Mollerup stammende grundtanke), der udmærker sig wed, at de vig

tigste formler opnås næsten uden regning. 

H.iælpesætning om konvekse funktioner. 

En funktion y = f(x) på et (åbent, endeligt eller uende

ligt) interval I kaldes konveks, såfremt. dens geometriske bihle

de i ethvert interval ~1 ,x2J ligger under eller på den ved punk

i1erne A1 = (x1 , f(x1)) og A2 = (x2 , f(x2)) bestemte korde A1A2 • 

lieraf følger stTaks, at det geometriske 

billede uden for intervallet [:X1 ,x~ ma 

ligga over eller på kordens forlængelse. 

Thi lå f.eks. det til et x
3 

> x2 svaren

de punkt A
3 

= (x
3
,f(x

3
)) under kordens 

forlængelse, ville A2 jo ligge over korden A1A3 . 

Betragtes nu for et· vilkårligt x
0 

punkter x1 < x
0 

og x2 >x
0

, 

ses, at det geometriske billede i ~1 ,x2J må ligge i de to tre-

nuert. 

kanter hestemt af linierne x= x1 , x= x2 , 

A1 A0 
og A

0
A2 (se figu.r). Heraf fremgår, 

at funktionen er konuinuert i x
0

• 

Altså: EnhVJer konveks funktion er konti-

Definitionen af konveksitet kan formuleres således: For 

vilkårlige x1 < x2 < x
3 

skal gælde 

f(x2 ) - f(x1 ) 
< 

f(x3 ) - f(x2 ) 

x2 - x1 = x3 - x2 
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Heraf følger: En sum af (to eller flere) konvekse funktio-

ner er konveks. Grænsefunktionen for en konvergent følge af kon

vekse funktioner er konveks. Summen af en konvergent række, hvis 

led er konvekse funktioner, er konveks. 

Vi nævner også~ Enhver lineær funktion y = o:.x + j3 er konveks. 

En konveks funktion er ikke nødvendigvis differentiabel 

(eksempel y= jxj). Der gælder~ 

En to gange differentiabel funktion y = f(x) er konweks? 

hvis og kun hvis f"(x) ~O for alle x. 

1. Antag f"(x) =:::-O for alle x. For givne x 1 < x2 < x3 er 

ifølge middelværdisætningen 

f(x2)- f(x1 ) 
= 

x2 - x1 . 
hvor 5; E: ]x17 x2 C og 5; E 

delværdisætningen giver 

f l (§Q) - f l ( g1 ) = f" (5 )( ~2 - 51 ) 1 

hvor gE ]SpS2[. Altså er f'(~);: f'(]k),og konveksiteten er 

bevist. 

2~ Antag f(x) konveks. For givne x1 < x2 ligger det geome

triske billede i ~1 ,x2] under eller på korden. Heraf fø~ger 

f(x2)- f(x1 ) 
:fi'(x1 ) < < f'(x2 ). = x2 - x1 

Altså er :f' (x) monotont voksende og følgelig f" (x) =:::- O :for alle x~ 

I det følgende spiller et med konveksitet næril sammenhøren...., 

de begreb en afgørende rolle. 

En funktion y = f(x) på et (åbent~, endeligt. eller uende

ligt) interval I kaldes logaritmisk konveks hvis f(x) > O :fi'_or al

le x, og log f(x) er konveks. 

Af sætningerne om konvek:Se funktioner følger umicldelharit: 

Enhver logaritmisk konveks funktion er kontinuert. E~ produkt af 

(to e:ller flere) logaritmis~ konveks~ funktioner er logaritmisk 

konveks. Grænsefunktionen for en konvergent følge af logaritmisk 
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konvekse funktioner er logaritmisk konveks, hvis dens værdi over

alt er >O. 

Derudover gærder følgende mærkværdige sætning, som ikke føl

ger umiddelbart af definitionen af logaritmisk konveksit_et .. : 

En sum af (to eller flere) log~ritmisk konvekse funktioner 

er logaritmisk konveks. 

Bevis: Det er nok at se på en sum f(x) = f 1 (x) + f 2(x) af 

to logaritmisk konvekse funktioner. Det er klart, at f(x) >O :L'.or 

alle x. 

Lad x 1 < x2 , og lad de hertil svarende korder for de kon

vekse funktioner log :L'.1 (x) og log f 2 (x) hav:e lign.d..ngerne y =(~x 

+p1 og Y = ()(.2x + (32. Da er for x €- ~1 , x:il 

log f 1 (x) ~~x + /'1 og log f 2 (x) ~~x+ (32 
og altså f(x) = f 1 (x) + f 2 (x) ~x + p1 ~~x+ /32 :::=: e 1 + = yAx), 
hvoraf log f(x) -;; log ;p(x). For x = x

1 
og x = x 2 gælder log f(x) 

= log 9'(x). De til x 1 og x 2 svarende korder for log f(x) og log 

p( x) er derfor samme linie. Det er derfor nok at_ vise, at log rp(x) 

i ~1 ,x~ falder under korden. Dette viser vi ved at vise, a~ 

log J( x) er konveks. Nu er log J( x) ito gange differentiabel. Vi 

( . ,, 2 (CJ4+0t'- )x+B. +~ 
finder d{ w(x)m" (x) -eP' (x) 2 __ o&i -I.Y2) e 1 2 l 1 

::2 log o/(x) = ~ ~ 2 2 
dx · :f(x) . p(x) 

som er >O for alle x. Hermed er sætningen bevist. 

Et vigtigt. resultat fås ved kombination af de foranstående 

sætninger. Lad f(x,t) være en funktion på en produktmængde I><~'~' 

hvor I er et åbent initerval. Vi antager, at f(x, t ) er logani:it-
o 

misk konv.eks på I for ethvert t
0 

E [§,,b], og at f(x
0

, t) er kon-

tinuert på [§., ~ for ethvert x
0 

€ I. Fø]g_elig er f(x, t_) > O på 

I><[§., i] . For ethvert :rr vil 

Fn(x) = {:r(x,a) + f(x,a+h) + · · · + f(x,a+(n-1 )h~h 
(li· = b ,....a) 

n 

være logaritmisk konveks på I. For n ~Oogælder 
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r b 
Fru(x) ~ F(x) = \ f(x,t)dt. 

u a 
Da F(x) >O, slutter vi, at F(x) er logaritmisk konveks. 

Som en anvendelse vil vi bevise: 

Er ~(t.) kontinuert og posi t_iv på et åbent interVial J a, b,[, 

hvor O < a < ~ < +~9 og eksisterer det uegentlige integral 

\

bl x 1 )b1 x 1 
F(x) = e,p(t)t-- dt =l~ ø(t)t -dit 

' ' a1 , l " a b -;;..bJ .. a1 
1 

:Bor alle x> O, da er F(x) logaritmisk konveks på ]O,+oc[. 

Thi sæt"tes f(x,t) = f(t)tx-1 er f(x,t) defineret på JO,+x[ 

>< }a,h[. Endvidere er f(x,t) logaritmisk konveks på ]O,+qq[ o 

for ethvert t E Ja, a-,[, idet log f( x, t ) er en lineær funktion o o 

af x, og f(x ,t) er en kontinuert funktion på]a,b[for ethver.it 

o ~b x
0 

E ]O,+QO[ .. Følgelig er ' \p(t)tx-1dt logaritmisk konveks for 
~ a1 

vilkårlige a 1 og b
1 

(a< a 1 < b
1 

<b). Funktionen F(x) er altså 

grænseiunktion for en konvergent følge af logaritmisk konvekse 

funktioner, "Og da F(x) >O, slutter vi, at F(x) er logaritmisk 

konveks. 

Følgende udsagn er næsten indlysende: 

Hvis f(x) er logaritmisk konveks på et vist int.erval og c 

et reelt tal =l= O, da er funki:d.onerne f(x+c) 2E. f(cx) logarii:Jmisk 

konvekse på de tilsvarende intervaller. 

Til slut beviser vi: Enhver logaritmisk konveks funktion 

er konveks. 

Lad f(x) være logaritmisk konveks og lad y =~x+ p være 

korden for det geometriske billede af log f(x) svarende til in~ 

tervallet ~1 ,x2J. Da er log :f(x) ~ o.:.-x +(3 for x E ~1 ,x~, altså 

f(x)-:=: ecxx+p. Da f(x) = e'X-X+f3:f!_or x= x
1 

og x= x
2

, er korden for 

ec'f.x+(J svarende til ~1 ,xij også korde for f(x). Men e(>'..X+/!J er kon-

veks. Altså er :fi(x) for x E ~1 ,x~ under eller på korden. 

Indskud om eksponentialfunktionen. 

Ved studiet af en funktion er det ofte nyttigt at. kunne 
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ka:n.akterisere funktio:mlEHD ved hjælp af dens egenskaber i stedeit 

for at beny~te en formel. Som eksempel nævnes: 

Fo.r et givet. a >O ~ f(x) = ax karakteriseret ved følgen

de egenskaber (d.v.s. det ~r den eneste funktion, der har disse 

egenskaber) : 

1) f(x) er defineret og kontinuert på] -oo,+r-....o[. 

2) f(x) tilfredsstiller funktionalligningen 

f(x1 ~ x2 ) = f(x
1
)·f(x2 ). 

3) f(1) =a. 

Vi går ud fra, at vi kender funktionen ax og v.ed, at den 

har disse egenskaher, og vil nu vise, at hvis en funktion f(x) 

har disse egenskaber, er f(x) = ax lior alle x • 

Af 2) og 3) følger specielt. f(x+1) = a·f(x), hvilket sam

men med f( 1) = a viser, at f(n) = an for alle hele tal n (posi_

iJ:i ve,_ negative og nul) • 

Af f(x)·f(1-x) = f(1) =a ses, at f(x) ~O for alle x. Da 

f(1) >O viser 1), at f(x) >O for alle x. 

Af funktionalligningen følg~r 

f(x1 + · •· + xq) = f(x1)· 

hvoraf (for v:ilkårligtr helt p) 

aP = f(p) = f(ll:). ·•· ·f(R) = (f(l2.))q. 
q _2 12. q 

Da f(l2.) > O, følger heraf f(l2.) = ~a~= aq. Altså er j(r) = ar q q 

for alle rationale r. 

Da f(x) og ax begge er kontinuerte, følger af f(x) = ax 

for alle rationale x, at f(x) = ax for alle x. 

En lidt anden formulering af sætningen er følgende: 

Funktilanem f(x) = ax er den eneste kontinuerte funktion på 

J -ov, +e.;;,[, der intrerpolerer mellem værdierne f(n) = an, pg som 

tilfredsstiller funktionalligningen f(x 1 + x2 ) = f(x1)·f(x2). 

Bemærkning. Hvis man ikke i forvejen kender funktionen ax, 

(undtagen for hele x), kan man tage egerrskaberne 1)2)3) som ret-
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te snor. ved indførelsen af a x :fror vilkårlig-ti x. Man søger da en 

funktion f(x), der opfylder 1)2)3). Idet man går_ frem lig_esom o

venfor, ser man, at den eneste mulighed er at definere f(n) so® 

an for n· hel, og f(~) for q posi.ttv hel og p hel som w. Dett.e 

b1iver dog kun en definition af f(r) for r rational 1 når man ef-

terviser, at resultatet er det samme, ligegyldigt hvilken brøk-

fremstilling for r man benytter. Dereft,er er den eneste mulighed 

for definition af f(x) for irrationalt x at sætte f(x) =lim f(rn)' 

idet r n er en følge af rationale tal, d.er konvergerer mod x, men 

hertil kræves naturligvis, at man viser, at grænseværdien eksi-

sterer og er uafhængig af, hvilken følge man benytter. Om den 

funktion f(x), man ad denne vej får defineret, kan man vise, at 

den opfylder 1)2)3), og det fremgår af ræsonnementet, at det er 

den eneste, der gør det. Man definerer derefter ax for vilkårligt 

x som f(x). 

Anvendelse. Som eksempel på udnyttelsen af ovenstående sæt--

ning vil vi bevise sætningen 

(ap)q = apq (a> O). 

Hertil betragtes for fast p funktionen f(x) = aPx. For denne gæl

der: 1) den er defineret og kontinuert på]-C>O,+oc[. 2) f(x1+x2 ) 

= ap(x1+x2) = apx1+px2 = aPX1·apx2 = f(x
1
)·f(x

2
). 3) f(1) =aR~ 

Ifølge sætningen gælder derfor f(x) = (ap)x. 

Definition af gammafunktionen. 

Gammafunktionen løser det problem på fornuftig måde at ud

vide begrebet n! til vilkårlige tal. Fra integralregningen ken

des udtrykket (bevis følger nedenfor) 

j-,~ttndt = n!. 
·O 

Det ligger derfor nær i denne formel at erstatte n med et vilkår-

ligt reelt x. Man har imidlertid valgt, at definere gammafunkti~ 

onen således, at den i punktet n har værdien (n-1)!. Definitio-
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nen lyder derfor 
( 1 ) 

DL 
,- . ' )OCJ ---~ 

E ~ 1 e~~ tx-~_j 
29 

Det må nu undersøges, for hvilke x integralet eksisterer. 

HErtil skal (idet O < a < 1 < b < +oo) undersøges eksistensen af 

grænseværdiern.e ~1 t 1 1· e- tx- dt 
a~ t a 

m . 

J 
-t x-1 

og bl~~ e t dt. 
' 1 

Den første eksisterer for x >O. Thi integranden er for 

t> O positiv og< tx-1 • Altså er 

O < e-ttx-1dtJ < \ tx-1dt = l- ax < 1 \
~ 01 

;,.,a Ua x x x· 
<'11 

Funktionen tjKa) = \ ettx-1dt er således begrænset, og da den er 
da 

monotont aftagende, må å~gXa) eksistere. Er derimod x <O ek-

sisterer den første grænseværdi ikke. Thi for t E] O, TI gælder 

da e-ttx-1 > e-1t-1 • Altså er 

ø~ n1 
\' e-ttx~1 dt ~ \ e\ dt = l log ~' Ja Ja e 

hvoraf ses, at <y<al ~ ~:e-ttx-1 dt -;..o<> for a_,;,. O. 

Den anden grænseværdi eksisterer for alle x. T~ er n e~ 

helt positivt tal~ x-1, gælder for t. E. o,O<J[ uligheden tx-1-::::t.tll. 
~n 

A-K rækkeudviklingen e t = Y: i...., ses, at der for t >O gælder 
n~n. 

t tn+2 -t ( 2) 1 
e > altså e < n+. Følgelig er ··(n+2)!' tn+2 • - · 

(lb e ..... t.tx-1dt < rtt(n+~)' d t = (n+2), - (n~2 LL < (n.+2)' 
J1 01 t 

Da funktionen 'f{b) ~ ~>-ttx-1 dt er voksende, ses, at b!;i'lk,y{h) 

eksisterer. 

Ved ovenstående formel er r-(x) således defineret for alle 

x> o. 

Erstatter man i s:e-ttx-1dt tallet x >O med x+1 og inte

grerer delvis, får man 
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e-aax - e-hbx + 

Betegner n et helt tal > x 
= 

-b x hvoraf e b 

~-O for b __.,..C<?. Endvidere a _.,... O o lVIan 

finder derfor 
r·-......... -=-.,__· · --.....--:---~--r· 

c 2 ) LC.~~~-2-~_.:= ___ ::_r-~x )_:~J 
Denne funktionalligning er grundlæggende for hele teorielfui 

Po<"! 

For x = l fås r(1) = Jo e-tdt = 1. Funktionalligningen giver der-

for r(2) = 1, 1(3) = 2, ··· , r(n) = (n-1)!. Denne ligning 

ICn) = (n-1)! gælder også for n= 1 idet man sætter O! = 1 o 

Funktionalligningen er en almindeliggørelse af ligningen n! = 

n·(n-1)!. Kender man gammafunktionen for O< x~ 1, kan man ved 

funktionalligningen finde dens værdier f.or 1 < x < 2, ud fra dis--

se dens værdier fo~ 2 <x~ 3, etc. 

Almindeligt finder man for n positiv, hel 

j(x+n) = (x+n-1) (x+n-2) · · · (x+1 )xi(x). 

Denne betragtning viser, at der findes uendelig mange funk

tioner på J O, ex-:.[ 9 der tilfredsstiller funktionalligningen f(x+1) 

= xf(x) og for hvilke f(1) = 1 (og følgelig f(n) = (n-1 )!). Mam 

kan nemlig vælge f(x) ganske vilkårligt på]O,l], bortset fra be

tingelsen f(1) = 1, og dereftEr benytte funktionalligningerr til 

sukcessi.vt at definere f(x) på J 1, ?J , J 2, f] , etc. Den: således 

fremkonme funktion vil da tilfredsstille betingelserne. 

Ifølge indledningsafsnittet har r-(x) den egenskab at væne 

logaritmisk konveks. Vi vil nu vise, at denne egenskab sammen med 

de allerede nævnte karakteriserer gammafunktionen: 

(3) 

_..._..1 _____ ........_.._ .... ______ ..._"-"" .............. _________ ... __________ ~ _,._------..----...--.-"".-~---.-----~, 

l Funktionen f(x) = j(x) har følgende egenskaber: l 
l a) den er defineret på ]0,+0<:)[ og tilfredsstiller 

1

1 

!funktionalligningen f(x + 1) = x•f(x). 

l b) den er logaritmisk konveks. l 

I~--~----Dce)!2..__fe(r1 
)_de=n

1 

e·n_es_te j funktion, der har disse egenskaber. ! ----<--·----···-.. --~-------------·--·-· 
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At r(x) har egenskaberne er allerede vist o Lad os nu an--

tage~ at f(x) har egenskaberne a)b)c). Vi vil da vise, at 

f(x) = r( x) for alle x. 

Vi har f(n) = (n-1)!. Vi betragter det geometriske bille-

An+2 

~~ 
J\1 

;Vfog(n+1) 

An:_:2

1 

:~~ J 
! l i l 
j ! i i 
l i l 

! l l l 
l l ' l 

de af log f(x) i [i1+1 9 n-f-2l • 

Det ligger under eller på kor-

den An+ 1An+2 og over eller på 

forlængelsen af korden AnAn+ 1 

(se figun). Disse korder har 

hældningskoefficienterne log 

(n+1) og log n. Heraf ses: 

Hv~ O< x~ 1, gælder 

log f(n+1+x) = 

! l ! l 
__ , --t----1-----------J __ u ________ _ 
O 1 2 · n n+1 n+2 

log f(n+1) + xolog n+ E(x,n), 

hvor O < .S < x log(n+1) -x 

altså O < E.< log n+1 = log (1 + 1) < 1 Altså er rr n n· 

f(n+1+x) =n! ·nxoeE.(x,n) o 

log IDl, 

Men f(x+n+1) = (x+n) (x+rr-1) · · · (x+1 )xf(x) ~ da funktionen opfylder 

funktionalligningen. Altså er 

f(x) = n!nx E(x,n) 
x(x+1)•o•(x+n)·e 

Da E(x,n::) -;...O for n ~{X)' følger heraf 
,x 

f( ) l" n.n 
x = n~~x(x+1) o· o (x+n) • 

Nu er r(x) også en funktion, der opfylder a) h) c) • Den net-

op udledte formel gælder altså også, når vi skriver !(x) i ste

det for f(x). Følgelig er f(x) = j(x) for O < x ;: 1, og da beg

ge funktioner tilfredsstiller funktionalligningen, må det samme 

gælde for alle x> O. 

Som bireaultat har vi fundet 
r·--·------~---·----~--~--··---~-x-----------

i rcx) - l"m n.n l - n~o;xJx(x+1) o o o (x+n) (4) 
·~--

foreløbig dog kun for O < x < 1 • 

Inden vi diskuterer (4) vil v:L definere l( x) også :for ne--
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~ative x. Dette kan på en og kun emmåde ske således, at funkti

onalligningen (2) b]iver opfyldt for alle x. Udfra værdierne for 

O <x< 1 fås l(x) sukcessivt for -~ <x <O, -2 <x< -1, ved 

j(x) = J:-(x+1 2. 
x 

Man ser, at 1-(x) bliver defineret for alle x~ 0,-1,-2,···· Da 

r-(x) er kontinuert og >O for x >O, ser man, at r-(x) er kon

tinuert og negativ i J -1 ,o [, kontinuert. og positiv i] -2,-1 [, 

etc. ])a ,-(1) = 1' ser man, at r(x) i omegnen af x = o forløber. 

omtrent som~' og f~lgelig i omegnen af x= -1 omtrent som x~1 , 
1 i omegnen af x= -2 omtrent som 2~x+2 ), etc., almindeligt. i o.!ll

egnen af x = -n omtrent som ~t l ) . I hvert interval] -n, -n::l-1 [ n. x n 

er l r-(x)l logaritmisk konveks. Thi 

l ~"(x) 1 _ CTx+nl 
l l - r x l . l x+ 1 l . . . x+n-1 l 

1 og lx-c! er logaritmisk konveks for x< c. 

! 
1 l 
l \ l l l 

' \ ' 
! \_/ 

l 
l 

l l 
l l 

-=~3 ~ ·---:._2 

l l 
l ~~-.,, li 

t/ ' ' \ l 
f \ l 
l ' t 

11 \ l 

I
IIl \ ! \ l 

1 i 
l i 

11 11 

11 i l 
,! \l 

-1 
l 
o 
j 
l 

l 

~'1 
l 

i 
i 
l 
l 
l 

.";.:.2 
l 
! 
J 

t 
..::) 

l 

1 
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Vi vil nu vise, at udtrykket (4) er gyldigt for alle x, 

for hvilke j(x) er defineret (altså for alle x t 0,-1,-2,···). 

Hertil betegner vi den under limestegneu stående funktion med 

~(x) og bemærker, at 

l~(x+1) = x f;;( x) x+~+ 1 ; In C x) = ~ · x+~+ 1 
ln(x+1) o 

Man ser da: Hvis grænseværdienn~~,.);(x) eksisterer, så eksiste

rer også n?-.j..mi.X)~(x+1). Hvis omvendiL nll:rp._"._J~'(x+1) eksistærer og_ 

x t O, så eksisterer llm C(x) • Da grænseværdien lim_ C( x) e k-n oon ~c-on 

ststerer for O< x< 1, følger heraf, at den eksisterer netop 

for x t 0,-1 ,-2, · · ·• Sæt.ter man lim ["(x) = f(x), ser man end
n~ n[ 

videre, at f(x+1) = xf(x). Da f(x) = r-(x) for O< x~ 1, ses, 

at fDrmlen (4) gælder for alle X~ 0,-1,-2,•••. 

Formlen (4) blev af Gauss benyttet som udgangspunkt for 

teorien. 

Gammafunktionens produktfremstilling. 

En simpel regning viser, at 
x x x 

( 1 1 
~(x) = ex logn - T - 2 - • • • - ~) o 1. e T. e 2. o o en. 

x 1 +2f. 1 +2f. 1 +!. 
1 2 n 

··.. 1 
···· ... t For differensen~+ 1 +···+~-log n har vi 

a 1 (se figur) udtrykket a 1+a2+·· ·+an_1+n. ·-~~~~~1-J a2 
, '<-/ a 
•

1

• l =:'4::;::::-z::z:.,~ n-1 
J l ! ~~ -- -· j==;.~4 ....................................................... .. 
·-· ------1-- ---- _2 __________ :3-- ------ --"~-------n--·--·-·---------- -·--- ---~ it 

Da O< ai <t- i11 , er den uendelige række a 1+a2+··· kon-

vergent. Dens sum er Eulers konstant C= 0,577215664901533 .•.. 

Altså finder man------~---------~---·----~-·----·--.. ~-~~--, ' x x l , n - = . 

(5) l r-cx) = e-Cx.l. lim r-f ei = e-Cxll~l ei l 
x n~~ . 1 1 +x x. 11 +x t 

l- - l- = ' - i - i i 
----~---~---~--.-~---~~-~---······---------------~---·-------------~1 

der kaldes Weierstrass' produktfremstilling for j(x). 

Heraf fås for x > O 

log i(x) 

-Cx - log 

= -Cx -- log 
C><::) 

x+ L(~-
i=1./ l 

n 
x+ lim 2.:'.(~n;;;;.;;o;O<). 

1 
1 

l= 

log( 1 +~)). 
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Ved hjæl:R af denne rækkeudvikling vil vi vise, at log j-( x) 

er differentiabel i J O,+ oo[ . 

Det vil være tilstrækkeligt at vise, at den ved ledvis dif-

ferentiation freml{omne række 
00 

_ c _ 1 + ~c .:J- _ ~) = _ c _ 1 + 
x [;-( 1 x+1 x 

c~ 

L ·-x~..-
i=1i{x+i) 

konvergerer ligeligt i intervallet J O, k] (for et vilkårligt k> O). 

Det følger af, au rækken i ]o,~ har den konvergente majorant
ook 

række ~; 2• Ifølge sætningen om ledvis differentiation har vi_ 
i=1 i 

da i]O,fj, og altså i Jo,~.:;;[ (da lli var vilkårlig_) 
0.0 

L log j(x) = C' (x) = - c - l + >"':c .:J- - ~1-. ) x ~ 1 x+1 • 
1=1 dx r-cx) 

Ved hjælp heraf slutter vi på samme måde, at log j(x) er 

to gange differentiabel i J O,+ rx.r[ med 
d 2 1 ~~, 1 ~ 1 
-2 log rcx) = 2 + ,t_.._, 2 = L..- 2 9 

dx x i=1 (x+i) i=O (x+i) 
ved gentagen anvendelse af ræsonnementet, at log IC x) og heraf, 

er n gange differentiabel i ]O,+oo[for ethvert n, og_ at 

dn lo >'~(-1)n(n-1)! (n>_ 2). 
n g j(x) = --~ n 

dx i=O (x+i) re 
Al t så er også j(x) ··- elog x) vilkårligt 

ofte differentiabel i ]o,+C<(, og heraf følger atter ved hjælp 

af funktionalligningen, at !(x) er vilkårligt ofte differentia

bel i ethvert af intervallerne J -k, -k+1 [ (k positiv hel). 

Betafunktionen. 

Udgangsintegralet (1) kaldes det andet Eulerske integral. 

Foruden dette betragtede Euler et andet med gammafunktionen be

slægtet integral, det såkaldte først.e Eulerske integral, der tje

ner til definition af betafunktionen: 
()1 

B(x,y) = '\ tx-1 (1-t)Y-1dt. 
v o 

Vi vil vise, at integralet eksisterer, når x >O og y > O. 

Hertil skal (idet O< a<;< b< 1) undersøges eksistensen af 

grænseværdierne ~ 21 1 1 f\b 
x- ( )Y- \. x-1 ( )y-1 l;k_~ t 1-t d t og bll~ 1 t: 1-t d t. 

a ~a c-
2 
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I det først.e integral er ( 1-t )Y-1 < ( 1 :...t) - 1 ;: 2. Integran-

den er posi~iv~ Altså er 1 

~
- ~ 21-x x 

O< 2tx-1 (1-t)Y-1dt < 2~' 2tx-1 dt------ 2a < ~ 
} - x x x· a 

1 
t a 

Funktionen rp(a) == 0"2tx-1 (1-i:t)Y-1dt er således begrænset·, og da . Ja 
den er monotont aftagende, må a~~ ~(a) eksistere. 

I det andet integral er tx-1 < t-1 < 2. Integranden er po-

siiiiv. Altså er 

o< ~btx-1 (1-t)Y-1dt < 2rm.(1-t)Y-1dt == 21-y- 2(1-b)Y < 2:. 
jl Jl y y y 

2 2 
(l b 

Funktionen 'f(b) == .iltx-1 (1-t)Y-1dt er således begrænset, og da 

2 
den er monotont voksende, må b1im1~(b) eksistere. 

Ved ovenstående formel er B(x,y) således defineret for 

x>O, y>O. 
f) b 

Erstat.~er man i \ tx-1 (1-t)Y-1dt tallet x> O med x+1, får 
~a 

man ved en omskrivning og påfølgende delvis int.egration 

~btx(1-t)Y- 1 dt. = ~b(1-t)x+y- 1 ( 1 ~t)xdt = 
Ja tJa 

~ (1-it)x+y t Jb ~)b(1-t.)x+y t x-1 1 - ( -) + - . x. (-) . d t = 
_ x+y 1-t a . a x+y 1-t ( 1-t)2 

(1-a)YaX-(1-b)ybx + _!_~btx-1(1-t)Y-1dt 
x+y x+y • a 

For a ~ O og b ~ 1 følger heraf funktionalligningen 

B(x+1 ,y) = .....!_·B(x y). x+;y , . 

Vi vælger nu et fast y > O. For at få en funktion frem, der til-

fredsstiller gammafunktionens funktionalligning, danner vi funk-

t ionen f (x ) = B (x, y) j (x +y) . 

For denne gælder 

f(x+1) = B(x+1 ,y) j(x+1+y) = x+ B(x,y) (x+y) 1-Cx+y) = xf(x) ~ x y 

Endvidere er f(x) logaritmisk konveks. Thi for fast y er B(x,y) 

af formen Ui(t)tx-1dt, hvor cp(t) = (1-t)Y-1 er kontinuert og po-
\

1 

l o1 • 
sitiv på @,1 [. Ifølge indledningsafsniiLtet. er derfor B(x,y) lo-

garitmisk konveks. Det samme gælder r-cx+y). A~tså er f(x) produkt 
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af ·to 'logaritmisk konvekse funktioner og_ følgelig logaritmisk kon

veks. Funktionen f(x) tilfredsstiller altså de to første.. af de 

tre 'betingelser, der karakteriserer j(x) på]O,+oo[. Vi vil nu 

beregne f(1). Vi finder 

Sb -1 ~- (1-t)Y]b 1 
B( 1 ,y) = bli*1 ( 1-t)Y d t = bli:g!-1 ~ y = y o . . o 

Altså fås 
f c 1 ) = B c 1 , y) r c 1 +y) = c c; +y) = r c y) • 

Hvis en funktion f(x) på]O,+o.o[ opfylder de to første af 

de tre betingelser a)b)c), der karakteriserer j(x), så vil ~t~~ 
åbenbart opfylde alle tre uetingelser, og vil altså være= j(x). 

For funktionen f(x) gælder derfor, at f(x) = f(1) j(x) = j(y) j.(x). 

Vi har hermed bevist, at der for alle positive x og y gælder formle1 

(6) = ~1tx-1(1-t)Y-1dt = C(x)[={;)--. -~ 
. tJo rcx+y) . 

---
1 1 Sættes x = 2, y = 2 og anvender man i integralet substitu-

tionen t = sin2~, finder man 
. \1 

( j(1))2 = dt = 
2 • .. ~o y t ( 1 -t ) 

Da i(~) er positiv, har vi hermed 

tige formel 

\

9'!::' 

2 2dG 
LO 

fundet 

c 1 ) f. r c t) = :JfC .] 

den mærkværdige og vig-

Heraf følger straks IC~) = ~.....;f?, re~) = ~. ~ ~' og almindelig:ft 

j(n +~)=~·~···(n-~)~. 

Legendres multiplikationsformel. 

Som et andet eksempel på anvendelsen af gammafunktionens 

karakterisering ved betingelserne a)b)c) vil vi betragte funktio-

nen f(x) = ,-(~) rcx;1). 
x x+1 Den er de.fineret, når hverken 2 eller """2"" er et af tallene O 9 -1 , 

-2,···. Vi finder 

f(x+1) = rcx;1) rcx~2 ) = ~· rcx;1 ) j(~) = ~· f(x). 

Dette er ikke gammafunktionens funktionalligning. For a t. blive 
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af med 2-tallet i nævneren ganger vi f(x) med 2x~ der ved erstat

ning af x med x+1 multipliceres med 2. Den herved fremkomne funk-

tion g( x) = 2x· r<~) r<X~ 1 ) 

vil opfylde funktionalligningen g(x+1) = x•g(x). På ]O~+oo[ er 

g(x) som produkt af tre logaritmisk konvekse funktioner logarit

misk konveks. Følgelig er ~t~' = r-(x) for alle x > 0 9 og i kraf~ 
af funktionalligningen må det samme da gælde for negative x t -1, 

-2, · · ·• Nu er g(1) = 2·j(~) j(1) = 2~. Vi har derfor fundet 

Legendres multiplikationsformel 

l l<~) l<x+1) =-.,;;;--.,-.r<~)·] 
l 2 2 2x-1 
-------------------------

(8) 

Stirlings formel. 

Ved en elementær betragtning_ kan man finde en tilnærme~ vær-

di til j(n) = (n-1)! • Vi har 

log r<n) = log 1 + log 2 + ... + log (n-1) 

og sammenligner derfor log 1--(ru) med integralet 

f,log t dt = G log t - ~~ = n log n - n:+ 1. 

Forskellen mellem integralet og log j(n) består af trekantsare-

alerne A1 ,A2 ,· · · 9An_1 , som tilsammen 

ler f 19 t29 ·· ·,fn_1 , som tilsammen er 

1 er 2 log n~ og de små area-

< ~ log 2, idet man let ser. 9 

at de pågældende figurer ved parallelforskydning alle kan finde 

plads i trekanten ABC. Man ser heraf 9 at 

(n-1) log n - n + 1 - ~ log 2 < log 1-(n) < (n-~) log n - n + · 

og altså 
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Dette giver anledning til at betragte en funktion af formen 

f(x) = xx-1 e-x ef(x) (x> O). 

Vi vil bestemme funktionen f(x) således, at f(x) opfylder betin

gelserne a) og b). Da vil r-Cx) være= a·f(x) for et passende a. 

Ved simpel regning finder vi 

~ = ( 1 + ~jx+1 x e - 1 er.t(x+1 ) -IL( x). 

Nødvendigt og tilstrækkeligt for, at f(x) opfylder a) er altså, 

at J~(x) opfylder funktionalligningen 
) 

1 1 
~(x) -~(x+1) =(x+ 2) log (1 +x) - 1. 

Funktionen på højre side betegnes g(x). En funktionA!(x), der op
) 

fylder ligningen 

f'-( x) - ,u.(x+1) = g(x), 
·' ) 

kan nu straks opskrives, nemlig 
00 

(*) r1.Cx) = > g(x+n)' 
- n=o 

forudsat at den her optrædende række er konvergent for alle x> o. 
Vi udsætter beviset herfor et øjeblik og viser først, under an

tagelse. af rækkens konvergens, at funktionen f(x), når vi benyt

ter den ved (>j<) bestemte funktion ;..t( x), vil opfylde betingelsen b) 
1 ) 

Funktionen xx:2 e-x er logaritmisk konveks. Thi dens loga-

ritme er to gange differentiabel med den anden afledede 

1 + _1_ 
x 2x2' 

som er> O. Endvidere er e}V..(x) logaritmisk konveks, altså p.(x) 
J 

konveks. For at vise dette er det nok at vise, at hvert af ledde-

ne g(x+n) i rækken (>j<) er konveks. Hertil er det atter nok at 

vise, at g(x) er 

g"(x) 

Vi mangler 

to gange differentiabel, og at 

1 
- 2x2 (x+1) 2 >O. 
endnu at bevise konvergensen af rækken (>j<) f@r 

alle x> O. Samtidig med, at vi beviser dette, vil vi udlede et 

udtryk for rækkens sum)~(x). Vi benytter omskrivningen 

1 

g(x) = (x+1)log(1+~) - 1 = 1(2x+1)log 
1 +~- 1 
1 -2xo~-1 
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og anvender den for IYI < 1 gyldige rækkeudvikling 

2
1 log l:t.Y. - ~ + y}_ ~ i!_ 1 -y - 1 3 + 5 + 7 + 

Herved fås 

1 1 1 g(x) = + + ~........;.-~ + ... 
3(2x+1) 2 5(2x+1) 4 7(2x+1) 6 · 

Heraf ses 9 at g(x) >O for alle x > O. Vi forstørrer højre side~ 

idet vi erstatter tallene 5 9 7, 9, · · · med 3. Da fremkommer på hø~j-

1 re side en uendelig kvotientrække med første led og kvo-
3(2x+1)2 

1 
~.....;.-=2 • Dens 
(2x+1) 

sum er ti en t 

1 1 1 1 1 

3(2x+1) 2 1 1 = 12x(x+1) = 12x-12(x+1)" 

(2x+1) 2 

Vi har således O < g(x) 1 1 
< 12x- 12(x+1) (:4C>O). 

Rækken (~) har således for ethvert x> O positive led, og den 

har majarantrækken .s=::._ 1 1 
'> ( 12(x+n) - 12(x+n+1) ), 
~ 1 

som åbenbart er konvergent med summen 12x. Dermed er konvergensen 

af rækken (>i<) bevist, og vi har samtidig fundet, 

o < ~)J. (x) < 1 
12x ) 

Vi kan også skrive ~J. (x) Q 
= 12x' ) 

hvor Q er et af x afhængigt tal mellem O og 1 • 

Der gælder altså for et passende a 

1
-(x) x-1 -x+_@_ = ax 2 e 12x 

at 

(x > O). 

(x >O). 

For at bestemme a anvender vi nu Legendres formel og får 

hvoraf ved forkortning 
x 1 Q 9 1 Q2 

(>j< >l<) a (1 + ~)2 e- 2 = ~e 12x -·bx -- 6(x+1). 

Nu gælder som bekendt ( 1 + l)x ~ e for x ~ <:x:.• ~hi sættes x1 - h, 
1x l~ 

har man (1 + l)x = (1 + h)h, altså lo;g(1 + 1)x = logh1+h), som 
x x x 1 

.....;... 1 for h ~ 0. Følgelig gælder ( 1 + ~) 2 .....;,;.. e2. Ved grænseover-

gangen x ~ oo fås derfor af (~ >i<) 

a = 'Y2n: . 
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Vi_ har hermed bevist Stirlings formel 
l - 1 ·-----------,1 

rcx) = -;/2'!1~ xx-2 e-X+f(X) (x> O) l 
(9) ""· 1 1 Q l l r.t(x) = ~(x+n+2) (log(1+:x+n)-1) = 12_x __ co <Q < 1J 

Sættes specielt x = n og multipliceres med n, fås 
~ n+l -n+_@_---~ 

( 10) n ! = l. 2 -K n 2 e 1 2n~~ _ 

hvoraf den mærkværdige formel 

~~ ~! -· ~- l 
n+2 -n n e J 

( 11 ) 

Gauss' multiplikationsformel. 

Dette er en almindeliggøreise af Legendres formel. 

For et vilkårligt helt p ~ 2 vil vi betragte funktionen 

f(x) = l-<~) rcx;1). o 01-cx+E-1 );. 

Den er defineret. når intet af tallene~ x+ 1 ··o x+p-1 er et af 
' p~ p ' ' p 

tallene O~ -1 , -2, · o • , d. v. s. for x =l= O, -1 9 -2 9 • • • • Vi funder 

f(x+1) = rcx+1 ) o •• rcx+p-1 ) !-(~. + 1) = x. f(x). p p p p. 

Følgelig tilfredsstiller funktionen 

g(x) = px i(!.) rcx+1) .. o rcx+p-1) 
p p p 

funktionalligningen g(x+1) = xg(x). På ]O~+cx.::[ er g(x) som pro-

dukt af logaritmisk konvekse funktioner logaritmisk konveks. Føl-

gelig gælder for et passende a 

re x) = a px r ex) rcx+1) o o. rcx+p-1). 
p p p 

For at bestemme a benytter vi Stirlings formel. Vi får for 
x-1 -x+_JL x~1 x+u ~1 _x+il, Q»p 

~}t2TC x 2 e 12x = ap 1 l -v2n (-) p 2 e p 12(x+v), 
ll·=o P 

x >o: 

hvoraf ved forkortning 
lf.::J x+v v Q}}p .JL. p:J l 

e12x = a(27t:) 2 p2 
x 

Nu gælder (1+~)v ~ e, og altså x 

for x .....;.. co • Vi får derfor 
_,!cl l 

1' = a ( 2/l ) 2 p2, 

l~ ( 1 +k)p e p e12 (x+ v) ø 

1 x+_ x+~ ,i V= XV .. X ,.._q v-
i) -- J) -o--.- -(1 + .:...) p = (1 + .:...)~' px: __,..ep, x x 

og har således bevist Gauss' formel l2.::l _ ~

( 12) \ IC!.) rcx+1) o o o rcx+p-1) = C 2.7\:) 2 . IC x) .J 
\ p p p x-~ -----

For p=2 er det Legendres formel. P 
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Sammenhæng med sinusfunktionen. 

For gammafunktionen gælder endnu en vigtig funktionallj~

ning. For at udlede den sætter vi 

(f (x) = re x) re 1-x) sin ·v; x. 

Denne funktion er foreløbig kun defineret for x t de hele tal. 

Når x erstattes med x+1, erstattes j(x) med xr(x), og j( 1-x) 

med r( -x) = C( 1-x), medens sin ·re x erstattes med - sin iD x. 
-x 

Funktionen o/(x) er derfor periodisk med perioden 1: 

p (x+1) = o/(x). 
Vi benytter nu Legendres formel 

re!.) rcx+1) = ·lJ'F. j(x). 
2 2 2x-~ 

Erstattes x med 1-x fås 

Heraf følger 

(x) (x+1 p 2 p -2-) = IC~) IC1~)sin~x !Cx~ 1 ) IC 1 2x)cos~x 
= n: l( x) re 1-x) sin ir... x = 7r ri( x). 

Funktioneny(x) tilfredsstiller altså funktionalligningen 

( <>) r (~)f(x~1) = 7t p( x). 

Funktionenr(x) er åbenbart vilkårligt ofte differentLabel. 

Af gammafunkti@nens funktionalligning ses, at 

cp(x) = CC~+x) j(1-x) sin ?T:x = j(1+x) j(1-x) 

Nu er den ved r sin 7rx i for t o t x 
h(x) J x 

= -< 

l ,Ir for x= o 

sin .n.-x 
x 

definerede funktion vilkårligt ofte differentiabel på J -rX>, +c-_,..:; [ . 

Sættes 1)(0) = j(1 )2 7C =/l: ses, at den således udvidede funktion 

f(x) er vilkårligt ofte differentiabel på]-1,1[. Sætter vip(n) 

=~ for alle (positive og negative) hele n, er den således udvi

dede funktion en periodisk funktion defineret på J -J),),+ 4~ [, som 

er vilkårligt ofte differentiabel på J -ø,+ tt5 [ • For O < x < 1 

er~(x) >O; det samme gælder da ifølge periodiciteten for alle 

x. Da funktionalligningen (<>) gælder for alle ikke-hele x, må 
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den af kontinuitetsgrunde også gælde for hele x. 

Vort mål er at vise, at ~(x) er konstant • Hertil betragtes 

funktionen g(x) = logct~(x). Denne funktion er ligeledes vilkårligt. 
J 

ofte differentiabel. Af (<>) ses 1 at 

g(~) + g(~; 1 ) = g(x) +log~. 

Differentieres to gange 1 fås 

(<> <>) 1 g"(~)+ l gt'(x+1) = g"(x), 4 2 4 2 

Lad nu M betegne sup l g" (x) l. Da g" (x) er kontinuert og periodisk, 

er M< +co. Af (<> <>) ses da umiddelbart, at 

l ( )l 1 1 11 
g" x ~ 4 M + 4 M = 2 M 

for alle x. Altså er M~ 1 M, hvoraf ses, at M =O. Følgelig er 

g" (x) = O for alle x, al t så g(x) =\X.X + f3· Da g(x) er periodisk, 

må vi have CX:.= O. Altså er g(x) konstant, og følgelig også cp(x) 

konstant o Da p( O) = 9'1;', er p( x) = :IC for alle x. 

Vi har hermed bevist følgende mærkelige formel, som skyl-

des Euler~ 

( 13) L r(z) ~~( 1-x) = si:= nx ·l 
Ved brug af gammafunktionens funktionalligning kan formlen 

omskrives til 

sin v-ex = 
-xl(x) j(..;.x) 

Anvendes her produktfremstillingen (5), hvorefter 
OG X Q<:; X 

r( ) -Cx 1 1~1 e V l( ) Cx 1 ne Y 
x = e x . . "X , 1 -x = e ::X -x 

v=11+;:; v=11-y 
fås følgende produktfrematilling for sinusfunktionen 

~ 2 
r-r;x = ~f(X n-(1-X

2
) 

r'=1 y 
( 14) 

J 
Anvendelser på bestemte integraler. 

S t t · ( 1 ) -t r-~ f o æ er man l e = -r.-, as, idet man efter udførelsen 

af substitutionen skriver t i 
fl1 

r(x) = Jo (log 

stedet for -t--~ 

~)x-1dt. 

ved subrtitutionen 
Jl(X.:) -

På lignende måde fås 

j(x) = \ e -tx.l d t 
uo x 

(x > O) 

(x >O) 
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hvoraf rc1 + 1) x 

For x~ 2 fås s::-t2dt 
Sætter man i (6) t 

j)r.::x:;;. tx-1 
_..;..__ __ d t = 

o (1+t)x+y r-cx+~) 

~
n 1 j(x)j(y) 
2 ( . ) 2x-1 ( (J)' 2y-1 d 
O 

s l n cr c o s 
1 

J 1--~ = 2 j(x+y) 
Sætter man y = 1-x fås ved brug af (13) 

(x >O) 

= "'1;'~ 1 , henh. t 
C(x) C(;z) 

, 2Q) +lo = s1n 
1

, Jlas: 

} og 

!

p1 
tx-1 ( 1-t) -xdt = 9--c .Jo sin -:rrx 

pcotx-1 n' 
\ ~ dt = sin 'Jf,·x 

c~~ 
2 02(tg m)2x-1dG> = g-c 

J J sin S'Cx) 

(O<x<1) 

"Stirlings række". 

For fejlen r(x) i Stirlings formel kan vi finde andre ad-

tryk . Man har 1 - s1 2 - t 
o t +x dt = (x + 1) log ( 1 + ~) -- 1, 

()O 1 
r-\ n\1 2 - t 

M(x) = ~ t+n+x dt. 
< n=o UO 

Bernoullis polynomier Bp(t) og Bernoullis tal BP, 

altså 

Vi indfører nu 

p= 0,1,2,·· ·,ved følgende forskrifter: 

l. 

B0 (t) = 1 
m 

B (t) =p\'B 1(<t")dq;·+B, 
P Jo p- P 

B0 = 1 
flt 

hvor B vælges således, at V B (t)dt = O 
P Jo P 

Man finder 

B1(t) 1 B1 
1 

= t - 2 = -2 

B2(t) t2 - t + 1 B2 
1 

= 6 
= 6 

B3 (t) = t3 - lt2 + lt B3 = o 
2 2 

B4 (t) t4 - 2t3 + t2 1 
B4 

1 
= - 30 = - 30 o 

Af definitionen ses, at forløbet i [Q, i] er~ 

/ 

/// 
l~ / j ..C:~ ~ .............. =-====-----~--t 

/ B1 (t) B2(i1) B
3 

( it) B
4
(t) 
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Således går det videre. Af betydning for det fø}gende er: For u

li~P p> 3 er B (O)= B (1) =B =O. For lige p>= 2 er Bp(O) = 
~ = p ll p 

Bp(1) = Bp. Disse tal er rationale og er skiftevis positive og 

negative og differensen B --B (t) er for O< t< 1 af konstarr~ p p 

fortegn, nemlig af samme fortegn som B . Vi anfører en tabel o
p 

ver tallene Bp: 

~r~o~ 1 ~lit4 #~8---· -
1 1 1 1 1 

Bp 1 2 6 -30 ' 42 -30 

Med B (t) betegner vi 
p· 

10 l 
5 

66 

12 

691 
2730 

14 16 

7 3617 
6 -51'() 

43867 
798. 

den periodiske funktion med perioden 

1 , som i @, 1 [stemme~ overens med Bp (t) . Da gælder åbenbart. 

B( t) = p V :s--
1 

(cr:)d(t:' + B for alle t. 
p \}0 p- p 

Udtrykket for n(x) kan nu skrives 
~)1-B' (t) (X} pn+1 B( t) ylll -~(t) 

J.t(x) = G ot+~+x d t = L\ -· ~+x d t = nll~ '}o t+x dt. 
) n=o• n=o vn '-

Da integranden konvergerer mod O for t ~-oo, kan vi også skrive 

løB1 (t) 
,u.( x) = - t d t . 
\ O +x 

Ved gentagen anvendelse af delvis integration fås 
nn -B1(t) r:B2 (t~n [-B3 (t) ]n [ -B(t) Jn 

~o t+x ~t= ~(t+xUo+L2.3(t+x)~O+···+L(p-1)p(t+x)P-Uo 

~
.n -B (t) 

+ p dt, 
1 O p ( t+x)P 

hvoraf, idet By(O) = Bv(n) = Bv 
B2 H4 B6 . 

{ . .t,( x) = 2x + 3 + 5 + · · · 
- 3·4x 5·6x 
Tallet p antages nu lige. De to 

~
)e<.<B -B(t) 

(§) p p dt. 

og Bv = O for v = 3..t.2_, · .. , for 
B f)C!O B (t) 

+ - ~ p dit. 
(p-1)pxP-1 GO p(t+x)P 

sidste led er tilsammen 

_ LQ p(t+x)P 
Da Bp-Bp(t) har konstant fortegn, nemlig samme fortegn som Bp' 

ses, at integralet (§) har samme fortegn som B , altså modsat for
p 

tegn af BP_2 , idet jo tallene B2 , B4 , ... er skiftevis positive 

og negative. Hermed er vist, at afsnittene i den uendelige række 
B2 B4 B6 
-+ +---+ 2x 3·4x3 5·6x5 

(§§) 

er skiftevis > ,u( x) og < p.( x). Vi får derfor som sllll..rtresul tat 
) ') 

"Stirlings række" (15) 
;-= B2- + B4 3 +-'--· .-.-+ 

2x 3·4·x 
~<Q< 1 

B 2g-2 

(2q-3)(2q-2)x2q-3 
~Q B2- 2~~ 

(2q-1 )2qx ~ 
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Tallet G afhænger naturligvis af q og x. 

For q = 1 fås den tidligere udledte formel f~x) 

Det var nærliggende at formode, at restleddet i den fundne 

formel ville gå mod O for q ~ oo, altså at den uendelige række 

( §§) ville være konvergent med summen e.( x). Denne række er imid

lertid divergent. Formlen for ~-4-(x) viser, at forskellen mellem 

{u{x) og det (q-1)te afsnit af rækken(§§): går mod O, ikke for q _".o 
) 

men for x ~oo, og så stærkt, at endda forholdet mellem restled-

det og det sidste led i afsnittet går mod O. Man udtrykker de~te 

ved at sige, at (§§) er en asymptotisk række for funktionen r-(x) .. 
} 

Vælger man f.eks. q= 4 finder man 

;4 x) = _1~ - 1 + 1 Q. 
; 12x 360x3 1260x5 1680x 7 • 

Herved har man et middel til at beregne r-(x) med stor nøj-

agtighed. For eksempel får man for 4 ~x~ 5 ved at benytte dette - -

ud tryk for p .. ( x) (idet restleddet bortkastes) værdien af re x) med 
l, 6 

en fejl < 10- • Ved brug af funktionalligningen kan man herudfra 

finde r-(x) for eksempel for 1 <x< 2 med samme nøjagtighed. 

Slutbemærkning. 

Funktionalligningen j(x+1) = x 1-(x) kan for x > O også skri

ves logl-(x+1)- log!(x) =log x. En ligning af formeR F(x+1)

F(x) = G(x), hvor G(x) er en given funktion, er det simpleste til

fælde af en differensligning (analogt til differentialligningen 

F'(x) = G(x)). For (x) fandt vi en ligning af samme t.ype, nemli.g 

rCx+1) - fi(x) = -(x + ~) log ( 1 + ~) + 1. Gammafunktionens teori 

indordnes derfor naturligt under differensregningen (jfr. N. E. 

Norlund, Differenzenrechnung, 1929)o 



Mat. 2. 1962-63. DL Opg. 1 

Opgaver vedrørende cykloiden. 

2. Vis~ at det til P med hensyn til Ø symmetriske punkit P1 be

skriver en cyklaidabue OT
1 

kongruent med OT, og at denne i 

P
1 

har ffangenten PP1 • 

3. Vis, at længden af buen OP1 på denne er lig med PP1 • 

4. Udtryk s som funktion af tangen~ens drejningsvinkel G, o& vis 

d s herved, at krumningsradius dG er= PP1 , d.v.s. P1 er krum-

ningscentrum. 

5. Find arealet af den af cykleidebuerne OT 9 OT1 og li~estykket 

TT
1 

begrænsede mængde. 

6. Vis Huygens sæiining-. For et cykleidependul (se figur) er 

svingningstiden uaf-

hængig af udsvinget. 

Opgaver analoge med brachistochronopgaven. 

7. For vi~årlige endepunkter (a1 ,b 1 ) og (a2 ,b2 ) i halvplanen 

y > O skal man bestemme y = f(x) blandt de tilladte funktioner 

således, at 
er minimum. I = 
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B. Ved em stereograflisk projektion, d.v.s~ em cerrtralpnojek~~ 

fra sydpolen (0,0,-1), afbildes jordkuglerr x2 + y2 + z2 = 1 

eks~usiv,e sydpolen på ækMators plam z = O. Bestem læng~em 

af den kurve på jorde~, samJ i kortet svarer ~~ det geometn~

ske bill~de af eru kontinu~rt diffEU"entiabelL fu:mkilll..on· y, ~ f( x); 

a1 ~x~ a 2• Løs dernæst for givne endepunkter (a1 ,h1), 

(a2 ,b2 ) minimumsopgaven for det pågældende integral. 

9. For gi_vet endepunkt ( a 1 , b1 ) skal man finde y = f(x) > O i 

~1 ,a~, således at_ den ved omdrejning om x-aksen jj'remhrag_tre 

flade har minimalti areal. 

10. For g:Lvet endepunkt (a1 , ~) skal man finde Y, =- ::ff{x) i ~1 ,a:i] ,, 

således au kurvens længde er m~mal. 

11. Fon vilkårlige endepunk~er (a1 ,b1) og (a2 ,b2 ) skal man bes±em

me y = f(x) blandt de tilladue funktioner således, ait 

I= ~a2 Gy' + (y' 2-1)~dx er minimum. Ja 
12. Samme opgave m~d 

(1a2 r----'2 
I = \ ~~1+y'~dx. 

Ja1 
13. Find et retvinklet parallelepipedum med given· kant:su.m K og g,i-

ven overflade O og med maksimalt volumen. 

14. Find en trekannmed given omkreds 2s og maksimalt areal T. 

15. Blandt alle konvekse firkaniier med givne sider a,b,c,d søges 

en med maksimalt areal. [Vink: Ud tryk area-

let som funktion af vinklerne x og y, og op

skriv den bibetingelse, disse må opfylde.] 

16. For givne endepunkter (a1 ,b1), (a2 ,b2 ) i halvplanen ~x,y)l 
y >-0} søges y= f(x) >O blandt de tilladile funktioner, så-· 

ledes at 
er minimum under bibetingelsen 

Find 
~
a2 

I 1 = ydx = A 
a1 

betingelserne for at 

(et givet tal). 

problemet har en løsning. 
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17. Samme opgave med 

Io= \a2y~dx 
0a1 

I 1 = 2ydx = A. )

a 

'-a1 

DL Opg. 3 

Opstil en differentialligning til. bestemmelse af løsningerne. 

18. Variationsopgave med to funktioner. Lad F(t,x,y,x',y 1
) være 

to gange kontinuert differentiabel i området~ i (t,x,y,x 1,y 1)

rummet. Et tilladt funktionspar er et par af funktioner x = 

f(t) E C2r1 ,aiJ, y= g(t.) t C 2 ~1 ,ai], som for t= a 1 og t 

= a2 antager foreskrevne værdier, og for hvilke (t,f(t),g(t.), 

f 1 (t),g 1 ~t)) E Q for alle t E ~1 ,a~. Vis, at hvis integralet 

r 2F(t,f(t),g(t.),f 1 (t)9g 1 (t))dt 
Ja1 

har lokalt minimum for funktionsparret (f,g), da tilfreds-

stiller dette de to differentialligninger (Eulers ligninger) 

F x (t, f (t) , g (t) , f 1 (t) , g 1 (t) ) - ~tF x t (t, f (t) , g (t) 9 f 1 (t) , g 1 (t) ) d 

F y ( t , f ( t ) , g ( t ) , f 1 ( t ) , g 1 
( t ) ) - ~t F y 1 ( t 9 f ( t ) , g ( t ) 9 f 1 ( t ) , g 1 ( t ) ) =' 

19. Variationsopgave med uo funktioner og bibetingelser. Lad 

F 0 (t , x, y, x t , y 1 ) , F 
1 

( t, x, y, x 1 , y 1 ) , • · o 9 F n ( t , x , y, x 1 , y 1 
) vær e 

to gange kontinuert differentiable funktioner i et område s~ 

i (t,x,y,x 1,y 1)-rummet. Et tilladt funktionspar er et par af 

funktioner x= f(t) E C 2 ~1 ,aa, y= g(t) E C 2 ~1 ,a~, som 

for t = a 1 og t = a2 antager foreskrevne værdier, og for hvil

ke (t,f(t),g(t) 9f'(t),g 1(t)) E: ~Jfor alle t E ~1 ,a~ ~Vis, 
at hvis Io= ~a2Fo(t,f(t.),g(t),f1(t),g1(t))dt 

Ja1 
har lokalt minimum eller maksimum for funktionsparret (f,g) 

under bibetingelserne 
n a 

I 
1 

= \. 2 F 
1 
(t, f (t) , g (t) , f 1 (t) , g 1 (t_) ) d t = c 

1 0a,. 
o •• 

= c 9 n 

hvor c1 ,···,cn er givne tal, da findes der et talsæt 
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(~,),,···,\r) ~ (o,o, ···,O), således at når man sætter 

F = Ao F O + ).1 F 1 + • • • + \l n 

opfylder parret (f,g) de no ligninger 

d d 
Fx -dt Fx'= O og Fy;- (ftt, Fy,= O. 

20. Det isoperimetriske (græsk af isos, Jlig i tal, og perimetro.s, 

den omkredsen dannende linie) problem. Søg f E- e2 
[O, 1] O& 

g E e2 tp,)1], således at f(O), f(1), g_(O), g(1) alle er o, o.g 

således at bi betingelsen I
0 

= tr (xy '-yx' )dt er maksimum under 

11 = ~:~x• 2+y' 2dt =L. 

Vis, at lasningerne bestemmer cirkler i (x,y)-planen. 

Opgaver vedrørende konvekse funktioner (herunder opgav~ vedrø

rende middelværdier). 

21. Vis, at hvis f(x) er konveks på Ja, b[, indtræffer et af fØ>L-

gende seks tilfælde: 

1) f(x) er konstant; 

2) f(x) er strengt voksende; 

3) f(x) er strengt aftagende; 

4) der findes et x
0 

e J a, b [ , så a-Q f(x) er konstant på 

Ja,xJ og strengt: voksende på [x0 , b[; 

5) der findes et x
0 

E: J a, b [ , så at f(x) er strengt afta-

gende på Ja,xJ og konstant på (1c0 , b [; 

6) der findes x
1 

E-]a,b[, x2 E-]a,b[, xl ~ x2 , så at.. :tl(x) 

er strengt aftagende på J a,x1] , konstant. på [x1 ,xJ, 

og streng_t voksende på [x2 , b [ • 

22. Vis, at hvis f(x) er konveks og begrænset på J-oo,+oo[, da 

er f(x) konstant. 

23. Vis, at f( x) er konveks på J a, b [ , hvis og kun hvis der thl 

ethvert x
0 

E:]a,b[findes (mindst) en lineær funktion (stØJt-

1telinie) y = f(x
0

) + ~(x-x0 ), så at f(x
0

) + O(.(x-x0 ) ~ f(x) 

for alle x E J a, b{_ . 
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24~ Idet r 1 , r 2 , · · · betegner de rationale tal i J a, b [ , og a 1 , a2 , · · · " 
00 

en følge af positive tal, så at l::an er konvergent, betrag-· 
C')O liD=1 

tres den ved f(x) = ~a lx-r l 
n=1 n n 

definerede funktion på]a,b[. Vis, at f(x) er konveks, og 

at f(x) ikke er differentiabel i noget rationalt punkt af 

]a,b[. Undersøg, om f(x) er differentiabel for irrationale x. 

25. Vis Jensens ulighed ~J. L. W. V. Jensen, 1859-1925, grund

lagde 1905 den almene teori for konvekse funktioner og ulig

heder mellem. middelværdier]: lL.vis f(x) er konveks p_å J a, b{ , 

x1 , · • · ,xm er punkter af J a, b [og p)1 , ···,ph er positive tal 

med sum 1i (vægte) , da gælder 

f(p1x1+···+p x)< p1f(x1)+···+p f(x ). n n = n n 

~ink, Anvend resultatet fra opg. 23 for x
0 

= p1x1+· ··+pnxru 

eller induktion efter n J 
26~ Hvis x1 ,···,xn er givne tal og p1,···,pn positive tal med 

sum 1, kaldes 

27. 

A = A(x1 '· · · ,xn; P1 '· • • ,pn)\ = p1x1 + · · · + pnxn 

det aritmetiske middeltal af x1,·· ·,xn med vægtene p1 ,· • ·,P-n• 

Rvis ~(x) er kontinuert og strengt voksende eller strengt af

tagende på J a, b [ , kaldes 

Ap = A1(x1,···,xn;p1,· .. ,pn) = 

= P-1 
(A(p(x1)' • · · ,r(xn) ;p1 '· • · ,pn)) 

det ved p transformerede aritmetiske middeltal af x1,·· ·,xn 

med vægtene p1 ,·· ·,Pn· Vis, at 

A~ Ap 
for vilkårlige tal xy E J a, b [og vægte Pv' hvis og kun hvis 

r er konveks (i tilfældet ep voksende) eller <f er konkav (i 

tilfældet~ aftagende). 

Vis, at A~= Aocy+p for vilkårligt ~. ~ O og p og vilkårlige 

x1 , · · · ,xn E J a, b [ og vilkårlige vægte p1 , · · · ,pn., 
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28. Vis, a t der for kontinuerte strengt voksende ep og ~ på J a, b[ 

gælder Arp ? A'tf' 
for vilkårlige xv €· J a, b ( og vilkårlige vægte Pv' hvis og kun 

hvis ·yg>-1 er konveks på ~'(]a, bD. 
29. Ved den k-te potensmiddelværdi 

Mk ( x1 ' · · · 'xn; P 1 '· · ' 'P n) . 

af de 

Mk = r-T xvPv for k= o. 

positive{ta~~P::_;)rægte;0:vkf:r:tås 

Vis, at Mk er en voksende, kontinuert funktion af k på J -oo,+oc 

M
1 

er det aritmetiske, M0 kaldes det geometriske, o&M_1 det 

harmoniske middeltal. 

~ink: Benyt, at Mk = A1- , 

~(x) ={:::1: 
og anvend opg. 28 .J 

hvor 

for k t O 

for k = O, 

30. Vis, at Mk~ max xV for k-;;:.. +OO og Mk.....;;.. min xV for k...;;:.. -oo. 

31. For en kontinuert positiv funktion f(x) på et afsluirttet in

terval Ca, b], og en kontinuert positiv funktion p(x) på (a, b] 

med J:p(:)dx = O (en vægtfunktion) defineres den k-te poteRS-

middelværdi af f 7 cs:::;:~::::j~ved for k ~ o 

Mk(f;p) = \ qb 
\ \ (log f(x))p(x)dx 
l !Ja . e for k = O. 

Vis, at Mk er en voksende, kontinuert funktion af k på 

J -oo, +1'.:)C,[ , og at_ Mk .....;;.. max f(x) for k .._..;;.. +<>O og 

Mk --;;;.. min f(x) for k ....;... -oo. 

Opgaver i gammafunktionen. 

32. For hele positive tal n og m gælder 

J
l1 tm-1 
~-- dt = 
10~ 

IC~}~ 
m 1 • n . r (:;;.r-) n 2 
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J
1 ( 1(1)) 

33. dt = 
0-.0 ~ 

01 (r(~)) 3 

34. Jo~ = .g2Jrr;n. 

35. ~log j(x) dx = log~. 

36. ~x+ 1 log r(t) dt =log~+ x log x- x (x> O). 

Jx 224466 . 
37. 9'"c= 2·r 3 ·3·5·5· 7 ··· (Wallls' produkt). 

poo dt 
38. ir= ~(1+t)~· 

0(1 4 2 
39. cos S't'x = n(1 - x 2). 

v=1 (2v-1) 
40. Idet f(t) er kontinuert differentiabel på Qp,n], skal man vi-

se, at 

1f(O)+f(1)+f(2)+···+f(n-1)+1f(n):- \)nf(t)dt = ~n~(t)f'(t)dt. 
~ tlo Jo 
V~iB~:~:~(:~:t:J0,1,···,n-1 delvis integration på 

Udled herved under forudsætning af, at f(t) er 2k gange dif-

ferentiabel, Euler-lVIacLaurins sumformel 

1f(O)+f(1)+f(2)+·· ·+f(n-1)+1f(n)- \nf(t)dt = ~T(f'(n)-f'(O)) 
+ B4(f"'(n)-f"'(O)) + ... + B2k (fY9k-1)(n)-f(2k-1)(0))-

~
A B( t) ( 2k)! 

2k f ( 2k ) ( t ) d t 
o ( 2k) ! • 

Find herved ved at sætte f(t) = 11t for Eulers konstanit udtryk-
1 B2 B4 B2k ~00 B2k(t) · 

ket C = 2 + T + -4 + + - dt 
2k ( o ( 1 +t) 2k+ 1 ' 

og vis derved, at tallene 
B B B 

.l + 2 + ....±.. + + 2k 
2 2 4 2k 

er skiftevis mindre og større end C. Beregn de første. af dt.s-

se tal. - Prøv også at sætte f(t) = 
5
1t og find derved under 

brug af log 5 = 1,6094379··· værdien af C med 6 rigtige deci-

maler. 

41. Sæt f(t) = tk i Euler-MacLaurins sumformel. Opskriv resulta-
; 

tet for k= 1,2,3,4,5. 
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kug~en 

8 

42. I Rk med nanm l lxl l =(x~+· ··+x~)2 betragtes 

Sk(r) = {x l llxll ~r}. Vis, at dens mål er 
k 

Udregn Ak for k= 1,2,3,4,5. 

91'2 
hvor Ak = --=k.;;...:... __ rc2 + 1) 

Vink. Benyt induktion~ og anvend Lebesgue Fubinis sætning. 

43. For en funktion f med perioden p> O, der er Lebesgue integra-

44. 

45~ 

bel over ethvert interval, defineres middelværdien ved 

1Ja+p M{f} = - f(x)dx og Fourier rækken ved 
p a 

QoG;!o .2 a 00 - .". 

L 1n-1Dc o ) ~( 2 '5I: . 2~'t ) c e p eller --2 + a cosn--- x + b s1nn---~ 
-oo n n=1 n p n p 

hvor en = Mff(x) e -in2;:x:) og an} = 2M{f(x) c~s n2 m::x:J. 
J b s1n P 

Resultaterne for p = 2St overf~res umiddelbart til et vilkår-

ligt p. 

Find 

summen 

Vis ved 

Bn(x) 

Vis, at 

Fourierrækken
00

for funktionerne Bk(x) og find herved 

af rækkerne L ~ for lige k > 2. Indsæt k = 2,4, 6, 8,10 . 
n=1 n 

induktion, at 

= Boxn + B1(~)xn-1 + ... + Bk(~)xn-k + ... + Bn. 

text 
-r- = 
e -1 

2 Bn(x) n 
l t 

O n. 
n= 

for alle t i en omegn af O [Formlen gælder for l t l < 2 s-c] • 

46~ Find samtlige par af kontinuerte funktioner f(x) og g(x) på R, 
der tilfredsstiller funktionalligningerne 

f(x-y) = f(x)f(y) + g(x)g(y) 

g(x-y) = g(x)f(y) - f(x)g(y). 

47~ Samme opgave med ligningerne 

f(x+y) = f(x)f(y) - g(x)g(y) 

g(x+y) = g(x)f(y) + f(x)g(y). 

48!f Samme opgave med ligningerne 

f(x-y) = f(x)f(y) - g(x)g(y) 

g(x-y) = g(x)f(y) - f(x)g(y). 
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side 1 linie 13. Lagranges læs: Lagrange 

1 

2 

2-3 f .n.\ r ~ læs_: > 
2. ./ 

2 figur 

3 linie :: ::s ~l:t:ei ~;:d:~y:: :øi~! ~xy '-yx' )d t 
13-14. et område (···)læs: en åben mængde~ 
18. ,a

2
]. læs: ,a2J og. som opfylder randbetingelserEB 

f(a1) = b1 , f(a2) = b2 • 

4 5 f.n. Tilføj: og (x,f(x),f'(x)) EQfor alle x f 

[a1 ,a2]. 

5 16 fi~. g(x) = læs: g(x)dx = 
6 f.n• , da læs: 1 for hvilken g(a1 ) =O, g(a2) =O, ds 

6 6 minimum læs: (lokalt) minimum 

1 

8 ... 

1 O f. n. maksimum læs : (lokal t) maksimum 

15 f .n. (~x F(:x:,y-,y')) læs: (~x Fy' (x,y,y')) 

1 • 1 læs: -1 

1 O. ((X.> O (3 vilkå:t'lig) læs: (OG> O, f3 vilkårlig) 

10 8 f.n. aiter læs: efter 

12 3,12,13. -læs: E 

4e Da læs: Da Q 
5. f+ g læs: f+fg 

6. alle 

7. Læs: 

10,16. 

11,16. 

i læs : alle €. i 

~
a2 

I ( tS ) = I f+ €.g = F (x 1 f (x)+ eg (x) , f ' (x)+ Eg ' (x) ) d 

a2 ~a2{ a1 F læs: F 
a Y 'a Y 

1 f'(x)) g(x) læs: f'(x))}g(x) 

13 3. for læs: for (lokalt) 

7 f.n. et område læs: en åben mængde 

19. Tilføj over linie 9 f.n: M er åbenbart et vektorrum. 

21 linie 1 . L ~ 10 læs: L ~ L0 

6. [a1 , aiJ læs: [a1, a2]) . 

22 1,2,3. f'(a2)) +læs: f'(a2))g(a2 ) + 
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side 29 linie 1 f.n. \)be-ttx-1dt læs: (ibe-txtx-1dt 
Ja \)a 

31 1 5 9 1 6 o o < e < læs : o ? e ::: 
r = elog rcx)' 34 1. Tilføj: , og derfor også (x) 

1 f.n. b~ læs: b~ 1 

36 8 f.n. Tilføj: (A.-M. Le Gendre 1752-1833) 

37 11. Tilføj: (J. Stirling 1696-1770) 

2 f.n. n+ læs: n+ 1 

38 6 f.n. er ~o læs: er konveks, og dette følger af, 

39 

40 

43 

44 

45 

Opgave 6. 

24 o 

29. 

31 . 

40. 

c. 

1. 

3. 

3. 

6. 

at g(x) er to x-1 x -2-
8 f.n. a(~)2-1 læs: a(~) 

3 o (x+n+~) (log læs: ((x+n+~)log 

8. Tilføj: (C. F. Gauss 1777-1855) 

18. ~tB (t)dt =O læs: ~1 B (t)dt =O. 
Uo p s 1 \JO Pj-lt 

10. · læs: 
o o 

4 f .n o For (x) læs: For f( x) 

1 fon. Tilføj: (N. E. Norlund f. 1885) 

Huygens (1629-1695) o 

linie, i det endelige interval J a, b[, 

linie, vægten, læs: vægtene 

linie, o, læs: 1 

linie; læs: ... er 2k gange kontinuert 

MI Rettelt.ser 

side 111 linie g. jfjq læs: jfjP 

1 o. < 1 + jfjP læs: < 1 + jfjq 
= 

116 1 3 . cveif..Jt læs: cveiVx 

15. (n + 1) læs: cn;1) 

differen· · · 
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Implicit givne funktioner. 

(Efter E. J .llicShane og T. A. Bott.s: Real Analys is) 

o • 'ffi -.n Lad O x U være en aben mængde l R x R , for hvis punkt.er 

vi benytter betegnelsen (x,y) = (x1 , ... ,xm,y1 , ..• ,yn). 

Lad der endvidere være givet n kontinuerte funktioner 

f
1

, ... ,fn på de1llle mængde, for hvilke de partielle ailedede 

df. 
~ (i, j = l, ... , n) eksisterer og er kontinuerte i O x U. CJY. 

J 
Hvis (.§:,]2) ;;_ O x U er et løsningspunkt til ligningerne 

(*) f1 (~,,;y:) = o, ... ,fn(~,y:_) =o, 
har vi sætningen~ 

f" ()f. 1 
Såfremt det L ay ~ (.9:_, b )j =!= O, eksisterer der et tal k ::> O, så-

J r c 
ledes at der til ethvert L e ]O,kL svarer en kugleomegn K(_§;,()) 

'm i R med den egenskab, at ligningerne f 1 (x,y) = O, ... ,fn(~,y) = 

O for ethvert K E K( a, S) har en og kun e en løsning i kugleom

egnen K(]2, k) i Rn, og denne l esning tilhører endda omegnen 

Den derved bestemte løsningsfunktion x_ = _g(x) er kontinuert 

i K(§:,~). 
2 

Bevis: l) Bemærkning. Idet afbildningen det: Rn -'7 R defi-

neret ved ( a .. ) ---7 det. r a .. l er kontinuert' ses det 9 at afbild-
l J 2 - lJ-

ningen af ( O x- U)n ind i R, defineret ved til de n 2 (ordnede) 

talsæt (~i j ,x_ij) i, j = l, ... ,n at lade svare 

f (}f. . . . . l 
det 11 ~(xlJ vlJ)/ 

clY. - '"- ... - J 

er kontinuert. 

Da vi ifølge forudsætningerne har 

dette, at der findes tal r,k > O så 

df ! 
_1(xln ln) j 
2Jy --· ,y:_ i 

n. l 
i 
' 

d f n nn nn oY (x ,x_ ) 
n 

t O, medfører 
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( 2Si j , x_ i j ) E: O x U i , j = l , •.• , n 

når blot ~ij E K(_§!,r) og x_ij E K(b,k) (i, j = l, ... ,n). 

2) Entydighed. Lad .! E K( a, r) være et fast punkt, og lad 

x_1 ,x_2
E K(.Q,k) være punkter, der begge t.ilfredsstiller ligninger

ne ( *) ; al t s å 

f.(x,,r1 ) =O, f.(x,v 2 ) =O, i= l,o .. 9 no 
l-.:1-. l-U... 

Da kan vi ifølge middelværdisætningen (jfr. MA 10.28) til 

hvert, i = l,. o. ,n finde et e. E ]O, l[ så at 
l df 

(**)O= f.(x,y2)- f.(x.yl) =L\-' .nl.l. i(x,y_l+G.('r2_.,l))·(y~-y~) 
l - ........ l _,......., _J J= uy j - l u... u... J J. 

Af bemærkningen følger nu detf ~fi(x,y1+B.. (y2-y1 ) ~ 4= O, men 
LuY j - ...... l "'- .... ~ 

så er y_2 = y_1 (betragt de n ligninger (K~) som et lineært 

ligningssystem med de n ubekendte y~ -y~, j = l, o •• ,n). 

Altså har ligningerne ()j() for ethvert K EK(a,r) højst een 

løsning. 

3) Eksistens. Lad 6 >O (E < k) være opgivet. For et y_ 

med dist(.Q,y_) = 6 er :t. + b, og da f. (a, b) = O, i = l, ..• 9 n, 
l--

følger det af entydigheden, at fi(.§,Y.) f O for mindst et i, og 

dermed at funktionen 

f(.§,y_) = fl(.§,Y.)2 

Da {y_ERn)dist(b,x_) =tJ 
tal h > O, så at 

+ ... +f (a,y_) 2 >O. n-

er kompakt, findes der følgelig et 

~(.§,x_) ~ h for alle y_ med dist(_Q,y_) = ~. 

Afbildningen ~x,y) = f 1 (,!,x_) 2 + ••o +f (x,v) 2 defineret 
1 -- n-u... 

på den kompakte mængde {(~,x_) j dis t (a, x) $o r A dis t (_Q,x_) ~ c} 
er kontinuert, og dermed ligelig kontinuert, på denne mængde; 

der findes derfor et S > O (d < r) så at 

lf(_!,y_)-f{a,y_)/ < ~for,! E K(.§, b) og alle :t. med dist(b,x_) 

~ [. 
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Lad der nu være givet et fast x E K(.§:,d). Funktionen~(x) = 
l 

cpC:f.,yJ, defineret, på den kompakte mængde. (x E R.nj dist(.:Q,x) i, f J, , 
antager da sin mindsteværdi i (mindst) et punkt x= g(~). 

For dist(x, b) = & er cf.-.§:,x) ~h c-g !pe~,x) - tp(a,x)j < ~' hvor

af følger yJ(-:J.J = )c(?::9YJ > ~h. :På den anden side er )U(_E) = 

h rpC!:.:.,!J) = f(x,!J) - cpCa, b) < 3· Disse betragtninger viser, at 

g(!) E K( b, c:). 

Da denne mængde er åben, har vi 

j= l, ... ,n. 

~ O, men så er 

4) Kontinuitet. Det fremgår af beviset til 3), at g er kon

tinuert i a; men da et punkt (~,g(x)) for ~EK(a,o) tilfreds

stiller den. forudsætning, som antages opfyldt i (_§,b), fås 

heraf, at g er kontinuert i x. 

Hermed er beviset for sætningen fuldført. 

Vi udbygger nu sætningen med følgende tilføjelse: 
af. 

Hvis de partielle afledede~ (i= l, ... ,n; ~= l, ... ,m) 
u x;._ 

er definerede og kontinuerte i O x U, er løsningsfunktionen 

af a 

= ( g1 (~), ... , gn (~)) kontinuert differentiabel i en omegn 
C> g. 

(d.v.s. de partielle afledede ~(i= l, ... ,n: ~= ox1;_ 

l, ... ,m) er definerede og kontinuerte; jfr. MA 10.20.1) 

Bevis: Lad k, t. og J have samme betydning som i den fore

gående sætning, lad~ E K(§:, d) være et fast punkt og vælg et 

h> O så lille, at~= (x1 +h,x2 , ... ,xm) EK(_§yS). 

Vi kan da (jfr. middelværdisætningen) til i= l, ... ,n finde 

et 8i E ]O,l[, så at vi med betegnelserne (~i( h) ,xi(h)) = 
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(x+ 8i(~-x),g(E) + 0i(g(~)-g(~)) kan skrive 

o~ fi(~,g_(~)) - fi(~,g(E)) 
df. . . df. . . 

~ h~(x1 (h),v1 (h)) + \ .n
1

(g.(;)-g.(x));,. 1 (x1 (hLv
1

(h)) ox
1

- ~ ~J= J- J- vyj - ~ 

og dermed 
g . (.; ) -g . (x) ::--f . . . 

_ . . [· n J - J - ~( 1 ) 1 ( ) ) (***-) ,j~l h ()y. x (h ,y h ~ 
J 

Nu er Ei(h) E K(a,S) og y_i(h) E K(.Q,c) d.v.s. 

=f O ( jfr. bemærkningen l)) . 

Altså er (Oramers formler) 

g.(~) - g.(x) 
J ...... ,l - = 

det 6. (h) 

h 

l, ... ,no 

Da _g er kontinuert i E gælder Ei(h) -7 x og ;zi(h) ~g(E) for 

h -7 O o Heraf ses, at grænseværdien på hø j re side af ligningen 
C)g. 

eksisterer, dov.s. ~ (j= l, ..• ,n) eksisterer, og af udt,ryk-
ux1 '\ og. 

ket for denne grænseværdi ses, at ~ ux1 
nuert. 

(j = l, •.. ,n) er konti-

Idet. de andre variable x
2

, ... ,x kan behandles analogt, m 

er be:viset hermed fuldført. 

Bemærkning. Ved grænseovergangen h .....}. O får vi af ligningerne 
. dg . C>f . df . . 

(* **): ) _n
1 

.:..::::..J. ~ = - ~ . Analogt får vi for hver va-
~J= oxl oyj ox1 

riabel x(A- (;t~ l,. o. , m): 
ag. o .f. cf. 

pn .::..:::..J. __ l = 1 i 
L-j=l dX,M. oy j - 6xfi-

l, ... ,n fJ-= l, ... ,m, 

eller på matrixform 

/dfl ilfl \ (;;gl \ ( dfl\ - /-1 . - ox!l \ 1 6y1 oy n l Oxfi. \ 
l . . l . l \ ,: l r"= \ . l 7 ~~ •• ,m. . : 1\ : = 

d f df · a J n gn _ cJfn.) 

,oy~ oyn j\ dxi-L ox -u. 
l l 
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Ved mul ti plikation me.d dx/-L og 
(of1 dfl \ 1~ \ 
f byl c)yn \ ; dgl \ 
r • • • • \ 

efterfølgende 
l df 

/ - dx ldxl 
l l 
j 

l • l l . i 

: 6f . J . j = 

\dy~ ::/ \ dgn/ 
l 

\ 

Da vi ved differentiation 

fn(2f,x) = o får de lineære 

dfl 
dfl 

= dxldxl + .... + 

C;r 
dfn 

n = 75Xldx1 + o •• + 

\ 
l 
\ 

af ligningerne 

ligninger 

of1 dfl 
--d x + ~dyl dx m m y l 

6f d f n n 
ox-dx + av;dyl m y l m 

IF 5 

summation får vi 
of1 \ 

- dx dxm \ 

fl(2S,x) 

+ . .. 

+ • o • 

m 1 

f . 
df l 
~dx / 
ox m' m ' 

= o' ... ~ 

Clfl 
+ ---dy ()y n 

n 

(Jfn 
+ ~dyn 

Y n 

== 

== 

o 

o 

ses det af matrixligningen, at for løsningsfunktionen X = g(~) 

gælder~ koordinatafbildningerne yi = gi(x) i== l, •.. ,n har 

differentiale-r 
7 

der fås ved at løse det lineære ligningssystem 

med hensyn til dy
1

, ... ,dyn. NB. De partielle afledede tænkes 

for gi' s vedkommende taget i et fast punkt x E K( a,S), for 

f.' s vedkommende i det "t,ilsvarende" punkt (2f,_g(x)), i == 1 7 • •• , 

l 

n. 
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