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.!S~itel I. Grupper

Def. G mængde med kompositionsforskrift o.

hvis

G

l

kaldes gruppe,

1) o associativ (.) : (a o b) a c == a o (b a c) Va,b,c E G)

2) :3 neutralt element e (.:J : e a g == gae == g Vg E G)

3 ) Vg E: G har et inverst element -1
(.J :

·-1 -1 e)g gag =g o g ==

Bem. Det neutrale element e i ovenstående er nØdvendigvis enty-

digt bestemt.

Def. For hvert n E:: ZZ defineres for et element g i gruppen G

(gogo .•• og (n faktorer) for n > O
n for Og == e n ==

\(g-1)-n for n < O .

Da gælder potensreglerne

n+m n m
g == g o g

( n)m nmg == g

V,n,m E ZZ

Vn, m E: ~Z .

Derimod gælder n n n(aab) == a a b normal t ikke.

Def. Elementerne a og b i gruppen G kaldes ombyttelige, hvis

a a b c: ba .

I

Def. En gruppe kaldes kommutativ (eller abelsk), hvis alle elemen-

terne er indbyrdes ombyttelige.

Def. (G, o) gruppe. S delmængde i G. S kaldes undergruppe af
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(G, o) , hvis S med o ud<]ør CJruppe i nenhold til ovc~rlste:\(::,rj(l(:

definition.

(G,o) gruppe. S delmængde i C. Da Cfielder c.::.> unc1er-

gruppe hvis og kun hvis a,h E S ~ a o h-1
E S

Bevis.

Eks.

Simpel Øvelse.

Enhver fællesmængde af undergrupper i en gruppe er selv en

undergruppe.

Bemærkning. For enhver delmængde S i en gruppe findes mindste

undergruppe i G indeholdende S (hvorfor ?). Denne kaldes under-

gruppen frembragt af S og består af alle elementer af formen

t
n

• •• S , t
1
,···, t

n
E:: 2Z, n E JN

n
(gentagelser tilladt).

Definition. G kaldes cyklisk, hvis G frembragt af et enkelt

element. hvis 3g E G så n
G = {g In E ?l }

Kendt fra Mat. 1 at en undergruppe i en cyklisk gruppe selv

er cyklisk.

Definition. Ved ordenen af en gruppe G forstås antallet (kardi-

nal tallet) IGI af elementer i G. Ved ordenen Ord a af et

element a E G forstås ordenen af den af a frembragte undergrup-

pe.

Lagrange's sætning. Hvis G endelig, vil Ord a IIGI

a E G •

for alle

Bemærkning. Klart, at G endelig ~ alle elementer i G har

endelig orden.



Mat 312

Eksempel. Ej <=. Mængden af alle komplekse enhedsrØdder

f 2n- al e n ,n E: ]N, a E N udgØr med sa0vanl ig mu l tipI ika tion en

uendelig gruppe, hvor alle elementer har endelig orden.

sætning. Hvis samtlige fra e forskellige elementer i en gruppe

G har orden 2, da er G abelsk.

Bevis. ab ba , da generelt
2 -1

g --e'*g-g

De elementer i en gruppe der er ombyttelige med samtlige e1e-

menter i G udgør en undergruppe i G, som kaldes centrum for

G og ofte betegne$ Z(G). Abenbart gælder Z(G) = G <==} G er

abelsk.

Eksempel. Hvis G har netop §t element af orden 2, da vil det-

te element tilhØre Z (G) . (Hvorfor 7)

En afbildning f fra gruppen G til gruppen H kaldes en

homomorfi, hvis f(g1 092) = f(g1) of(g2) Vg1 g2 E: G. øjensynlig

gælder f (e) = neutral t element i G og f(g -1) = f (g) -1 for en

homomorfi f Hvis desuden f er bijektiv, kaldes f en iso-

morfi og G og H isomorfe grupper. Isomorfe grupper er "i det

væsentlige" ens.

Eksempel. Enhver cyklisk gruppe er isomorf med 7.Z n for passende

n E ]N eller 7.Z.

Lad nu S være en vilkårlig undergruppe i gruppen G. Vi

v
en ækvivalensrelation "a""'" b" læses "a venstre ækvivalent med

b" Analogt indfØres: a h b hvis a -1 b E S .

ses let at VCfrev
a ,...... b hvis ab-1 E S .

v
indfØrer relationen:
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Svarende til ~ fås inddeling af G's elementer i ækviva
v

lensklasser. Ækvivalensklassen a
v

indeholdende a består af

elementerne {sa I s E S} , hvilket kort skrives a = Sav
Al-

le ækvivalensklasserne indeholder derfor lsI elementer. Vi be-

mærker endvidere a '" b => ag '" bg for alle g i G.v v
Ækviva-

lensklasserne svarende til
v

kaldes G's venstre side-klasser

med hensyn til S. Tilsvarende for

Hvis {a.} udgØr fuldstændigt repræsentationssystem for ven
l

stre side-klassen vil
-1{a. } udgØre fuldstændigt repræsentations
l

system for hØjre side-klasser. FØlgelig findes lige mange venstre

side-klasser og højre side-klasser.

Definition. Det fælles antal venstre- og hØjre side-klasser kaldes

G's index med hensyn til S og betegnes [G: sJ.

Bemærkning. Hvis G endelig, gælder IGI = lsI . [G sJ.

Sætning. Lad S være en undergruppe i gruppen G. Da er fØI-

gende.betingelser ækvivalente:

1 ) For alle a,b E G gælder: a '" b *=> a '" bv h

2) For alle a,b E G gælder: a ~ b => ga '" gb Vg E Gv v

3) For alle a,b E G gælder: a '" b => ag 11 bg Vg E Gh

4) Sg
-1

S Vg E Gg c

5) Sg
-1

S Vg E Gg =

Bevis. Nok at godtgØre 1) => 2) 1) => 3) 1) => 4) 3) => 4) 4) => 5)

5) => 1).

1 ) => 2) • a '" b => a '" b => ga '" gb => ga ~ gb .v h h v

1) => 3) • Analogt.

2) 4) •
-1 -1 -1 -1

for alle E S=> sg '" g => gsg '" gg :::: e sv v

hvoraf -1
E S for alle E Sgsg s
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3) =;> 4) Analogt.

og dermedAntag

E: G

s Vg E: G

hvorfor

-1
g Sg

ba -1 E: S

medfØrer:

s , hvoraf

for alle g

-1
g := g Sg c

ab-1 E: Sa rv b
v

-1
g c S

-1 --1
g (gSg )

g S

S

4) =;> 5)

5) =;> '1).

analogt ses, at a r-J

V
b.

Definition. En undergruppe S i gruppen G kaldes normaldeler

(eller normal undergruppe) i G, hvis en og dermed samtlige be-

tingeiser i ovenstående sætning er opfyldt. S normal undergruppe

i G skrives S <J G .

Bemærkning. Hvis G er abelsk, er alle undergrupper normale.

Endvidere bemærker vi, at enhver undergruppe af index 2 er normal-

deler.

Hvis S er normal undergruppe i G, stemmer venstre- og

hØjre side-klasserne overens. Da, for S <1 G , a r-J b =;> ag rv bg
V V

og

ga r-J gb vil der ved a . b = a·b
v

defineres en komposition på

mængden af sideklasser. Disse udgØr herved gruppe, der kaldes

faktorgruppen (eller kvotientgruppen) for G m.h.t. S

og betegnes G/S. Afbildningen K fra G til G/S defineret

ved K g = ® er en surjektiv homomorfi.

ske homomorfi fra G på G/S.

K betegner den kanoni-

For en homomorfi f fra en gruppe G til en gruppe H vil

kernen, Ker f = {g E: Glf(g) = e} være normal undergruppe i G.

Omvendt vil enhver normal undergruppe S i G være kerne for en

homomorfi, nemlig den kanoniske homomorfi fra G til G/S.

Homomorfisætning. Lad f være en surjektiv homomorfi/fra en gruppe

G på en gruppe H Da er Ker f <l G og G/Ker f ~ H . Mere præ-

cist: der findes netop een isomorfi f fra G/Ker f til H så

f = fOK hvor K er den kanoniske homomorfi fra G på G/Ker f.
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Bevis. Ker f ~ G har vi allerede bemærket. For en sideklasse

(g;: i G/Ker f definerer vi f (0 ==

giver veldefineret afbildning; thi

h vo r CJ E (<:1).
-1

g2 '* g1 g 2

== f(g2) f

Dette

E I<er f =>

ses umiddel-'

bart af være en homomorfi. f er injektiv, thi f:g~ == 1(9;1 "'*'
'_._' "--".~'

ses, at

E Ker f dvs.

surjektiv, findes

Heraf

endvidere surjektiv; thi da

f(g1) == f(g2)'

-1
f(g1) .f(g2)

til ethvert hEH et gEG som h==f(g). Men da er h==f((9)).

f altså isomorfi. Af f's definition fås øjensynligt f == fOK.

Hvis f j er en afbildning fra G/Ker f til H så *f =:: f OK

da er

f *o K (g) =:: f *(~) :::: f (I] Vg '): r* f .

En isomorfi ~ af en gruppe G på sig selv kaldes en auto-

morfi. Automorfierne for G udgØr med successiv sammensætning

som komposition en gruppe, Aut(G).

For ethvert g E G vil afbildningen k : G ~ G
g

defineret

ved k (x) == gxg·1 være en automorfi, kaldet den indre automorfi
g

bestemt ved g. De indre automorfier for G udgØr en undergruppe,

Aut, (G), i Aut(G).
l

Sætning. Aut. (G) q Aut(G).
l

Bevis. For ~ E Aut(G) gælder -1
~ok .~g

k
~g

Sætning. Aut. (G) ~ G/Z(G).
l

Bevis. Afbildningen G~J Aut. (G) ,
<.: l

defineret ved k(g) == k
g

er

en surjektiv homomorfi med Z(G) som kerne. Homomorfisætningen

giver den Ønskede isomorfi.
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på baggrund af ovenstående kan vi udtrykke at en undergruppe

H er normal i G ved at sige, at H er invariant overfor alle

indre automorfier, k (H) c H Vk. I den forbindelse indfØresg - g,

begrebet kar~kteristisk undergruppe:

Definition. En undergruppe H i gruppen G kaldes karakteri-

stisk, hvis ~H c H for alle automrofier ~ E Aut(G).

Enhver karakteristisk undergruppe er således ppecLel t normal-

deler.

Eksempel. For enhver gruppe G er centrum Z(G) karakteristisk

i G.

Eksempel. I en cyklisk gruppe er enhver undergruppe karakteristisk.

Bemærkning. Relationen "H karakteristisk undergruppe i G" er

transitiv ( : K karakteristisk i H og H karakteristisk i G

~ K karakteristisk i G). Det tilsvarende gælder ikke for normale

undergrupper.

Som det fremgår af ovenstående er der for enhver gruppe G 'en

homomorfi: G-- Aut(G). Hvis denne homomorfi er en isomorfi kaldes
k

G fuldkommen. g Med andre ord G er fuldkommen netop når Z(G) ~ e

og enhver automorfi er indre.

Definition. En gruppe G kaldes simpel, hvis den kun har de to

trivielle normaldisere {e} og G.

Opgave. Vis, at en abelsk gruppe G er simpel ~ IGI er primtal.
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Sætning. Automorf igruppen Aut (G) for en simpel i Jd~e·~i:l be l sJ<..

gruppe G er fulclkormnen.

Beviset fØres i flere skridt. FØrst et generelt lemma.

Lenuna . Lad A og B være normaldelere i en gruppe G. Hvis

A n B == {e}, da er ab == ba Va E A, Vb E B.

Bevis. aba -1 b -1 == a (ba -1 b -1) == (aba -1 ) b E A n B

== e og dermed ab == ba.

vi skal vise, at Aut(G) har trivielt centrum og at enhver

automorfi for Aut(G) er indre.

Vi viste p. (j at Aut i (G) <I Aut G.

o:k == k o:g g Vk E Aut. (G) ~ o:
g l

Identiteten.

o:g = g

o:k [x]g

k o:[x]
g

Bevis. == 0:(gxg-1 ) == o:go:x(cxg)-1,

== go: (x) g -1 .

-1 1
cxkg[x] == kgo:[x] Vx E G ~ g (o:g) (o:x) == (o:x) .g- (o:g) ~

g-1 0: g E Z(G) = e. Dette gælder for alle g E G, ~:

O: o: == Identiteten på G. Vi har her benyttet, at G simpel,

ikke-abelsk ~ Z(G) == e.

1° indebærer specielt, at Aut(G) har trivielt centrum.

For alle ~ E Aut(Aut(G)) gælder ~(Aut. (G)) == Aut. (G).
l l

Bevis. ~(Auti(G)) < Aut(G), dermed ~(Auti(G)) n Auti(G) <

Auti(G) ~ G/Z (G) ~ G. (Jfr. p. 6). Da G simpel er

~(Auti(G) n Auti(G) == e eller Auti(G). Den fØrste mulighed

udelukkes af lemmaet og 1°. Altså gælder ~(Auti(G)) -:;; Aut i (G).
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Dette gælder for alle tJ! , dermed l}) -1 (Au t i (G)) :::J Aut. (G) ,
l

9

3°. tJ! E Aut (Aut (G) ) ,

teten.

,I, (k ) = k Vk E Aut. (G) => l~ := Identi-
~ g g g l

der på grund af forudsætningen reduce-

-1
13 k 13 = Jen •g pgBevis. Lad B E Aut G. Da er

-1
1}1 (B)t}J (kg)tJ! (f:l) := t}J (k13g ) ,

-1res til l~ (B) k t}J (B) := kfl .g pg

t}J (B) k tJ! (B) -1 [x] := kfl [x] eller
g pg

(p. 6)

For ethvert x E G

Heraf

er således

tJ! (13) [ gtJ! (13) -1 x g -1 ] = 13 g x (B g) -1

II
-1

t}J(f3)(g)x(t})(13)9) , hvoraf

(139)-1~dB) (g)x = x (()g)-1tJ! (13)9, og hermed (139)-1t~(13)9 E Z(G) så

B(g) = ~) (0) (g)vg dvs. 13 = t}J (8) •

4°. Automorfier i Aut (Aut (G) ) steJ,TUUer overens,

hvis de har samme restriktion til Aut. (G) •
l

Bevis. Anvend 3° på

For t}J E Aut (Aut (G) ) gælder k ag for en passende

automorfi a E Aut(G) .

Bevis. IfØlge 2 er tJ! (k ) E Aut.(G), dvs. ~I (kg) := k g* for
g l

passende g* E G. Da Z (G) = (j fr. sætn. 6 ) -* enty-e er p. g

digt bestemt ved g. Vi kan derfor sætte g* = ag for en vis

afbildning a af G ind i G. Igen ved brug af Z (G) := e og

sætn. p,6 ses at injektiv. på grund af 2° a o

a være er ogsa
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surjektiv J: a er bijektiv.

Vi mangler at vise, at

==t/J(k ).t/J(k )
gi g2

Da Z (G) == e,

k .k
gi g2

k .k
a g

1 ag 2
a (gi g 2) ==

fås

== k ag1ag 2
ag

1
·ag2 .

er en homomorfi. Af k
gi g 2

og dermed ka(~g2) ==

slutter vi nu, at

6°. Med benævnelserne fra 5° gælder t/J(S)

(3 E Aut (G) .

a(3a -1 for alle

Bevis. på grund af 4° er det nok at. vise \p (k ) == ak a-i
g g

alle k E Auti(G) . Men dette fØlger af 4) (k ) == k ogg
-1

g ag

p.6 k - akgaag

for

ifØlge

Hermed er beviset for Sætning p.7 afsluttet.

Lad H og K være undergrupper i Gruppen G. Med HK

bet.egner vi delmængden {hklh e H, k E K}.

Sætning. For undergrupper H og K i G gælder:

HK er undergruppe i G ~ HK == KH.

Bevis. -: Vi viser KH c HK og HK c KR.

KH c HK: For vilkårlige elementer h E H, k E K gælder

h E HK, k E HK; da HK undergruppe er kh EHK.

HK c: KH: Lad h e H, k E K. IfØlge ovenstående kan k-i h ':"1 skri-
rvrv rv (k -1 h-i) -1 (hk) -1 : rv-1 rv-1

ves hk, h E H, k E K. Heraf hk == == k h .

~ Lad h
1

k1 og h 2k 2 Være elementer i HK. på grund af

HK == KR er h
1

k
1

h 2k 2 E HK.

For ethvert hk E HK er (hk)-1 == k-1h-1 E KH == HK.
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Sætning. Hvis H 1 G, og K undergruppe i G, da er HK == KH

(som dermed ifØlge ovenstående sætning er undergruppe i G).

Bevis. For vilkårlige elementer h E H, k E K gælder

kh -1
E da <8== (khk )k HK, H G

hk -1
E KH, da H== k'(k hk) <4 G.

Sætning. Hvis H ~ G, K ~ G, HK == G, H n K == e, da kan ethvert
--,...---=.

g E G på entydig vis skrives g == hk (h E H, k E H), og regning

sker "komponentvis":

hi ' 11 2 E H, k
1

, k
2

E K.

rv"-'

Bevis. Antag g == hk == hk, h, k E H, k,k E K.
---

kk -1
rv

E H n K == e, dvs. h == h, k :::: k.

Da var

For vilkårlige elementer h E H, k E K gælder, at

hkh-1 k-1 E H n K == e, dvs. h og k er ombyttelige, hvorfor

Definition. I situationen fra ovenstående sætning siges G at

være det (indre) direkte produkt af H og K. H (og K) kaldes

en direkte faktor i G.

Sætning. Hvis en fuldkonunen gruppe H er normal undergruppe i

en gruppe G, er H direkte faktor i G.

Bevis. Hvis g E G,
-1er ghg E H for alle h E H, da H < G.

AfbilAningen h -t ghg -1 er derfor en automorfi for H. Da H er

fuldkommen findes ethver entydig bestemt element H
o

g n E sa

-1
nhn

-1
\Ih H. Lad K "H's centralisator i G" I :;.;ghg :::: E være

K :::: {k E G/hk:::: kh for alle h E H}.
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K er undergruppe i G indeholdende alle elementer

Påstand: G er direkte produkt af H og K.

12

--1
n (].

G = HK da -1
g = n (n g) [bemærk G = HI< ** G ;:::: KI-I]. Endvi-

dere.da centrum for H er {ej, bliver H n K = {e}. Mangler

blot at vise K < G.

For ethvert k E K og ethvert g E G gælder

-1g kg -1 -1 -1 -1-1
g nn knn g = g nkn g E K.

Vi har her benyttet, at -·1
n kn = k på grund af definitionen af K. D

Bemærkning. Man kan omvendt vise, at en gruppe med trivielt cen-

trum er fuldstændig, såfremt den er direkte faktor i enhver gruppe

der indeholder den som normaldeler.

Nu to vigtige isomorfisætninger.

Noethers 1. isomorfisætning. Lad H og K være undergrupper i

gruppen G og antag H < G;/ da er H n K < K og HK/
H
~ K/HnK .

Bevis.
G H

- \

,;r /
C ;:: Cl/-!
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Lad K betegne den kanoniske homomorfi af G på G/H,

1.3

her betegnet G*. Da er K (HK) = K (1<) ti K (HI<) ;; I< (K) triviel;

den modsatte inklusion fØlger af K(hk) = l«h)K (k) = e*·K(k) =

K(k) E K(K). Sæt K(K) = K*. Lad os betragte K'S restriktion

til K, KRes,K

K/
Ker (KR l/)es, .,

homomorfi sætningen anvendt på

Nu er

K giver:Res,K

*Ker(K ) = {x E KIK (x) =e } = {x E Klx E H} = H n K.Res,K

FØlgelig er H n K < K og K/HnK ~ K*.

Dernæst betragtes KRes,HK' Her er Ker (I<Res,HK) = H og

homomorfisætningen giver HK/H ~ K(HK) = K*. Heraf fås

Noethers 2. isomorfisætning. Lad H være en normalde1er i gruppen

G og K den kanoniske homomorfi G .~-> G/H = G*. Da giver tilord-
K

ningen K KK G* K*
~1

(K*) I-I korrespondance mellem~ c: og ~ I< en

undergrupperne K i G indeholdende H og undergrupperne K* i

G*. Ved denne korrespondance gælder K ~ G ~ KK ~ G*. Hvis K ~ G,

da er G/K ~ G*/KK. (Hvis KK skrives K/H, kan isomorfien formu-

leres G/K ~ G/H/K/H.)

Bevis. Den I-I korrespondance eftervises ved at godtgøre

i) K- 1 KK = K for H c K c: G ,

l'l')" I<K-1K* = K* f K* Gor c.

Ad i)
,

almen mængdeteoretisk inklusion. Den modsatte

-1inklusion følger af: g E K KK ~ Kg = Kk for passende k E K ~

K(gk~1) = e* ~ gk- 1 E Ker K = H ~ g E Hk c K, da H c K.
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Ad ii) KK-1 K* c K* almen (triviel) mængdeteoretisk inklusion.

Den modsatte inklusion fØlger af: k* E K* ~ k* = K (g) for pas

sende g E G. Dette g må tilhØre K~~1 (K*) 'J: k* E KK·-1 (K*).

K <t G ~fqgKkKg -1 --- K (gkg -1) E KK for \lk E K, \lg E G

K K <l G*.

Antag K* <l

K* \lg E G.

-1
K K* < G.

_ -1 . -1 -1 -
G*; lad x E K K*; da vll K (gxg ) = KgKK (Kg) E:

FØlgelig er g(K-1 K*)g-1 c K-1 K* \lg E G; dvs.

Hvis K <t G og K* er den kanoniske homomorfi af G*/K*,

hvor K* = KK, da er K*K en surjektiv homomorfi af G på

G*/K* med Ker K*K = K. Homomorfisætningen giver da G/K ~ G*/K*.

Lad A være en delmængde i gruppen Go Med {A} betegner

vi den mindste undergruppe i G der indeholder Ao {A} vil bestå
n

1
n

raf alle elementer der kan skrives på formen a 1 ar

a
1

, o. o,ar E A, n1 , .. o,nr E ZZ, r E JN. (Gentagelser tilladt) o

{A} kaldes undergruppen frembragt af A.

For elementer a,b i en gruppe G kaldes lØsningen

x = aba -1 b-1 til ligningen ab :::: xba den til a,b svarende

kommutator. Undergruppen i G frembragt af samtlige kommutatorer

aba-1b-1 kaldes G's kommutatorgruppe og betegnes GI (den

"afledede" gruppe). Ved en vilkårlig automorfi for G vil kommu~

tatorerne (som helhed) fØres over i sig selv. Derfor vil GI ved

enhver automorfi gå over i sig selv, dvs. GI er karakteristisk

undergruppe, specielt er G' < G.

Den fØlgende sætning giver en karakterisering af konm1utator-

gruppen.
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sætning. For en undergruppe H i G gælder:

H ~ G' ~ H < G og G/H abelsk.

l'~)

Specielt er Gi den mindste normaldeler med abelsk faktorgruppe.

Bevis. lI~tf ved GI < G;: endvidere er ifØlge Definitionen af.

GI aba-1 b-1 E G' for Va,b .) =Cc1lCp)@)-1 (b)-1 :::: (~) i G/G'

(her betegner a I s sideklasse i G/G'). Altså er G')(!:» ::::

(.~)~) ::> : G/G' er abelsk.

Lad K være den kanoniske homomorfi G ~ G/G'. Da enhver

undergruppe i den abelske gruppe G/G' er normaldeler, er

KH < G/G' for enhver undergruppe H G med H ~ G'. Ifølge

2. isomorfisætning er H ~ G, og G/H er homomorft billede af

en abelsk gruppe og derfor selv abelsk.

"$=" Lad a og b være vilkårlige elementer i G. Da

gælder for de tilsvarende sideklasser i G/H Ci)@::::~) !:V p

hvorfor ~:~~~):::: (~) og dermed aba -1 b -1 E H. H indeholder

altså samtlige kommutatorer, og derfor er H ~ G'.

Bemærkning. G abelsk # G' :::: {e}.

Grupper af given endelig orden.

Vi vil nu udlede nogle sætninger om grupper af given orden

n for visse n, der specielt tillader besternmelsen af grupperne

af orden < 12.

For ethvert n E m findes minds·t en gruppe af orden n, nem-

lig den cykliske 2Z.
n
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For ethvert lige tal 2n, n > 3, findes mindst en ikke

abelsk gruppe af orden 2n, nemlig gruppen af alle drejninger

og spejlinger der fØrer en regulær n-kant over i sig selv.

Denne gruppe kaldes Diedergruppen og betegnes Dn .

Sætn~ng. Hvis G har orden, der er et primtal p, da er G

cyklisk.

Bevis. Ethvert fra e forskelligt element i G vil frembringe

G.

Sætning. Der findes netop to (ikke-isomorfe) grupper af orden 4,

nemlig den cykliske ~4 og "Kleins Vierergruppe". V4 , dvs.

(
±1

0
alle matricer af formen

kation.

±~) med sædvanlig matrixmultipli-

Bevis. Klart, at ~4 og V4 er ikke-isomorfe grupper af orden

4. Nok at vise, at der hØjest findes en ikke-cyklisk gruppe af

orden 4. G ej cyklisk ~ ordenen af ethvert element - 1

2 J: ifØlge sætning p.2 må G være abelsk. Vælg a,b E G

eller

o
sa

e * a, e * b, a * b. Da er G's elementer [e,a,b,ab}. Derfor

hØjest en mulighed for gruppetavlen.

Sætning. Lad p = ulige primtal; da findes netop to (ikke-iso-

morfe) grupper af orden 2p, nemlig den cykliske ~2p og den

(ikke-abelske) Diedergruppe D
P

Bevis.

2p.

Klart, at ~2p og D
P

er ikke-isomorfe grupper af orden
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For at godtgØre, at der kun findes de to nævnte grupper af

",

orden 2p viser vi, at der kun findes en ikke-cyklisk gruppe G

af orden 2p.

1 0 • G ha.J::' et element af orden p. I modsat fald ville ethvert

element i G have orden 1 eller 2, specielt ville G være abelsk.

Lad a =I: e, 2
a = ep A undergruppen {e,a} af orden 2. A er

normal undergruppe, da G abel sk. I G/A I == P :J:

Lad (g) være frembringerelement, altså W:I:@

G/A cyklisk.

~)=®PJ:
for en repræsentant g

drat i G er 2
e, J: g

gælder

= ep

g El: A,

fØlgelig

gP E A. Men ethvert kva
12 ....1

g = gP(g2f'~- E A. Modstrid:

2 0
. G har et element af orden 2. Vises analogt med 1 0

• (Her

benyttes, at en undergruppe af orden p har index 2 og derfor

er normaldeler i G.)

30. Lad nu a være et element af orden p og b et element

af orden 2. G består netop af elementerne 2 p-'Ie , a , a , a , b , ba,

ba
2

, baP - 1 . ab kan derfor skrives baj, 1 < j ~ p-1. Lad A

p--1være den cykliske undergruppe {e,a, ... ,a } af orden p. Da

[G:A] = 2, er A 4 G og G/A cyklisk af orden 2. Sideklassen
"

(i3b i i G/A har orden 2, hvorfor ord(ab) indenfor G er 2 el~

ler 2p. Her er 2p udelukket, da

med den gjorte antagelse.

b -1 a -1 = bap -1 .

2(ab)

G

= e

ellers var cyklisk i strid

-1
eller ab == (ab) =

Hermed fastlægges entydigt hvorledes elementerne i G multi-

pliceres, dvs. kun een mulighed for G's gruppetavle.

Vi undersØger nu grupper, hvis orden er en primtalspotens.
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Definition. Gruppen G kaldes en p-gruppe, hvis IGI er en

potens af primtallet p.

Inden vi viser fØrste sætning vedrØrende p-grupper bringer

vi nogle generelle overvejelser, som vi også får brug for ved

senere lejligheder.

I en vilkårlig gruppe G (her ej nØdvendigvis p-gruppe) ind-

fØres fØlgende ækvivalensrelation: Lad a og b være elementer

, G D cl f' b 3 E G o a -- g bg -1 (De t v l' s e sl . a e lneres a ~ ~ g sa _

let, at virkelig er ækvivalensrelation) . a '" b læses "a

konjugeret med bf'. Herved inddeles G i ækvivalensklasser. Vi

spØrger nu: Hvor mange elementer indeholder ækvivalensklassen (~

indeholdende a? Hertil indfØres Na = {g E Giga = ag}. Na er

undergruppe i G og betegnes normalisatoren for a.

Element:erne i er {gag -1 I g E G}. For disse gælder

N g '" g med hensyn til
1 h 2

skellige elementer i (i)
N .a

netop

FØlgelig bliver de

-1
{g . ag . } , hvor

l l

indbyrdes for-

g. gennemlØber
l

et fuldstændigt repræsentantsystem for hØjresideklasserne i G m.

h.t. Na . Antallet af elementer i Cv
Vi bemærker, at [G:NaJ = 1 N Na = G N ag = ga Vg E G N

a E Centrum for G. Ækvivalensklassen a består altså kun af

elementet a netop når a E Centrum for G.

Antag nu atter, at G er en p-gruppe. Vi betragterden ovenfor

indfØrte ækvivalensrelation. Hvis a ~ centrum, er [G:N ] > 1a og

da IGI = [G:NaJ· INal = p-potens vil p![G:NaJ. Ved direkte op

tælling fås:

IGI = ICentrum) + L [G:N J. aVlsse a
[G:Na J>1
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hvor sidste sumrna.tion udstrækkes over et repræsentantsystem for

de ækvivalensklasser der indeholder mere end 1 element. For disse

vil p/[G:Na ]. Idet pi IGI

triviel. Vi har altså vist

fås pi ICentruml, dvs. centrum ej

Sætning. Centret af en p-gruppe er ikke-trivielt.

Vi giver nu en anveldelse.

Sætning. Hvis p = primtal findes netop to ikke-isomorfe grupper

af orden
2

P , nemlig den cykliske ZZp2 og gruppen af diagonal-

matricer af formen

(

2niae-
p

O

Disse er begge abelske.

a,b E ZZ.

Bevis. Klart, at de to nævnte grupper af orden 2
P er ikke-isomor~

fe. For at vise, at disse er de eneste grupper af orden 2
P , er

det nok at vise, at der hØjest er en ikke-cyklisk gruppe af ordeh

2
p .

Lad G være ikke-cyklisk gruppe af orden 2
P . IfØlge omstå-

er nor-

ende sætning findes et element a * e, G's centrum. Da Gej

er cyklisk, er a P = e. Undergruppen A = {e,a,a 2 , a P - 1 }

mal i G, og G/A er cyklisk af orden p. Lad ~ være frem'-

b 2, ••. ,

bringer for G/A,

har b orden p.

';) :

Idet

(§)P==e @*
G/A == {e, b

e Da G ej cyklisk,

b p-1} kan et~

hvert element i G

Da a E G's centrum

entydigt skrives aib j , O ::: 1 ::: p-1, O <
11 j1 i 2 j2 i 1+i 2 j1+ j 2

gælder (a b )a b ) = a b Idet

som ovenfor nævnt a P = bP == e er gruppetavlen for G hermed en-

tydigt bestemt.

Ud fra ovenstående sætninger kan vi nu udfylde skemaet
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Orden 2

Antal l
9 rupper

Heraf ikke- O
abelske

20

For at bestemme grupperne af orden 8 anqiver vi fØrst explicit

visse sådanne grupper, og viser siden at der ikke findes andre.

Af abelske grupper findes udover I) ~8 fØlgende

(

lO' aII) alle matricer af formen

( t 1
0III) alle matricer af formen

\ O

Af ikke-abelske grupper findes

±~) a -- 0,1,2,3

±~ ~).
O ±1

(i :=: y=r)

IV) Diedergrupperne D4

V) Quaterniongruppen

( : alle drejninger og spejlinger

der fØrer et kvadrat over i sig selv)

hvor ~n af koefficienterne er ±1 og de øvrige O dvs.

±1, ±i, ±j, ±k.

Ved at betragte elementordenerne ses, at grupperne II) og III) ikke

er isomorfe.

Elementordenerne i IV) er: 1, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4.

Elementordenerne i V) er: 1, 2, 4, 4, 4, 4, 4, 4.

Altså er IV) og V) ikke isomorfe. Da IV) og V) er ikke-abelske,

giver I), II), III), IV), \1) 5 ikke-isomorfe grupper af orden 8.

Vi viser nu, at - på nær isomorfi - er I), II), III) de ene-

ste abelske grupper af orden 8. I analogi med tidligere beviser

skal vi godtgØre, at der kun findes 2 muligheder for gruppetavlen

for en ikke-cyklisk abelsk gruppe G af orden 8.
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Da G ej cyklisk er de mulige elementordener 1, 2, 4.

Antag fØrst at G indeholder et element a af orden 4- Lad AI

den cykliske undergruppe { 2 3} af orden 4 lad (~~være e,a,a ,a og

være et element :/: I e'l i faktorgruppen G/A af orden 2 • Da vil

b 2 idet b 4 o gælde b 2 eller 2 2 HvisE A, og = e, ma = e b = a

2 2 (ba) 2 kan derfor ved i givet faldb =: a er -- e og man at er~

statte b

antage, at

med ba

= e.

(der repræsenterer samme sideklasse i G/A)

2 3Elementerne i G bliver da e,a,a,a,

2 3b,ba,ba ,ba. Da G abelsk, vil G's gruppe tavle hermed være

entydigt bestemt.

Antag dernæst, at G ikke indeholder noget element af orden

4, dvs. 2g = e Vg E G. Vælg a E G, a * e og b E G, b * a

b :/: e. Da er e,a,b,ab indbyrdes forskellige. Vælg endelig

c E G, c ({e,a,b,ab}. G's elementer bliver da netop e,a,b,ba r

c,ca,cb,cab. Da G abelsk og alle kvadrater er lig er er G's

gruppetavle hermed entydigt bestemt.

Tilbage står nu at bestenune de ikke-abelske grupper af orden

8. Vi skal godtgØre, at der kun findes to mulige gruppetavler.

Lad nu G være en ikke-abelsk gruppe af orden 8.

dvs.

Den

daG,

være cykliskG

af orden 4.a

ville

[G:A] =: 2. Lad (E) E G/A være element

b 2 E A. Hvis b 2 var =: a eller a 3 ,

Da G ej abelsk, findes et element

2 3cykliske undergruppe A =: {e,a,a ,a} er normal i

* ~). 0 -"
med b som fremrbinger i strid med, at G var antaget ikke-abelsk.

FØlgelig må b
2 = e eller b 2

=: a 2 . G's elementer er

2 3 2 3e,a,a ,a ,b,ba,ba ,ba. For produktet ab findes a priori fØl

gende muligheder:
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ab

Her er ab = b udelukket, da a * e. ab = ba ville medfØre

des kun to mulige gruppetavler svarende til

ville medfØre:G abelsk. ab =

ba 2b -1 ba 2b -1 = e modst.rid! Altså er

a =

ab

2
'* a

.3- ba. FØlgelig fin-

222b = e og b = a .

Hermed er bestemmelsen af grupperne af orden 8 afsluttet.

Bemærkning. Quaterniongruppen har en bemærkelsesværdig egenskab.

Den er ikke abelsk, men samtlige undergrupper er normalt. Vi kan

nu fuldstændiggØre skemaet p. 18

, • ~ ~ I , ,

!14 15 1611718 19, ---;--,-,---'-

2 1 14 I 1 5 l

Il jo~t-~~
l- --~-U~~-

9r 10111 12
1
13

I ! i

2' 2 :1 l 5 l

i I

ol ,I

° 3 °l~

--t

Orden ----! 2 t 3 t 4 f 5 L-§l-.J-~~-lrl i !
I

Antal l l 2 l 2 l 5
grupper

----'- ~

Resultaterne for orden 12, 15 og 18 angivet uden bevis.

~v~. Angiv 2 abelske grupper af orden 12. Diedergruppen D6

og den alternerende gruppe A4 (jfr. senere) er ikke-isomorfe

ikke-abelske grupper af orden 12. Den tredie ikke-abelske gruppe

af orden 12 kan fås som fØlger: Alle regulære (2x2)-matricer med

komplekse elementer udgØr en gruppe. Undergruppen heri, frembragt

af matricerne

= (. e~~i
f,}

\ °\<

er en ikke-abelsk gruppe af orden 12. Elementerne er

~ = 0,1,2, v = 0,1,2,3 f,}.3 = ~4 = ~ og ~f,}~-1 = f,}2. Gruppen

er ikke isomorf med D6 eller A4 .
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Vi skal nu betragte visse endelige grupper der har en simpel

geometrisk interpretation.

Te tr"aedeE...Jtruppe n T: Alle (egentlige) drejninger i rummet der

fører et regulært tetraeder over i sig selv. Den består af: Iden~

titeten + 3 drejninger på 1800 (om akserne forbindende modstående

kantmidtpunkter) + B drejninger på 1200 og 2400 om hØjderne, dvs.

T har orden 12. Ved betragtning af hjørnerne ses, at T::: A4 "

Bestemmelsen af normaldelerne i T kan ske ved fØlgende almene

Sætn~. Lad M være en abstrakt mængde og G en gruppe af trans-

formationer bijektive afbildninger) af M. For a e M lad

Ga ::: {<p E GI«)(a)

for ethvert W E

::: a} ("Stabilitetsgruppen for

-'I
G: W·Ga·W ::: Gw(a)

a ") . Da gælder

Bevi Trivielt.

Ved anvendelse af denne sætning på T (M tages som hjØrnerne

i tetraedret) ses, at den eneste ikke-trivielle normaldeler i T

er undergruppen i T, den fØrer det i tetraedret indlagte treret-

vinklede koordinatsystem (se figur) over i sig selv. Denne under-

gruppe:::; V4 .
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Alle (egentlige) drej ninger i rumme l: der

fØrer en terning over i sig selv, orden 24 '1'"f ( ~
(betragt

rumdiagonalerne) . Ved overvejelser som ovenfor ses, at

kun indeholder to ikke-trivielle normaledelere, nemlig under-

gruppen i bestående af de drejninger, der fØrer et i ter-

ningen indskrevet tetraeder over i sig selv samt de drejninger

der fØrer akserne forbindende modstående sideflademidtpunkter

over i sig selv (akseretningerne kan vendes). Sidstnævnte gruppe

er ;: V4' og der gælder Jf /'1.:: ;:. S3'

Heraf sluttes specielt:

::::: T

ti TI - V4

'" Til :::: VI e.,~ l 4
.) "

Bemærkning. Hexaedergruppen::::: oktaedergruppen, dvs. de drejnin~

ger der fØrer et regulært oktaeder over i sig selv.

Ikosaedergn~pen_!'J__ . Alle (egentlige) drejninger, der fØrer et

regulært ikosaeder over i sig selv. (Se model). Orden af <',
}

60

~ ~ Alternerende gruppe AS (se model) .

Ved argumenter udnyttende sætning p. 23 ses, at j

simpel gruppe.

er en

Bemærkning. Man kan vise, at ZZ,
n

D , 'r,
n

og er de

eneste'endelig drejningsgrupper i rummet. Anderledes udtrykt ud-

gør disse ,(på nær ortogonal ækvivalens) de eneste endelige under-

grupper i den egentligt ortogonale gruppe 0+ (Æ) • kan

vises at være simpel og således, et eksempel på en uendelig sim-

pel gruppe.
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Lad D være en vilk~rlig mængde (* Ø) og S(D) mængden

af alle bijektive afbildninger af D p~ D. Med sammensætning

som komposition udgØr S(D) en gruppe. Hvis D er endelig,

f.eks. D == {1 ,2, ... ,n} er S(D) den symmetriske gruppe Sn

Ved en permutat.ionsgrupp~ p~ D forstås en undergruppe af

S(D) Vi bringer fØrst nogle almene begreber, og sætninger for

vilkårlige D, og specialiserer os siden til endelige D.

Definition. En permutationsgruppe G p~ st kaldes transitiv,

hvis der til ethvert Par(a,b), a,b E D findes et o E G så

a(a) == b.

Definition. En permutationsgruppe G på D kaldes dobbelt tran-

sitiv, hvis der til vilk~rlige a,b,c,d E st a * b og c * d fin-

des o E G s~ o(a) == c og o(b) == d.

Bemærkning. Åbenbart gælder: dobbelt transitiv ~ transitiv.

Vi giver nu nogle små sætninger vedrØrende dobbelt transitive

permutationsgrupper.

sætning. Lad N være en normaldeler * E i en dobbelt transitiv

permutationsgruppe G på D. Da er N transitiv.

Bevis. Lad a,b E st, a * b. Vi søger o E N så o(a) == b.

Da N * E findes c * d i D s~ o(c) == d
t"V

for passende o E N.
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Da G dobbe:].t transitiv findes E G
o (c) = ogT sa T a

T (cl) b. Men o gælder -1 (a) b. Da N <1 G er-- sa TOT --

-/1
f N :~

-~1
er et brugbart 0" •TOT J TOT

26

Definition. Lad G være permutationsgruppe på D. For a E D

kaldes Ga = {o E Glo(a) =: a} G's stabilitetsgruppe i D.

ses straks at være undergruppe i G).

(Ga

Sætning. Lad G være dobbelt transitiv permutationsgruppe på

D, hvor IDI > 1. Da er Ga en maximal undergruppe i G.

(,= ingen undergrupper ligger strengt mellem Ga og G)"

Bevis. Lad :le være undergruppe i G og antag :::> Ga " Vi
:jo:

skal da vise at :1( =: G. Der findes T E Jt så T (a) =: b, b :j: a.

Lad p være vilkårlig i G, og lad p (a) =: c. Hvis c -- a er

p E '(Il og vi er færdige. Vi kan derfor antage c
'*'

a. Da G

er dobbelt transitiv, findes o E G for hvilket o (a) =: a,

a (b) Speciel-t E Ga · aT (a) hvorfor
~1

aT (a)=: c. er a := C p = a

dvs. p -1 aT E Ga s: 'de ; da O,T E de, ses heraf, at p E :'Jf .
Da p var vilkårlig i G, ses at :Jf = G. ~

"-

Vi får nu et kriterium for simpelhed som vi ved en senere

lejlighed har brug for.

Sætn.ing. Lad G være en dobbelt transitiv permutationsgruppe

på D ()DI>1). Da er G simpel, hvis (i) G =: G'

ner kommutatorgruppen for G).

(GI beteg--

ii) Der findes a E D så G indeholder en abelsk Normala

deler K osa G er frembragt af de med K konjugerede mængder

-1{oKo Io E G}.
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Bevis. Antag E ~, N ~ G; vi skal da vise, at N -- G. Vælg
----

et E: n o (i i) gælder. G er maximal o G N er Ga sa s'a -
a a a

eller G. Da N ifølge Sætning p. 25 er transitiv og G ikke
a

er transitiv (idet J~I>1) er muligheden G N = Ga a
udelukket.

Dvs. G = G N.a
Vi påstår nu, at NK ~ G. (Bemærk NK er un-

dergruppe, da N 1 G) • Da G = GaN (= NGa ) , kan ethvert ele--

ment i G skrives vo, hvor v.E: N, o E: Ga , og vi har, da

N < G og K < Ga

voNKo -1 v-i = NvoKo -1 v -1 = Nv (oKo -1 ) v-i = NvKv -1 = NK.

Da K c NK ~ G, gælder

-1
VO E: G : 01\0 c ONKO-1 = NK.

på grund af (ii) findes ingen ægte undergruppe i G indeholdende

oKo-1 for alle o E G. Følgelig ses NK = G.

K abelsk kan dette udtryk reduceres til

-1 -1 -1 -1nkn
1

k k
1

n k
1

ni der tilhører N,

Enhver kommutator kan skrives

Men dette in-N q G.da

ni E N k og k1 E K. Da

-1 -1 -1 -1
nkn1 k1k n k1 ni

ognhvor

G = G'.Vi udnytter nu (i):

-1 -1
(nk) (ni k1 ) (nk) (ni k1 )

debærer G = G' c N dvs. G = N.

Vi betragter nu nærmere tilfældet, hvor ~ er endelig og

sætter ~ = {i, 2, " .. , n} . S Ut) et da den symmetriske gruppe Sn·

har orden n~ De lige permutationer i udgØr en undergrup

pe An i S n' An kaldes den al ternerenc1e gruppe. Dens O.1'den er

~n: Abenbart gælder: An 4 Sn'
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Definition, En permutation ° E Sn kaldes en cykel, hvis den

-- (aa,1
2

aa 32, ,'.... aa J

k
<. -1 aa

1

k) .er af formen o-Her er underforstået,

at de fra ~ f , •• ,ak forskellige elementer er fixe ved o.

k kaldes cyklens længde, ° betegnes kort (~, ""ak) En

cykel af længde 2 er en transposition.

SætniE..9.. Enhver permutation ° E Sn kan på en og ,kun en måde

skrives som produkt af cykler af indbyrdes disjunkte elementer.

Bevis. 1) Eksistens. For et a E {i ,2, ... ,n} betragtes elemen-

terne 2a,oa,o a, .... Hvis k er det mindste tal for hvilket

k° a ::::: a, er

Hvis k = n

færdige; hvis

k-ia,oa, ... ,o a indbyrdes forskellige elementer.

(
k-i )

l J l a oa .,. ° a ,
er ° se v en cy<.e 2 og Vl er

oa ° a ... a
k--'I

k < n væ1g e v i b E {i," .. , n}" {a , °a, ... , o a}

og betragter 2b,ob,o b, .. , og tilhØrende mindste for hvilket

Elementerne k-i Q,-1a,oa, ... ,o a,b,ob, ... ,o (b) er ind-

byrdes forskellige. Hvis k+~ = n da er

k-i ~~1
••. ,0 (a))( b... ,o (b))

a',ob b

og vi er færdige. Hvis k+i < n vælges

E { 1 'l { k-i ( ) b 9,-1 (b)} og' Vl' betragterc - , ... ,n5'- a, ... ,o a, , ... ,0 '

Denne proces stopper efter endelig mange skridt.

c,oc, ... etc.

2) Entydighed. Lad ° ::::: Ti'" T ::::: Ti'S
være to fremstil-

linger af ° som produkt af indb. disjunkte cykler (bemærk fak-

torernes rækkefølge er ligegyldig, da cykler af indb. disjunkte

elementer er ombyttelige) . Alle cykler kan naturligvis antages

at have længde> 1. Lad a være element så Ti (a) * a, og lad

være cyklen bl. I IL1,·,·,T t for hvilken T!(a) * a.
l

Hvis k
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mindste tal for hvilket
k gælderer o a a,

(o:
k~1

a)... o T ! etc.
T1

=: =:

a J.

Korollar. Enhver permutation o E Sn er produkt af transposi

tioner.

Bevis. Ved at betragte cykler:

a k

Bemærkning. En cykel af lige længde er ulige permutation.

En cykel af ulige længde er lige permutation.

sætn.:!:ng. For n > 2 er centrum: af Sn lig {e}.

Bevis. Antag o :j: e. Ved passende nurrunerering kan vi antage:

(: 2 ...)o =:
a ...

i) a =: 1 : For T =: (1 ~) gælder OT * TO, ide-t OT. (2) =: 1

og '[o (2) .- 2 •

i i) a ::j: 1 : For T =: (1 ~) gælder OT :j: TO, idet TO (1 ) =: 1

og OT (1 ) =: a, a :j: '1 •

Altså har vi vist: \fo E S -.....{e} 3'[ E Sn ses Ot * 'tO. I
n

Korollar. Aut. (S ) =: S for n > 2.
J. n n

Bemærkning. Man kan vise, at for n:j: 2, n * o er Sn fuld-

Nu vigtig sætning:
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Sætning (Galois).

simpel.

For n > 5 er den alternerende gruppe

JO

1~ n

Bevis. Lad

N .q A vil
n

Vi vælger

N '4 An' N :\o { e} . Skal da vise N -- An' Da

-1 -1
E N for alle E N alle E 1\nT o TO O og T

O E N, O * e, og skelner mellem forskellige mulig-

heder for o's kanoniske fremstilling som produkt af cykler af

indbyrdes disjunkte elementer. For hvert af tilfældene vælges

et T E An som fØlger:

-1 -1o '[ T O TO

(abcd ... ) ( ... ) (JJcd) (adc)

(abc) (d e ... ) ( ... ) (bce) (aecbd)

(abc) (bCdlj (ad) (bc) j(ab) (cd) ( ... ) (ad) (bc)(abc)

Ved passende nummerering kan vi derfor antage (~
2 3 j) E N.1 4

påstand: (~
b c

~) E: N Va,b,c,d E {1, ... ,nL
a d

Betragt en vilkårlig permutation af formen

idet

(a1 2 3 4
b c d

, .. );
, ..

(~ ~)(:
2 3 4 ... ) C2

3 4 ...) kan vi antage, at= db c d ... b a c ...

(: 2 3 4 ...) lige. Da 1(1 2 3 4) -1 (a b c
~) E N.T = b d er er 4 3 T

_.
b a dc ...

FØlgelig indeholder N samtlige produkter af to transpositio-

ner af indbyrdes forskellige elementer. Da ethvert o E An er

produkt af lige total transpositioner, vil beviset være færdigt,

når vi har godtgjort, at en permutation (
X '1)('1 z)
Y x z Y er produkt.

af permutationer af ovennævnte tal. Men dette fØlger af:
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(xy) (yz) := (xy) (uv) (uv) (yz), hvor u 09 v er valqt forskel--

lige fra x,y og z, (Her udnyttes n > 5)

Bemærkning. For n = 2 og n ~ 3 er A := e henholdsvis
n

dvs. simple. For n:= 4 er An ~ Tetraedergruppen, der

_ som tidligere vist - indeholder en ægte normaldeler (~ V
4

)

og derfor ikke er simpel.

Sa:tning. For n > 5 er An eneste ikke-trivielle normaldeler

i Sn'

Bevis. Antag N S .
n P vi skal vise N:= e, An eller S .

n

1) N c A => N A => N A eller e.
::: n n (Galois i sætn • )

n

2) N 1 A => NA ::> An => NA == S .
n n :f= n n

Vi anvender Noethers L isomorfisætning
opa:

_. NA
n

A n n N el> A c N,
n -

hvilket på grund af indebærer N~S .n

dvs.-1
ogo E N,

An n N == e el> N := gruppe af orden 2. Lad g E N, g:f= e.

For ethvert o E Sn ville da

alle o E Sn0 Følgelig var g:f= e i centrum for Sn° Men ifØlge

Sætn. p. 29 har Sn trivielt centrum.

I<:orollar. For n > 5 gælder S'
n

A ;n
Sil =:: A' - An'

n n
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B~mærkning. For n = 2 gælder S2 = e.

For n = J gælder S' = A
3

, 011 1\' -- e.
J °3 3

For n = 4 ~Tælder Si = A4 ; CII -- A' V
4

, S III = l\tl ~~v4=e4 °4 4 4 4

Eksempel. Som tidligere nævnt findes uendelige simple grupper.

Ud fra det foregående giver vi endnu et eksempel. Lad

S1 = {1,2, ..• } =]N og lad SJN være undergruppen i S(S1)

bestående af alle a E S(D) for hvilke a(a) = a for alle

I

a > k(d), hvor k(a) er et naturligt tal afhængigt af o.

Undergruppen Am svarende til de lige permutationer er en

uendelig simpel gruppe. (Skriv

sætning) .

A = U A og benyt Galois'
]N n=1 n

Q.E.gave. Giv eksempel på fqHge G :::> G2 :::> GJ
:::>

1 - -
00

grupper for hvilken n Gn ej er simpel.
n=1

af simple

Normalrækker og oplØselighe~.

Ved en normalrække i gruppen G forstås en fØlge af under-

grupper

hvor hver G.
l

er normaldeler i den foregående G. l'1-
Faktor-

rækkens faktorer. Antallet af faktor~r, Sf er normalrækkens

længde. Normalrækken siges at være uden gentagelser

faktorerne * e. Normalrækken

G = GO > Gi > G2 > ••• > Gt - {e}

hvis alle
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kaldes en forfining af (*) hvis hvert Gi (1 < t < s)

33

er lig et

'"G. ('1 < j < t).
J

Hvis (t) består af effektivt flere undergrup-

per end (*) kaldes (t) en ægte forfining.

Definition. En normalrække i G kaldes en kompositionsrække,

hvis den er uden gentalgelser og ikke tillader nogen ægte for-

fining uden gentagel~er. Ved hjælp af Noethers 2. isomorfisæt-

ning vises let.:

Sætning: Hvis (*) er en normalrække uden gentagelser, gælder

(*) er kompositionsrække M faktorerne er simple grupper.

Desuden gælder trivielt

Sætning: G endelig ~ G har en kompositionsrække.

Bemærknin9.. Ovenstående sætning kan ikke vendes om, da der fin-

des uendelig simple grupper.

Imidlertid gælder:

~ætning. For abelske grupper G gælder: G endelig # G har

kompositionsrække.

Bevis. Benyt at en simpel abelsk gruppe er endelig (endda af

primtalsordell) .

Eksempel. 2Z 6 :;) 22Z
6

:;) O og 2Z
6

:;) 32Z
6

:;) O er "væsentligi9 ens

normalrækker. (Faktorerne er de samme 2Z
2

, 7.2
3

og 2Z
3

, 22 2).

Definition. To normalrækker uden gentagelser kaldes isomorfe, v

hvis faktorerne på nær rækkefølgen er isomorfe.
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Bemærkni...!2..S[. Ved hjælp af sætning p. 31 ses, at en norrnalra2kke

uden gentagelser, der er isomo~f med en kompositionsrække, selv

er en kompositionsrække.

Vi viser nu nogle klassiske sætninger.

Jordan~Holders Sætning. Hvis en gruppe G har en kompositions-

række er alle kompositionsrækker i G indbyrdes isomorfe.

Schreier's Forfiningssætning. To vilkårlige normalrækker i en

gruppe har isomorfe forfininger.

Klart, at Schreier's forfiningssætning ~ Jordan-Holder.

For at vise Schreier's forfiningssætning benytter vi

Zassenh~us Lemma. Lad H
1

,H2 , K og K2 være undergrupper i

gruppen G. Lad H
1

<l H2 , K
1

~ K2 • Da er H
1

(H 2nK
1
),

H
1

(H
2

nK
2
), K

1
(H1 nK 2 ) og K

1
(H 2 nK 2 ) undergrupper i G, og der

gælder

(i) H
1

(H
2

n K
1

) <t H
1

(H
2

n K
2

)

(ii) 1\1 (H
1

n K2 ) <1 K
1

(H 2 n K2 )

og

Bevis. At H
1

(H
2

n K
1

) f etc. er undergrupper fØlger af

H1 ~"2 og K1 ~ K2 ·

Et element i H
1

(H
2

n K1 ) kan skrives hx, h E H1 ;:

x E H2 n K
1

og et element i H
1

(H 2 n K2 ) kan skrives ~y,

h E H1
, Y E H2 n K2 . Elementet
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idet og
,,.'1

yxy E H2 n 1'1 • Dette godtgØr (i).

((ii) vises analogt) .

(H
2

n K
2

) og Hi (H
2

n K
1

) er undergrupper i Hi (H 2 n K 2)

og Hi (H 2 n K
1

) < Hi (H 2 < K 2)' Vi anvender Noether' s l. isomor-

fisætning på:

hvor man let efterviser, at (H 2 n K 2) Hi (H 2 n K1 ) :::: Hi (H 2 n K 2 )

og (H
2

n K
2

) n (Hi (H
2

n K
i

)) :::: (Hi n K2 ) (H 2 n K1 )· Vi har der-

for isomorfien:

Hi (H 2 n K2)/H (H n K
1

)
C~ H

2 n K2/(H n K
2

) (H 2
n Ki )

1 2 '1

Højre side er sYlTllTletrisk i H og K hvorfor man får:

K
1

(H 2 n K 2) 11< (H n K 2)
~ H

2 n K21 (H n K
2

) (H 2 n K
1

)
1 1 1

(t) og (tt) giver den ønskede isomorfi i (iii).

Vi er nu i stand til at vise Schreier's forfiningssætning:

(tt i

( :4<)

og

G :::: KO (> K
1

~ ... po. Kt :::: {e} ( **)

være to vilkårlige normalrækker i G.
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Vi angiver nu følgende forfining af (*j idet (**) I'ind--

plantes II mellem Hi _'I og H.
1

for alle

H.(H. 1 n 1<, 1)
l l- J-

H.(H. 1 n K.)
J. l-- J

H. := H. (H. 1 n Kt )
J. l l'-

Omvendt lIindplantes ll (**) i (*):

IC 1:= IC(H O n K, 'I)
J- J J-

K, (H. 1 n K, 1)J l- J-

K.(H. n K. 1)
J l J-

K. = K. (H n K. 1)
J J s ]-

De to skraverede faktorgrupper bliver isomorfe ifølge Zassenhaus'

Lemma. De nedenfor antydede normalrækker er da isomorfe forfi-

ninger af (*) og (**)

(**)
indplantes

( *)
indplantes
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Som fØr nævnt er Jordan-Holders sætnincJ et umiddelbart

37

korollar af $chreier's forfiningssætning. Vi angiver endnu nogle

simple konsekvenser af forfiningssætningen:

Korollar 1. Hvis en gruppe har en kompositionsrække, kan enhver

normalrække (uden gentagelser) forfines til en kompositionsrække.

Korollar 2. Hvis en gruppe har en kompositionsrække af længden

s, er længden af enhver normalrække (uden gentagelser) < s,

og = s netop når normalrækken er en kompositionsrække.

Opgave. Angiven kompositionsrække for en cyklisk gruppe zz n

Hvilken kendt talteoretisk sætning fås ved anvendelse af Jordan-

Holder's sætning?

OplØselighed

Definition. Gruppen G siges at være opløselig, hvis der fin-

des normalrække i G med abelske faktorer.

Sætning. Lad G være en gruppe der har en kompositionsrække.

Da er G opløselig hvis og kun 11Vis en (og dermed samtlige)

kompositionsrækker har cykliske faktorer af primtalsorden.

Bevis. "hvis" klart.

"kun hvis": Benyt Noether's 2. isomorfisætning og korollar

2 øverst på siden.

Sætning. G vilkårlig gruppe. Da gælder:

G opløselig ~ G(n) = e for passende n E m.
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Bevis. 1I~ 11 Lad G l> G
1

l> ••• :1> G
S

= e VCl':'le normaj ra::J,. ke med

abelske faktorer. Da G/G1
abelsk, er (jfr. karakteriseringen

af kommutatorgruppen) Gi C ~. Analogt fAs

G I G G II C G I G1 ~ 2:::> ~'1 ~ 2 og helt arnent:

( i)
G c Gi og fØlgelig = e.

11<:= II GI ~ G og G/GI abelsk

G" <: GI og G'/G" abelsk.

): G i> GI l> G" 1>

faktorer.

1> G(n) = e er normalrække med abelske

Bemærkning. Det ses let, at alle de afledede grupper G(i) er

karakteristiske undergrupper i G, specielt normaldelere i G.

Ovenstående sætning viser derfor, at G opløselig ~ G har en

"absolut" normalrække ( : Undergrupperne er normaldelere ikke

blot i foregående gruppe, men i hele G) med abelske faktorer.

Sætning. G opløselig ~ enhver undergruppe i G er opløselig.

G opløselig ~ ethvert homomorft billede af G er opløselig

Bevis. Umiddelbart ved hjælp af ovenstående sætning.

Sætning. G gruppe. Hvis G ind~holder en opløselig normalde-

ler N så G/N er opløselig, da er G opløselig.

Bevis. Vælg en normalrække med abelske faktorer for N og en

normalrække med abelske faktorer for G/N. Sidstnævnte normal-

række ti indplan'tes "mellem N og G ved hjælp af Noether' s 2. i so~

morfisætning. Samtykning giver da normalrække i G med abelske

faktorer. O : G er opløselig.
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9ætning. Enhver p-gruppe er opløselig.

39

Bevis. Lad p-gruppen G have orden n
p . Beviset fØres ved

induktion efter n.

n :;:; 1 klar (G er da cyklisk) .

Antag sætningen vist for p-gruppen af orden
n

< p • Ifølge

sætning p. 17 er ICentrum for GI ; p. Centrum <l G, centrum

n-1
oplØselig IG/Centrum I ;; p :/li: ifØlge induktionsantagel $en er

G/Centrum oplØselig. Foregående sætning viser, at G er opløse-

lig.

Sætning. Dep symmetriske gruppe Sn er oplØselig for n ~ 4

og ikke-oplØselig for n > 5.

Bevis. n = '1 , 2 triviel, ~= 3, S' = A3 , SH - AI = {e} f
3 3 3

n = 4 S4 ~ (j fr. p. 22) S '" = { e} S oplØselig for n < 4.
4 n

For n > 5 er An simpel og ikke-abelsk, hvorfor An og dermed

Sn ikke er oplØselig.

Bemærkning. At S
n

ikke er opløselig for n > 5 kan bevises

direkte (uden brug af Galois' sætning). Nok at vise

for n > 5. Hertil godtgØr vi:

1) Enhver 3 -cykel er en konunutator,

2) 3-cyklens frembringer hele An.

A = A'n n

Ad 1) (abc) givet; da n > 5 findes d og e så a,b,c,d,e

er indbyrdes forskellige:

(abc) = (dba) -1 (aec) -1 (dba) (aec) .
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Ad 2) Enhver permutation i An er produkt af pax- af transpo

sitioner. To tilfælde:

(ab) (bc) ::: (abc)

(ab) (cd) ::: (ab) (bc) (bc) (cd) - (abc) (bcd).

I bemærkning p. 35 øverst så vi, at G oplØselig

"absolut" normalrække med abelske faktorer.

G har

Definition. Gruppen G kaldes overoplØselig, hvis G har abso-

lut normal række med cykliske faktorer.

Klart, at overoplØselig ~ oplØselig.

EksemEel. Tetraedergruppen ~ A4 er o~løselig, men ej oVerop

løselig.

Definition. G Kaldes nilpotent, hvis G har absolut normalrække

hvor G. 1/G. er indeholdt i Centrum (G/G
l
,).

1- l

EksemEel. S3 er overoplØselig, men ej nilpotent.

Beviset for Sætning p. 35 kan modificeres til at godtgØre

at enhver p-gruppe er nilpotent.

For endelige grupper gælder (ej trivielt): nilpotent ~

overoplØselig, og man har derfor implikationerne (for endelige

grupper)

abelsk ~ nilpotent ~ overoplØselig ~ opløselig,

hvor alle implikationerne er "ægte".
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I analogi med kompositionsrækker (og Jordan-H3lders Sæt-

ning) kan man betragte maximale kæder af undergrupper. Her

gælder en overraskende sætning af Iwasawa ifØlge hvilken en

endelig gruppe er overoplØselig, hvis og kun hvis alle maxi~

male kæder og undergrupper har samme længde.

Opgave. Vis, at mængden af alle fØlger af hele tal

med kompositionen

udgØr en gruppe G. Er G i) oplØselig?

ii) overoplØselig?

iii) nilpotent?

QI2gave. Vis, at (Q,+) er nilpotent, men ej overoplØselig.

(Bevis og benyt, at et fra O forskelligt homomorft billede af

(Q, +) aldrig er cyklisk) .
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Definition: G endelig gruppe f p primdivisor i I GI . Antag

IGI r Brm .En undergruppe i G af orden t kaldes= p ·m f p en

p-Sylowsgruppe.

Inden Sylows sætninger et lille lemma.

Lemma. Lad G være endelig abelsk, p en primdivisor i IGI

Da findes et element i G af orden p.

Bevis: Sæt IGI = n . Induktion efter n. For n = 2,3 er ud-

sagnet klart. Antag lemmaet bevist for grupper af orden < n .

Vælg a + e i G og lad A = cykliske undergruppe frem-

bragt af a. lAl = Ord a = t f t > 1 . Vi skelner mellem to

tilfælde.

i)

ii)

pit

Pft
da er a! et element af orden

p

da vil pil = IG/AI

p .

IfØlge induktionsantagelsen findes et element (!?) i G/A af

orden p. (Idet IG/AI < n)

for ~) gælder bP E A , b et A

de i. Da ord a = t er bPt

nok at vise, at e . Men

d.v.s. for en repræsentant b

og derfor b P = a i for passen

t p= e eller (b) = e . FØlgelig

b t = e ville medfØre b t = e

og dermed pit i stand med antagelsenii) D

Sylows 1. Sætning. Lad G være endelig gruppe , p primdivi-

sor i IGI . Da findes en p-Sylowsgruppe i G.

Bevis: Induktion efter IGI . For "små" ordener er sætningen

triviel. Antag sætningen vist for grupper af orden < IGI

To muligheder:
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1) 3 ægte undergruppe H i G Sd pil G: ri]

2) For alle ægte undergrupper H i G gælder pi [G:H] .

ad 1) IfØlge induktionsantagelsen findes en p-Sylowsgruppe

i H . Denne vil - da pf[G:H] - også være p-Sylowsgruppe i

G.

ad 2) Vi inddeler elementerne i G i ækvivalensklasser m.h.t.

konjugering (jfr. p. 18). Da gælder

I GI :::: I centruml + L [G:Na ]
visse a

[G:N ] > 1a

hvoraf sluttes, at p' I centrum I • IfØlge lemmaet p.42 findes

et element a E centrum af orden p. Den af a frembragte

cykliske undergruppe A er normaldeler i G. Vi betragter nu

den kanoniske afbildning K af G
l)

pa G/A (= G*)

G G* :::: G/A

- - -
A I-------.J!jll

e

Da IG/AI < IGI findes på grund af induktionsantagelsen en

, da

o

r ,.,.LIGI :::::: p -ro·, fjJllD.V.s. hvisp-Sylowgruppe P* i G*

r-1er Ip*1 = p . IfØlge Noether's 2. isornorfisætndng er

p :::: K -1 (p*) en undergruppe i G so P/A ~ :
I

r-·1 rIpl :::: p p:::: p . p er altså p-Sylowgruppe i G

Korollar 1. (Cauchy). Hvis p er en primdivisor i ordenen af

en endelig gruppe G, da findes element i G af orden p .
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Korollar 2. Lad G være en gruppe af orden n2p , hvor p

er et primtal. Da er G oplØselig.

Inden Sylows 2. sætning indfØrer vi for en undergruppe II i

G normalisatoren N
H

som N
H

= {g E GlgHg- i = H} N
H

bliver

undergruppe i G; klart, at H ~1 N
H (IØvrigt ses l~t, at

NH er den stØrste undergruppe i G der indeholder H som

normaldeler) .

To undergrupper Hi og "2 i G kaldes konjugerede

hvis for passende g E: G . Man ser let, at "kon~

jugeret" er en ækvivalensrelation. I analogi med et tidligere

argument ses, at antallet af med H konjugerede undergrupper

Sylows 2. ~ætning. G endelig gruppe, p primdivisor i IGI

Alle p-Sylowgrupper i G er indbyrdes konjugerede, og enhver

p-undergruppe i G er indeholdt i en p-Sylowgruppe.

Bevis: La,d P være en p-Sylowgruppe i G, og S vilkårlig

p-undergruppe i G. Lad {p,} være de med P konjugerede
l

undergrupper, hvis antal er [G:N] . p, kaldes S-ækvivalentp l

S-ækvivalente undergrupper er

I nedenstående lemma viser vi, at

s E S . Antallet af

[S: (S n

for passende
-1

p, = sP.s
l J

hvismed

med

Ved optælling fås derfor en relation

[G:N )
p

I: [s:(srlP.))
visse i l

derfor for mindst et i og dermed S c p,
l

Beviset derfor færdigt modulo:
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Lenuna Hvis p p-Sylowgruppe i G; S p-undergruppe i G r

da er

Bevis

S n N - S n p ., p

Sæt Si S n Np . Klart, at

undergruppe i N ' Noethers 1.
p

N og
P

isomorfisætning anvendes:,

o
Specielt er [S1P:P] = [Si: (Sinp)] . Da P,t[S1 P : P ] og da

[Si: (Sinp)] er divisor i en potens af primtallet P er

[Si: (Si np)] = 1 Si = Si n p og følgelig S n Np :::: S n p . O

Sylows 3. sætning, G endelig gruppe, p primdivisor i IGI

Antallet af p-Sylowgrupper i G er divisor i IGI og - 1

(mod p)

Bevis Antallet af p-Sylowgrupper er [G:N] ,hvor p er enp

vilkårlig, men fast p-Sylowgruppe. Som i beviset for Sylows

2. sætning fås:

L [P: (P n p,)]
" lvlsse l

(>I< )

Her har vi: p~[G:Np] og [p:(p n Pi)] c potens af p (evt. 'l)

[P: (P n p,)] = 1 (=} P :::: P, (da I P I = ip, I) .
l l l

FØlgelig forekommer på hØjre side af (*) netop en addend 1 ,

mens resten er delelige med p . D.v.s. [G:N ] =; 1
p

(mod p) O

Bemærkning. Lad P være p-sylowgruppe i G. Da gælder åben-

bart: P G (=} [G:N ] = 1 (=} netbp ~n p-Sylowgruppe i G
p

QEgave. Vis, at i ovenstående si tua'U_on gælder P G "'*' P
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karakteristisk undergruppe i G.

Anvendelser.

§ætning. En gruppe G af orden pq, hvor p og q er prim-

tal, er oplØselig.

1
11

Bevis. Kan antage (jfr. sætning p. 19) P * q f.eks. p > q .

IfØlge ovenstående bemærkning findes netop en p-Sylowgruppe,

der er nornlaldeler og sammen med G og {e} udgØr normalræl(ke

med qbelske faktorer.

sætning. Lad p og q være forskellige primtal som p ~ 1

(mod q) og q ~ 1

orden pq cyklisk.

(mod p) . Da er enhver gruppe G af

Bevis. Ved anvendelsen af Sylows 3. sætning og ovenstAende

bemærkning ses, at G indeholder cykliske normaldelere P og

Q af orden p , resp. q . Lad a (resp. b) være frembrin-

gere for P (resp. Q) Da P ...c:;J G , Q <j G vil

-1 -1
Idet lp n

Q I' p
lp n Qllqaba b E P n Q . og er

p n Q :::: e d.v.s. a og b er ombyttelige. Derfor er

(ab)P = b P t e og (ab)q = a q * e . Følgelig er Ord (ab) - pq I

d.v.s. G er cyklisk med ab som frembringer. D

Hvis gruppen G har roden 2P q , p og q pr irnt <:\1 I

er G oplØselig.

Bevis: Vi kan antage p t q (jfr. sætning p. 36). Der er nok

at vise, at der kun findes en p-Sylowgruppe eller en q-Sylow-

gruppe. Hvis p > q giver Sylows 3 .. sætning umiddelbart, at

der er netop en p-Sylowgruppe. I tilfældet p < q fØres bevi-

set indirekte. Antag, at såvel antallet af p~Sylowgrupper som
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antallet af q-Sylowgrupper er > 1 . Der må da findc[~ (mindst)

2q p-Sylowgrupper og p g-Sylowgrupper. To forskellige q-

Sylowgrupper har kun e fælles. To forskellige p--Sylowgrupper

har hØjst p elementer fælles. FØlgelig måtte G have mindst

22222P (q-1) + (p -1) + (p -p) + 1 = P g + p -p elementer.

Modstrid! O

Ved analogt optællingsargument fås:

Sætning. Hvis gruppen G har orden pg r, hvor p, g er

primtal, er G oplØselig.

I næste afsnit skal vi vise: I GI kvadratfri ~ G oplØselig.

Ved brug af mere dybtliggende metoder kan vises

sætning. (Burnside) Hvis gruppen G har orden pg.gb , P

og q primtal, da er G oplØselig.

Sætning. (Feit & Thompson, Pac. J. Math. 7963, 775-1029 (!))

EnhVer gruppe af ulige orden er oplØselig.

Opgave. Lad n være af formen p·a, p > a, p et: primtaL

Vis, at enhver undergruppe af orden pa i den symn1etriske

gruppe Sn er abelsk.

Vi stiler nu mod at vise en generel sætning af Burnside,

der bl.a. indebærer, at en gruppe af kvadratfri orden

(~ : Produkt af indbyrdes forskellige primtal) er oplØselig.

Hertil studerer vi fØrst begrebet "Verlagerung",

Lad G være en endelig gruppe og H en abelsk undergruppe i

G . Vi definerer nu en afbildning IVer1agerung" Ver (x) , x E: G ,

fra G til H. Lad g1' ... ,gn være et fuldstændigt repræsen-
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tantsystem for hØjresideklasserne til li, alts&:
n

G = U giH (disjunkt forening).
1=1
For ethvert x E G er også xg1 , ... ,xg

n
et fuldstændigt

repræsentantsystem for hØjresideklasserne til H, d.v.s.

eller xg. - g (')'h ,
1. x 1. x, J..

{1,2,o.o,n} o

så Xg,H::::: gjH
l

permutation af
n

Ver(x) = n h ,
1=1 X,l

Vi sætter nu:

V :3 I g. , j = x ( i)
g, J

l

hvor i 4 x(i) er en

Da H abelsk er produktet uafhængig af faktorernes rækkefØlge.

Denne definition er tillige uafhængig af valget af repræsen-

tantsystemet for højresideklasserne til H o Ethvert andet re-

præsentantsystem kan ~krives
,..., '"

gi hi ' .. o , g h ,hvorn n

hi 'o •• ,hn E li . Fori hvert i, 1 < i < n , fås

'" '"x(g.h.) = g (.)h ,h,
l l X l X,l l

g ,h. '" -1 '"= ( x (:1.) x ( J..) ) • (hx (l') h , h , )
X, l ]_

således at

n -1
n (h (,)h .h,) =

i=1 x l X,l l

n '" -1
n h (')i=1 x l

n n rv

n h l n hf :::::
i=1 X,J.. i=1 l

n
n h ,

. 1 x, 1.1=

hvor vi har udnyttet, at H er abelsk og i 4 x(i) er en

permutation af indexmængden {i, ... ,n}

Vi viser nu, at Ver er en homomorf ind i H o

Lad være fuldstændigt repræsentant sys tem for højre-

sideklasserne til H og lad x og y være vilkålige elemen-

ter i G.

Hvis

xg,
1.

'h
= gx(i) x,i og

h
= gy(i) y,i (1 -< i < n)

vil

h (')'h .= gx(y(i)) x,y l y,1. (1 < i -< n)
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hvorfor Ver(xy) ==:

n
n (h ·h.) -

1=1 x,y(i) y,l

n
n h ,

j ==:'1 X,Y(:L)

n
II h .

i.c.c'j y, J

Ver(x) ·Ver(y) O

I stedet for hØjresideklasser kunne vi have betragtet

venstresideklasserne

n
G ==: U Hg

i=1
(disjunkt forening)

og have indført

entydigt bestemt

A
Ver(x)

x(i)

n A

n h , når g.x ==: h . g (') for
i==: 1 x,i l X,l X l

A

E {1, .. .,n} og hx,i E H . Ver vil

da som fØr være veldefineret og en homomorfi fra

(disjunkt forening)G :::::(dis j unkt 'form), vil . Af

til H .
n
U Hg.

i==: 1 l

G

G -nårVx E: G r thi

n -'1
U g. H

. 1 l1=

Ver(x)Ver(x) =Vi hævder, at

fØlger og derfor

Ver(x·- 1 ) =
n A -1
n h .

i=1 X,l

n A 1
( n h .)
i=1 x, l

JI'\ -1
:= (Vel' (x) )

A
Da Vel' er en homomorfi, fås heraf Ver(x) := Ver(x) O

Vel' er altså en veldefineret homomorfi fra G til H ~ uaf-

hængig af valget af repr<.esentanter for sideklasserne , . uafh~!l-'

.9..ig af hØjre og venstre.

Endelig viser vi, at for ethvert x E G kan Ver(x) skrives
n -1 t

kVel' (x) = n Yk x Yk hvor Yk E: G t k E :IN , (1 < k < n)- -k:=O .
n

og r t
k

= [G:H]
t=O

Hertil

angiver vi først et bestemt (af x afhængig) repræsentantsy-

H . Lad to være mindste
t -1

H,xH, ... ,x O H indbyr~

stem for højresideklasserne for
t

naturlige tal med x O E H . Da er

des forskellige hØjresideklasser. Hvis to = [G:H] er disse
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samtlige sideklasser. Hvis

t) '1( ,

U x.:J H
j:=O

Lad ti være mindste
t o-1

H , xH, ••• , x II, Y1H

hØjresideklasser. Hvis

naturlige tal med
t -1

, 1xy1 H, ... , x y 1H

t +t '" [G:H]
O 1

t'l
x 1 Y1 E Y1 H • Da er

indbyrdes forskellige

er disse samtlige side-

klasser. Hvis t O+t
1

< [G:H] vælges

Y2 E G , Y2 (UXjH UX
j Y

1
H. Lad da t 2 være mindste natur-

t
2lige tal med x Y2 E y 2H • Da er

t-·1 t-i t-i
H,xH, ... ,x O H'Y1 H, ... ,x 1 Y1 H'Y2 H, ... ,x 2 Y2 H indbyrdes for-

skellige sideklasser etc. Alt i alt fås repræsentantsystem

t -1 t -1 t ,-1
e, x, ... ,x O ,y1 xy 1 r' ••• ,x 1 y 1 ' ••• r Yr' xyr' ... , x r y r hvor

t O+t1 + ... + t r = [G:H] . For dette repræsentantsystem ses let,

at

n

Vi vender nu tilbage til Sylowgrupperne. FØrst et

Lemma. Lad G være endelig gruppe og P en abelsk p'--8ylow··

gruppe (p primdivisor i IGI) . Hvis to elementer

a og b E P er konjugerede i G, da er de også konjugerede

inden for N
p

Bevis: Da P er ab~lsk, er

b er konjugerede i G, er

Heraf fås:

p ~ Na og P ~ Nb . Da

-1
B = xax for passende

a

x E

og

G .

N :::: xN
b a

-1
x

Af

p

-1 -1
p c Na fØlger xPx c xN a x = Nb

-1og xPx er nu begge p-5ylowgrupper i N
b

er ifØlge

Sylows 2. sætning konjugerede inden for Nb ' d.v.s. der
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findes y E Nb

Men ligningen

så. p::::

b :::: yby

-1 -'I
y(xPx )y . Dette viser, at

--1 y(xax- 1 )y-1::=: (xY)<;-1(xy)-1

Yx ( N. P

viser,

at a og b er konjugerede inden for N
P

D

Bur~side's sætning, Lad G være en endelig gruppe og P en

p-Sylowgruppe (p primdivisor i IGI) Hvis p c centrum for

N ,da findes normaldeler N i G som G/N ~ P .
P

Bevis: Da P er indeholdb i centrum for N ,er P abelsk.
p

Vi kan derfor betra~te Verlagerung Ver: G ~ P . Sæt N = Ker(Ver)

da er N G Sætningen er bevist, nå.r vi har godtgjort, at

Ver(G) :::: p ; vi viser endda Ver(P) :::: p ,

Lad x E P Ved bemærkning p. 49-5 O er

Ver(x) = E:: p ,
n
L t

k
k=1

:=: [G:p]

og derfor ifØlge lemma også. konjugerede medjugerede med
t

kx inden for

er inden for kon--'G

så.N ; D.v.s. der findes
p

liggende faktorer
t

k
x

pDe i

t
k -1 t

k -1
Yk x Yk = zk x zk

Men E P centrum for N hvorfor
t k -1

t
k

x p og c zk x zk - x
P

Alt i alt Ver(x)
Itk [G: p]

E P Da Per = x k = x Vx . er

p-Sylowgruppe, er Ipl og [G:p] indbyrdes primiske. Der

findes da hele tal a og S så. alPI + S[G:p] '" 1 , Heraf

for x E P

IPI-o: S'[G:p]x :::: X ·x

Altså. er P ==: Ver (p) [J

Inden vi giver anvendelser af Burnside's sætning indfØrer vi
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et nyt begreb. Lad H være undergruppe i en gruppe G. Cen-

Klar-t, at '(H er undergruppe i G og

tralisatorep
________H.

defineres som H :::: {x E GI xh :::: hx Vh E H}

H ~ NH ' Hvis spe~

cielt H:::: G er centralisatoren gruppens centrum.

Lerrnna. Lad G være en endelig gruppe og P en undergruppe.

Da er [N:
p en divisor i IAut(P) I

de fine-

Afbild-p

isomorf med en undergrup-

er afbildningenN
P

, x E: P , en automorfi for

(g ~ lPg ) er en homomorfi hvis kerne

. FØlgelig er ]pI
, hvoraf lemmaet fØlger. O

For hvert g E:

lPg(X) :::: gxg- 1

lP: N -) Aut (P)
P

Aut(P)

Bevis:

ningen

ret ved

netop er

pe i

Ved hjælp af Burnside's sætnlling og lemmaet kan vi vise

Sætning. Hvis alle Sylowgrupper i en endelig gruppe G er cyk-

liske, da er G opløselig.

Bevis: Lad os skrive

indbyrdes forskellige primtal. Beviset fØres ved induktion

efter r.

For r:::: 1 er sætningen triviel.

Antag sætningen vist for grupper, hvis orden hØjst er delelig

med r-1 primtal.

I fØlge lerrunae-t

[N,s

Lad P1 være mindste primdivisor i IGI og lad P være
1)1

en P1-Sylowgruppe. P er cyklisk af orden P1 Idet p er

ses let, at Aut(P) ~ (den multipli
C<1

P1 6g Aut(P)

isomorf med (2Z 1)1 ,+)
P1

kative gruppe af de primiske restklasser modulo
1)1 1)1- 1 0: 1 -1

har derfor orden P1 - P1 = P1 (P1-1)

I) -·1
divisor i P1 1 (P1-'I). Da P specielt erer
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abelsk, er P c ; da P er P1~Sylowgruppe, er

dette, at der findes

og da I G I fP1 er mindste primdivisor i

0: 1 -1
P1 (P1- 1 ), at

N
p

= . Dette betyder, at P er inde···

Np . IfØlge Burnside's sætning medfØrer

normaldeler N i G som G/N ~ P .

for

primisk med

indebærer [Np:

[N : ( ] = 1, P
holdt i centrum

Idet
0: 2 O:r

INI = P2 "'Pr vil enhver Sylowgruppe i N også være

Sylowgruppe i G og derfor være cyklisk. IfØlge induktionsan-

tagelse er N således oplØselig. Eftersom N og G/N ~ P

er oplØselig, er G oplØselig ifØlge sætning p. 3& Ol

Bemærkning. En alternativ formulering af sætningen er: En

endelig gruppe G er oplØselig, hvis der til enhver primtals-

potens pO:, som går op i IGI findes et element i G af

orden o:
p

Korollar. (jfr. p. 47). En endelig gruppe af kvadratfri orden

er oplØselig.

Endnu en lille anvendelse:

Sætning. Lad G være endelig gruppe af orden 2·n hvor n

er ulige. Da findes en og kun en undergruppe af orden 11 •

Bevis: Ovenstående bevis giver umiddelbart existensen af en

undergruppe N G så G/N C;,! 2Z 2 ':> : I NI = n .

At N er eneste sådanne undergruppe fØlger af, at N

kan karakteriseres som mængden {g2 lg E G} af kvadrater i

G. O

SætninSJ:. Lad G være en endelig simpel ikke-cyklisk gruppe.

Hvis IGI er lige, er IGI delelig med 8 eller 12 •
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Bevis: Skriv IGI = 2n . Hvis n var ulige, viser ovenstå

ende sæt'ning, at der findes N G så. G/N ~ 2Z 2 • Dette

strider mod, at G er simpel, men ej cyklisk. 11,1tså [021

411 GI , d.v.s. I GI :;:: 4k , k E ]N . Vor opgave er at vise

k ulige => 31k

Lad P være en 2-Sylowgruppe i G. Da k er forudsat ulige,

må. p have orden 4 . P kan ikke være cyklisk, da G ellers

ifØlge beviset for sætningen p. 52 indeholdt normaldeler N

med G/N ~ 2Z 4 i strid med, at ~ er simpel. Altså må p

være isomorf med Kleins Vierergruppe ". 4 • Da Aut (

ifØlge lemmaet p. 48 være divisor

ville indebære (Burnside's sætning),

(hvorfor? )

i 6 . Da

[N : " ] ~~p p

må. [N: ( J
p p

2t[Np : -(pJ ,

1

er [N :
p

J == 1 eller 3 .

at G in~

deholdt normaldeler N
o

G/N ~ i strid med l at G er, sa ~

simpel. Altså. er [N : (pJ = 3 hvorfor 311 G I og derfor
p

31 k. D

Bemærkning. Ovenstående sætning skyldes Burnside. Han fonno·-

dede, at forudsætningen " I GI er ligelI kunne undværes. Dett,e

blev bekræftet i 1963 af Feit-Thompson (jfr. p. 43). E~~ver

endelig simpel ikke-cyklisk gruppe har således orden delelig

med 8 eller 12 . Man kan vise, at ordenen af en endelig

simpel ikke-cyklisk gruppe er delelig med 16 , 12 eller 56 .
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I dette afsnit vil vi under ~t behandle en fundamental struk-

tursætning for abelske grupper og - ved videreudvikling af

metoderne hertil -- vise lineære grupper, hvorved vi specielt

lærer en ny familie af simple grupper at kende.

For abelske grupper skriver vi kompositionen additivt med

t . Det neutrale element bliver da O , det inverse til a,

-a og vi definerer for n E ~

fa + ... + a n addender (for n > O)

for Ona

~1- (:na)

n ::::

for n < O .

Da gælder:

(n+m)a :::: na + ma

n(ma) :::: (nm)a

n(a+b) :::: na + nb

Vn ,m E 2Z

(+ her benyttes kommutativiteten)

For en abelsk gruppe G defineres torsionen G+ ved

GT :::: {g E GIng:::: O for passende n E ~ , {O}} , d.v.s.

GT :::: elementerne i G af endelig orden. Det ses let, at GT

er en undergruppe i G. Hvis G:::: GT kaldes G en torsions~

gruppe. Hvis G :::: O
T

kaldes G 'torsionsfrl.

Eksempel. G endelig ~ G torsionsgruppe

(~1 +) og (]Ri +) er tors ionsfri .

Bemærkning. For enhver gruppe G gælder (G/GT)T:::: O .

Definition. Endelig mange elementer i en abstrakt gruppe G
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0. 1 , ... ,an kaldes uafhængige, hvis

h A =
n'""'h "" h = On

En vilkårlig mængde af elementer i

gig hvis enhver endelig delmængde af

henhold til ovenstående.

G {a o}
l

{a o }

l

kaldes uafhæn-

er uafhængig i

Definition. En delmængde S c G kaldes et frembringersy-

stem for G, hvis ethvert element i G kan skrives som

2Z -linearkombination af endelig mange elementer i S. G

kaldes endelig frembragt, hvis G har et endeligt frembringer-

system.

Definition. G kaldes fri, hvis der,findes et uafhængigt

frembringersystem for G, d.v.s. en familie af elementer

{eo} som ethvert element i 'G entydigt kan skrives som
l

æ -linearkombination af endelig mange elementer i {e o} • Et~
J.

hvert sådant uafhængigt frembringersystem kaldes en basis for

G .

Eksempel: 2Z
n d.v.s. alle ordnede n-tupler af hele tal med

komponentvis addition udgØr fri abelsk gruppe.

Bevis:

af

En endelig gruppe + O er aldrig fri. Dette fØlger

Sætning. G abelsk gruppe. Da gælder G fri ~ G torsionsfri.

Bevis: Simpel Øvelse. o

Eksen~. (o +) er torsions fri men ej fri.
I

Qpgave. Er den multiplikative gruppe

tionale tal fri?

af positive ra-
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Er den multiplikative gruppe (m+,·) af positive reelle tal

fri?

Eksempel. Mængden af alle fØlger af hele tal, der er O fra

et vist trin (afhængigt af den enkelte fØlge) udgØr med korn-

ponentvis addition en fri abelsk gruppe. Man kan vise (ej

trivielt), at mængden af samtlige fØlger af hele tal med kom~

ponentvis addition udgØr en ikke-fri abelsk gruppe. Ved argu-

menter kendt fra den lineære algebra i Mat. 1 fås let:

Sætning. Alle baser for en given for abelsk gruppe har samme

elementantal. Dette fælles elementantal kaldes GIS rang.

vilkårlige elementer

Sætning.

der for n

Lad G være fri med en basis u
1

I ••• ,u
n

. Da gæl

E G , der på

grund af basisegenskaben for u
1

, ... ,u
n

(entydigt) kan

skrives

A (nxn) Matrix med heltalselementer

Bevis: """,,"

at 'tf' 1 . 'V"n er basis for G ~ det A == ±1

1 ' ••• , 1t"n basis medfØrer eksistensen af en he1

talsmatrix B så

(::) ~ B {:J, hvoraf (::) ~ B A C:)
d.v.s. § ~ == E . FØlgelig er (det~)· (det 8) == 1 og dermed

det A ±1. "<=" Da det A =J: O er 1 ... ~ uafhængige, Da

det A == ±1 vil
-1

A have heltallige elementer. FØlgelig er
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V'j"" ,vn
er tillige frembringersæt

for G og dermed basis for G. D

Bemærkning. En heltals matrix med determinant ±1 kaldes

" un imodulær".

Sætning. Lad G være en fri abelsk gruppe af (endelig) rang

u . Da er enhver undergruppe A af G fri med rang < n .

Bevis: Induktion efter n .

n = O: Intet at bevise.

Hvis n = 1 er G ~ ~--- og enhver undergruppe har. formen ~ a ,

d.v,s. fri af rang 1

a = O)

(hvis a + O) eller af rang O (hvis

n-i ~ n: Lad u 1 , ... ,un være basis for G, Ethvert a E A

kan entydigt skrives a = h 1 U
1

+ ... + h
n

u
n

,h1 , ... ,h
n

E ~. N~r

a gennemlØber A vil de tilsvarende koefficienter h n udgØ--

re en undergruppe i ~. Lad denne have formen ~ y t Y E ~.,

Vi skelner nu mellem to tilfælde:

1) y = O

tageisen

da er A c 2Z u 1 +...+ 2Z u 1n-

er A fri af rang < n-i < n .

ifl. induktionsan-

2) y + O . Lad v være et element i A osa
, ,

v = h 1u 1 + ..•+ h 1u 1 + 'yu . IfØlge induktionsantagelsenn- n- n .

er An (~u1+... +2ZUn_1) fri af rang p ~ n-i . Lad

\Ti t··· tV p være en basis for A n (~u1 + ... + ~ un - 1 ) " Bevi-·

set afsluttes ved at godtgØre, at

A .

en basir:; for
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i) v 1 , ... ,V v- frembringer A; thi lad
- p, ---

a E A

It II

stillinger a = h i u 1 .+···+ h n - 1u n- 1 + hyun Da er

a-hv E A n (ZZ u 1 +...+ ZZ un - 1 ) a--hv er ZZ ~linearkornbi-

nation af

af

v1 ,···,vp

v 1 , .. ·,vp ,v.

Dermed er a en ZZ -linearkombination

ii) vi" .. ,vp , V er uafhænq~ge; thi antag

'Y 4: O ,

. Ved

dases,

kpvp + kv = O , hvor k 1 , .•. ,k p , k E ZZ

som ZZ -linearkombination afv1 ' ... ,v vp,

og se på koefficienterne til

at skrive

at k = O . Da er uafhængige, må

Altså er Vi ' •.. , v p, V

p+ 1 < (Il -1) + 1 = Il

en basis for A . Antallet er

Bemærkning. Lad F' være fri undergruppe i den fri gruppe G.

Rang F = rang G medfØrer ikke at F = G (modeksempel?)

Den næste sætriing er fundamental for både abelske grupper og

lineære grupper.

Elementærdivisorsætningen. Lad F være fri abelsk gruppe af

endelig rang u og G en (ifølge foregående sætninger nØd~

vendigvis) fri undergruppe af rang m(~ n) . Lad u i '· .. ,un

være basis for F' , Vi" ",vm basis for G. Lad med passen

de (mxn) heltalsmatrix ~

Ved basisskifte for F og G kan opnås at transformations

matricen A herved fØres over i en diagonalmatrix

( ~ : Nuller uden for dj.agonalen). Alternativ formulering:
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Der findes ~nimodulær (mxm) f resp.

resp. 2 så (jfr. sætning p. 51)

(nxn) matricer P

o
P A 2 for passende hele tal

Bevis: Vi viser, at A kan bringes på den Ønskede form ved

successiv anvendelse af fØlgende to operationer:

1 ) erstattes u. med u. + yu. (i ::j: j ) , y E 2Z . Dette sva-
l l J

rer til, at man i A subtraherer y (i te søj le) fra den

.te
sØjle.J

2) erstatter vi med

rer til, at man i A

ke.

v. + yv.
l J

adderer y

(i ::j: j) , y E 2Z , Dette sva~

(jte række) til den i te ræk-

Uden indskrænkning kan A antages ::j: O . Betragter nu

alle de matricer der f~s ud fra A ved successiv anvendelse

af 1) og 2). Lad E være det numerisk mindste hele tal ::j: O ,

der på nogen plads optræder i en af disse matricer. Ved 1) og

2) kan E fØres op på 1ste række og 1 ste sØjle. Ved yderlige-

re anvendelse af 1) og 2) kan man opn~, ~t alle øvrige elemefi

ter i 1ste række og 1ste søj le er O • (Ved denne og den fore~

g~ende reduktion benyttes Euklid's algoritme p~ velkendt måde)

h kan således føres over i en matrix af formen

hvor 81 er (m-1)x (n-i) heltalsmatrix. Ovennævnte proces

gentages på hi der fØres over i en matrix af formen
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o

, hvor A=2 e:r

næst anvendes processen på A=2 etc. Efter endelig mange

skridt fØres

form. O

A= herved over i en matrix af den Ønskede

Vi bringer to anvendelser af elementærdivisionssætningen:

Hovedsætningen om endelig frembragte abelske grupper og bestem'-

melsen af konunutatorgrupper for visse lineære grupper ,. hvor-'

ved en ny familie simple grupper findes. Vi tager sidstnævn-

te anvendelse fØrst.

Vi bemærker fØrst, at matricen der bevirker basisskiftet

ved 1) i ovenstående bevis er
a

cen, der har 1 par

E + vE .. , hvor E. . er matri·-
'=}.J =~J..,J

(i,j)te plads og ellers lutter nuller. Til~

svarende for basisskif·tet 2). ft'S.tricer af denne form (H:j) kal-·

des element{€re. De har åbenbart determinant 1.

I kraft af ovenstående bemærkning og (beviset for) elemen-

tærdivisorsætningen fås således:

Sætning: Lad A være vilkårlig (mxn) heltalsmatrix. Da fin-

des elementære (mxm)
I ,

matricer ~1' ... ,~~ og elementære

(nxn)
Il " osa

, , " "
li1 ' ... ,li~ A li1 ...~v = diagonalmatrix

o

E: m

TilfØjels~. Ovennævnte g~lder også (beviset endda kun lidt

simplere) , hvis vi i stedet for frie abelske grupper betrag-

ter vektorrum over et vilkårligt legeme. Specielt gælder oven-

stående sætning for matricer med elementer i et legeme.
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De to fØlgende lenm1aer viser vi generel t for en vilkårl1g

kommutativ ring med et et-element for ikke at sku11E~' s}ælne me1--

lem gruppetilfældet og vektorrumstilfældet. Begrebet "elemen-

tær matrix" overfØres uden videre til matricer over en vilkår-

lig kommutativ ring med et,,;.element.

Lemma 1. Lad a og b være invertible elementer i ringen

R . Da kan (a 0\
\0 b) ved multiplikation af elementær matriger

(fra venstre og hØjre) fØres over i matricen (6 ~b) "

Bevis: (6 O \ ::::

ab)

(:b-b
0\

(~
1

0\ C 0\ (1 -~)-\ (a D1 ) ~) O b) 1-a 1) \0

Ved successiv anvendelse af dette lemma fås wniddelbart

Lemma 2.

Da kan

Lad være invertible elementer i ringen

a
1

O O O

"~.

O ~2
O O

rO o
ii

\ O a /
;;n "

ved multiplikation af elementære matricer (fra venstre og højre)

fØres over i matricen

1

O

O

O

O

1

O

O O••• O

O••••••• O

'I O••••

\

\
I

for en vilkårlig kommutativ ring R med et element defineres

den generelle lineære gruppe af_ Grad n GL(n,R) som gruppen

(med sædvanlig matrixmultiplikation) af alle (nxn) matricer
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med elementer i R og determinant et invertibelt element

R •

Den specielle lineære gruppe af grad _r_l_ SI~LBL.

defineres som underguppen i SL(n,R) best~ende af matricerne

med determinant 1

Ved determinantafbildningen er

g~uppen af invertible elementer i R, ses (idet

SL(n,R) = Ker(det)) at SL(n,R) c::J GL(n,R) og

GL(n,R)/SL(n,R) ~ R* .

Heraf fØlger, at kommutatorgruppen GL(n,R)' er indeholdt

i SL(n,R)

Vi vil nu vise at for R = ~ eller et vilkårligt legeme

gælder GL(n,R)' = SL(n,R)

viser fØrst:

(på nær en enkelt undtagelse), Vi

Sætnina. Hvis R = ~
-'----"'-

eller et vilkårligt legeme kan enhver

matrix A E SL(n,R) skrives som produkt af elementære matricer.

Med andre ord er SL(n,R)

matricer.

frembragt af mængden af elementære

Be~is: på grund af sætningen p. og (tilføjelsen) findes

elementære matricer
, "

E E
~~lJ ' ~~i

E~ = (:1

" så

o \
a )

n

hvor 1 = det h = a i ... a n .

IfØlge lemma 2, p. 57 kan ved multiplikation

med elementære matricer fØres over i
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1

Da den reciprokke matrix af en elementær matrix selv er

elementær (bemærk at (~+ YJ-.;,j)-1 = 1',: ~ Y1',: .. ·)
- - - -l]

fØlger herc,:tf,

at A er produkt af elementære matricer. O

sætning. Hvis R = ~ eller et vilkårligt legeme gælder for

n > 3 SL(n,R) = SL(n,R)' . Specielt er GL(n,R)' = SL(n,R)

for n > 3 •

Bevis. PA grund af foregående sætning er det nok at godtgøre,

at enhver elementær matrix tilhØrer SL(n,R)' . Vi viser endda,

at enhver elementær matrix er en kOnuTmtator i SL(n,R) Lad

E + yE være en vilkårlig elementær matrix 1 < i,k < n
=i,1< -

i :f k Da > 3 findes j 1 < j < n o i,j k er. n sa og
- ::: :::

indbyrdes forskellige. For et sådant j gælder:

(~+y~. .) (.E.+E.. k) (E+yE. .) -1 (E.+8. J) -1 ==
- -l,] --l,' .. l,] ===l,~ ~+YEi,jfk D

Sætning. Hvis R et et legeme med mindst 3 elementer gælder

GL(2,R)' ==SL(,2R)

Bevis: Skal blot godtgØre, at SL(2,R) ~ GL(2,R)' " Ved samme

argument som i foregående sætning er det nok at vise, at enhver

elementær (2x2) matrix er en kO'n1Jnutator i GL(2,R) Da R

har mindst 3 elementer findes et element u * {~ . For et vil

kårligt y E R gælder nu:

(1

'O
(u,o (

. 1

I, O

_y \'1
1~U)
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og tilsvarende for (1
\y

0\
1)

[]

2EQave. Vis, at for R = ZZ / ZZ2 (legemet med 2 elementer) er

GL(2,R) = SL(2,R) ~ S3 og SL(2,R)' = GL(2,R)' dermed en ægte

undergruppe i GL (2, R) = SL (2, R) . Forl1dsætn ingen i foreg 2l(c' nde

sætning ang~ende R er s~ledes nØdvendig.

Sætning. Hvis R er et Jegerne med mindst 4 elementer gælder

SL(2,R)' = SL(2,R)

Bevis. Da R har mindst 4 elementer findes et b E R , s~

b :f O , b 2
:f 1 Vi er

(: n (: )1 -'l
2

(6 a\
o , (1 f) (1. a(b ~1))

1 .J 1 ' \0 \ o 1b

for ethvert a E R . Da b 2-1 t- O gennemlØber a(b2-1) , a E R ,

alle elementerne i R. FØlgelig er enhver elementær matrix kom-

mutatol' i SL(2,R) o

Opgave. Vis, at for R = ]R , de reelle tals legeme, og n = 2

er -E E SL(2,IR) I men -E kan ikke skrives som en konmmtat.or

(J', -E :f A B A-- 1 B- 1 for alle ~d2 E SL(2,lR)) .

Vi er her i stand til at give en ny familie af simple grup-

per. Lad nu R være et kommutativt legeme K . En enkelt udreg-

nina viser, at centrum(SL(n,K)) = matricerne

o
\

O

O
)

, \ E K , \n = 1 . (Benyt, at matricerne i cen

\.

trum kommuterer med alle elementære matricer). Den projekt.ivE~

specielle lineære gruppe PSL(n,K) af grad n over K defi-

neres som SL(n,K)/centrl1m(SL(n,K))
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Vi stiler mod at vise, at PSL(n,K) er simpel for n ~ 3 og

alle K og simpel for n = 2 når K har mindst 4 elementer.

Vi indfØjer nu et par bemærkninger om det projektive rum

P(n,K) . For et kommutativt legeme K lad V(n+i,K) være

det(n+1)-dimensionale vektorrum over IZ. I V(n+1,K) '" {O} de""·

fineres en ækvivalensrelation ved a ~ b ~ 3\ E K '" {Ol så

~ = ~~ . Mængden af ækvivalensklasser kaldes n-dimensionale pro-

jektive rum P(n,K) . Dette kan intuitivt beskrives som mængden

af "udprikkede" rette linier gennem O i V(n+1,K)

Enhver matrix 8 E SL(n+1,K) inducerer på oplagt vis en

permutation DA i P(n,K) . Kernen for afbildningen ~ ~ DA

ses let at være skalarmatricerne ~E E SL(n+i,K) d.v.s. c~n-

trum for SL(n+1,K)

FØlgelig kan PSL(n+1,K) opfattes som en permut~tionsgrup-

pe på P(n,K) . Vi påstår nu

I1emma. PSL (n+i , K) er en dobbelt-transitiv permutationsgr\,lppe

på p(n,K)

"'0"""
og (bi)' ~2 være punktpar iP(n,K)

r: ......, ,."~

Bevis. Lad @
og \E1

, (~;)
'~

:f /!?2 '. For repræsentanter gæl~'

der ~1 og ~2 ej proportionale, Ei og E2 ej proportiona-

. FØlgelig er

~ € SL(n+i ,R)le. Derfpr findes

for passende ~

Pll~ ~ A~~
E K '" {OJ

= ~~) D

sÆt A ~1 = Ei A a 2 =
,"\ / '\

DA ( l~1!) ::::: ~~tJ
= ." ...._' "'o.

og

Vi kan nu vise

.§_~tning. Grupperne PSL(n,K) er simple for alle n > 2 og

alle legemer K undtagen for n = 2 og K = legeme med 2
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eller 3 elementer.

Bijvis: på nær i de to nævnte undtagelsestilfæld~er

SL(n,K) = SL(n,K)' ifølge sætning p. og 66. Da gælder også

PSL(n,K) = PSL(n,K) r PSL(n,K) er en dobbelt-transitiv permu-

tationsgruppe på P(n-1,K)

Vi Ønsker nu at anmode simpelhedskriteriet p. 2 l;. For et punkt

@ E P(n-1,K) skal vi angive en abelsk normaldeler i

stabilisatorgruppen for Ca) så PSL(n,K) er frembragt af de

med:J<.- konjugerede grupper. I V(n,K) beuragter vi fØlgende

lineære afbildninger: Lad a E V(n,K) ,{O} og ~ en fra O

forskellig linearform på V(n,K) der forsvinder på a . Vi

betragter de såkaldte transvektioner T, der er lineære afbild-

ninger defineret ved

T V - V - ~(~)a
~ ,~

v E V(n,K) (*)

Man bemærker, at den til en elementær matrix svarende lineære

afbildning er en transvektion. Specielt vil transvektionerne

frembringe hele SL(n,K) (jfr. sætning p. ) .
For fast a udgØr transvektion~rne {'I' I p

p ,~
lineærforrn ,

en undergruppe i SL(n,K) . Denne undergruppe

er abelsk, idet T = T
v,~ ~+v,~

For ethvert ~ E SL(n,K) gælder

hvoraf ses:

-1
~ T ~

)l , ~
:::: T -1

~§. ,g a

i) ;1:(: er normaldeler i stabilisatorgruppen for a

ii) Enhver transvektion er konjugeret med en transvektion i
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Foreningsmængden af de med .~)

bringer således hele SL(n,K)

konjugerede undergrupper frem-

Den tilsvarende gruppe .J<~ i PSL (n tI{) kan derfor anven-

des i det omtalte simpelhedskriterium, hvorved sætningen er be-

vist. []

Bemærkning. For n = 2 og

for n = K = ZZ/3LZ er P8L(2,K) u A4

Ingen af disse er som bekendt simple.

For at finde de endelige grupper blandt den nye familie af

simple grupper får vi brug for ~ætninger om endelige legemer som

vi får i næste kapi"tel. Vi nævner dem her:

1. Ethvert endeligt legeme har orden pm, hvor p er et prim-

tal, m E ]N

2 . Til enhver primtalspotens mp findes et - og pånær isomorfi -

kun et legeme med m
p elementer.

Endvidere får vi senere i dette kapitel

3. Et endeligt legemes multiplikative gruppe er c'ykli.53~'

For en primtalspotens q betegner vi med GL(n,q)

SL(ntq) og PSL(n,q) grupperne GL(n,K) , SL(n,K) , PSL(n,K)

hvor K er det entydigt bestemte legeme med q elementer.

Ved et elementæ~t kombinatorisk argument findes

n n n 2IGL(n,q) I ::: (q -1) (q --q) (q ~q )

og herved

ISL(n,q) I I GL (n, q) I
q-'I"-

n n(q -1) (q -q)
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Fra definition af PSL er det klart, at

(antallet
inden for

!PSL(n,q) -
______1 S_I_J-'...(r_1-'.-,sll _

Tlaf rØdder til x = 1
1< )

Idet K's multiplikative gruppe af fra O forskellige elemen-

ter er cyklisk (jfr. 3) bliver antallet af rØdder til ligningen

nx := 1 i K net.op (n,q -- 1) , hvor c:i_lment (a,b) betegner

største fælles mål af a og b. Dette fØlger af:

Lemma. I en cyklisk gruppe af orden m har ligningen nx- _~

netop (m,n) lØsninger.

Bevis. Lad u være en frembringer for gruppen au ,aE:2'Z er

lØsning til ligningen nx := Q, hvis og kun hvis na - O (mod m)

Sidstnævnte kongruens har præcis (m,n) lØsninger. O

Korollar. IPSL(n,q) I ( n '1)( n) (_n n-2) n-'1
:= q - q -q- ..• SI~ _

(n,q-1)

Man kap vise, at de eneste isomorfier der består mellem grupper-

ne PSL(n,q) og de alternerende grupper og symmetriske grupper

er:

(1) PSL(2,2) := SI, (2,2) := GL(2,2) Co! S3 .
(2) PSL(2,3) ~ A4

( 3) PSL(2,4) Cd PSL(2,5) Co! Ar::.
::>

( 4 ) PSL(2,7) !:::-L PSL(3,2)

( 5 ) PSL(4,2) Cd AS

( ~ ) PSL(2,9) rv
AS

Bemærk, at IpSL(3,4) I = IASI := ~X8

PSL(3,4) og AS er således simple, ikke-isomorfe grupper

af samme orden!
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FØrst en definition

Definition. Lad Ai ,A2 , ... ,An være n abelske grupper. Alle

ordnede n-tripler , a. E: A. , 1 < i. < n , ud--
l ]. -- ,il

gør en abelsk gruppe med kornponentvis addition. Denne kaldes den

(ydre) direkte sum af Ai ,A2 , ... ,An og betegnes

Ai æ A2 æ ... æ An . Hvis alle

A , skrives kort An .

A. , 1 < c < n , er san®e gruppe
J.

Et vigtigt eksempel er givet i

Sætning. Lad n =
a

r
p r

, hvor er indbyrdes

forskellige primtal. Da er

Bevis: Definer homomorfi ... æ 2Z a
p r

r
ved

ifØlge homomorfisætningen

D

:::: 2Z C:! <.p2Z c 2Z a
i

ffi~ e 0$ ?Z a
n - Pi Pr r

således har samme orden

, må

og

n =

Da <.p2Z

.!:!?vedsætning. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er

(isomorf med) en direkte sum af cykliske grupper.

Bevis: Antag a
i

, ... ,an frembringer A . Lad F - ZZn

den fri abelske gruppe med ba~is

være

2, 1 = (1, O, ... , O) , ... ,9, = (O, ... , 0,1 ) og lad <.p være den ved. n

<.p(h i , ... ,hn ) = h i a i + ... + hnan definerede homomorfi fra æn

til A

for A

<.p er surjektiv, da a i , O" ,an er frembringersystem

K = Ker lP er ur,.dergruppe i F' og derfor (sætning p .5'8)
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fri af rang m < n . IfØlge elementærdivisorsætningen findes

baser

v = E: Um m m

for F , henholdsvis 1< , s ~1

Ethvert element x i F kan entydigt skrives

x == h 1u1 + ••. + hnun ' h 1 , ... ,hn E ~

fi ~ fra F til

Vi definerer en homomor-

€El ... (9 ~ ffi ~ ffi ... @ ~
E:

m
(n-m) eksempler

ved

~ er oplagt surjektiv.

, h +1, ... ,h )m n

Ker ~ = {x E Flh1 E O mod E:1, ... ,h := Om
mod , h 1.'1=" .=h ::::: O}mT n

= K . IfØlge homomorfisætningen har vi derfor

d.v.s. A ~ G , der er direkte sum af cykliske grupper. O

Korollar. Hvis A er en endelig frembragt torsions fri abelsk

gruppe, da er A fri.

Bemær~ning. Forudsætningen A endelig frembragt er vigtig

(modeksempel

umiddelbart "

(Q,+)). 'Kombination af de viste sætninger giver

Hovedsætning. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er
,
(isomorf med) den direJ<te sum af eksempler af 2Z

ske grupper af primtalspotens, d.v.s.

og af cykli~
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(* )

for passende n og L . > O
l,]

og visse (endelig mange) prim-

tal Pi . Exponenterne n og

A .

Q, • •
l,]

er entydigt bestemte ved

Bevis. Existensudsagnet fØlger af det foregående. Entydigheds-

udsagnet er en simpel konsekvens af fØlgende generelle

Forkortningssætnin~. Lad G og H være vilkårlige abelske

grupper, F en endelig frembragt abelsk gruppe. Hvis

F m G ~ F ffi H , da er G ~ H .

Inden beviset for denne sætning omtaler vi begrebet "indre

direkte sum". Lad A1 ,. ,.,An være undergrupper i en given

abelsk gruppe A. A siges at være indre direkte__ sum af

A1 " .. ,An ' hvis ethvert element a E A på entydig måde kan

skrives a = a 1 +... + an ' a 1 E A1 , •.• ,an E An . I så fald

skriver man A = A1 m... m An . Forbindelsen mellem den tidligere

indfØrte (ydre) direkte sum og den indre direkte sum er:

Lad A = A1 ffi ••• m An (indre direkte swu) , da er

A ~ A1 m... mAn (En isomorfi fra den ydre til den indre di-

(ydre direkte sum)

rekte sum er givet ved

Ornvendt, lad A

Undergrupperne

være ydre direkte sum A = A1
,
(ydre

A~ = {(O, ... ,a.,O O O) la. E A.}
l l l l

ro ••• ro An

direkte f;urn ')

er isomorfe

med A.
l

og man ser let, at A = Al m... m A'1 n
(indre direkte

sum). Lad A være undergruppe i den abelske gruppe B. A
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siges at være en direkte sununand i B, hvis der fjnde~:; under"

gruppe K c B så B:= A æ K (indre direkte sum). Når et så-

dant K findes, må K ~ B/A

Lemma. Lad A være undergruppe i B. Hvis B/A ~ 2Z , er

A direkte summand i B .

Bevis. Lad H være den kanoniske homomorfi: B ~ B/A og lad

c E B være et element så ~ c frembringer B/A ~ 2Z • For

den cykliske undergruppe K i B frembragt af c gælder nu

B := A æ K (indre direkte sum)

Thi for ethvert , b E B findes hel t tal h så f{ b := h r'\ c

J: b-hc E Ker ~ := A ): b := (element i A) +(element i K)

Endvidere hvis 0:= a+hc , a E A , h E C , da må
I

0:= \'1\ a + h ~ c := h ri c '* h := O '* a := O • Altså er B:= A æ K

(indre direkte sum). O

Inden beviset for forkortnings sætningen endnu et (isoleret

stående)

Lemma. Lad G være en abelsk gruppe, g et element i G hvis

orden er en primtalspotens p' . Lad V være den cykliske un-

dergruppe i G frembragt af g og H en vilkårlig undergrup

pe i G . Da gælder v A H ~ {O} ~ pn-1 g E H .

Bevis: "<:=" k.lart

bg E H . b kan skrives b := pia

p4'a
o n

1Da findes x,y E 2Z sa ax + p y ;;:;; ,
2n-1 n-1

dermedp y := p og

",*" V n H =1= {O} medfØrer, at der findes et multiplum bg .

b E 2Z pnfb så

r\ ..-
O < i < n p/fa

n-1
hvoraf p ax +
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n-i +
2n~1 n~1

Vip axg p yg -- p g .
n-i

E H
2n-1

Op axg og p yg ::::

behØver nu blot a~ bemærke, at

o

Nu bevis for forkortningssætningen:

på grund af existensudsagnet i hovedsætningen p.9d er det

åbenbart tilstrækkeligt at vise forkortnings sætningen i til-

fældet hvor F er uendelig cyklisk (~: Co! 2Z) eller er

cyklisk af primtalspotensorden.

Oversat til indre direkte summer skal vi vise:

Lad E være abelsk gruppe så E:::: A ffi G :::: B ffi H (indre di

rekte summer) og enten A ~ B Cl 2Z eller A C>i B C:!. 2Zpn (pn

en primtalspotens), da er G ~ H .

1) Lad os fØrst betragte tilfældet A C:!. B ~ 2Z

Sæt D:::: G n H ; ifØlge Noether's 1. isomorfisætning gælder:

G/D ~ G+H/H ; G+H/H er undergruppe i E/H ~ B Cl 2Z

hvorfor G/ :::: O
D

eller Co! ?l FØlgelig er G - D eller

G :::: D ffi U ( j f r. l emma p. (3) .

Analogt gælder H :::: D eller H :::: D ffi V , V Co! 2Z

Beviset fuldfØres ved at godtgØre, at kombinationerne

G :::: D 1\ H := D ffi V og G :::: D ffi U 1\ H :::: D ikke kan indt~ræffe.

Af sYmmetrigrunde nok at vise, at G - D er uforenelig med

H :::: D ffi V G := D 1\ H :::: D ffi V ville indebære

E :::: A ffi D :::: B ffi D ffi V og (j fr. bemærkning P"3' l.~n (, t! f • .():: )

dermed E/ ~ A ~ B ffi V eller
D

ligt (jfr. sætning p. 1':;7 Øverst) .

er en primtalspotens.n
p, hvorNu tilfældet2) n

p

Vi viser fØrst, at der findes et element u i E af orden
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up så U n G ::::: U n H = o , hvor U er den cykliske under-

gruppe frembragt af u. Lad a, resp. b, være frembringer

for A, resp. B.

Hvis A n H = o kan a bruges som u

Hvis B n G = o kan b bruges som u

Antag derfor A n H :j: {O} og B n G :j: {O} • I fØlge lemmaet

n-i n-ip. 7'3 er da p a E H og p b E G . For a+b gælder:

n( +b) O n-i (+b) (pn-i a + pn-1 b ) æ Hp a ::::: , p a = ~

E H <t H Et G

Et G E G

hvorfor a+b er brugbart som u.

For det således konstruerede u og tilsvarende cykliske

undergruppe U af orden
n

gælder:p

U+G/G C! U/unG u. IU+G/G'
n

Idet G c U+G c lHG EC! ::: p . :::::

J

og U+G/G ::: A+G/G
C! A ses, at U+G/G = A+G/G da

IA+G/GI lE/G'
n

FØlgelig E U+G idet U n G O
\/

::: ::: p er = og ::::: l

er U+G = U æ G Altså er E = U æ G

Analogt fås E = U æ H , hvoraf (jfr. bemærkning p.7

Forkortningssætningen er nu fuldstændig bevist. D

"
I ,I ,Il.: ('

Bemærkning. Forudsætningen F endelig frembragt er væsentlig

for forkortningssætningens rigtighed (modeksempel?)

Vi afslutter afsnittet om abelske grupper med nogle anven-

delser af hovedsætningen om endelig frembragte abelske grupper.

Først en umiddelbar konsekvens om antallet af ikke-isomorfe

abelske grupper. Lad (~(n) være antallet af ikke-isomorfe
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n . Lad n ==
a'l

P'1 • < 'Pr

a
r være

p(a) er antallet af "parti-

n's primfaktoroplØsning. Da
a a

Uf (n) == cIt (Pi 1) ... u9 (Pr r)

gælder: c/l (pa) ::= p(a) , hvor

giver hovedsætningen, at

og for en primtalspotens Cl
P

tioner" af a : Antallet af måder a kan skrives som

sum af naturlige tal.

Endelig et kriterium for cykliske grupper.

~ætni~. Lad G være en endelig abelsk gruppe. Da er fØlgen-

de betingelser ævkivalente:

(i) G er cyklisk

(ii) For ethvert primtal p har ligningen px::= O hØjst

p lØsninger x i G.

(iii) For ethvert primtal P'P/IGI

netop p lØsninger x i G.

har ligningen px::= O

Bevis: (i) => (ii) umiddelbar, da G ~ 2Z
n for passende n

(ii) => (iii) her bemærkes blot, at for p IGI findes elemen-

ter af orden p (benyt enten p4'2eller hovedsætningen om ende~

ligt frembragte abelske grupper)

(iii) => (i) (ii i) indebærer, at for ethvert primtal

der går op i IGI , findes netop et

i fremstillingen (*) p. 11 og dette

j , for hvilket 9.,. . ::f O
,l r J

9.,. • ::= 1 . Sætningen p. 701,J
Øverst ~iser da, at G er cyklisk. O

Korollar. Enhver endelig undergruppe G i et (kommutativt)

legemes multiplikative gruppe ( ~ : Gruppen af elementerne ::1= O)

er cyklisk.

Bevis: Ligningen xP - 1 har hØjest p rØdder. (Et polyno-
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mium over et legeme har hØjest så mange rØdder som graden an

giver) . O

Korollaret viser specielt, at et endeligt legemes multiplika

tive gruppe er cyklisk.


