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Kapitel I. Grupper

Def. G mengde med kdmpositionsforskrift 0 . G kaldes gruppe,
hvis

1) o associativ (»2: (aob) oc = ao (boc) Va,b,c € G)

2) 3 neutralt element e (»: eog = goe =g Vg € G)

3) Yg € G har et inverst element qw1 (o g()gm1:=g—1()g = e)

Bem. Det neutrale element e 1 ovenstdende er ngdvendigvis enty-

digt bestemt.

Def. For hvert n € % defineres for et element g 1 gruppen G
fgogo-++0g (n faktorer) for n > 0

n
g = e for n =

\(9_1)_n for n <

Da galder potensreglerne

gn+m = gn(agm vV,n,m € 7
=g vYn,m € .

Derimod galder (aob)n = a" o " normalt ikke.

Def. Elementerne a og b 1 gruppen G kaldes ombyttelige, hvis

aob = ba.

. /
Def. En gruppe kaldes kommutativ (eller abelsk), hvis alle elemen-

terne er indbyrdes ombyttelige.

Def. (G,0) gruppe. S delmengde i G. S kaldes undergruppe af
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(G,0), hvis S med o udg¢gr gruppe i nenhold til cvenstdendc

definition.

Setning. (G,0) gruppe. S delmengde 1 G . Da gelder S under-

gruppe nvis og kun hvis a,b € S = aobm1 € 8
Bevis. Simpel gvelse.

Eks. Enhver fellesmengde af undergrupper i en gruppe er selv en

undergruppe.

Bemerkning. For enhver delmengde S 1 en gruppe findes mindste
undergruppe i G indeholdende S (hvorfor ?). Denne kaldes under-

gruppen frembragt af S og bestar af alle elementer af formen

311 vecg I ’ t1,'-~,t € %, n € IN (gentagelser tilladt).

Definition. G kaldes cyklisk, nvis G frembragt af et enkelt
element. hvis 39 € G sd& G = {g'Iln€ @} .

Kendt fra Mat. 1 at en undergruppe i en cyklisk gruppe selv

er cyklisk.

Definition. Ved ordenen af en gruppe G forstas antallet (kardi-
naltallet) |Gl , af elementer i G . Ved ordenen Ord a af et

element a € G forstds ordenen af den af a frembragte undergrup-

pe.

Lagrange's s@tning. Hvis G endelig, vil 0Ord a |IG] for alle

a € G.

!

Bemarkning. Klart, at G endeiig = alle elementer i G har

endelig orden.
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Eksempel. Bj <. Maengden af alle komplekse enhedsrgdder
2n
{e n a’ n € N, a €N udggr med sedvanlig multiplikation en

uendelig gruppe, hvor alle elementer har endelig orden.

Hvis samtlige fra e forskellige elementer i en gruppe

Setning.
G har orden 2, da er G abelsk.

‘ _ -1 -1 =1 R 2 =1
Bevis. ab = (ab) = b a = bha , da generelt g~ = e = g =g

De elementer i en gruppe der er ombyttelige med samtlige ele-

menter i G udggr en undergruppe i G, som kaldes centrum for
G og ofte betegnes Z(G). Abenbart galder Z(G) = G <« G er
abelsk.

Eksempel. Hvis G har netop &t element af orden 2, da vil det-

te element tilhgre 2(G). (Hvorfor ?)

Eﬁ afbildning f fra gruppen G til gruppen H kaldes en
homomorfi, hvis f(g1 ogz) = f(g1)<3f(g2) Vg1 g9, € G. @jensynlig
gelder f(e) = neutralt element i G og f(g“1) = f(g)m1 for en
homomorfi f . Hvis desuden f er bijektiv, kaldes f en iso-

morfi og G og H isomorfe grupper. Isomorfe grupper er "i det

vaesentlige" ens.

Eksempel. Enhver cyklisk gruppe er isomorf med zzn for passende

n € IN eller 7 .

Lad nu S vare en vilkdrlig undergruppe i gruppen G . Vi

indf¢rer relationen: a ; b hvis ab“1 € S . 3 ses let at vere

en akvivalensrelation "a > b" laeses "a venstre @®kvivalent med

b" ., Analogt indfgres: a X b hvis a_1b € 5.
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Svarende til 3 féds inddeling af G's elementer i a&kviva-

lensklasser. ZFkvivalensklassen a v indeholdende a bestdr af

elementerne {sals € S} , hvilket kort skrives a v - Sa . Al-
le @kvivalensklasserne indeholder derfor |S| elementer. Vi be-
naerker endvidere a S b = ag > bg for alle g 1 G . ZEkviva-

lensklasserne svarende til v kaldes @G's venstre side-~klasser

",

med hensyn til §S. Tilsvarende for h

Hvis {ai} udgpr fuldstendigt representationssystem for ven=-
stre side-klassen vil {a;1} udggre fuldstendigt reprasentations-
system for hgjre side-klasser. Fglgelig findes lige mange venstre

side-klasser og hgjre side-klasser.

Definition. Det falles antal venstre- og hgjre side-klasser kaldes

G's index med hensyn til S og betegnes [G : S].
Bemaerkning. Hvis G endeliqg, gelder |Gl = |s] - [G: S].

Setning. Lad S vare en undergruppe i gruppen G. Da er f¢l-

gende .betingelser xkvivalente:

1) For alle a,b € G g&lder: a 5 b <= a K b

2) For alle a,b € G galder: a S b = ga i~ gb Vg € G
3) For alle a,b € G gelder: a 09 b = ag T bg Vg € G
1) g sg”! S S Vg € G

5 g Sg ' =S Vg€

Bevis. Nok at godtggre 1) = 2) 1) = 3) 1) = 4) 3) = 4) 4) = 5)

5) = 1).

1) = 2). a Y b = a T b = ga T gb = ga < gb .

1) = 3). Analogt.
- 1

2) = 4). sg = 9_1 = gsg—1 3 gg ' = e for alle s € S

hvoraf gsg”1 € 5 for alle s € §.
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3) = 4). Analogt.
4) = 5). g S g“1 € 5 for alle g &€ G medfgrer:
S =g (gSg-1) g < g"1Sg < S, hvoraf g“1Sg = S VgEG.

5) = 1). Antag a o~ b abm1 € S og dermed ba“1 € 8 hvorfor

analogt ses, at a i b = a i~ b.

Definition. En undergruppe S 1 gruppen G kaldes normaldeler
(eller normal undergruppe) i G, hvis en og dermed samtlige be-

tingelser i1 ovenstaende setning er opfyldt. S normal undergruppe

i G skrives S 9 G.

Bema&rkning. Hvis G er abelsk, er alle undergrupper normale.

Endvidere bemerker vi, at enhver undergruppe af index 2 er normal-

deler.

Hvis § er normal undergruppe i G, stemmer venstre- og
h¢jre side-klasserne overens. Da, for S 9 G, a o b = ag';kg og
ga gb vil der ved a - b= a-‘b defineres en komposition péa
mengden af sideklasser. Disse udggr herved gruppe, der kaldes

faktorgruppen (eller kvotientgruppen) for G m.h.t. §

og betegnes G/S . Afbildningen «k fra G til G/S defineret
ved kg = (§> er en surjektiv homomorfi. «k betegner den kanoni-
ske homomorfi fra G pa G/S.

For en homomorfi f fra en gruppe G til en gruppe H vil
kernen, Ker f = {g € Glf(g) = e} vere normal undergruppe i G.
Omvendt vil enhver normal undergruppe S8 1 G vere kerne for en

homomorfi, nemlig den kanoniske homomorfi fra G til G/S .

Homomorfisetning. Lad f vare en surjektiv homomorfi, fra en gruppe

G pé& en gruppe H. Da er Ker £ « G og G/Ker f ~ H. Mere pra-

o

cist: der findes netop een isomorfi f fra G/Ker £ +til H s&

f = fox hvor k er den kanoniske homomorfi fra G pd G/Ker f.
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Bevis. Ker f 4 G har vi

allerede bemerket. For en sideklasse

(éﬁ i G/Ker f definerer vi E(§}= fg, hvor g € (6) Dette

giver veldefineret afbildning;

f(9192“1) = e = £(gq)f(gy)

bart af vere en homomorfi.

f(gy) = £(g,), hvor €
£(gy) +£(gy)

91

-1
flgq9, )

i

: //l“ N N
99 =9+ L

til ethvert h € H

f altsd isomorfi. Af f's

£

Hvis

da er

f*ok (9)
En isomorfi o
Automorfierne for

morfi.

som komposition en gruppe,

= e og herved g1gzm1
endvidere surjektiv;

et g € G

er en afbildning fra

f

af en gruppe

=>

=

thi g, g, = g1g2—1 € Ker f

= @ = f(g1) f(gz). f ses umiddel~

£

/'\

o

er injektiv, thi £ q,) = %”ad):
N (92
9o 6(32\ Heraf ses, at
. € Ker £ dvs.
findes
F((9))-

for.

£

thi da er surjektiv,

= h =

Men da er

gsom h f(g).

definition fas ¢jensynligt f

*
oK

G/Ker f til H s& f=

£. !

S ¥
f@g vgn,: £

*
@
G pa sig selv kaldes en auto-
udgpr med successiv sammensaetning

G

Aut (G) .

For ethvert g € G vil afbildningen kg G » G defineret
ved kg(x) = gxg*f vere en automorfi, kaldet den indre automorfi
bestemt ved g. De indre automorfier for G udggr en undergruppe,
Auti(G), i Aut(q@).

Setning. Auti(G) < Aut(G) .

Bevis. For ¢ € Aut(G) galder ok - = k

— g ¥g

Setning. Auti(G) =~ G/7(G) .

Bevis. Afbildningen G“E*Auti(G), defineret ved k(g) = k er

en surjektiv homomorfi med

%2 (G) som kerne. Homomorfisatningen

giver den ¢gnskede isomorfi.
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P& baggrund af ovenstdende kan vi udtrykke at en undergruppe
H er normal 1 G ved at sige, at H er invariant overfor alle

indre automorfier, kg(H) c H ng. I den forbindelse indfgres

begrebet karakteristisk undergruppe:

Definition. En undergruppe H 1 gruppen G kaldes karakteri-
stisk, hvis ¢H ¢ H for alle automrofier ¢ € Aut(G).

Enhver karakteristisk undergruppe er sdledes gpecielt normal-—

deler.

Eksempel. For enhver gruppe G er centrum 2(G) karakteristisk

i G.
Eksempel. I en cyklisk gruppe er enhver undergruppe karakteristisk.

Beme&rkning. Relationen "H karakteristisk undergruppe i G" er
transitiv ( : K ‘karakteristisk i H og H karakteristisk i G

= K karakteristisk i G). Det tilsvarende galder ikke for normale

undergrupper.

Som det fremgdr af ovenstiende er der for enhver gruppe G ‘en

homomorfi: G — Aut(G). Hvis denne homomorfi er en isomorfi kaldes

k
G fuldkommen.g Med andre ord G er fuldkommen netop ndr Z(G) = e

og enhver automorfi er indre.

Definition. En gruppe G kaldes simpel, hvis den kun har de to

trivielle normaldisere {e} og G.

Opgave. Vis, at en abelsk gruppe G er simpel @ |G| er primtal.
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Satning. Automorfigruppen Aut(G) for en simpel ikke-abelsk

gruppe G er fuldkommen.
Beviset f@gres i flere skridt. F¢grst et generelt lemma.

Lemma. Lad A og B vare normaldelere i en gruppe G. Hvis

AnB={e}, da er ab = ba Vva € A, Vb € B.

Bevis. aba bl = a(ba'b™') = (aba )b € AN B
(ab) = a 'b ' = e og dermed ab = ba.
Vi skal vise, at Aut(G) har trivielt centrum og at enhver
automorfi for Aut(G) er indre.

Vi viste p. 6 at Auti(G) 4 Aut G.

o : r = ; : - = c i
1. o € Aut G, akg kga ng € Auti(G) = Identiteten,

it

a(gxg“1) = agax(ag)u1,
-1

Bevis. k [x
o g[ ]

I

kga[x] go(x)g

akg[x] = kga[X] VX € G = 9“1(09)(ax) = (ax)-gm1(ag) =

g 1ag € Z2(G) = e. Dette gaelder for alle g € G, % oag =g

9: o = Identiteten pd G. Vi har her benyttet, at G simpel,
f

ikke-abelsk = Z(G) = e.

1° indeberer specielt, at Aut(G) har trivielt centrum.

2°. For alle ¢ € Aut(Aut(G)) galder ¢ (Aut;(G)) = Aut, (G).

Bevis. y(Aut; (G)) < Aut(G), dermed y(Aut,(G)) N Aut,;(G) <
Aut, (G) = G/%2(G) = G. (Jfr. p. 6). Da G sinpel er
W(Auti(G) n Auti(G) = g eller Auti(G), Den f@¢rste mulighed

udelukkes af lemmaet og 13. Altsd galder w(Auti(G)) 2 Auti(G)e
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Dette galder for alle 4, dermed w~1(Auti(G)) 2 Auti(G),

hvoraf ¢ (Aut, (G)) = Aut, (G).

0. gy € Aut (Aut (G)), (k) = kg ng € Auti(G) = ) = Identi-

teten.

1 Heraf

Bevis. Lad B € Aut G. Da er (p. 6) BkgBm kBg

w(ﬁ)¢(kg)w(3)h1 = y(k, ), der pd grund af forudsaztningen reduce-
= kBg For ethvert x € G er saledes
[x] = k g[x] eller

0 () [y (8 Txg 1= Bgx(pg)
I
w(B)(g)x(w(B)g)“1, hvoraf

(g) "1y () (g)x = x(Bg) 'y (B)g, og hermed (8g) Tp(B)g € 7(G) sa

B(g) = y(B)(g)lvg dvs. B = p(B). I

4°, Automorfier 1 og wz i  Aut (Aut(G)) stemmer overens,

hvis de har samme restriktion til Auti(G).

Bevis. Anvend 3° pé& vy Yy
52. For € Aut(Aut(G)) galder y(k ) = k g for en passende

automorfi o € Aut(G) .

Bevis. Ifglge 2 er w(kg) € Auti(G), dvs. W(kg) = kg* for
passende g* € G. Da Z(G) = e er (jfr. satn. p. 6) g% enty-
digt bestemt ved g. Vi kan derfor satte g* = ag for en vis

afbildning o af G ind i G. Igen ved brug af Z(G) = e og

setn. p.6 ses o at vere injektiv. Pa grund af 28 er o ogsa
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surjektiv 5 : « er bijektiv.

Vi mangler at vige, at o er en homomorfi. Af kg g
172

k ok £3 } = k o (K og dermed k =
9 "9, as “”“91@32) A q1> ‘P(‘gz) g ceth Ta(gyg,)
k .k = k Da Z(G) = e, slutter vi nu, at
O(g1 0(92 0(9'10(9'2
a(g1gz) = ag, *ag, I
QS, Med benwvnelserne fra §S gelder Y (B) = aBa“1 for alle
B € Aut(G).
Bevis. P& grund af ﬂi er det nok at vise w(kg) = akga"1 for
alle kg € Auti(f). Men dette f@¢lger af w(kg) = kag og ifg¢lge
6 k= -
p o9 akga

Hermed er beviset for Satning p.7 afsluttet.

Lad H og K vere undergrupper i Gruppen G. Med HK
betegner vi delmengden {hklh € H, k € K}.
S@tning. For undergrupper H og K 1 G gelder:

HK er undergruppe i G ® HK = KH.

Bevis. =: Vi viser KH < HK og HK < KH.

KH < HK: For vilkdrlige elementer h € H, k € K gelder

h € HK, k € HK; da HK undergruppe er kh €HK.

1

HK KH: Lad h € H, k € K. Ifplge ovenstdende kan km1h

N

~

ves EE, h € H, k € K. Heraf hk = (k

T o & kTR

« Lad h1k1 og hyk, vare elementer i HK. P& grund af

HK = KH er h1k1h2k2 € HK.
1 -1

For ethvert hk € HK er (hk) ' = k hm1

€ KH = HK. |

skri-
1
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Setning. Hvis

(som dermed ifglge ovenstdende satning er undergruppe 1

Bevis.

kh

I

hk

Setning. Hvis

(khk

k(k

H 4 G, og K

For vilkarlige elementer

1)k € HK,

~1

hk) € KH,

Hq G, K9G,

g € ¢ pad entydig vis skrives

sker "komponentvis":

h1, 112 € H,

Bevis.
1

Ek— =

€ HNK

k1,k2 € K.

Antag g = hk = hk, h, k € H,

= h

e, dvs. h

For vilkdrlige elementer

1,1

hkh 'k € HnN

(h1 .k,l ) (}1‘2]{2)

Definition.

vere det

en direkte faktor i

Setning.

en gruppe G,

Bevis. Hvis

Afbildningen

fuldkommen findes

ghg™! = nop”!

K =

{k € Glhk

='h1(h2k1)k

(indre)

g €
h -

K= e, dvs. h

2

I situationen fra ovenstdende satning siges

direkte produ

G.

Hvis en fuldkommen gruppe

er H direkte

G, erxr

ghqm1 er de

ethver g e

vh € H., Lad K

kh for alle

(h1k1)(h2k

-1
ghg

11

undergruppe i G, da er HK = KH

G) .

h € H, kK € K galder

da H 4 G

da H <« G.

HK = H N K e,

G,

g hk (h € H, kK € H), og regnin

2) (h1h2)(k1k2), hvor

~

h

k,E € K. Da var h =

~

k k.

4

h € H, k € K g&lder, at

og k er ombyttelige, hvorfor

G at

kt af H og K. H (og K) Kkaldes

H er normal undergruppe i

faktor 1 G.

€ H for alle h € H, da H <

rfor en automorfi for H. Da H

ntydig bestemt element n ¢ H sa

vere "H's centralisator 1 G",DJ

h € H}.

da kan ethvert

9

G.

exr
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K er undergruppe i G indeholdende alle elementer n g.

Pastand: G er direkte produkt af H og K.

G =HK da g =n(n g) [bemerk G = HK ® G = KHl. Endvi-

dere da centrum for H er {e}, bliver H N K = {e}. Mangler

blot at vise K < G.

For ethvert k € K og ethvert g € G gelder

ol L gm1nknm1g € K.

...’] _'] -
g kg=4g9 nn knn g

It

Vi har her benyttet, at nm1kn = k pé& grund af definitionen af K.

Bem&rkning. Man kan omvendt vise, at en gruppe med trivielt cen-

trum er fuldstendig, sdfremt den er direkte faktor i enhver gruppe

der indeholder den som normaldeler.

Nu to vigtige isomorfisetninger.

Noethers 1. isomorfisetning. Lad H og K vare undergrupper i

gruppen G og antag H < G;, da er H N K < K og HK/H o K/HnK .

Bevis.

I
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Lad k betegne den kanoniske homomorfi af G p& G/H,

her betegnet G*. Da er K (HK) = k(K), « (HK) o © (K) triviel;
den modsatte inklusion fplger af «k(hk) = k(h)k(k) = e*.x(k) =
k(k) € k(K). Set k(K) = K¥. Lad os betragte «'s restriktion
til K, KRes,K homomorfisatningen anvendt pa KRes, K giver:
K* o K/Ker(KRes,K) Nu exr

Ker (kpog ) = (% € Kl (x) =e¥}) = {x € K|x € H} = H n K.

Fplgelig er Hn K < K og K/HnK oz K%,

Dernast betragtes KRes, HK Her er Ker(KRes,HK) = H o0g
homomorfisatningen giver HK/H =~ g (HK) = K*. Heraf fas
HK/H o K/HnK . I

Noethers 2. isomorfisetning. Lad H vere en normaldeler 1 gruppen

G o0g «k den kanoniske homomorfi G Z G/H = G*. Da giver tiloxrd-
ningen K - xK ¢ G* og K* - Km1(K*) en |-| korrespondance mellem
undergrupperne K i G indeholdende ‘H og undergrupperne R* i
G*¥. Ved denne korrespondance gelder K ¢ G & KK 4 G*. Hvis K 4 G,

da er G/K =~ G*/kK. (Hvis kK skrives K/H, kan isomorfien formu-

leres G/K o G/H/K/H,)

Bevis. Den |=| korrespondance eftervises ved at godtggre
i) K_1KK = K for Hc K c G,
ii) ek TR* = R* for K* < G.
Ad 1) Km1KK » K almen me&ngdeteoretisk inklusion. Den modsatte

inklusion fglger af: g € ek - kg = kk for passende k € K =

K(gkw1) = e* o gk'1 € Ker ¢« = H =» g € Hk <« K, da H < K.
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Ad ii) KKE1K* c K¥ almen (triviel) mengdeteoretisk inklusion.

Den modsatte inklusion f@glger af: k* € K* = k* = ¢ (g) for pas-

sende g € G. Dette g ma tilhgre Km1(K*) D k¥ € KKN1(K*),

KagG aKgKngm1 = K(gkgm1) € kK for Vvk € K, Vg € G
kK « G* .,

Antag K* q G*¥; lad x € Km1K*; da vil K(gxg“1) = kgkk (Kg) €
K¥ vg € G. Felgelig er g(c 1K*)g | S < g vg € G; dvs.
K_1 K* < G.

Hvis K 4@ G og «* er den kanoniske homomorfi af G*/K*,
hvor K* = (K, davef k¥< en surjektiv homomorfi af G pa

G¥/K* med Ker g*¢ = K. Homomorfisatningen giver da G/K =~ G¥/K*,

Lad A va&re en delmengde i gruppen G. Med {A} betegner

vi den mindste undergruppe i G der indeholder A. {A} vil besta

n n
1 T

af alle elementer der kan skrives p& formen ay a

a1,...,ar € A, Dyyeeorhy € 7, r € IN. (Gentagelser tilladt).

{A} kaldes undergruppen frembragt af A.
For elementer a,b i en gruppe G kaldes lgsningen
1

x = aba }bw1 til ligningen ab = xba den til a,b svarende

kommutator. Undergruppen i G frembragt af samtlige kommutatorer
=1

aba b“1 kaldes G's kommutatorgruppe og betegnes G' (den

"afledede" gruppe). Ved en vilkdrlig automorfi for G vil kommu=
tatorerne (som helhed) fgres over i sig selv. Derfor vil G' ved
enhver automorfi g& over i sig selv, dvs. G' er karakteristisk
undergruppe, specielt er G' < G.

Den f@glgende satning giver en karakterisering af kommutator-

grupper.
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Setning. For en undergruppe H 1 G galder:
H> G' e H< G og G/H abelsk.
Specielt er G' den mindste normaldeler med abelsk faktorgruppe.

Bevis. "=" wved G' < G; endvidere er ifglge Definitionen af
G' aba b ' € G' for Va,b 3:@9@)@)”1 (5\)“1 = (e) i G/G'
(her betegner (é} a's sideklasse i G/G'). Altsé er 6@@9
@DéJZD: G/G' er abelsk.

Lad k v&re den kanoniske homomorfi G - G/G'. Da enhver
undergruppe 1 den abelske gruppe G/G' er normaldeler, er
kH < G/G' for enhver undergruppe H G med H 2 G'. Ifglge
2. isomorfisetning er H 4 G, og G/H er homomorft billede af
en abelsk gruppe og derfor selv abelsk.

"«" TLad a og b vere vilkdrlige elementer i G. Da

gelder for de tilsvarende sideklasser i G/H GD@Q = (@}{é},
1, -1

»ﬂ-.,\

hvorfor k\?a /e/ og dermed aba b € H. H indeholder
altsa samtllge kommutatorer, og derfor er H 2> G'. I
Bemerkning. G abelsk © G' = {e}.

Grupper af given endelig orden.

Vi vil nu udlede nogle s@tninger om grupper af given orden

n for visse n, der specielt tillader bestemmelsen af grupperne

af orden < 12,

For ethvert n € W findes mindst en gruppe af orden n,'nemw

lig den cykliske %n,
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For ethvert lige tal 2n, n > 3, findes mindst en ikke
abelsk gruppe af orden 2n, nemlig gruppen af alle drejninger
og spejlinger der fg¢rer en reqular n-kant over i sig selv.

Denne gruppe kaldes Diedergruppen og betegnes D,

Setning. Hvis G har orden, der er et primtal p, da er G

cyklisk.
Bevis. Ethvert fra e forskelligt element i G vil frembringe
G. l

Setning. Der findes netop to (ikke-isomorfe) grupper af orden 4,

nemlig den cykliske #Z, ©°9 "Kleins Vierergruppe". Vqr dvs.
alle matricer af formen <ig i?) med sadvanlig matrixmultipli-

kation.

Bevis. Klart, at Z, o9 V,; er ikke~isomorfe grupper af orden
4. Nok at vise, at der hgjest findes en ikke-cyklisk gruppe af
orden 4. G ej cyklisk = ordenen af ethvert element = 1 eller

2 nH: ifglge s@tning p.2 ma& G vare abelsk. Vaelg a,b € G sa
e+ a, e+ Db, as+b. Daer G's elementer {e,a,b,ab}. Derfor

hgjest en mulighed for gruppetavlen.

Setning. Lad p = ulige primtal; da findes netop to (ikke-iso-
morfe) grupper af orden 2p, nemlig den cykliske EZE) og den

(ikke-abelske) Diedergruppe Dp

Bevis. Klart, at mzp og Dp er ikke-isomorfe grupper af orden

2p.
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For at godtggre, at der kun findes de to navnte grupper af
orden 2p viser vi, at der kun findes én ikke-cyklisk gruppe G

af orden Zp.

19, G har et element af orden p. I modsat fald ville ethvert
element i G have orden { eller 2, specielt ville G vare abelsk.
Lad a # e, a2 = e; A = undergruppen {e,a} af orden 2. A er
normal undergruppe, da G abelsk. [G/Al = p 3: G/A cyklisk.

Lad (6) vere frembringerelement, altsa (é)#(é) éE? ::GQF >
for en repraesentant g galder g ¢ A, gP € A. Men ethvert kva-

, p-1
drat i G er e, o gz = e; f@lgelig g = gp(nggj € A. Modstrid:

2°. G har et element af orden 2. Vises analogt med 19, (Hexr

benyttes, at en undergruppe af orden p har index 2 og derfor

er normaldeler i G.)

39, Lad nu a vere et element af orden p o9 b et element

af orden 2. G bestdr netop af elementerne e,a,a', apml, b, ba,
baz, bapm1o ab kan derfor skrives baj, 1 <3 <p-1. Lad A
vere den cykliske undergruppe {e,a,,..,ap”1} af orden p. Da
[G:A] = 2, er A <« G og G/A cyklisk af orden 2. Sideklassen
(éﬂ\ i1 G/A har orden 2, hvorfor ord(ab) indenfor G er 2 el-
ler 2p. Her er 2p udelukket, da G ellers var cyklisk i strid

med den gjorte antagelse. D : (ab)2 = e eller ab = (ab)“1 =

13"—1‘51_1 = bapuj.
Hermed fastl®gges entydigt hvorledes elementerne i G multi-

pliceres, dvs. kun een mulighed for G's gruppetavle. l

Vi undersgger nu grupper, hvis orden er en primtalspotens.
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Definition. Gruppen G kaldes en p-gruppe, hvis JG| or en
potens af primtallet p.

Inden vi viser fgrste setning vedrgrende p-grupper bringer
vi nogle generelle overvejelser, som vi ogsa far brug for ved
senere lejligheder.

I en vilkdrlig gruppe G (her ej ngdvendigvis p-gruppe) ind-

fores feglgende xkvivalensrelation: Lad a og b vere elementer

i G. Da defineres a ~ be 3g € G sa a = gbgm1. (Det vises
let, at ~ wvirkelig er @kvivalensrelation). a ~ b leses "a
konjugeret med b". Herved inddeles G 1 akvivalensklasser. Vi

spprger nu: Hvor mange elementer indeholder akvivalensklassen (?7
indeholdende a? Hertil indfgres Na = {g € Glga = ag}. Na er

undergruppe i G og betegnes normalisatoren for a.

Elementerne i (g) er {gag“1lg € G}. For disse gelder

-1 -1 = - = -1
g1 ag1 = gzagz « 9, g—]a = a9, 91 ® g, 9’1 € Na
= 9y E g5 med hensyn til N, - Fg¢lgelig bliver de indbyrdes for-
1

<

skellige elementer i Cé) netop {giagi“ }, hvor g4 gennemlgber

et fuldstendigt reprazsentantsystem for hgjresideklasserne i G m.
h.t. N, . Antallet af elementer i (g) er altsd [G:Na],

Vi bemarker, at [G:N_ ] =1 e N = G® ag = ga Vg € G «
a € Centrum for G. Zkvivalensklassen a bestdr altsa kun af
elementet a netop nar a € Centrum for G.

Antag nu atter, at G er en p-gruppe. Vi betragter den ovenfor

indfgrte @kvivalensrelation. Hvis a ¢ centrum, er [G:Na] > 1 og

da 1G] = [G:Na]~lNal = p-potens vil pl[G:Na]. Ved direkte op-

telling fas:

It

|Gl JCentrum] + z [G:Na]
visse a ¢

[G:Na]>1
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hvor sidste summation udstrakkes over et reprasentantsystem for
de @kvivalensklasser der indeholder mere end 1 element. For disse

vil pl[G:Na]. Idet pllGl f£f8s plliCentrum}l, dvs. centrum ej

triviel. Vi har altsd vist

Setning. Centret af en p-gruppe er ikke-trivielt.

Vi giver nu en anveldelse.

Setning. Hvis p = primtal findes netop to ikke-isomorfe grupper
af orxden p2, nemlig den cykliske Zzpz og gruppen af diagonal-~

matricer af formen

eana 0
P , a,b € Z.
0 eZEiQ
p

Disse er begge abelske.

Bevis. Klart, at de to navnte grupper af orden p2 er ikke-isomor-
fe. Por at vise, at disse er de eneste grupper af orden p~, er
det nok at vise, at der hgjest er en ikke-cyklisk gruppe af orden
2
p.
Lad G ve&re ikke-cyklisk gruppe af orden pz, Ifplge omsta=-
ende sa@tning findes et element a % e, G's centrum. Da G -ej
er cyklisk, er aP = e, Undergruppen A = {e,a,a”, ap“1} er nor-=

mal i G, og G/A er cyklisk af orden p. Lad (E) vere frem-

bringer for G/A, 2: (E)p = e (E) + e . Da G ej cyklisk,

har b orden p. Idet G/A = {e , b, b 2,,¢., b pm1} kan et~

hvert element i G entydigt skrives atbJ, 0 <i<p-1, 0<3j<p-l.
i 3 i, 7 i, i j +3.

Da a € G's centrum galder (a 1b 1)a Zb 2) = a 1 L 2, Idet

som ovenfor navnt aP = bP = e er gruppetavlien for G hermed en-

tydigt bestemt. |

Ud fra ovenstdende s@tninger kan vi nu udfylde skemaet
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orden > 3l als | 6] 7 18] ofl10]1
I ’ ' r
Antal Lja 21 o2 [ 1 l 2] 2] 1
grupper ] ’
Heraf ikked 0 ] of o] o] 1| o ol 1] o
abelske .

For at bestemme grupperne af orden 8 angiver vi fgrst explicit
visse sa&danne grupper, og viser siden at der ikke findes andre.

Af abelske grupper findes udover I) %o fglgende

,a
ITI) alle matricer af formen <é i?) a = 0,1,2,3 (1 = V=T)

: ] 0 0
III) alle matricer af formen { 0 %1 0
\ o 0 =1
Af ikke-abelske grupper findes

IV) Diedergrupperne D, ( :+ alle drejninger og spejlinger
der fgrer et kvadrat over i sig selv).

V) Quaterniongruppen : de quaternioner a0+aﬁi+a2j+a3k '
hvor én af koefficienterne er £1 og de gvrige 0 dvs.

£1, i, +3, k.

Ved at betragte elementordenerne ses, at grupperne II) og III) ikke
er isomorfe.

Elementordenerne.i Iv) er: 1, 2, 2, 2, 2, 2, 4, 4,

Elementordenerne i V) er: 1, 2, 4, 4, 4, 4, 4, 4,

Altsa er 1IV) og V) ikke isomorfe. Da IV) og V) er ikke-abelske,
giver I), II), III), IV), V) 5 ikke-igomorfe grupper af orden 8.

Vi viser nu, at - pa& ner isomorfi - er I), II), III) de ene-
ste abelske grupper af orden 8. I analogi med tidligere beviserxr
skal vi godtggre, at der kun findes 2 muligheder for gruppetavlen

for en ikke-cyklisk abelsk gruppe G af orden 8.
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Da G ej cyklisk er de mulige elementordener 1, 2, 4.
Antag fgrst at G indeholder et element a af orden 4. Lad A'
vaere den cykliske undergruppe {2,a,a”,a’} af orden 4 og lad (1»
vere et element */é\ i faktorgruppen G/A af orden 2. Da vil

b2 € A, og idet b4 = e, m& galde b2 = e eller b” = a2. Hvis

b2 = a2 er (ba)2 = e og man kan derfor ved i givet fald at er-
statte b med ba (der reprasenterer samme sideklasse i G/A)
antage, at b" = e. Elementerne i G bliver da e,a,az,a ;
b,ba,baz,baB. Da G abelsk, vil G's gruppetavle hermed vare
entydigt bestemt.

Antag dernest, at G ikke indeholder noget element af orden
4, dvs. g2 = e Vg € G. Velg a € G, a* e og b€G Db+ a
b+ e. Da er e,a,b,ab indbyrdes forskellige. Valg endelig
c € G, ¢ €& {e,a,b,ab}. G's elementer bliver da netop e,a,b,ba,
¢,ca,cb,cab. Da G abelsk og alle kvadrater er lig e, er G's
gruppetavle hermed entydigt bestemt.

Tilbage st&r nu at bestemme de ikke-abelske grupper af orden
8. Vi skal godtggre, at der kun findes to mulige gruppetavler.
Lad nu G vare en ikke-abelsk gruppe af orden 8.

Da G ej abelsk, findes et element a af orden 4. Den

cykliske undergruppe A = {e,a,az,a3} er normal i G, da

[G:A] = 2. Lad GD € G/A vare element # (Eju (;E) = @9 dvs.
5 , —

b2 € A. Hvis b var = a eller a3, ville G vare cyklisk

med b som fremrbinger i strid med, at G wvar antaget ikke-abelsk.

Fglgelig ma b2 = e eller 22 = aza G's elementer er

e,a,a’,a>,b,ba,ba’,ba>. For produktet ab findes a priori Fegl-

gende muligheder:
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{b

., ba
ab = . bag
ba

Her er ab = b udelukket, da a # e. ab = ba ville medfgre
G abelsk. ab = ba2 ville medfgre: a = ba™b = a =

ba‘213_1]t)z:12bw1 = e mnmodstrid! aAltsd er ab = ba3. Fglgelig fin-

des kun to mulige gruppetavler svarende til b2 = e 0g bz = azu
Hermed er bestemmelsen af grupperne af orden 8 afsluttet.
Bem@&rkning. Quaterniongruppen har en bemarkelsesvardig egenskab.

Den er ikke abelsk, men samtlige undergrupper er normalt. Vi kan

nu fuldstendigggre skemaet p. 18

Orden [20 30 40 5] 6! 718y 9l10}11 12]13%14'15716f17f18119
Antal 11 2 1 2 1 5 2 2/ 1]s5/ 1.2 11401 5 1
grupper . : : . i .

|
Heraf ikke- 01 0. 0' 0. 1, 0 20|
abelske | | & | , o i 4

Resultaterne for orden 12, 15 og 18 angivet uden bevis.

Opgave. Angiv 2 abelske grupper af orden 12. Diedergruppen D6
og den alternerende gruppe A, (1fr. senere) er ikke-isomorfe
ikke-abelske grupper af orden 12. Den tredie ikke-abelske gruppe
af orden 12 kan fas som fglger: Alle regulare (2x2)-matricer med
komplekse elementer udggr en gruppe. Undergruppen heri, frembragt

af matricerne

2ni
e 0 0 1\
A= og B = by
B \ 0 e ,4_.T.Lj; - \ -1 0 /
\\;\ 3

er en ikke-abelsk gruppe af orden 12. Elementerne er éugv,

uw=20,1,2, v=20,1,2,3 53 = g4 = E og BA gL ézm Gruppen

i

er ikke isomorf med D6 eller A4°
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Vi skal nu betragte visgsse endelige grupper der har en simpel

geometrisk interpretation.

Tetraeder gruppen T: Alle (egentlige) drejninger i rummet der

forer et regulart tetraeder over i sig selv., Den bestdr af: Iden-
titeten + 3 drejninger péd 180° (om akserne forbindende modstiende
kantmidtpunkter) -+ é drejninger pa 120° 0g 240°  om hgjderne, dvs.
T har orden 12. Ved betragtning af hjgrnerne ses, at T = Ay

Bestemmelsen af normaldelerne i T kan ske ved fglgende almene

Setning. Lad M vare en abstrakt mengde og G en gruppe af trans-

formationer ( : bijektive afbildninger) af M. For a € M lad
G, = {0 € Gle(a) = al ("Stabilitetsgruppen for a"). Da galder
for ethvert ¢ € G: w»Gaowml = Gw(a)

Bevig: Trivielt. §

Ved anvendelse af denne satning pa T (M tages som hjgrnerne
1 tetraedret) ses, at den eneste ikke-trivielle normaldeler i T
er undergruppen 1 7T, den fgrer det i tetraedret indlagte treret-

vinklede koordinatsystem (se figur) over i sig selv. Denne under-

gruppe = V4.
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£ . L .
Hexaedergruppen 2% : Alle (egentlige) drejninger i rummet der

2

fgrer en terning over i sig selv, orden 24, */ §, (betragt
o

rumdiagonalerne) . Ved overvejelser som ovenfor ses, at ;?f
kun indeholder to ikke-trivielle normaledelere, nemlig under-

gruppen i gﬁg bestdende af de drejninger, der fgrer et i ter-
ningen indskrevet tetraeder over i sig selv samt de drejninger

der fgrer akserne forbindende modstdende sideflademidtpunkter

over 1 sig selv (akseretningerne kan vendes). Sidstnevnte gruppe

{ er = V,, og der galder Jf Mo E Sy

Heraf sluttes specielt:

Af{éh ''=T
(]
# "‘w L — T! = v
& 4
Mo Pt = Yyl oz o,
4

oktaedergruppen, dvs. de drejnin-

i

Bemerkning. Hexaedergruppen

ger der fgrer et regulaert oktaeder over i sig selv.

Tkosaedergruppen A . Alle (egentlige) drejninger, der fgrer et

requlert ikosaeder over i sig selv. (Se model). Orden af ’7 : 60

"1 = Alternerende gruppe Ar (se model).

Ved argumenter udnyttende setning p. 23 ses, at ij er en
simpel gruppe.
Bemarkning. Man kan vise, at .Zan Dn,‘T, @@ og er de

eneste endelig drejningsgrupper i rummet. Anderledes udtrykt ud-

ggr disse (pa ner ortogonal &kvivalens) de eneste endelige under-

grupper i den egentligt ortogonale gruppe O+(HU. O+(HU kan

vises at vaere simpel og saledes, et eksempel p& en uendelig sim=-

pel gruppe.
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Permutationsgrupper

Lad § vare en vilkarlig mengde (+ @) og S(R) mnengden

o

af alle bijektive afbildninger af Q@ pa €. Med sammensatning

som komposition udggr S(Q) en gruppe. Hvis @ er endelig,
f.eks @ =1{1,2,...,nt er 8s(f) den symmetriske gruppe Snn

[

Ved en permutationsgruppe pa { forstas en undergruppe af

S(Q). Vi bringer fgrst nogle almene begreber, og satninger for

vilkdrlige €, og specialiserer os siden til endelige Q.

Definition. En permutationsgruppe G pa §{ kaldes transitiv,

hvis der til ethvert Par(a,b), a,b €  findes et ¢ € G sa

g(a) = b.

Definition. En permutationsgruppe G pa § kaldes dobbelt tran-

sitiv, hvis der til vilkarlige a,b,c,d € @ a *# b og c * d fin-

des 0 € G s& o(a) = ¢ og g(b) = d.
Bemerkning. Abenbart galder: dobbelt transitiv = transitiv.

Vi giver nu nogle smd satninger vedrgrende dobbelt transitive

permutationsgrupper.

Setning. Lad N vare en normaldeler # E i en dobbelt transitiv

permutationsgruppe G p& f. Da er N transitiv.

Bevis. Lad a,b € ¢, a * b, Vi s¢gger o € N sa o(a) = b,

Da N # E findes ¢ #d i 0 s8& 0(c) =d for passende T € N.
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Da G dobbelt transitiv findes 1 € G sa& 1(c) = a og

t(d) = b. Men sa g=zlder Tﬁtuq(a) = b, Da N« G er

TEan € N »ny T61w1 er et brugbart g¢. I
Definition. Lad G vare permutationsgruppe pd §. For a € {

kaldes G, = {o € Glo(a) = a} G's stabilitetsgruppe 1 {. (Ga

ses straks at vere undergruppe i G).

Setning. Lad G vare dobbelt transitiv permutationsgruppe pa
Q, hvor Q) > 1. Da er Ga en maximal undergruppe i G.

(2: ingen undergrupper ligger strengt mellem Ga og G).

Bevis. TLad ({ vere undergruppe i G og antag z%” 2 G,- Vi
skal da vise at'y( = G. Der findes 1 € J' s& t(a) =Db, b  a.
Lad p vere vilkérlig i G, og lad pf(a) = c. Hvis ¢ = a er

p € Qﬁ og vi er ferdige. Vi kan derfor antage ¢ #%# a. Da G

er dobbelt transitiv, findes o € G for hvilket o(a) = a,

i

o(b) = ¢. Specielt er ¢ € G_ . oT(a) ¢ ‘hvorfor pW1OT(a) = a

a
a : -1 A, 7{’ - 4
vs. p ‘ot € G, c'W i da o,t €, ses heraf, at p eH .

Da p var vilkdrlig i G, ses at y{ = G. [

Vi far nu et kriterium for simpelhed som vi ved en senere

lejlighed har brug for.

Setning. Lad G vare en dobbelt transitiv permutationsgruppe
p&d © (1Q]>1). Da er G simpel, hvis (i) G = ¢' (G' beteg-

ner kommutatorgruppen for G).

ii) Der findes a € 0 sé Ga indeholder en abelsk Normal-
deler K sa G er frembragt af de med K konjugerede mengder

{OKOM1]O € G}.
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Bevis. Antag E % N ¢ G; vi skal da vise, abt N = G. Velyg
et a€ § s& (ii) galder. G, er maximal sa GN er = 5
eller G. Da N ifglge Setning p. 25 er trangitiv og Ga ikke
er transitiv (idet l9l>1) er muligheden G,N = G, udelukket.
Dvs. G = GaN. vi pastdr nu, at NK 4 G. (Beme@rk NK er un-
dergruppe, da N q G). Da G = G, N (= NGa)P kan ethvert ele-
ment i & skrives vo, hvor v.€ N, 0O € Ga’ og vi har, da
N < G og K« Ga
-1 -1 _ -1 =1 _ =1y =1 _ -1 _

voNKo v = NvoKo v = Nv (oKo ")v = NvKv = = NK.
Da K ¢ NK < G, gelder

Vo € G : oKo | & oNKo | = NK.

¢ indeholdende

P4 grund af (ii) findes ingen zgte undergruppe i

1

oKo for alle o € G. Fglgelig ses NK G.

(1): G = G'.

Vi udnytter nu

(nk)(n1k1)(nk)w1(n1k1) hvor n og

abelsk kan dette udtryk reduceres til nkn1k1
1, =1 =1
Ky

G' « N dvs.

K

nkn km1k n_ der tilhgrer N, da N <«

1 1

debarer G N.

G

Vi betragter nu naermere tilfeldet, hvor

n, € N k og ky € K.

Enhver kommutator kan skrives

ba

-1
1’11

Men dette in-

I

-1, =1

1
kg

k 'n

G'

er endelig og

setter O = {1,2,...,n}. S(9) er da den symmetriske gruppe S..
S, har orden n' De lige permutationer i 5, udggr en undergrup-
pe A i S By kaldes den alternerende gruppe. Dens orden er
Yn! Abenbart gelder: A, <45 . |

n
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Definition. En permutation ¢ € S kaldes en cykel, hvis den
a‘ dy eew @y By

er af formen ¢ = | . Her er underforstaet,
a, Az ... ay a,

at de fra a1,u..,ak forskellige elementer er fixe ved 0.
k kaldes cyklens l&ngde. o betegnes kort (a1,.,.,ak). En

cykel af lengde 2 er en transposition.

Setning. Enhver permutation o € S kan p&d en og kun é&n made
s&tning p n p ,

skrives som produkt af cykler af indbyrdes disjunkte elementer.

Bevis. 1) Eksistens. For et a € {1,2,...,n} hetragtes elemen~

terne a,oa,oza,.,‘ . Hvis k er det mindste tal for hvilket

ka = a, er a,oa,...,ckm1a indbyrdes forskellige elementer.

k=1
ga :

Hvis k = n er ¢ selv en cykel <‘a o o d) og vi er
oa d4a ... a

ferdige; hvis k <« n vaelge vi b € {1,u..,n}\{a'ga,"..lckmla}
og betragter b,ob,ozb,,.. og tilhgrende mindste ¢ for hvilket
oz(b) = b, Elementerne a,oa,,.n,ok~1a,b,ob,,.,,ol 1(b) er ind-

byrdes forskellige. Hvis k48 = n da er

a G.,,ok~1(a) bcna,0£m1(b)
O‘:‘_
ca a X ob b

og vi er ferdige. Hvis k+f < n valges

c € {1,‘0.,rﬂ\{a,...,ok“1(a),b,..,,OQm1(bﬂ' og vi betragter c¢,cc,... etc.

Denne proces stopper efter endelig mange skridt.

2) Entydighed. Lad o = TqeeeTy = Ti

Té vere to fremstil-

linger af o som produkt af indb. disjunkte cykler (bemerk fak-

torernes rakkefglge er ligegyldig, da cykler af indb. disjunkte
elementer er ombyttelige). Alle cykler kan naturligvis antages
at have l®ngde > 1. Lad a vere element sa T1(a) # a, og lad

Ti vere cyklen bl. 11,649,T£, for hvilken Ti(a) # a. Hvis k
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er mindste tal for hvilket oka = a, gelder

A 6k~4 a
o e - .
Ty (oa a > ty & etc. I
Korollar. Enhver permutation ¢ € 5 = er produkt af transposi-
tioner.

Bevis. Ved at betragte cykler:

(a1 a, eee Ay g ak} ) /a1 ak>/a1 ak“1> (a1 a2> ﬂ
a a 2, \a, &y \a, 4 & a, ay

2 k

Bemerkning. En cykel af lige langde er ulige permutation.

En cykel af ulige langde er lige permutation.
Sa@tning. For n > 2 er centrum: af Sn lig {e}.
Bevis. Antag o % €. Ved passende nummerering kan vi antage:

1 2 e
o= 2 4 +.o

a=1: For T = (; f) gelder ot # To, idet o1 (2)

il
—

it
—

ii) a & 1: For T = (; f) gelder ot #* 10, idet o (1)

Alts& har vi vist: Vo € Sn\{e} 9t € S, ses oT ¥ T0. i

Korollar. Auti(Sn) = Sn for n > 2.

Bemerkning. Man kan vise, at for n % 2, n % o €r Sn fuld-

stendig o : Aut(Sn) =85 Nu vigtig satning.
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Setning (Galois). For n > 5 er den alternerende gruppe An
simpel.

Bevis. Lad N ¢ An’ N # {e}. 8kal da vise N = An” Da

N « An vil T“10"1To € N for alle ¢ € N og alle 1 € A -
Vi velger ¢ € N, o % e, og skelner mellem forskellige mulig-
heder for o¢'s kanoniske fremstilling som produkt af cykler af

indbyrdes disjunkte elementer. For hvert af tilfeldene valges

et 1 € A, som fplger:

; o i T ; LT |

(abcd...)(...) | (bed) (adc)
{abc) (de...) (...) : (bce) ? (aechd)

(abc)  (bed) | (ad) (be)

| (ab) (cd) (...) ; (abc) (ad) (be)

- N

Ved passende nummerering kan vi derfor antage <2 2 §> € N.

Pastand: <i : g g) € N Va,b,c,d € {1,...,n}.

Betragt en vilkérlig permutation af formen <; i 2 g '°'>;

idet

a b\f1 234 ...\ _ (1234 ... K , ¢ N
ba/l\abcd .../ \bacd... an vi antage, at
(1 234 ... . 1 23 4\ -1 _ fa b cd
T = (a b ¢ d ..,> er lige. Da er T<2 4y 3>T = (b a d C) € N.
F¢lgelig indeholder N samtlige produkter af to transpositio-
ner af indbyrdes forskellige elementer. Da ethvert o € A, er
produkt af lige total transpositioner, vil beviset vaere ferdigt,
nadr vi har godtgjort, at en permutation (X y)(y Z> er produkt

y x/\z y

af permutationer af ovennzvnte tal. Men dette fglger af:
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er valgt forskel-

(xy) (yz) = (xy) (uv) (uv) (yz), hvor u og Vv

lige fra x,y og z. (Her udnyttes n > 5). |
Bemerkning. For n = 2 og n=3 er A = € henholdsvis

~ 7hq dvs. simple. For n = 4 er A = Tetraedergruppen, der
- som tidligere vist - indeholder en #gte normaldeler (= V4)

og derfor ikke er simpel.

Se@tning. For n > 5 er A, eneste ikke-trivielle normaldeler

i .
Sn

Bevig. Antag N vi skal vise N = e, A, eller S

1) Nc A_ = NagA = N = A_  eller e.
= B n{Galois' satn.) n

2) N g A = NAn 7 An = NAn = Sn.

vi anvender Noethers 1. isomorfisatning pd:

A N N<A =A N N=-e eller An N N = An.
n n n S N, hvilket p& grund af N & AL indeberer N:&ng

>
>
2
il
>
¥
>

A NN=oe=N= gruppe af orden 2. Lad g € N, g + e.

For ethvert o € S5, ville da ogom1 € N, dvs. ogow1 = g for

alle o € S . Fplgelig var g # e i centrum for S, Men ifelge

Setn. p. 29 har S trivielt centrum. !

. - " > L \ ° e =
Korollar. For n 5 galder &) A 5 AL A

liv
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Bemerkning. For n = 2 gealder Sé = e,
nl — 1 — a o ¥ e
For n = 3 galder 83 Agi 5 A3 e.
For n = 4 galder S& = By sh o= A& = Vi st = AZ~:A70

Eksempel. Som tidligere nevnt findes uendelige simple grupper.
Ud fra det foregadende giver vi endnu et eksempel. Lad

O =1{1,2,...} = N og lad Sy vere undergruppen i S(Q)
bestdende af alle ¢ € S(Q) for hvilke o(a) = a for alle

a > k(&), hvor k(o) er et naturligt tal afhengigt af o.

N svarende til de lige permutationer er en

uendelig simpel gruppe. (Skriv AEJ = U A, ©9 benyt Galois'
' n=1

Undergruppen A

setning) .

Opgave. Giv eksempel pa feglge Gy 2 Gy 2 Gy =2 ... af simple

(e 0]
grupper for hvilken n Gn ej er simpel.
n=1

Normalrakker og oplgselighed.

Ved en normalrakke i gruppen G forstds en fglge af under-

grupper
G = Gy > G1 > Gy > ven > GS“1 > GS = {e}, (*)
hvor hver Gi er normaldeler i den foregdende Gim1u Faktor-

gruppens GO/G1, G1/G2y GZ/G3,..QFGSM,‘/GS = Gs~1 kaldes normal-
rekkens faktorer. Antallet af faktorer, s, er normalrakkens
lengde. Normalrazkken siges at vere uden gentagelser hvis alle

faktorerne + e. Normalrekken

G = Gy > G1 > Gy > .. > Gtrz {e} (1)




s
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kaldes en forfining af (*) hvis hvert Gy (1 <t < s8) er lig et
Ej (1 <3 < t). Hvisg (1) bestar af effektivt flere undergrup-
per end (x) kaldes (1) en @gte forfining.

Definition. En normalrakke i G kaldes en kompositionsrakke,

hvis den er uden gentalgelser og ikke tillader nogen &gte for-

fining uden gentagelger. Ved hijelp af Noethers 2. isomorfisaet-

ning vises let:

Setning: Hvis (*) er en normalrzkke uden gentagelser, gzlder

(*) er kompositionsrakke & faktorerne er simple grupper.

Desuden galder trivielt

Setnings G endelig = G har en kompositionsrakke,

Bemerkning. Ovenstdende s®tning kan ikke vendes om, da der fin-

des uendelig simple grupper.

Imidlertid gelder:

Setning. For abelske grupper G galder: G endelig « G har

kompositionsrakke.

Bevis. Benyt at en simpel abelsk gruppe er endelig (endda af

]

primtalsorden) .

Eksempel. m6 oe) 2%6 > 0 og EG ) 3%6 5> 0 er "vasentlig" ens

normalrakker. (Faktorerne er de samme 222, E3 og Z@3, ZZ).

I

Definition. To normalrekker uden gentagelser kaldes isomorfe, |-

hvis faktorerne pa& ner rekkefglgen er isomorfe.
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Bemerkning. Ved hjelp af satning p. 31 ses, at en normalrekke

uden gentagelser, der er isomorf med en kompositionsrekke, selv

er en kompositionsrakke.

Vi viser nu nogle klassiske satninger.

Jordan=Holders Satning. Hvis en gruppe G har en kompositions-

rekke er alle kompositionsrakker i G indbyrdes isomorfe.

Schreier's Forfiningssetning. To vilkarlige normalrakker i en

gruppe har isomorfe forfininger.

Klart, at Schreier's forfiningssatning = Jordan-Holder.

For at vise Schreier's forfiningssetning benytter vi

Zassenhaus Lemma. Lad H1, 5 K og KZ vere undergrupper i

gruppen G. Lad H1 < Hy, Ky < Ky Da er H1(H20K1),

9 2), Kj(H1ﬂK2) og K1(H20K2) undergrupper i G, og derxr

gelder

H1(H.ﬂK

(1) H1 (H2 N K1) < H1 (H2 N KZ)

(ii) K1(H n K2) < K1(H2 N KZ)

og
(1ii) H,](H2 n Kz)/H1(H2 n K1) e K1(H2 N K2)/K1(H1 n K2) .

Bevis. At H1(H2 n K1), etc. er undergrupper fglger af
H1 4 H, og K1 4 Ky

Et element i H1(H n K1) kan skrives hx, h €.H1;

2

X € Hy n K og et element i H,](H2 N KZ) kan skrives ﬁy,

1
h € Hys y € Hy 0N Ky. Elementet
1, ~=1

(ﬁy)(hx)ﬁy)m$ = K(yhy”1)(yxy“ )h™' € Hy (Hy 0 Ky)
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idet yhy“1 £ H 09 yxyw] € Hy N Ky Dette godtgspr (1) .
Uii) vises analogt) .

(Hy N K2) og H1(H2 n K1) er undergrupper 1 H1(H2 n KZ)

o9 H1(H2 n K1) < H1(H2 < K2)° vi anvender Noether's 1. isomor -~

fisatning pé:

Hy N Ky o=

q (Hy N Ky)

1

hvor man let efterviser, at (H2 n KZ)H1(H2 n K1) = H1(H2 n KZ)

og (H, N Kz) n (H1(H2 n K1)) = (Hy N K.Q,)(H2 n K1). Vi har der=-

for isomorfien:

= Hy N Ky/ (py

H, (H, N K,)/
172 2" TH, (Hy N OKy) [N Ry (Hy 0 Ry)

Hpjre side €r symmetrisk i H o9 K hvorfor man far:
K, (H, N K,)/ ~ H, N K,/
1V7°2 2 K1(fH N Kz) 2 2 (H1 n Kz) “{2 N K1)

(+) og (f+) giver den gnskede isomorfi i (iii) . |

Vi er nu i stand til at vise gchreier's forfiningssatning:

= Hy P Hy P ... P H, = {e} (*)

=

Qs

Q

!
|

G = Ky P K1 > ... P Kp = {e} (%)

vere to vilkarlige normalrakker i G,

(1)

(tt,
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Vi angiver nu fglgende forfining af (¥} idet (**) "ind-
plantes" mellem Hiw1 og Hy for alle i =1, ;S
Hy = Hy (0 400 Kgy)
H, (Hy, 4 0 qu)
Hy (Hy 400 Kj)
L = K
H, B, (Hy 4 N Ky
Omvendt "indplantes" (k%) i (*):
Ryq = Ky(Ho 0 Kiq)
1<j(Hi__4 n ij1)
K.(H., N K.
N i)
o K] = Kj(HS n K],_1)

De to skra
Lemma. De

ninger af

verede faktorgrupper bliver isomorfe ifglge zZassenhaus'
nedenfor antydede normalrakker er da isomorfe forfi-

(**)

(*)

©g

(*¥)
indplantes

(*)

indplantes
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Som fgr naevnt er Jordan-ldlders s@tning et umiddelbart
korollar af Bchreier's forfiningssatning. Vi angiver endnu nogle

simple konsekvenser af forfiningssatningen:

Korollar 1. Hvis en gruppe har en kompositionsrazkke, kan enhver

normalrekke (uden gentagelser) forfines til en kompositionsrakke,

KggollaE“g. Hvis en gruppe har en kompositionsrakke af laengden
s, er lengden af enhver normalrakke (uden gentagelser) < s,
og = s netop nar normalrazkken er en kompositionsrakke.

Opgave. Angiv en kompositionsrakke for en cyklisk gruppe %%).

Hvilken kendt talteoretisk satning fads ved anvendelse af Jordan-

Holder's satning?

Oplgselighed

Definition. Gruppen G siges at vare oplgseliqg, hvis der fin-

des normalrakke i G med abelske faktorer.

Setning. Lad G v&re en gruppe der har en kompositionsrakke.
Da er G oplgseliqg hvis og kun hvis en (og dermed samtlige)

kompositionsrakker har cykliske faktorer af primtalsorden.

Bevis. "hvis" klart.

"kun hvis": Benyt Noether's 2. isomorfisetning og korollar

!

2 gverst pa siden.

Setning. G vilkarlig gruppe. Da galder:

G oplgselig « G(n) = e for passende n € W.
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Bevis. "=" Lad G b Gy » ... ¥ Gy = e wvere normalrakke med
abelske faktorer. Da G/G1 abelsk, er (jfr. karakteriseringen
af kommutatorgruppen) G' < Gy - Analogt fas

G{ ¢ G, » G" ¢ G{ c Gy og helt ament:

G(l) c G, o9 fplgelig G(S) = e,
Pt G' « G og G/G' abelsk

G" <« G' og G'/G" abelsk.

Y: G> G' > G"» - 5 G = e er normalrakke med abelske

faktorer.

Bemerkning. Det ses let, at alle de afledede grupper G<l)

er
karakteristiske undergrupper i G, specielt normaldelere i G.
Ovenstdende satning viser derfor, at G oplgselig = G har en

"absolut" normalrakke ( : Undergrupperne er normaldelere ikke

blot i foregadende gruppe, men i hele G) med abelske faktorer.

Setning. G oplgselig = enhver undergruppe i G er oplgseliqg.

G oplgselig = ethvert homomorft billede af G er oplgseliqg.

Bevis. Umiddelbart ved hjelp af ovenstdende satning.

Setning. G ‘gruppeu Hvis G indeholder en oplgselig normalde-

ler N sa G/N er oplgselig, da er G oplgseliqg.

Bevis. Valg en normalrakke med abelske faktorer for N og en
normalrakke med abelske faktorer for G/N. Sidstnavnte normal-
raekke "indplantes" mellem N og G ved hijelp af Noether's 2. iso-

morfisetning. Samtykning giver da normalrakke i G med abelske

faktorer. @ : G er oplgselig. |




Mat 312

Setning. Enhver p-gruppe er oplgselig.

Bevis. Lad p-gruppen G have orden pn, Beviset fgres ved

induktion efter n.

n =1 klar (G er da cyklisk).
Antag setningen vist for p-gruppen af orden < pn. Ifglge
setning p. 17 er |Centrum for G| > p. Centrum < G, centrum

oplgselig |G/Centrum| < pnw1 =5 : ifglge induktionsantagelsen er

G/Centrum opl¢gselig. Foregdende satning viser, at G er oplgse-

lig. I

Setning. Den symmetriske gruppe S, er oplgseliqg for n > 4

og ikke-oplgselig for n > 5.

Bevis. n = 1,2 triviel, n = 3, Sé = Ay, S§ = Aé = (e},

n=4 5, = (ifr. p. 22) SZ'= {el S, oplgselig for n g 4.

For n > 5 er An simpel og ikke-~abelsk, hvorfor An og dermed

S, ikke er oplgselig. I

Bemaerkning. At S_n ikke er oplgselig for n > 5 kan bevises

direkte (uden brug af Galoig' sztning). Nok at vise A, = Aﬁ
for n > 5. Hertil godtggr vi:
1) Enhver 3-cykel er en kommutator,

2) 3-cyklens frembringer hele A

Ad 1) (abc) givet; da n > 5 findes d og e 83 a,b,c,d,e
er indbyrdes forskellige:

(abc) = (dba)®1(aec)w1(dba)(aec).
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Ad 2) Enhver permutation i A, er produkt af par af transpo-

sitioner. To tilfalde:

it

(ab) (bc) (abc)

1l

(ab) (cd) (ab) (bc) (be) (cd) = (abc) (bcd) . I

I bemerkning p. 35 g¢gverst sa vi, at G oplgselig G har

( "absolut" normalrakke med abelske faktorer.

Definition. Gruppen G kaldes overoplgseliqg, hvis G har abso-

lJut normalraekke med cykliske faktorer.

Klart, at overoplgselig = oplgseliqg.

Eksempel. Tetraedergruppen = A4 er oplgselig, men ej overop-

lgseliqg.
Definition. G Kaldes nilpotent, hvis G har absolut normalrakke

< L. © G1 < GO = G,

hvor Gi~1/Gi er indeholdt i Centrum (G/Gi).

Eksempel. S5 er overoplgselig, men ej nilpotent.

Beviset for Satning p. 35 kan modificeres til at godtggre

at enhver p-gruppe er nilpotent.

For endelige grupper gaelder (ej trivielt): nilpotent =
overoplgselig, og man har derfor implikationerne (for endelige
grupper)

abelsk = nilpotent = overoplgselig = oplgseliqg,

hvor alle implikationerne er "agte".
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I analogi med kompositionsrakker (og Jordan-Holders Sat-
ning) kan man betragte maximale kader af undergrupper. Her
gelder en overraskende sa@tning af Iwasawa ifplge hvilken en
endelig gruppe er overoplgselig, hvis og kun hvis alle maxi-

male kader og undergrupper har samme langde.

Opgave. Vis, at mengden af alle fglger af hele tal (a1,a2,ebo

med kompositionen

(84,85, «vray,-ex) (by,byyuee,b i) =

b b1 ""bz b,] + . e o ‘}“brlm,«]

1

(a1+b1,(—1) a2+b2,(~1) a3+b3,...,(~1) an+bn"

udggr en gruppe G. Er G i) oplgselig?
ii) overoplgselig?
iii) nilpotent?
Opgave. Vis, at (Q,+) er nilpotent, men ej overoplgselig.
(Bevis og benyt, at et fra 0 forskelligt homomorft billede af

(Q,+) aldrig er cyklisk).

)




Sylows Gruppesetninger

Definition: G endelig gruppe , p primdivisor i |Gl . Antag
Gl = pem , th .En undergruppe i G af orden pt kaldes en

p-Sylowsgruppe.

Inden Sylows sa@tninger et lille lemma.

Lemma. Lad G vere endelig abelsk , p en primdivisor i |G|

Da findes et element i G af orden p

Bevis: Sat |Gl = n . Induktion efter n . For n = 2,3 er ud-

sagnet klart. Antag lemmaet bevist for grupper af orden < n

Velg a + e 1 G og lad A = cykliske undergruppe frem-

bragt af a . |IAl = 0rd a =t , £t > 1 ., Vi skelner mellem to
tilfelde,
i) plt ; da er ag et element af orden p

ii) pg/t ; da vil plg = |G/Al

Ifplge induktionsantagelsen findesg et element (ﬁ) i 6/A af

orden p . (Idet |G/Al < n) d.v.s. for en reprasentant b

for (b @lder bP € A, b ¢ A og derfor bP = a® for passen-
g

de i . pba ord a=t erx bpt = e eller (bt)p = e . Fglgeliqg
nok at vise, at bt + e . Men bt = e ville medfdgre bt = @

og dermed plt 1 stand med antagelsen. 1ii) . ]

Sylows 1. Setning. Lad G vere endelig gruppe , p primdivi-

sor i |Gl . Da findes en p-Sylowsgruppe i G

Bevis: Induktion efter |G| . For "smd" ordener er satningen

triviel. Antag satningen vist for grupper af orden < |G|

To muligheder:




1) 3 &gte undergruppe H 1 G si péﬁ@:ﬂ]

2) For alle xgte undergrupper H i G galder pllG:H]

ad 1) TIfglge induktionsantagelsen findes en p-Sylowsgruppe
i H . Denne vil - da g%[G:H] - ogsa vare p-Sylowsgruppe i

G.

ad 2) Vi inddeler elementerne i ¢ 1 &xkvivalensklasser m.h.t.

konjugering (jfr. p. 18). Da gaelder

IGl = |centrum| + )3 [G:Na]
visse a
[G:Na] > 1
hvoraf sluttes, at p§lcentrum| . Ifglge lemmaet p.42 findes

et element a € centrum af orden p . Den af a frembragte
cykliske undergruppe A er normaldeler i G . Vi betragter nu

den kanoniske afbildning « af G pa G/A (= G*)

G L34 = G/A

Da [G/Al < |Gl findes pd grund af induktionsantagelsen en

p-Sylowgruppe P*¥ 1 G¥ , D.v.s. hvis |G| = ptem, p%m ; da

er |p¥*| = prm1 . Ifglge Noether's 2. isomorfisetning er

P =k “1(9*) en undergruppe 1 G sa  P/A ue%*ﬁ o e

Ipl = prm1p = pr . P er altsd p-Sylowgruppe i G . fl
RKorollar 1. (Cauchy). Hvis p er en primdivisor i ordenen af

en endelig gruppe G , da findes element 1 ¢ af orden p




Korollar 2. Lad G wvere en gruppe af orden 2pn , hvor p

er et primtal. Da er G oplgseliqg.

Inden Sylows 2. satning indfgrer vi for en undergruppe H 1

G normalisatoren N, som N = {g € GIgHgﬂ1 = H} N, bliver
undergruppe i G ; klart, at H <) NH (Ipvrigt ses let, at

NH er den stgrste undergruppe 1 ¢ der indeholder H som

normaldeler) .
To undergrupper H1 og HZ i G kaldes konjugerede
hvis gH1q—1 = H, for passende g € G . Man ser let, at "kon-

jugeret" er en &kvivalensrelation. I analogi med et tidligere

argument ses, at antallet af med H konjugerede undergrupper

er {G:NH]

Sylows 2. satning. G endelig gruppe , p primdivisor i |[|GI|

Alle p~-Sylowgrupper i G er indbyrdes konjugerede, og enhver

p~undergruppe i G er indeholdt i en p-Sylowgruppe.

Bevis: Lad P vare en p-Sylowgruppe i G , og S vilkéarlig

p~undergruppe i G . Lad {Pi} vere de med P konjugerede

undergrupper, hvis antal er [G:Np] - Py kaldes S-akvivalent

med Pj hvis Pi = stsw for passende s € S . Antallet af
med Py S-xkvivalente undergrupper er [S:(S n 'Np )]
i
I nedenstéende lemma viser vi, at S N Pi = 5 N Np
g

Ved optaelling fas derfor en relation

[G:Np] = b3 ‘[s:(s n Pi)]
visse i

[8:(5 n P.)] = potens af p (evt. 1) . p;[G:Np] indebarer

derfor [S:(5 N Pi)] = 1 for mindst et i og dermed S <« Pi

Beviset derfor ferdigt modulo!’




Lemma Hvis P p-Sylowgruppe i G , & p-undergruppe i G

da er &N Np = S NP

4 o = ~ E iy 1
Bevis Se&t 54 S Np . Klart, at 51 >SS NP ) P @3Np ole]

s,P undergruppe i Np Noethers 1. isomorfisetning anvendes:,

21

§4P/P = S1/s1n1>

Specielt er [$,P:P] = [8;:(8,0P)] . Da pfls,p:P] og da
[S1z(S1ﬂP)] er divisor i en potens af primtallet p er

[81:(S1DP)] =1 @8, =8, NP o9 fplgelig S N Np =g np .l

Sylows 3. sa@tning. G endelig gruppe , P primdivisor i Gl

1

it

Antallet af p-Sylowgrupper i G er divisor i Gl oy

(mod p)

Bevis Antallet af p-Sylowgrupper er [G:Np] , hvor p er en

vilkarlig, men fast p-Sylowgruppe. Som i beviset for Sylows

2. satning fas:

[G:Np] = ‘[P:(P n Pi)] (*)
visse 1

Her har vi: p%[G:Np] og [P:(P N Pi)] = potens af p (evt. 1)

[P:(p N P)] =1 eP =P (da Pl = IPil)

Fplgelig forekommer pd hgjre side af (*) netop en addend 1 ,

mens resten er delelige med p . D.v.S. [G:Np] = 1 (mod p) U

Bemarkning. Lad P vere p~Sylowgruppe 1 G Da galder aben-

bart: P «f G & [G:Np] - 1 e netop &n p-Sylowgruppe i G .

Opgave. Vis, at i ovenstdende situation gelder P &3 G =P
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karakteristisk undergruppe i G

Anvendelser.

Setning. En gruppe G af orden pg , hvor p og g er prim-

tal, er oplgseliqg.
1

Bevis. Kan antage (jfr. satning p. 19) p + g f.eks. p > g
Ifgplge ovenstdende bemmrkning findes netop én p-Sylowgruppe,
der er normaldeler og sammen med G og {e} udggr normalrakke

med abelske faktorer.

Setning. Lad p og gq vaere forskellige primtal som p % 1

(mod q) og g% 1 (mod p) . Da er enhver gruppe G af

orden pg cyklisk.

Bevis. Ved anvendelsen af Sylows 3. s@tning og ovenstdende
bemerkning ses, at G indeholder cykliske normaldelere P og
Q af orden p , resp. g . Lad a (resp. b) vere frembrin-
gere for P (resp. Q) . Da P =« G, Q -« G vil

aba bV epn Q . Idet P N Qljp og IP N Qllg er
PNQg=e d.v.s. a og b er ombyttelige. Derfor er

(ab)p =bP ¢ e og (ab)q =a% + e, Félgelig er Ord(ab) = pqg

d.v.s. G er cyklisk med ab som frembringer. [l

S@etning. Hvis gruppen G har roden p2q , P og g primtal,

er G oplegseliqg,

Bevis: Vi kan antage p ¢ g (jfr. setning p. 36). Der er nok
at vise, at der kun findes én p-Sylowgruppe eller &n g-Sylow-
gruppe. Hvis p > g gilver Sylows 3. setning umiddelbart, at

der er netop &n p-Sylowgruppe. I tilfeldet p < q fgres bevi-

set indirekte. Antag, at savel antallet af p-Sylowgrupper som

[




antallet af g-Sylowgrupper er > 1 . Der m& da findes (mindst)
q prylowgruppef og p2 g-Sylowgrupper. To forskellige g-
Sylowgrupper har kun e falles. To forskellige p-Sylowgrupper
har hgjst p elementer falles. Fplgelig mAtte G have mindst
pz(q—1) + (p2~1) + (pzwp) + 1 = pzq + pZ»p elementer.

Modstrid! ]
Ved analogt opta®llingsargument f£as:

Setning. Hvis gruppen G har orden pq}, hvor p, g er

primtal, er G oplgselig.

I naste afsnit skal vi vise: |G| kvadratfri = G oplgseliqg.

Ved brug af mere dybtliggende metoder kan vises

Setning. (Burnside) Hvis gruppen G har orden pq-qb PP
og g primtal, da er G oplgseliqg.
775-1029 (1))

Setning. (Feit & Thompson, Pac. J. Math. 7963,

Enhver gruppe af ulige orden er oplgselig.

Opgave. Lad n vare af formen p-a , p>a , p et primtal.

Vis, at enhver undergruppe af orden pa i den symmetriske

gruppe Sn er abelsk.

Vi stiler nu mod at vise en generel satning af Burnside,
der bl.a. indebarer, at en gruppe af kvadratfri orden
(@ : Produkt af indbyrdes forskellige primtal) er oplgselig.

Hertil studerer vi fgrst begrebet "Verlagerung".

Lad G vare en endelig gruppe og H en abelsk undergruppe i

G . Vi definerer nu en afbildning "Verlagerung" Ver(x) , x € G ,

fra G til H . Lad qre-er9y vere et fuldstendigt represen-




tantsystem for hg¢jresideklasserne til H , altsa:

n
G = U g,H (disjunkt forening).
i=1
For ethvert =x € G er ogsd XGqr e Xg, et fuldstandigt

reprasentantsystem for hgjresideklasserne til H , d.v.s.

Vgi algj , 3 = x(i) , s& XgiH = ng eller xg, = gx(i)’hx,i
hvor i = x(i) er en permutation af {1,2,...,n!}
n
Vi satter nu: Ver(x) = T h_ ,
j=g %%

Da H abelsk er produktet uafhangig af faktorernes rakkefglge.
Denne definition er tillige uvafhangig af valget af reprzsen=

tantsystemet for hgjresideklasserne til H . Ethvert andet re-

. . ) ~J
prasentantgystem kan skrives g1h1,,,,,gn hn , hvor

h1’“"’hn € H. Forr hvert i , 1 < i <n , fas

~ _ ~ _ \ i-\]: \ R ~
x(g;hy) = gx(i)hx,ihi = (Ix(i)"x (1)) (hx(i)

D~ __1 ~ n . ...’] I n
(h_,.,\h h,) = 11 hx(i) i hx i il hi = I hx i
=1 i=1 7' i=1 i=1 77

hvor vi har udnyttet, at H er abelsk og i - x(i) er en
permutation af indexmengden {1,...,n}

Vi viser nu, at Ver er en homomorfi fra G ind i H

Lad gqreeer9, Vere fuldstandigt reprasentantsystem for hgjre-

sideklasserne til H og lad x og y vare vilkdlige elemen-

ter i G

Hvis

vil
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n )
hvorfor Ver(xy) = 1 (h (i)'h i) = 'ﬂ hx,y(i) :E hy L7
Ver (x) -Ver(y) . ]

I stedet for hgjresideklasser kunne vi have betragtet

venstresideklasserne

n

G = UHg , (disjunkt forening)
i=1
ﬁ n A ”~
og have indfgrt Ver(x) = T hx,i , NAr g, ,x = hx,ig (1) for

i=1

~

entydigt bestemt x(i) € {1,...,n} og hX i € H . Ver vil
¥

da som f¢r vere veldefineret og en homomorfi fra G til H
&N n

Vi hevder, at Ver(x) = Ver(x) Vx € G ; thi ndr G = U Hgi
i=1

(disjunkt form), vil G = g Ty (disjunkt forening) . Af

g.Xx = h g

. . -1 . X
gy X, 1 falger x g = gx(i) hx,i og derfor

x (1)

1. noa g B
Ver(x ) = 11 hx ;= ( .
i=1 ! i=1 7

Da Ver er en homomorfi, fds heraf Ver(x) = Ver(x) . [

Ver er altsd8 en veldefineret homomorfi fra G +til H , uvaf-

hengig af valget af representanter for sideklasserne, uafhan-

gig af h¢jre og venstre.

Endelig viser vi, at for ethvert x € G kan Ver(x) skrives
n t
Ver(x) = T y;1 X k Yy v hvor Y € G, tk €N , (1 <k < n)
k=0 "
n 1 tk
o I t = [G:H] og Yy X v € H Vk (0 < k < n) . Hertil
t=0

angiver vi fgrst et bestemt (af x afhanglig) representantsy-
stem for hgjresideklasserne for H . Lad tO vare mindste

& t,. -1
naturlige tal med x 0 € H.Daer H,xH,...,x 0 H indbyr-

des forskellige hpjresideklasser. Hvis ty = [G:H] er disse




by

samtlige sideklasser. Hvis Ey < [G:H] wvalges Yy, € Gﬁy ¢ u
71 =0
t1
Lad t; vare mindste naturlige tal med Xy yq € yyH
to=1 t, -1

H,xH,...,x 0 v, y1H xy1H,..,,x L y4H indbyrdes forskellige

Da er

hgjresideklasser. Hvis t +t, = [G:H] er disse samtlige side-

klasser. Hvis t0+t1 < [G:H] wvalges

Yo € G , Yy ¢ Ux’H ijy1H . Lad da t2 vaere mindste natur-
t

lige tal med x 2 Y, € y2H . Da er

t0~1 t1—1 t2“1
H,xH,...,x H,y1H,,..,x y1H,y2H,,o,,x y2H indbyrdes for-
skellige sideklasser etc. Alt i alt fas reprasentantsystem

t. -1 t, -1 t -1

0 o1 r oy 1
€, X, 000X Y1 xy1r,..,A y1,.,,,yr,xyr,,..,x yr hvor
t0+t1 +ooot tr = [G:H] . For dette reprasentantsysten ses let,
at

t t t
-1 -1 -
Ver(x) = x O<y1 X 1y1>“.<yr X ]yr> .o n
Vi vender nu tilbage til Sylowgrupperne. Pgrst et

Lemma. Lad G vare endelig gruppe og P en abelsk p-Sylow-

gruppe (p primdivisor i [G|) . Hvis to elementer

a og b € P er konjugerede i G , da er de ogsa konjugerede

inden for N
P

Bevis: Da P er abelsk, er P c Na og P c Nb . Da a og

b er konjugerede i G , er B = xax~1 for passende x € G

Heraf fés:

Af P c N_ fglger xPx c xN_ x = Nb

P og xPx ! er nu bégge p~Sylowgrupper i Nb er ifglge

Sylows 2. satning konjugerede inden for Ny d.v.a., der

xTH




findes vy € Nb s& P = y(><Px_1)y~’I . Dette viser, at yx € Np
Men ligningen b = yby -1 y(xa><~1)y“1 = (A‘,<y)<a(><y)—1 viser,
at a og b er konjugerede inden for Np . t

Burnside's s@tning. Lad G vare en endelig gruppe og P en

p-Sylowgruppe (p primdivisor i [G]) . Hvis P < centrum for

Np , da findes normaldeler N i G som G/N =~ P

Bevis: Da P er indeholdd i centrum for Np , er P abelsk.

Vi kan derfor betragte Verlagerung Ver: G -» P . Sat N = Ker (Ver)

da er Ne G . Saetningen er bevist, nar vi har godtgjort, at

il

Ver (G) P s vi viser endda Ver(P) = P

Lad x € P . Ved bemerkning p. 49-50 er

k tk 1 t] 1 n
Ver(x) = My, x © vy , v, € G, y, Xy cp, T t,=[G:P]
'k k k k k T
k=1 k=1
tk -
De 1 P liggende faktorer Yy X Yi er inden for G kon~-

jugerede med x k og derfor ifglge lemma ogsd konjugerede med

t
X k inden for Np : D.v.s. der findes 2 € Np sa

e 1 [ A
Y ¥ Yo T A % %
tk 1 t
Men x € P og P < centrum for Np , hvorfor Zy % 2y = X
rt

Alt 1 alt er Ver(x) = x k'k = x[G:P] ¥Vx € P . ba P er

p-Sylowgruppe, er |P|l og [G:P] indbyrdes primiske. Der

findes da hele tal « og B s& olP| + B[G:P] = 1 Heraf
for x € P

X = x'Pl'a"xﬁa[G:P] = Ver(xB)
Altsd er P = Ver(P) . (]

Inden vi giver anvendelser af Burnside's s@tning indfgrer vi
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et nyt begreb. Lad H vare undergruppe i en gruppe G . Cen-

tralisatoren defineres som = {x € ¢lxh = hx /VYh € H}

H > I
/ y ©er undergruppe i G og ZfaH c N, . Hvis spe-

Klart, at

cielt H = § er centralisatoren gruppens centrum.

Lemma. Lad G vare en endelig gruppe og P en undergruppe.

Da er H%B:ZZQ en divisor i |Aut(Pp)|

Bevis: For hvert g € Np er afbildningen wg: P - P define-

ret ved wg(x) = gxg_1 , X € P, en automorfi for P . Afbild-

ningen : Np -» Aut(P) (g - .} er en homomorfi hvis kerne

netop er @fggo Fplgelig er isomorf med en undergrup-

pe i Aut(P) , hvoraf lemmaetéf¢lger, [

Ved hjzlp af Burnside's setning og lemmaet kan vi vise

Setning. Hvis alle Sylowgrupper i en endelig gruppe G er cyk-

liske, da er G oplgseliq.
oy o

Bevig: Lad os skrive |G| = Py ...prr , hvor Py..-P,. €r

indbyrdes forskellige primtal. Beviset fgres ved induktion

efter ¢
For r =1 er sa&tningen triviel.

Antag s@tningen vist for grupper, hvis orden hgjst er delelig

med r-1 primtal.

Lad p, vare mindste primdivisor i |G| og lad P vare
o

en p1—Sylowgruppe. P er cyklisk af orden p11 . Idet P er

isomorf med (Z a1,+) ses let, at Aut(P) = (den multipli-
1 o
kative gruppe af de primiske restklasser modulo p11 og Aut(P)
oy a1w1 a1~1
har derfor orden Py~ Py = Py
d1~1
er [Ngg 2%3] divisor i Py (p1—l) . Da P specielt er

(p1~1) . Ifplge lemmaet




&
abelsk, er P < fﬁ, da P er P4 -Sylowgruppe, er [I\Ig@: g?@l

primisk med Py 09 da py; er mindste primdivisor i |G| ,
a1~1

indebarer T Py (p1—1), at

[N?: P
[N_P:f?] =1, o; N§@=

holdt i centrum for N_ . Ifglge Burnside's setning medfgrer

Dette betyder, at P er inde-

dette, at der findes normaldeler N i G som G/N = P

o, o
Idet |IN| = Py e-P, vil enhver Sylowgruppe i N ogsd vare
Sylowgruppe i G og derfor vere cyklisk. Ifplge induktionsan-

tagelse er N sdledes oplgselig. Eftersom N og G/N « P

er oplgselig, er G oplgselig ifglge satning p. 36. [I

Bemzrkning. En alternativ formulering af satningen er: En

endelig gruppe G er oplgselig, hvis der til enhver printals-—

potens pa , som gar op 1 |Gl , findes et element i G af

orden pa

Korollar. (jfr. p. 47).En endelig gruppe af kvadratfri orden

er oplgseliqg.

Endnu en lille anvendelse:

Setning. Lad G vare endelig gruppe af orden 2¢n hvor n

er ulige. Da findes en og kun en undergruppe af orden n .

Bevis: Ovenstdende bevis giver umiddelbart existensen af en
undergruppe N & G s& G/N « Z, 3 INI = n
At N er eneste saddanne undergruppe fg¢lger af, at N

kan karakteriseres som mengden {gzlg € G} af kvadrater i

G . 0

Setning. Lad G vere en endelig simpel ikke-cyklisk gruppe.

Hvis |Gl er lige, er |G| delelig med 8 eller 12




Bevisg: Skriv |Gl = 2n . Hvis n var ulige, viser ovenstd-
ende satning, at der findes N £ G 88 G/N wx @, Dette
strider mod, at G er simpel, men ej dykliskq Altsa ma

411Gl , d.ves., |Gl = 4k , kK € W . Vor opgave er at vise

k ulige = 3lk

Lad P vere en 2-Sylowgruppe i G . Da k er forudsat ﬁlige,
ma P have orden 4 . P kan ikke vare cyklisk, da G ellers
ifglge beviset for satningen p. 52 indeholdt normaldeler N
med G/N = %, i strid med, at G er simpel. Altsd md P

f4 . Da Aut(%ﬁi) = 5,
(hvorfor?) ma [Np: g}ﬁ ifplge lemmaet p. 48 vare divisor

i 6 . Da Z%[Np:fp] , er [Np: 5_}] =1 eller 3 .

[Np: gEJ = 1 wville indebare (Burnside's satning), at G in-

vaere isomorf med Kleins Vierergruppe

deholdt normaldeler N , sa G/N o @?2 i strid med, at G er
simpel. Altsa er [Np: g}] = 3 hvorfor BEIGI og derfor

31k . 0

Benerkning. Ovenstdende s®tning skyldes Burnside. Han formo-

dede, at forudsatningen "|G| er lige" kunne undveres. Dette
blev bekraftet i 1963 af Feit-Thompson (Jjfr. p. 43). Enhver
endelig simpel ikke-cyklisk gruppe har sdledes orden delelig
med 8 eller 12 . Man kan vise, at ordenen af en endelig

simpel ikke~cyklisk gruppe er delelig med 16 , 12 eller 56




Abelske grupper og line®re grupper.

I dette afsnit vil vi under &t behandle en fundamental struk-
tursetning for abelske grupper og ~ ved videreudvikling af
metoderne hertil - vise lineare grupper, hvorved vi specielt

lerer en ny familie af simple grupper at kende.

For abelske grupper skriver vi kompositionen additivt med
t . Det neutrale element bliver da 0 , det inversge til a ,

~a og vi definerer for n € Z

fa +...+ a n addender (for n > 0)

na = 0 for n = 0
l - (-na) for n < 0
Da gelder:
(n+m)a'= na + ma Vn,m € 7
n(ma) = (nm)a
n(a+b) = na + nb (+ her benyttes kommutativiteten)

For en abelsk gruppe G defineres torsionen G, ved y

{g € Glng = 0 for passende n € Z ~ {0}} , d.v.s.

G
I

elementerne i G af endelig orden. Det ges let, at GT

(O]
i

en torsiong-

]

er en undergruppe 1 G . Hvis G = GT kaldes G

gruppe. Hvis Gp = 0 kaldes G ‘torsionsfri.

Eksempel. G endelig = G torsionsgruppe

(21-+) og (ﬂ% +) erxr torsionsfri.

Bemerkning. For enhver gruppe G galder (G/GT)T = 0

Definition. Endelig mange elementer i en abstrakt gruppe G

o




Aqreeera kaldes uafhengige, hvis

it

hja, *...+ h @ = 0.hy...h €@ =h  =..=h =0
En vilkdrlig maengde af elementer i G {ai} kaldes uvafhaen-

gig hvis enhver endelig delmengde af {ai} er uvafhengig 1

henhold til ovenstdende.

Definition. En delm@ngde S < G kaldes et frembringersy-
stem for G , hvig ethvert element i G kan skrives gom
% -linearkombination af endelig mange elementer i 85 . G

kaldes endelig frembragt, hvis G har et endeligt frembringer-

system.

ngigizigg, G kaldes fri, hvis der findes et uafhangigt
frembringersystem for G , d.v.s. en familie af elementer
{ei} som ethvert element i ‘G entydigt kan skrives som
Et-

Z ~linearkombination af endelig mange elementer i {ej}

hvert sadant uvafh®ngigt frembringersystem kaldes en basis for

G

n

BksemEel: 7 d.v.s.

komponentvis addition udggr fri abelsk gruppe.

alle ordnede n-tupler af hele tal med

Bevis: En endelig gruppe * 0 er aldrig fri. Dette f@lger

at
Setning. G abelsk gruppe. Da galder G fri = G torsionsfri.
Bevis: Simpel g¢gvelse. 0

Eksempel. (Q +) er torsionsfri men ej fri.

Opgave. Er den multiplikative gruppe (0O +) af positive ra-
- s

tionale tal fri?z




Er den multiplikative gruppe (ﬂy} +) af positive reelle tal

friz

Eksempel. Mangden af alle fglger af hele tal, der er 0 fra
et vist trin (afhangigt af den enkelte fglge) udgpgr med kom-
ponentvisg addition en fri abelsk gruppe. Man kan vise (ej
trivielt), at mengden af samtlige fglger af hele tal med kom-
ponentvis addition udggr en ikke-fri abelsk gruppe. Ved argu-

menter kendt fra den lineaxre algebra i Mat. 1 fas let:

Setning. Alle baser for en given for abelsk gruppe har samme

elementantal. Dette fwxlles elementantal kaldes G's rang.

S@etning. Lad G vare fri med en basis Ugpeoorl o Da gal-
der for n vilkarlige elementer @&’1,6,.,@ﬁh € G , der pa

grund af ‘kasisegenskaben for Ugroes Uy (entydigt) kan

skrives

A (nxn) Matrix med heltalselementer

at Qf1..%z er basis for G & det A = *1

Bevis: "=" W .,@f; basis medfgrer eksistensen af en hel-

talsmatrix B sa

= B , hvoraf

1 og dermed

d.v.s. B A =E . Fglgelig er
det A = *+1 ., "«" Da det A F 0 er @”1..n @%1 vafhangige. Da

det A = #1 wvil A have heltallige elementer. PFglgelig er




} = A"1{ } d.v.s. Viseee vV, o er tillige frembringersat
v

for G og dermed basis for ¢ . [l

Bemarkning. En heltals matrix med determinant +1 kaldes
"unimodulexr". -
Setning. Lad G vare en fri abelsk gruppe af (endelig) rang

u . Da er enhver undergruppe A af G fri med rang < »

Bevis: Induktion efter n

n = 0: Intet at bevise.

Hvis n =1 er G ~ Z og enhver undergruppe har. formen 7 a

d.v.s. fri af rang 1 (hvis a # 0) eller af rang 0 (hvis

n-1 - n: Lad Ugres.,u, vVaere basis for G . Ethvert a € A

kan entydigt skrives a = h1u1 +.. .t hnun’h1"‘°’hn € 722 ., Nar
a gennemlgber A wvil de tilsvarende koefficienter hn udgg-

re en undergruppe i Z . Lad denne have formen Zvy , vy € 7 .

Vi skelner nu mellem to tilfalde:
1) vy =0 ; daer Ac Zﬁu1 +.. Lt Zﬂunb1 : 1fl. induktionsan-

tagelsen
er A fri af rang < n-1 < n

2) v ¥ 0 . Lad v vare et element i A sa

L Y
v o= h1u1 +.. .t hn~1un-1 +oyu . Ifplge induktionsantagelsen

er AN (Zuy +...+ BZu ,) fri af rang p < n-1 . Lad

Vqree.sV, vere en basis for AN (Zuy +...+ Zu_ _4) Bevi-

set afsluttes ved at godtggre, at V,],.,,..,vp , v en bagis for

A

4




i) v1,.,,,vp v frembringer A ; thi lad a € A have frem-
4

stillinger a = h1u1i+..,+ hnm1un~1 + hyun . Da er

a-hv € A N (Zuy +...+ Zlunw1) : a~hv er % -linearkombi-~

nation af ViyreerV o Dermed er a en % -linearkombination

af v,y e.. Vo
1! er,,

ii) Vyrese Vg + V. er uafhenaige; thi antag

e

k1v1 +.. .t kpvp + kv = 0 , hvor k1,...,kp , k€ m . ved

at skrive Viyree., vV som 7 -linearkombination af
r

Ugrees, 0g se pd koefficienterne til u ~ ses, da vy % 0 ,

n
at k = 0 . Da v1,...,vp er uafhangige, ma k1 =, o, = kp = ()
Altsd er v,],....,vp y en basis for A . Antallet er

14

pt1 < (n=1) + 1 =1 I

Bemaerkning. Lad F vere fri undergruppe i den fri gruppe G

Rang F = rang G medfgrer ikke at F = G (modeksempel?)

Den nzste satning er fundamental for bide abelske grupper og

line®re grupper.

Elementardivisorsatningen. Lad F vere fri abelsk gruppe af

endelig rang u og G en (ifglge foregdende satninger ngd-

vendigvis) fri undergruppe af rang m(g< n) . Lad Ugyoeor
vere basgis for F , VigresesVy bagis for G . Lad med passen-

de (mxn) heltalsmatrix A

Ved basisskifte for F og G kan opnds at transformations-
matricen A herved f¢res over i en diagonalmatrix

{ D : Nuller uden for diagonalen). Alternativ formulering:
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Der findes unimoduler (mxm) , resp. (nxn) matricer P

[

resp. Q sa (jfr. satning p. 5%9)

81 0
{ Ql for passende hele tal €,,...,5
0 e = 1 " 7m

e
Il
o

i

Bevis: Vi viser, at A kan bringes pa& den ¢gnskede form ved

successiv anvendelse af fglgende to operationer: |

1) erstattes u. med u, + yuj (i # 3) , vy € Z . Dette sva-
rer til, at man i A subtraherer vy (ite spjle) fra den

;' sgile.

2) erstatter vi med v, + YV (1 % 3j) , v € Z . Dette sva-

rer til, at man 1 A adderer vy (jte rakke) til den ite rak -
ke.

Uden indskrankning kan A antages = 0 Betragter nu

alle de matricer der fas ud fra A ved successiv anvendelse

af 1) og 2). Lad € vere det numerisk mindste hele tal # 0 ,

der pd nogen plads optreder i en af disse matricer. Ved 1) og
2) kan ¢ f@gres op pa p8te rekke og pste spijle. Ved yderlige-

re anvendelse af 1) og 2) kan man opnd, at alle pvrige elemen-

te ste

rakke og 1 spjle er 0 . (Ved denne og den fore-

ter i 1°
gdende reduktion benyttes Euklid's algoritme p& velkendt made)

A kan sdledes fgres over i en matrix af formen

e o
o
A
o
hvor é1 er (m~1)x(n-1) heltalsmatrix. Ovennavnte proces

gentages pa §1 der fgres over i en matrix af formen




610.. 0

0 A ;, hvor éz er (m=2)x(n-2) heltalsmatrix; dob-
=2

0

nest anvendes processen pa 52 etc. Efter endeliyg mange

skridt fé¢res A herved over i en matrix af den ¢gnskede

form. i

Vi bringer to anvendelger af elementerdivigionssatningen:
Hovedsatningen om endelig frembragte abelske grupper og bestem-
melsen af kommutatorgrupper for visse lineare grupper, hvor-
ved en ny familie simple grupper findes. Vi tager sidstnavn-
te anvendelse fgrst.

Vi bemerker fgrst, at matricen der bevirker basisskiftet
ved 1) i1 ovenstdende bevis er E + Ygij , hvor Ei,j er matri-
cen, der har 1 pgr (i,j)te plads og ellers lutter nuller. Til-

svarende for basisskiftet 2). Matricer af denne form (i%j) kal-

des elementere. De har abenbart determinant 1.

I kraft af ovenstdende bemerkning og (beviset for) elemen-

taerdivisorsatningen f3s saledes:

Setning: Lad A vere vilk&rlig (mxn) heltalsmatrix. Da fin-

1 §
des elementxre (mxm) matricer 21,0,@,EJ og elementare

] "
©

(nxn) matricer Q1’““"£v sa

1 ¥ €9 0
§1,,..,£u A E1"'£v = diagonalmatrix <O ] g) .
m

Tilfgjelse. Ovennavnte galder ogsd (beviset endda kun lidt
simplere), hvis vi i stedet for frie abelske grupper betrag-
ter vektorrum over et vilkarligt legeme. Specielt gzlder oven-

stdende satning for matricer med elementer i et legeme.




De to f¢lgende lemmaer viser vi generelt for en vilkarlig
kommutativ ring med et et-element for ikke at skulle skelne mel-
lem gruppetilfzldet og vektorrumstilfaldet. Begrebet "elemen-—
ter matrix" overfgres uden videre til matricer over en vilkar-

lig kommutativ ring med etsmelement.

Lemma 1. Lad a og b vere invertible elementer i ringen

g 0
R . Da kan (g b) ved multiplikation af element®r matricer

(fra venstre og hgjre) fgres over i matricen <g gb>

0 )

. 1 -
Bevis: (0 ab/ =

(1 0\ (1 g_\,

ab-b 1) \, f}

G oG. D6 7)o

Ved successiv anvendelse af dette lemma fds wniddelbart

Lemma 2. Lad Aq700e0a vVEre invertible elementer i ringen R
Darkan
a, 0 0 0o %
t
0 j
|
\ o n 4

ved nmultiplikation af elementare matricer (fra venstre og hgjre)

f@eres over 1 matricen

/1 0 o o...0 N

P01 0., 0 '
§ 0 0 1 0..
v 0 0 a1a2“.drl

For en vilkarlig kommutativ ring R med et element defineres

den generelle lineare gruppe af Grad n GL(n,R) som gruppen

(med sa&dvanlig matrixmultiplikation) af alle (nxn) matricer
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med elementer 1 R og determinant et invertibelt element |

R .

Den specielle lineare gruppe af grad n SL(n,R)

defineres som underguppen i SL(n,R) bestdende af matricerne
gqupp '

med determinant 1
det
=

Ved determinantafbildningen GL(n,R) R™ , hvor Rﬁ er
gruppen af invertible elementer i R , ses (idet
SL(n,R) = Ker(det)) at SL(n,R) <} GL(n,R) og
GL(n,R)/SL(n,R) =~ R¥ ,

Heraf fg¢lger, at kommutatorgruppen GL(n,R)' er indeholdt
i SL(n,R) .

Vi vil nu vise at for R = Z eller et vilkarligt legeme

gelder GL(n,R)' = SL(n,R) (pa ner en enkelt undtagelse). Vi

viser fgrst:

Setning. Hvis R = Z eller et vilké&rligt legeme kan enhver
matrix A € SL(n,R) skrives som produkt af elementare matricer.

Med andre ord er SL(n,R) frembragt af mengden af elementaere

matricer.

evis: P& grund af satningen p. &§ og (tilfgjelsen) findes

1 ¥ 1" "

elementaere matricer £1 oo EU R £1 y e et Ev s&

f ] ] 11t a O
B e EJAE) L. B = < 1 )
P 0 a
n
hvor 1 = det A = P . .
Ifglge lemma 2, p. 57 kan ( 1 ) ved multiplikation
0 a
n

med elementare matricer fgres over i
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Da den reciprokke matrix af en elementer matrix selv er
elementar (bemerk at (E + Y:I;,j)_1 =E - YE”j) fg¢lger heraf,

i
at A er produkt af elementere matricer. [

S@tning. Hvis R = 7% eller et vilkarligt legeme galder for

n 3 8L(n,R) = SL(n,R)' . Specielt er GL(n,R)' = SL(n,R)

HAY

for n > 3

Bevis. P& grund af foregdende s@tning er det nok at godtggre,
at enhver elementer matrix tilhgrer SL(n,R)’ . Vi viser endda,
at enhver elementar matrix er en kommutator i SL(n,R) . Lad

E + YE, , Vvareen vilk&rlig elementer matrix 1 < i,k <n
4

i+ k .Da n>23 findes j 1 <3J<n s& i,3 og k er

indbyrdes forskellige. For et gsddant J galder:

(E+yE, .) (E+E,
== —__l f—as __.l ’

E+YE, .)  (E+E
3 ) (E4y 5 ) (B+E,

] ' :l,k) - £+Y£' y

k i,k

Setning. Hvis R et et legeme med mindst 3 elementer galder

CL(2,R)' = SL(,2R)

Bevis: Skal blot godtggre, at SL(2,R) < GL(2,R)"' . Ved samme
argument som 1 foregdende satning er det nok at vise, at enhver
elementar (2x2) matrix er en kommutatox i GL(2,R) . Da R

0 ..
har mindst 3 elementer findes et element u # {1 . For et vil-

k&drligt vy € R gaelder nu:

G -G )G

0 1




og tilsvarende for \y 1) t

Opgave. Vis, at for R = 7/ 72 (legemet med 2 elementer) or
GL(2,R) = SL(2,R) = 83 og SL(2,R)' = GL(2,R)' dermed en agte
Forudsa@etningen i foregdende

undergruppe i GL(2,R) = SL(2,R)

setning angdende R er saledes ngdvendig.

Setning. Hvis R er et legeme med mindst 4 elementer galder

SL(2,R)' = SL(2,R)
Bevis. Da R har mindst 4 elementer findes et b € R , sé

b4+0, b+ 1 . Vier

L o (1 a> b 0 (1 d) ) (1 a(bzu?)>
1 0 1 | 1 0 1 B
0 % S = 0 1

for ethvert a € R . Da b-1 + 0 gennemlgber a(b2w1) , a € R

alle elementerne i R . Fglgelig er enhver elementer matrix kom-

mutator i SL{(2,R) . I

Opgave. Vis, at for R = IR , de reelle tals legeme, og n = 2

er -E € SL(2,R)' men ~E kan ikke gkrives som en kommutator

(00 ~E #+ A B a8 for alle A,B € SL(2,R)) .

Vi er her i stand til at agive en ny familie af simple grup-

per. Lad nu R wvare et kommutativt legeme K . En enkelt udreg-

nina viser, at centrum(sSL(n,K)) = matricerne
A0 O
0 A O o, A E K, A= 1, (Benyt, at matricerne i cen-

trum kommuterer med alle elementare matricer). Den projektive

specielle line®re gruppe PSL(n,K) af grad n over K defi-

neres som SL(n,K)/centrum(SL(n,K))




Vi stiler mod at vise, at PSL{n,K) er simpel for n > 3 0y
alle K og simpel for n = 2 nar K har mindst 4 elementer.
Vi indfgjer nu et par bem:rkninger om det projektive rum
P(n,K) . For et kommutativt legeme K lad V(n+1,K) vare
det (n+1)~dimensionale vektorrum over K . I V(n+1,K) ~ {0} de-
fineres en @kvivalensrelation ved a ~ b & 33X € K ~ {0} =sa
a = Ab . Me&ngden af @kvivalensklasser kaldes n-dimensionale pro=-
jektive rum. P{(n,K) . Dette kan intuitivt beskrives som mengden
af "udprikkede" rette linier gennem 0 i V(n+1,K)

Enhver matrix A € SL(n+1,K) inducerer pa oplagt vis en

permutation i P(n,K) . Kernen for afbildningen A - Pa

i
ses let at vaere skalarmatricerne AE € SL(n+1,K) d.v.s. cen~

trum for SL(n+1,K)

Fglgelig kan PSL(n+1,K) opfattes som en permutationsgrup-

pe pd P(n,K) . Vi pastdr nu

Lemma. PSL(n+1,K) er en dobbelt-~transitiv permutationsgruppe

pa P(n,K)

T
¥

Bevis. Lad 31.,€£f) og (E1f,fgz"v&re punktpar i ‘P(n,K)

]

™
H
}

e

=y

ay Ffag o9 byt b

For reprasentanter a1,a2,b1,b2 el

N

der a; o9 a, ej proportionale, g1 og 22 ej proportiona-

le. Derfor findes A € SL(n+1,K) s3a A a; = by Aa, = b,

for passende X € K ~ {0} . PFolgelig er o

Vi kan nu vise

=
—
:Lﬁ)‘
t
o
o]
101

Satning. Grupperne PSL(n,K) er simple for alle n > 2 og

alle legemer K undtagen for n = 2 og K = legeme med 2




eller 3 elementer.

Bevis: P& nar i de to navnte undtagelsestilfelde er

SL(n,K) = SL(n,K)' ifglge s&tning‘p.@%?og 6§. Da galder ogsa
PSL(n,K) = PSL(n,K)' PSL(n,K) er en dobbelt-transitiv permu-
tationsgruppe pa P(n-1,K)

Vi ¢nsker nu at anmode simpelhedskriteriet p. 2¢. For et punkt
é} € P(n-1,K) skal vi angive en abelsk normaldeleréﬁ( i
stabilisatorgruppen for (aj gd& PSL(n,K) er frembragt af de
med(3K konjugerede grupper. I V(n,K) betragter vi fglgende
lineare afbildninger: Lad a € V(n,K) ~ {0} og yu en fra 0
forskellig linearform p&d V(n,K) der forsvinder pa a . Vi

betragter de sakaldte transvektioner T , der er linexre afbild-

ninger defineret ved

Tuléy_:y“ u(via v € V(n,K) (%)

Man bemarker, at den til en elementar matrix svarende lineare
afbildning er en transvektion. Specielt vil transvektionerne

frembringe hele SL(n,K) (jfr. satning p. &9).

For fast a udggr transvektionerne {‘1‘U alu linearform ,
a ,a

p(a) = 0} en undergruppe i SL(n,K) . Denne undergruppe %
er abelsk, idet Tu’é TV;Q = Tu+v,§
For ethvert § € SL(n,K) galder
S T s =
= "u,a = -1 !

hvoraf ses:

i) ;ﬂ’ er normaldeler i stabilisatorgruppen for a
o

ii) Enhver transvektion er konjugeret med en transvektion i zﬁz




Foreningsmengden af de med j%; konjugerede undergrupper frem-
bringer sdledes hele SL(n,K)
Den tilsvarende gruppe ., 1 PSL(n,K) kan derfor anven-~

des i det omtalte simpelhedskriterium, hvorved satningen er be~

vist. i

/2% er PSL(2,K) o 83 . 09

it

Bemarkning. For n = 2 , K

R

A

™o

for n = , K = m/3% er PSL(2,K) 4

Ingen af disse er som bekendt simple.

For at finde de endelige grupper blandt den nye familie af

simple grupper far vi brug for gaetninger om endelige legemer som

vi fadr i neste kapitel. Vi navner dem her:

1. Ethvert endeligt legeme har orden pm ;, hvor p er et prim-

tal, m € W

2. Til enhver primtalgpotens pm findes et - og paner isomorfi -

kun et legeme med pm elementer.
Endvidere fa&r vi senere i dette kapitel

3. Et endeligt legemes multiplikative gruppe er cyklisk.

For en primtalspotens q betegner vi med GL(n,q) ,
SL(n,q) og PSL(n,q) grupperne GL{(n,K) , SL(n,K) , PSL(n,K) ,

hvor K er det entydigt bestemte legeme med g elementer.

Ved et elementart kombinatorisk argument findes

(qn—1)(qn“q>(q“mq2) ce. (g~ g

i

|GL (n,q) |

og herved

it

[SL(n,q) |




Fra definition af PSL er det klart, at

|SL(n,q) |

IPSL(n,4) = L¢allet af rgdder til x = 1
inden for KX )

Idet K's multiplikative gruppe af fra 0 forskellige elemen-
ter er cyklisk (jfr. 3) bliver antallet af re¢dder til ligningen
X" = 1 i1 K netop (n,q - 1) , hvor alment (a,b) betegner

storste faelles mal af a og b . Dette fglger af:

Lemma. I en cyklisk gruppe af orden m har ligningen x" =y

netop (m,n) lgsninger.

Bevis. Lad u vare en frembringer for gruppen u? , a € % er
lgsning til ligningen x" = 9 hvis og kun hvig na = 0 (mod m)
Sidstnavnte kongruens har precis (m,n) lgsninger. |

-2, n-1
_ g (@) . (g - T
(n,g~1)

Korollar. |PSL(n,q)|

Man kan vise, at de eneste isomorfier der bestar mellem grupper-

ne PSL(n,q) og de alternerende grupper og symmetriske grupper

er:

(1) PSL(2,2)

il
W
&
I
S

il
2
S
IS

R

[€2]

8]

(2) PSL(2,3) e Ay
(3) PSL(2,4) =~ PSL(2,5) =~ A

(4) PSL(2,7) e PSL(3,2)

(5) PSL(4,2) = Ag
(6) PSL(2,9) = Ag
Bemark, at |IPSL(3,4)} = IA8I = %x8

PSL(3,4) og A8 er sdledes simple, ikke~isomorfe grupper

af samme orden!




Hovedsatningen om endeliqg frembragte abelske grupper.

Fgrst en definition

Definition. Lad A1,A2,.,,,An vere n abelske grupper. Alle
ordnede n-tripler (a1,a2,..,,an) roay € Ai , T <1 <n , ud-

ggr en abelsk gruppe med komponentvis addition. Denne kaldes den

(ydre) direkte sum af A1,A2,e,.,An og beteones

Ay ® A, O ...0 A . Hvis alle A, , 1 < c <n , er samme gruppe

A , skrives kort Al
Et vigtigt eksempel er givet i

a1 a

. r .
Setning. Lad n = N hvor Pq«--P, €T indbyrdes
forgskellige primtal. Da er Z = Z _a, ® ...0 72 _a

n p11 p.r
Bevis: Definer homomorfi ¢: @ - 77 ay ® ...09 2 a_  ved
B Py p.r
/J
p(h) = QD a, ,,.,,<% a ) . Her er Keyr ¢ = n7Z , hvorfor
“Pq Py F
ifglge homomorfisatningen ZZ/n w = ZZ}nu 07 §_22Zp1a1 D...0 mprar
Da o7 og Z_a,®...0 Z_a sdledes har samme orden
py 1 p. T
a a
n=mpyp 1 8 r ma& ©% = 7_ a, ® ® Z_ a f

Pq r ! Py 1 P, ¥
Hoveds@tning. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er
(isomorf med) en direkte sum af cykliske grupper.

Bevis: Antag Bqpeewrdy frembringer A . Lad F = 7" vere
den fri abelske gruppe med basis
£1 = ('I,O,.?.,O),,..,SLn = (0,...,0,1) og lad ¢ vare den ved
othys,e..,h ) = h,a, +...+ h_a definerede homomorfi fra EZn

1 n 11 nn
til A . ¢ er surjektiv, da agree.ra, er frembringersystem

for A . K = Ker v er undergruppe i F og derfor (setning P,SQ)




fri af rang m < n . Ifdlge elementerdivisorsatningen findes
baser UgreessUy o Vgre sV for TF , henholdsvis K , sa
Ve = E4U
1 171
v = g U
m “m

Ethvert element x 1 F kan entydigt skrives

X = h1u1 +.. .t hnun ’ h1""’hn € ZZ . Vi definerer en homomor-

fi ¢ fra F til

G = & (B,..(BZZE & 77 0...0 Z

m
(n-m) eksenpler

l\b(X) = (@ I---IE'IQ r hnl+1l'°'llln)
€ €

1 m

ved

Y er oplagt surjektiv.

Ker ¢ = {x € Flhy = 0 mod e4,...,h =0 mod € ¢ Nq=..o=h = 0}

= KV. Ifplge homomorfisatningen har vi derfor

G e F/Ker ] = F/K = F/Ker P = A
d.v.s. A = G , der er direkte sum af cykliske grupper. [
Korollar. Hvis A er en endeliy frembragt torsionsfri abelsk
gruppe, da er A fri.

Bemerkning. Forudsatningen A endelig frembragt er vigtig
(modeksempel (Q,+)). rKombination af de viste satninger giver

umiddelbart.

Hovedsatning. Enhver endelig frembragt abelsk gruppe A er

\

(isomorf med) den direkte sum af eksempler af #Z og af eykli-

ske grupper af primtalspotens, d.v.s.




A=z’ o r em 3t (%)
i3 Py
for passende n og zi ; > 0 og visse (endelig mange) prim-
7
tal Py - Exponenterne n og Qi : er entydigt bestemte ved
’

A

Bevis. Existensudsagnet fglger af det foregdende. Entydigheds-

udsagnet er en simpel konsekvens af fglgende generelle

Forkortningssetning. Lad G og H vaere vilkarlige abelske

grupper , F en endelig frembragt abelsk gruppe. Hvis

FP® G~FO®H , daer G =~ H
Inden beviset for denne satning omtaler vi begrebet "indre
direkte sum". Lad Ayre.. A~ vare undergrupper i en given

abelsk gruppe A . A siges at vaere indre direkte sum af

AgreverB hvis ethvert element a € A péd entydig made kan

skr;ves a = ay +oa et a, + a4 € A1,...,an € An . I s8& fald

skriver man A = A1 ®...0 An Forbindelsen mellem den tidligere

indfgrte (ydre) direkte sum og den indre direkte sum er:
Lad A = A1 ®...0 An (indre direkte sum), da er

A e A1 ®...0 An (En isomorfi fra den ydre til den indre di-

(ydre direkte sum>

rekte sum er givet ved

(a1,,,.,anl - (a1 +.. .+ an))

Omvendt, lad A vare ydre direkte sum A = A1 H...0 An
(ydre direkte sum /

Undergrupperne A; = {(O,...,ai,O 0 0)la, € Ai} er isomorfe

med Ai og man ser let, at A = Ai ®...8 Aé (indre divekte

sum) . Lad A vere undergruppe i den abelske gruppe B . A




siges at vere en direkte summand i B , hvis der findes under-

gruppe K B s& B = A ® K (indre direkte gum). Ndr et sa-

dant K findes, ma K « B/A .

Lemma. Lad A vare undergruppe 1 B . Hvis B/A ~ 7%, er

A direkte summand i B

Bevis. Lad ¥ vare den kanoniske homomorfi: B = B/A og lad
c € B vaere et element s& W ¢ frembringer B/A ~ 7 . For

den cykliske undergruppe K i B frembragt af ¢ galder nu

B=2A®K (indre direkte sum)

°

Thi for ethvert .b € B findes helt tal h s&a Wb = hpnc

5: b~hc € Ker d = A 3: b = (element 1 A) +(element i K)

it

Endvidere'hvis 0 athec , a € A, h € C, da ma

0= da + hdc = hyc=h = 0= a =0 . Altsd er B = A & K

(indre direkte sum). ]

Inden beviset for forkortningssatningen endnu et (isoleret

stdende)

Lemma. Lad G va&re en abelsk gruppe, g et element i G hvis
orden er en primtalspotens p' . Lad V vare den cykliske un-
dergruppe i G frembragt af g og H én vilkérlig undergrup-
pe i G . Da galder v A H # {0} & pn_1g € H

Bevis: "«<" klart

""" v N H+* {0}] medfgrer, at der findes et multiplum by

b € 7 p%*b sd& bg € H . b kan skrives b = pia )

0 <i<n g%% . Da p%é findes x,y € #Z s& ax + pny =1,
hvoraf pndﬁax + p2n~1y = pn_1 og dermed




pn“1axg + p2n 1yg = pnm1q . Vi behgver nu blot at bemerke, at

panan € H og pan1yg = 0 . i

Nu bevis for forkortningssetningen:

Pa grund af existensudsagnet i hovedsztningen paV§ er det
dbenbart tilstrakkeligt at vise forkortningssatningen i til-
feldet hvor F er uendelig cyklisk ( 2 : « %) eller er
cyklisk af primtalspotensorden.

Oversat til indre direkte sgummer skal vi vise:
Lad E vere abelsk gruppe sa E = A @® G = B ® H (indre di-
n

rekte summer) og enten A =~ B o~ Z eller A =~ B w mp“ (p

en primtalspotens), da er G = H

1) Lad os fgrst betragte tilfaldet A = B ~ 7

Set D =G N H ; ifplge Noether's 1. isomorfisetning galder:
G/D o G+H/H : G+H/H er undergruppe i E/H e B e 7

hvorfor G/D = 0 eller =~ 7Z . Fplgelig er G = D eller
G=D@&U U=x=%Z (jfr. lemma p.77F).

Analogt gelder H = D eller H=D®6®6V , Vo 7

Beviset fuldfgres ved at godtggre, at kombinationerne

G=DAH=D®YV og G=D®UAH=D ikke kan indtr=zife.

li

Af symmetrigrunde nok at vise, at G D er uforenelig med

H=D®V . G=DAH=D®YV ville indebeare
E=A®D=B@®&D®YV og (jfr. bemarkning paﬁ?%-l}mfgaj, £ogn)
dermed E/D ~ A~ B ®V eller W ~% &® % , hvilket er umu-
ligt (jfr. satning pa!;7 pverst) .

2) Nu tilfeldet A = B o 7 N’ hvor pn er en primtalspotens.

P
Vi viser fgrst, at der findes et element u i E af orden




pu s& UNG=UNHS=20, hvor U er den cykliske under-

gruppe frembragt af u . Lad a , resp. b , vere frembringer

for A , resp. B

Hvis A N H =0 kan a bruges som u

0 kan b bruges som u

Il

Hvis B N G

Antag derfor A N H # {0} og BN G+ {0} . Ifplge lemmaet

p. 73 er da pnm1a € H og pnm1b € G . For a+b galder:

n-1

pP(atb) =0, p" T(ath) = " 'a + p" ) ¢ H
€ H ¢ H ¢ G
¢ G € G

hvorfor a+b er brughart som u
For det sdledes konstruerede u og tilsvarende cykliske
undergruppe U af orden pn galder:
U+G/g = U/yng = Uy 10+6/1 = p' . Idet G c U+G € A+G = E
og U+G/G < A+G/G ~ A sesg, at U+G/G = A+G/G , da
U+G og idet U N G = 0

1l

|a+G/ 1 = IE/ 1 = p . Fplgelig er E
er U+G = U & G . Altsd er E = U & G
Analogt f8s E = U ® H , hvoraf (jfr. bemarkning P73 e
2 £f.n.) G = E/U e~ H .

Forkortningssatningen er nu fuldstendig bevist. )

Bemarkning. Forudsetningen F endeliqg frembragt er vesentlig

for forkortningssetningens rigtighed (modeksempel?)

Vi afslutter afsnittet om abelske grupper med nogle anven-
delser af hovedsatningen om endelig frembragte abelske grupper.

Fprst en umiddelbar konsekvens om antallet af ikke-isomorfe

abelske grupper. Lad /4 (n) vare antallet af ikke-isomorfe
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a, a_
abelske grupper af orden n . Lad n = Py i‘m.pr T vere

n's primfaktoroplgsning. Da giver hovedsaztningen, at
a a
¢/ (n) = Q@(p1 1)-=-04(Pr Yy og for en primtalspotens p?

Al

gelder:  f (pa)

= p(a) , hvor p(a) er antallet af "parti-
tioner" af a -3 : Antallet af madder a kan skrives som

sum af naturlige tal.

Endelig et kriterium for cykliske grupper.

Setning. Lad G vere en endelig abelsk gruppe. Da er fglgen-

de betingelser avkivalente:

(i) G er cyklisk

(ii) For ethvert primtal p har ligningen px = 0 hgjst

p lédsninger x 1 G

(iii) For ethvert primtal p,p|lGl , har ligningen px = 0

netop p l¢sninger x 1 G

Bevis: (i) = (ii) wumiddelbar, da G =~ ZQ} for passende n

(ii) = (iii) her bemarkes blot, at for p |Gl findes elemen-

ter af orden p (benyt enten p#leller hovedsatningen om ende-

ligt frembragte abelske grupper)

(iii) = (i) (iii) indebarer, at for ethvert primtal P o

der gdr op i |Gl , findes netop ét j , for hvilket li : + 0
Rl 4
i fremstillingen (*) p. 77 og dette Qi 5 " 1 . Satningen p. 7
N Bl

pverst viser da, at G er cyklisk. [

Korollar. Enhver endelig undergruppe G i et (kommutativt)
legemes multiplikative gruppe ( 2 : Gruppen af elementerne # 0)

er cyklisk,

Bevis: Ligningen xP = 1 har hgjest p re¢dder. (Et polyno=




mium over et legeme har hgjest sa mange rodder som graden an-

giver) . {]

Korollaret viser specielt, at et endeligt legemes multiplika-

tive gruppe er cyklisk.




