
Matematik 2, 1962
Werner Fenchel

Differentialligninger

Kap. I. Eksistens- og entydighedssætninger
§1. Ascoli’s Sætning

Øvelser til Kap. I. §1
§2. Lineære integalligninger med symmetriske kerner

Øvelser til Kap. I. §2
§3. En eksistenssætning for sædvanlige differentialligningssystemer

Øvelser til Kap. I. §3
§4. En entydighedssætning for sædvanlige differentiallligningssystemer

Øvelser til Kap. I. §4

Kap. II. Lineaære differentialligningssystemer
§1. Homogene lineære differentalligningssystemer

Øvelser til Kap. II. §1
§2. Inhomogene lineære differentialligningssystemer

Øvelser til Kap. II. §2



( 

Mat. 2. 1961-62. DL Rettelser 1 

1,1,1 .l. 6. positiv læs: positivt 

7. dy( SO( x 1
) ,cj'(x") ;: ::: læs: dykp(x 1 ) ,rp(x")) ;: t., 

I, 1, 2.- 14. der endelig læs: der en overdækning af f2.. bestående 

af endelig 

1,1,3.- 2. Man kan ikke i almindelige topologiske rum slutte fra, 

at enhver følge har et fortætningspunkt, til, at en

hver følge har en konvergent delfølge. Men har topolo-

gien i hvert punkt en numerabel basis for omegnene om 

punktet? går det godt, og dette er netop opfyldt i me-

triske rum. 

1,1,4.- 11. p e j læs: p> j 

I,1,5.- 4. læs:;: dy(rPP(x(j)),Tqq(x(j))) + 2€/3. 

- 16. p,q ~m læs: p ~m 

1,2,2.- 16. Schwarz 1 s læs: Schwarz 1 

- 17. (K s" , t) læs: (K (s" , t) 

1,2,6.- 2. se 1,2,2.1.16. 

1,2,6.- 7. sup K(s,t) læs: sup!K(s,t)l 

1,3,2.- 1 f.n. ~t læs: Det 

1,3,7.- 14. f læs: f 

- 3 f.n. ) læs: ) ) 

1,4,2.- 6 f.n. x" læs: x li 

1,4,3.- 3. f læs: f 

I,4,øv. 2,3. Libschitz læs: Lipschitz 

øv. 3.1. 3. aåledes læs: således 

II,1,1 .l. 6 f.n. åben læs: åbent 

II,1,3.- 11 f.n. ~læs: 4 
II,1,4.- 10. Der hentydes til sætningen: Enhver løsning, som til

hører en kompakt delmængde ~cf2, kan forlænges til 

begge sider; d.v.s. der findes en løsning i et til 

begge sider udvidet interval, som i det oprindelige 

interval stemmer overens med den pågældende løsning. 
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Bevis: En løsning er defineret på et interval I. 

1) Hvis I indeholder sit højre endepunkt b trivielt. venstre a' 
2) Hvis I ikke indeholder sit højrt: endepunkt b. Med betegnelserl vens ~e a 

( 1 ) 
nt 

<f(t) =S+ 1\"':'f(u~cyCu))du for alle t E I; M= suplf(t,x) l 
Jl, (t,x)~5?1 

< 

hvor den sidste ulighed følger af, at (u,f(u)) G~,når t 1< u <t2 . 

Men heraf får vi, at der eksisterer limblf(t) = !; vi definerer nu 
t -;;.o 

a 

f(b) =B og ~(a) =A, da gælder (1) også for t=~· Men så er vi 

tilbage i situation 1). Hermed er beviset for sætningen afsluttet. 

x 

, 

t 

II,1,9.1. 1 f.n. J. M. Hoene-Wronski (1778-1853) 

II,2,1 .- 8 f.n. højre læs: højre side 

II,2,4.- 18 f.n. j=1 læs: i=1 

9 f.n. arbitræ-- læs: arbitræ-

II,2,øv. 1-3. l. 1. kap. III, læs: kap. II, 
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~ 1. Ascoli's sætning. 

Lad X og Y være metriske rum med distancerne-~ og ~~ og 

lad der være gi ve t en delmængde .n af' X. En afbildning <p :.n --+ Y 

siges at væPe ligeli~ kontinuert, hvis der f'or hvert positivt 

tal c f'indes et positiv tal å, således at 

dy(<p(x'),<p(x") ~E 

f'or alle x' ,x" E: .n, f'or hvilke ~(x' ,x") ~ 6'; i tegn 

VR c 3:R å Vnx',x" [dX(x',x") ~å '"* dy(<p(x'),<p(x''~ ~c]. 
+ ·+ 

En mængde ib af' afbildninger <p :.n --+ Y siges a t være en~!J:_ei.J:.!~-

lig kontinuert, hvis der f'or hvert positivt tal E f'indes et posi

ti v t tal 6', således at den samme implikation gælder f' o r sam tl!.ge 

f'unktioner tilhØrende 'b, altså hvis 

\fR+c 3:R+6' \f.nx' ,x" \fib<p [dX(x' ,x") ~ 6' ~ dy(<p(x') ,<p(x11
)) ~ E 1. 

En afbildning <p:fl--+ Y siges at være begrænset, hvis der 

f'indes en kugle i Y, således at <p(x) tilhører denne f'or alle 

x E .n; i tegn 

3yc 3:R r \f.nx [~(c,<p(x)) ~r]. 
+ 

En mængde ib af' afbildninger <p :,n--+ Y siges a t være ensartet be-

aræn~et, hvis der rindes en kugle i Y, således at <p(x) tilhØrer 

denne f'or alle x E .n •g alle <p E 'b, altså hvis 

3 y c 3 R r \f .n x V (f) <p [ ~ ( c , <p ( x) ) ~ r J • 
+ 

Aseoli ~ sætning handler om ensartet ligelig kontinuerte 

og ensartet begrænsede mængder af' afbildninger <p :.n --+ Y, hvor det 

f'orudsættes, at af'slutningen .n af' .n er kompakt og at de afslutte

de kugler i Y er kompakte. 

En delmængde M i et topologisk rum siges som bekendt at 

vær€ kompakt, hvis enhver åben overdækning af' M (d.v.s. en over-
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dækning bestående af åbne mængder) har den egenskab, at der 

findes endelig mange blandt dens mængder, som udgØr en overdæk

ning af M. Er M en kompakt delmængde af et metrisk rum, gælder 

altså specielt, at der for hvert positivt tal p findes endelig 

mange kugler med radius p, hvis centrer tilhØrer M og som til

sammen overdækker M; thi samtlige åbne kugler med radius p og 

centrum i M danner en åben overdækning af M. Har en delmængde 

n af et metrisk rum en kompakt afslutning n, findes der altså 

for hvert tal p > O endelig mange kugler med radius p og cen-

trum i n, som danner en overdækning af n. 
Lad n være en delmængde i et metrisk rum X, således at af

slutningen n er kompakt. Lad der endvidere være valgt en fØlge 

Pp' p E N, af positive tal, som konvergerer mod o, altså f.eks. 

Pp = 1/p. For hvert Pp findes derendelig mange åbne kugler med 
l ' . l /d L' l ' 

/ L1 1l.lt.\ f.\ 'l·1 :- ~ l·; O' ~-tr :- 1 .,.\ 1.---- .. 

radius Pp og centrum tilhØrende n, Derved fås en numerabel 

mængde af kugler. Hver af dem har punkter fælles med n. Ordnes 

disse kugler i en fØlge Ki' i E N, idet man foeks. først tager 
i en eller anden rækkefØlge, 

de endelig mange med radius p_
1 

/ dernæs t de endelig mange med 

radius p 2 o.s.v., og vælges i hver af kuglerne et punkt til

hØrende n, fås en fØlge x(i) E n, i E N. Om denne fØlge skal 

vises, at den er overalt tæt i n, d.v.s. at hvert punkt i n er 

fortætningspunkt for fØlgen. Lad a være et vilkårligt punkt af 

n og K(a,E) kuglen med centrum a og en vilkårligt opgiven radius 

E > O. Da talfØlgen Pp konvergerer mod o, findes der et nummer 

q, således at Pq < !E· Blandt kuglerne Ki med radius Pq findes 

der mindst een, Kj, som indeholder a. For denne gælder Kj ~ 

K(a,E), og man har altså x(j) E K(a,E). Hver kugle med centrum 

a indeholder altså et punkt af fØlgen x(i), i E N. Dermed er på-

standen bevist. 
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Endvidere nævnes, at hvis C er en kompakt delmængde i et 

~~oleg~*' ~lts~~i~lt ~ metrisk rum Y, vil hver fØlge af 

punkter y(i) E C, i E N, have en delfØlge, som konvergerer mod 

et punkt af C. Påstanden er ensbetydende med, at mindst eet punkt 

af C er fortætningspunkt for fØlgen. Antag, at dette ikke var 

tilfældet. Hvert punkt y E C ville da have en åben omegn U( y), 

således at y(i) E U(y) kun for endelig mange numre i. Omegnene 

U(y), y E C, ville udgøre en overdækning af C. Da C er kompakt, 

ville endelig mange af dem overdække C, og dette ville medføre, 

at der kun fandtes endelig mange numre i, for hvilke y(i) E C, 

i strid med, at hele fØlgen tilhører C. 

Efter disse forberedelser bevises Ascoli's sætning: 

Lad X være et metrisk rum o~ n ~delmængde af X, hvis af

~u~ning n er kompakt. Lad endvid~ Y ~~~-~e~risk rum, hvis 

~fsluttede kugler er kompak~1~g_~del~ ~ være en en~artet 

~igelig konti~rt og e~rtet begrænset mængde af afQildnii]g~~

~:n ~Y. Da indeholder enhver fØlge ~p E ~, p E N, en delfØlg~, 

som konve~~reE_llgeligt mod en ligelig kontinuert 0fbildni~

af n ind i Y. 

Bevis: Som omtalt ovenfor findes der en fØlge x(i) E n, 

i E N, som er overal t tæt i n. Da ~ er ensartet begrænset, finde": 

der en afsluttet kugle K ~ Y, således at ~(x) E K for alle x E n 

og alle ep E <I> • IfØlge forudsætningen om Y er K kompakt. 

Først vises, at den 

har en delfØlge cpp , v E 
v 

givne fØlge af afbildninger ~p' 

N, således at~ (x(j)), v E~' 
P v 

p E N, 

hvert fast j er en konvergent punktfØlge i Y. Til dette formål 

betragtes punktfØlgen cpp(x( 1 )), p E N. Idet cpp(x( 1 )) E K, og K 

er kompakt, har denne punktfØlge en konvergent delfØlge. Der 

findes altså en delfØlge cpp1 ' p E N, af ~p' p E N, således at 
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~p 1 (x( 1 )), p E N, er konvergent. Dernæst betragtes punktfØlgen 

~p 1 (x( 2 )), p E N. Da dens punkter tilhØrer den kpmpakte mængde 

K, har den en konvergent delfØlge. Der findes altså en delfØlge 

~p2 ' p E N, af ~p 1 , p E N, således at ikke blot ~p2 (x( 1 )), men 

også ~p2 (x( 2 )), p E N, er konvergent~ På tilsvarende måde ses, at 

~P2 , p E N har en delfØlge ~p3 ' p E N, således at punktfØlgerne 

~p3 (x( 1 )),s'lp3 (x( 2 )), ~p 3 (x(3)), p E N, konvergerer. Fortsættes 

på denne måde, fås efter j skridt en delfØlge ~pj' p E N, af alle 

de foregående, således at punktfØlgen ~pj(x(i)), p E N, konver-

gerer for i= 1, ••• ,j. Om 11 diagonalfØlgen" rp , p E N, gælder da, 
~ pp 

at dens elementer rppp for p ~ j tilhØrer fØlgen ~pj' p E N, og 

fØlgelig konvergerer punktfØlgen ~ (x(j)), p E N, for hvert j 
p p 

E N. For grænsepunktet itidføres beteÆnelsen ~(x(j)), altså 

lim~ (x(j)) = ~(x(j)). 
p ~ 00 pp 

Dernæst vises, at der for hvert punkt x E n gælder, at punkt-

fØlgen ~PP (x) , p E N, er konvergent, og a t denne konvergens er 

ligelig. Idet fØlgens punkter tilhører den kompakte mængde K og 

den fØlgelig har et fortætningspunkt, er det tilstrækkeligt at 

vise, at den er enfundamentalfØlge. Lad der være givet et tal 

E ) O. Da funktionsmængden ~ er ensartet ligelig kontinuert, 

findes der et tal ·o> O, således a t 

dy(~(x'),rp(x")) ~ E/3for ~E~, x',x" E n, <Ix:(x',x") ~ On 

Lad K1 , ••• ,Kr være endelig mange åbne kugler med radius ~q~ som 

overdækker n. I hver af disse kugler vælges eet af punkterne x(i:; 

hvilke t er muligt, da punktfØlgen x (i) , i E N, er overal t tæ-~ i n . 

Lad J betegne mængden af de r numre for disse punkter. For hvert 

punkt x E n findes der da et nummer j E J, således at 

dx(x,x(j)) ~ 6'. 

For p,~ E N har man fØlgelig 
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dy(~PP(x),~qq(x)) ~ dy(~PP(x),~PP(x(j))) 
+~-C~ (x(j)) ~ (x(j))) 

--y pp ' qq 

+ dy(~qq(x( j~'~qq(x)) 
5;_ cL(~ (x(j) ~ (x(j~ + 2E/3. 

-y PP ' qq 

Idet punktfølgen ~ (x(j~' p E N, er konvergent og altså en p p 

fundamentalfØlge, findes der e t nummer m( j), således at 

<iy(~pp(x(j\~qq(x(j))) ~ E/3 for p,q? m(j). 

Betegnes med m det største af de r tal m(j), j E J, gælder 

denne ulighed for p,q ~ m og alle j E J. FØlgelig er 

dy(~PP(x),~qq(x)) ~E for p,q ~m, 

hvor m er uafhængig af x. Dermed er vist, at~ (x), p E~' for 
p p 

hvert x E .n er en fundamentalfØlge. Som allerede nævn t, medf'Ør·er 

dette under de gjorte forudsætninger, at den e~ konvergent. 

Grænsepunktet betegnes med tf; (x). Grænseovergangen q -7 oo i aen 

sidste ulighed giver 

<iy(~pp(x),tj;(x)) ~ E for p,q ~m og alle x E .n, 

hvilket viser, at konvergensen er ligelig. 

At den herved definerede afbildning tj;:.n--* K f Y er ligelig 

kontinuert, fØlger af, at man med ovenstående betegnelser har 

for alle p E N og alle x' x" 
' E .n, for hvilke dX( x 1 ,x11

) ~ 6'" 

Grænseovergangen p -7 oo giver nemlig 

for de samme x',x 11
• Dermed er beviset for sætningen afsluttet. 

I sætningens anvendelser i de rølgende paragraffer vil 

rummene X og Y være endelig-dimensionale normerede talrum, X et 

reel t og Y et reel t eller komplekst. I hvert endelig-dimensio.·-. 

nalt (reelt eller komplekst) normeret talrum er de begrænsede 

afsluttede mængder (og kun disse) kompakte (Borel's overd2~1};;\]lgs

§~tntgg). Forudsætningerne om .nog Y vil da være opfyldte, når .n 

er en begrænset delmængde af Xø 
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Øvelser til kap •• ~1· 

1. Om en mængde~ af differentiable afbildninger~ af inter

vallet [0,1] ind i talrummet 12 (n,R) antages det, at der 

eksisterer en konstant M, således at 11~( t)ll 2 ~ M for alle 

~E o og alle t E [0,1 ]. Vis, at w er ensartet ligelig 

kontinuer t. 

2. En i et interval J defineret reel funktion ~ siges at være 

konveks, hvis 

(p (( 1 -,J) t o + tJ t 1 ) ~ ( 1 """tJ) ~ ( t o ) + tJ~ ( t 1 ) 

for O ~ tJ ~ 1 og alle t
0
,t1 E J. Vis, at der for en sådan 

funktion gælder 

9 

Lad J være et (begrænset eller ubegrænset) åbent interv&~, 

og lad Y være en mæn~de af i J definerede konvekse funktio-

ner, som er ensartet begrænset på hvert afsluttet og begræn~-

set delinterval af J. Vis, at :j er ensartet ligelig konti·· 

nuert på hvert afsluttet og begrænset delinterval af J. 

(Vis fØrst, at dif:ferenskvotienterne for funktionerne i ·Tr 

er ensartet begrænsede på et interval [a,b] c J ved at be-

nytte at funktionerne er ensartet begrænsede på et interval 

[a-k,b+k] c J, k> o.) 

Vis, a t hver fØlge af funktioner fra 'l" har en delfgilge ,som 

konvergerer i hvert punkt af J, og at grænsefunktionen er 

konveks. 
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12. Lineære integralligninger 

med symmetrisk kerne. 

De fØlgende undersØgelser vedrører vektorrummet c2 [a,b] 

bestående af de i et givet begrænset interval [a,b], a< b, 

kontinuerte reelle funktioner med det indre produkt 

~-~ = Lb ~(t)~(t)dt. 
Foruden den dertil hørende 2-norm 

i 
11~112 = (~· ~ )2 

vil det være nødvendigt at inddrage normen 

Der gælder uligheden 

s up l~ (t) l . 
tE:[a,b] 

11'1'11 2 ~ (f' w(t)
2
dtl' ~ 11'1'11= (b 

1 
- a)2. 

En mængde <I> af funktioner i c2 [a,b] kan være ensartet begrænset 

med hensyn til den ene eller den anden af de to normer. Hvis 

11~11 2 er begrænset for ~ E: <I>, siges funktionsm~~gden <I>.· at ·være 

(ensartet) norm-begrænset. Hvis 11~11 er begrænset for ~ E .<I>, siges 
00 

funktionsmængden <I> at være (ensartet) ligelig begrænset. (Ordet 
~. 

"ensartet" kan uden fare for misforståelser udelades her, idet 

hver enkelt funktion i c2 [a,b] jo er begrænset.) M ovenstående 

ulighed ses, at hvis en funktionsmængde er ligelig begrænset 

er den også norm-begrænset. Det omvendte gælder derimod ikke, 

da der findes funktioner med en given 2-norm, som antager vil

kårlig store væPdier. Tilsvarende er det nØdvendigt at skelne 

mellem 2 slags konvergens af funktionsfØlger. Hvis det for eh 

fØlge ~i E c2 [a,b], i E lf, og en funktion~ E: c2 [a,b] gælder• 

at 11~ - ~ill 2 konvergerer mod O, siges fØlgen at konvergere i 

~ mod ~. Hvis li~ - ~i 11= konvergerer mod O, siges fØlgen ~ ~ 
konvergere ligelig} mod~· Ovenstående ulighed viser, at lig~lig 
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konvergens medfØrer konvergens i norm. Det omvendte er ikke 

rigtigt. 

Da der i denne paragraf kun vil være tale om et fast inter

val [a,b] og alle integrationer udstrækkes over dette, betegnes 

det betragtede rum kort med c2 , og integrationsgrænserne ude

lades. 

Lad der være givet en reel og kontinuert funktion K(s,t) 

defineret i (a,b] x (a,b]. For hver funktion ep E c2 er da 

Ø(s) = JK(s,t)ep(t)dt 

en kontinuert funktion i [a,b]. Da [a,b] x [a,b] er en begræn

set og afsluttet delmængde af R2 , er nemlig K ligelig konti

nuert. For hvert tal E > O findes der altså et tal o > o, så-

ledes a t 

IK(s",t 11 )-K(s',t')! ~E 

for s' ,t' ,s",t" E [a,b], Is"- s'l +l t"- t'! ~o. Med benyt

telse af Cauchy-Schwarz 1 s ulighed fås da for l s 11 
- s 1 l ~ o, a t 

lø(s")- Ø(s')l = (jK.s 11 ,t)- K(s',t))ep(t)dtl 

~ (/ (K(s'',.t)- K(s',.t)) 2dt)~llepll 2 ~ E(b- a)fllepll 2 • 

Heraf ses, at Ø er kontinuert, som påstået. Ved ep~ k(ep) = Ø 

defineres fØlgelig en afbildning k:C2 ~ c2 , som Øjensynlig er en 

lineær operator. Den er fUldstændig. bestemt ved funktionen K og 

kaldes en lineær integraloperator med kernen K. 

Af den fundne ulighed fØlger imidlertid meget mere. Lad~ 

være en norm-begrænset mængde af funktioner i c2 , og lad y være 

en konstant, således at llepll 2 ~y for ep E~. Om mængden k(~) af 

de funktioner tfi, som ved k svarer til funktionerne ep E~, gælder, 

at der for hvert tal E > O findes et tal o > o, således at 
1 

IØ(s 11
)- Ø(s')l ~ E(b-a)2 y 

for alle Ø E k ( ~) og alle s' , s tt E [a, b], for hvilke l s" - s ' l ~ o. 
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Dette vil sige~ at funktionsmængden k(~) er ensartet ligelig 

kontinuert. Den er også (ensartet) lig el i g begrænset; thi med 

betegnelsen 

M = sup l K( s, t) l 
s,tE:[a,b] 

haves for hvert Ø E k(~) og hvert s E [a,b] 

IØ(s)l = I!K(s,t)cp(t)dt! 

altså 
1 

IIØiloo ~ M(b - a)2 y • 

Funktionsmængden k(~) opfylder altså forudsætningerne i AscoJ~' 

sætning, nemlig for X = Y = R med den numeriske værdi som norr-

og .n = [a,b]. IfØlge denne sætning har altså hver f'Ølce 

"'. = k(cp.) E k(~), i E N, en delfØlge, som konvergerer ligelig_. 
'~'l l 

altså også i norm, mod en kontinuert funktion Ø. Dette v..'d=:er> :"1. 

hver norm-begrænset fØlge ep i E c2 , i E N, har en delfØlge 

<pi ,v E N, således a t de tilsvarende funktioner Ø i -· k ( (1 \J -- v;- i 
v v v 

konvergerer i norm mod en funktion i c2 • Dermed er bevis t: 

Hver lineær integral2Eerator i c2 [a,b] med kontinuert ~erne 

er totalkontinuert. 
~~~----------~-

Ved en lineær integralligning af anden ar~ eller en Fred-

holmsk integra~ing forstås en ligning af formen 

~cp(s) - {K(s,t)cp(t)dt = a(s), 

hvor 1\ er et givet reelt tal, a en given funktion tilhØrende c2 

og kernen K en given kontinuert funktion i [a,b] x [a,b]. Der> 

søges de funktioner <p E c2 , der tilfredsstiller ligningen for 

alle s E [a,b]. (Ved en lineær integralligning af fØrste art 

forstås en tilsvarende lif:,.;J.ing uden leddet ~<p; en sådan :forelig·-· 

ger f.eks., når det drejer sig om at bestemme en funktion med 
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en given Fouriertransformeret. Disse ligningers almene teori 

frembyder store vanskeligheder o) Med betegnelserne e for den 

identiske afbildning af c2 og k for integraloperatoren kan den 

betragtede integralligning kort skrives 

('Ae - k)(q>) = <Xo 

De almene sætninger om lineære afbildninger af et vektorrum j_nd 

i sig selv giver fØlgende oplysninger om ligningens lØsnings

mængde: Den homogene ligning ('Ae - k)(q>) =O har et underrum i 

c 2 som lØsningsmængde. Det består kun af nulfunktlonen, hvis 

'A ikke er egenværdi for k, og er ellers det til egenvoErdien 'A 

hØrende egenrum. Hvis den inhomogene ligning overhovedet har 

en lØsning, fås samtlige lØsninger ved t il en a:;? dem .q t addere 

samt lige lØsninger ti l den homogene ligning. LØsning,::;mængden er 

altEå. et sideunderrum. Hvis 'A ikke er egenværdi for k~ har lig·-

ningen altså hØjst een lØsning. EksistensspØrgsmålet behs~dles 

i det fØlgende kun for en symmetrisk operator l{. 

Det forudsættes nu, at !5.~!:!?:~ K er symmetrif?l{, d.·r"s o c._t 

K(s,t) = K(t,s) for s, t E [a,b]. Operatoren k er da symmetrirJk, 

idet der for vilkårlige funktioner q> ,y; 

k (q> ) • !j; = r (f K ( s , t ) q> ( t ) d t )y; ( s ) d s 

E C g""llder 
2 

= rrK(s,t)q>(t)tj;(s)dt ds 

= rq>(t)((K(t,s)tj;(s)ds)dt = q>·k(tj;), 

Spektralsætningen for totalkontinuerte symmetriske operatorer 

(AG III,16) kan fØlgelig anvendes på k. Idet der ses bort f~a 

tilfældet, at K er identisk O, findes der ifØlge denne sætni~g 

en endelig eller numerabel mængde af fra O forskellige egen-

værdier for k, som hver bur endelig multiplicitet. De betegnes 

med /\1 ,/\2 , •• ", idet hver ~-ages med så mange gange, som dens 

mul tiplici tet angiver. Der findes endvidere et endeligt eller 



\. 
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numerabelt ortonormalsystem af funktioner u1 ,u2 , ••• i c2 , 

således at ui er egenfunktion hørende til egenværdien 'Ai• Lad 

U være det af fUnktionerne ui udspændte underrum i c2 • Hvis 

og kun hvis det til U ortogonale underrum ul indeholder fra 

nulfunktionen torskellige funktioner, altså hvis og kun hvis 

ortonormalsystemet ikke er maximalt, er også O egenværdi, og 

ul er det tilhørende egenrum. Dette kan være uendelig-dimen-

siona.lt. 

Hvis der findes uendelig mange egenværdier 'A1 , konvergerer 

disse mod o. For integraloperatorer gælder endda, at egenvær·-

diernes kvadratsum er konvergente For hver egenfunktion u. hØ-
l 

rende til egenværdien 'Ai er nemlig 

/
K(s,t)u.(t)dt = 'A.u.(s), 

l l l 

hvilket viser, at 'Aiui(s) for hvert fast s er Fourierkoefficien

ten for K(s,t) som funktion af t med hensyn til ortonormalsy-

stemet u1 ,u2 , •••• IfØlge Bessel's ulighed har man altså for 

hvert s E [a,b] og hvert n E N 
n I 'A i 2ui (s) 2 ~ 

i=1 

og integration med hensyn til s giver 

n 

I'Ai
2 ~ {{K(s,t)

2
ds dt, 

i=1 
hvoraf påstanden fØlger. 

De tidligere resultater viser endvidere, at hvis der findes 

uendelig mange 'Ai' vil rækken 
00 

\A· (m. u. )u. L 1.,.. 1 1 

i=1 

for hvert ep E c2 konvergere i norm mod k(cp). Det skal vises, at 
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den konvergerer ligelig. For p,q E N, p < q, ~ås ved hjælp a~ 

Cauchy-Schwarz's ulighed 

q 2 

l \ 1\.(<p•U.)u.(s), ~ L ~ ~ ~ -
i=p+1 

q r "i 2ui (s) 2 • 

i=P+1 

Den anden sum på hØjre side kan vurderes ved hjælp a~ den ~Ørste 

a~ ovenstående uligheder: 
q q L 1\i 2ui (s) 2 ~ L 1\i 2ui (s) 2 

i=p+1 i=1 

hvor M = sup tK(s, t)J. Til et givet positivt tal E f'indes der et 

nummer m, således at 
q r (<p• ui )2 

i=p+1 

f'or q > p ~ m; 

thi <p·Ui' i E N, er Fourierkoef'~icienterne ~or <p med hensyn til 

ortonormalsystemet ui' i E N, og har altså en konvergent kva

dratsum. Dette viser, at 
q 

l r 1\i(<p•Ui)ui(s), ~E 
J.=p+1 

f'or q > p 6 m 

og alle s E [a,b]. Dermed er den ligelige konvergens og dermed 

(på ny) konvergensen i norm a~ rækken bevist. Summen i norm vides 

at være k(<p). FØlgelig gælder med ligelig konvergens i s E [a,b] 
00 

[K(s,t)<p(t)dt = \1\. u. (s)f<p( t)u. ( t)dt L ~ ~ ~ 

i=1 

~or hver ~unktion <p E c2 • Hvis der kun ~indes endelig mange 

egenværdier /\i' gælder ligningen, når den uendelige række er

stattes med den tilsvarende endelige sum. 
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Er 1\ et tal forskelligt fra O og fra de fra O forskellige 

egenværdier )\.,har operatoren /\e-k, som vist tidligere, en i 
l 

hele rummet c2 defineret invers (/\e-k)-
1

• Med andre ord, lig-

ningen /\~ - k(~) = a har for hver funktion a E c2 en (og kun 

een) lØsning~· Denne har en fremstilling af formen 
00 

---; 

m_ = )\ - 11a + )\ - 1 \ 1\. (1\-1\.) - 1 (a· u. )u., 
r. L 1 1 1 1 

i=1 

hvor rækken konvergerer i norm, hvis der findes uendelig mange 

/\i, og Skal erstattes med den tilsvarende endelige sum, hvis 

der kun findes endelig mange)\ .• I det første tilfælde vil denne 
l 

række være ligelig konvergent. Beviset forlØber ganske som 

ovenstående for den ligelige konvergens af r@kken for k(~). 

Bortset fra, at~ er erstattet med a, består forskellen mellem 

de to rækker bare i faktoren ('A - /\i)-1 i den sidstes led. 

IfØlge forudsætningerne om 'A, og da /\. ~ O for i~ =, konverge-
l 

rer fØlgen I'A-/\i~1 mod I'AI-1 og er altså begrænset. Lad c være 

dens øvre grænse. Man har da 

og vurderingerne kan gennemfØres som før. Integralligningens 

lØsning fremstilles altså ved den ligelig konvergente række 

00 

m (s) = 1\-1 a· (s) + t\ - 1 \ 1\. ( 1\ - 1\. ) - 1 u. (s) fa ( t) u. ( t) d t, 
r. l l l l l 

i=1 

Er )\ lig med en af egenværdierne /\j' har integralligningen 

kun lØsninger, når a er ortogonal til de til/\. hØrende egenfuru{-
J 

tioner; thi er u en sådan egenfunktion, fås af )\~ - k(~) = a 

ved indre multiplikation med u, at 'A~· u - k(~). u = a• u, og den 

venstre side er o, da k(~)->11 = ~-k(u) =/\.~.u på grund af opera-
J 

torens symmetri. Denne nØdvendige betingelse for lØsbarhed er 
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som vist tidligere (III,§16) også tilstrækkelig. En lØsning Ø 

~ås ved simpelthen i ovenstående række for ~ at udelade de 

meningslØse led svarende til de endelig mange numre i, for 

hvilke Ai = A· Den resterende række vil også være ligelig kon

vergent, idet A for denne opfylder den forudsætning, under 

hvilken den ligelige konvergens af rækken for ~ blev vist. 

Enhver anden lØsning fås ved til Ø at addere en egenfunktion 

hØrende til egenværdien A• 

Sammenfattende kan altså siges: 

Hver lineær integraloperator k i c2[a,b], hvis kerne~ 

kontinuert, symmetrisk og ikke identisk O, har en ikke.~om og 

hØjst numerabel mængde af fra O forskellige egenværdier, der 

hver har endelig multiplicitet. Desuden kan O være e~~~3ærdi 

med endelig eller uendelige mul tiplici te t. 

De fra O forskellige egenværdier A1 ,A2 , ••• , hver taget med 

så mange gange som multipliciteten angiver, har en konvergent 

~dratsum~ når der er uendelig mange af dem. Den til en funk

~ ~ E c2 [a,b] svarende fUnktion k(~) kan udvikles i en ende

lig eller ligelig konvergent række efter funktionerne u1 ,u2 , ••• 

i et ortonormalsystem af egenfunktioner hØrende til henholdsvis 

A1 ,A2 , •••• Operatoren k afbilder altså c2(a,b] ind i den lige

lige afslutning u~ af det af funktionerne ui frembragte under

!:!:!!!! U ~ c2 [a, b ] • 

Integralligningen A~ - k(~) = a har, når A er forskellig 

fra O og fra alle Ai' en og kun een lØsning. Når A er lig med 

en af egenværdierne'"i' har ligningen uendelig mange eller in

gen lØsninger, efter som a er eller ikke er ortogonal til alle 

til A hØrende egenfunktioner. LØsningerne kan fremstilles ved 

hjælp af endeligeeller ligelig konvergente rækkeudviklinger ef

ter egenfunktionerne ui. NØdvendige betingelser for, at lignin-
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gen har en lØsning for ~ = O, er at a E U , og ata er ortogonal 
00 

til ~ til O høre~ egenfunktioner, hvis sådanne findes. Disse 

~~tingelser er i almindelighed ikke tilstrækkel~. 

Bestemmelsen ar egenværdier og egenfunktioner for en inte-

graloperator k kan reduceres til et algebraisk problem, når k er 

ar endelig rang r, d.v.s. når k afbilder c
2 

på et r-dimensionalt 

underrum. En operator er ar rang r 9 hvis og kun hvis dens kerne 

kan skrives r 

K(s,t) =r a.K. (s)K. (t) , 
J. J. J. 

i=1 
hvor K1 , ••• ,Kr er lineært uafhængige funktioner i c2 og a1 , ••• , 

ar konstanter. At en operator af denne form har rangen r, fØlge~ 

af, at r 

k(~)= r ai(Ki·~)Ki 
:i:::1 

for hvert~ E c2 er en linearkombination af K1 , ••• ,Kr • Det om-

vendte ses således: Hvis k har rangen r, findes der et ortonor-

malsystem bestående af r egenfunktioner u1 , ••• ,ur hØrende til 

fra O forskellige egenværdier A1 , ••• ,Ar • Alle til u1 , ••• ,ur 

ortogonale funktioner i c2 er egenfunktioner til egenværdien O. 

Formlen for k(~) (side I, 2, 6) kan da skrives 
r 

/(K((e.,t)- r~iui(s)ui(t))~(t)dt =O. 

i=1 

Funktionen i parentesen er altså for hvert fast s ortogonal til 

alle ~ E c2 , altså identisk O, hvilket viser, at K har en frem-

stilling af den forlangte form. 

De til fra O forskellige egenværdier hørende egenfunktioner 

u for en kerne af ovenstående form må være linearkombinationer 

+ ••• +X K , r r 
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drejer det sig om at bestemme et tal A samt tallene x
1 

, ••• ,xr så

ledes,at 

f 
r, r 

\' a. K. (S )IC. (t) \ X .K. (t) ~ J.J. J. L, JJ 
i=1 j=1 

Da funktionerne JC.(s) er lineært uafhængige, er dette ensbetyden
J. 

de med r 

~({a.K. (t)IC .(t) dt)x. = AX. , LI J. J. J J J. 
i=1, ••• ,r. 

j=1 

Der foreligger altså egenværdiproblemet for matricen med inte-

gralerne i parentesen som elementer. 

Man kan vise, at hver kontinuert kerne k kan approksimeres 

med kerner af endelig rang, og at de sidstes egenværdier og ege~-

vektorer tilnærmer egenværdier og egenfunktioner for k. 

Ovenstående resultater kan generaliseres i forskellige ret

ninger. For det fØrste kan man erstatte c2 [a,b] med c2 (n), hvor 

n er et afsluttet og begrænset område i et endelig-dimensionalt 

talrum. Teorien kan da gennemføres uden væsentlige ændringer. 

For det andet giver mangfoldige anvendelser anledning til at tage 

ubegrænsede intervaller, f.eks. [a,~[ og ]-~,~[, eller ikke-kon-

tinuerte kerner i betragtning. Man går da over til L2-rum. Inte

graloperatorer i disse er totalkontinuerte for en meget omfat-

tende klasse af kerner, og for symmetriske sådanne kerner gælder 

sætninger, der ganske svarer til de ovenfor beviste. 

Vedrørende ikke-symmetriske integraloperatorer k i c2 [a,b.J 

med kontinuert kerne K(s,t) nævnes fØlgende: Enhver sådan inte-

graloperator har en adjungeret k', som også er en integraloperator 

nemlig med kernen K'(s,t) = K(t,s). De to operatorer k og k' 

har de samme egenværdier med de samme multipliciteter. (Men egen

funktionerne er i almindelighed forskellige.) Der gælder fØlgende, 
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fØrst af I. Fredholm beviste sætning: Integralligningen 

A~ - k(~) = a har, når A er forskellig fra O og fra alle 

eventuelle egenværdier for k, for hver funktion a E c2 [a,b] 

en og kun een løsning W· Er A en egenværdi for k, har lig

ningen løsninger, hvis og kun hvis a er ortogonal til alle 

til A hørende egenfunktioner for den adjungerede operator k'. 

Beviset for eksistensen af lØsninger kan ikke føres med de 

i det symmetriske tilfælde benyttede hjælpemidler, og specielt 

vil løsningerne ikke kunne udtrykkes ved egenfunktioner, da 

sådanne ikke behøver at eksistere. Fredholms bevis beror på 

et af ham udviklet modstykke til determinantteorien. Et andet 

bevis benytter approksimation af kernen ved kerner af endelig 

rang. Om en rlekkeudvikling efter "itererede kerner" (c. Neu

mann's række),som giver løsningen for tilstrækkelig store lAl, 

handler øv. 3. Også for ikke symmetriske kerner kan teorien 

udvikles i L2 -rum. 
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Øvelser til kap.I,§ 2. 

1. I rummet c2[0,1] betragtes integraloperatorerne k med ker

nerne K(s,t) = at, K(s,t) = s+t. Find i hvert af tilfældene 

egenværdierne og egenfunktionerne for k og diskuter in te-

gralligningen A~-k(~) = ~· 
LØs den samme opgave for integraloperatoren k i c2 [-irr,tu] 
med kernen K(s,t) = cos(t-s). 

2. Vis, at den i [0,1] x [0,1] definerede funktion 

[ 
t-ts 

G(s,t) = 
s-st 

for O ~ t ~ s ~ 1 

for O ~ s < t ~ 1 

er symmetrisk og kontinuer t. Vi s en d vi de re, a t den er dif

ferentiabel for s + t, og a t, der for den venstre og den 

hØjre differentialkvotient med hensyn til t i (s,s) gælder 

~(s,s-) - g~(s,s+) = 1. 

Integraloperatoren i c2 [0,1] med kernen G betegnes med go 

Lad der være givet en funktion f E C[0,1]. Vis, at differen

tialligningen D2~ = f har en og kun een lØsning ~' som til

hØrer c2[0,1], og for hvilken ~(O)= ~(1) =o, og at denne 

lØsning er~= g(f). 

Find samtlige egenværdier og egenfunktioner for g, og angiv 
2 for et givet reelt tal A t O og en given funktion a E C [0,1], 

for hvilken a(O) = a(1) =o, ved rækkeudviklinger løsningerne 

til integralligningen A~ -g(~) =a. 

3. Lad k være en integraloperator i c2[a,b] med en(ikke nØd

vendigvis symmetrisk) kontinuert keme K(s,t). Vis, at hvis 

den uendelige række 

00 

'A -1 r A-iki (a) 

i=O 



/ 
/ 
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~or en ~unktion a EC[a,b] og et reelt tal A konvergerer 

ligeligt i [a,b], vil dens sum være en lØsning~ til in

tegralligningen A~ -k(~) =a. 
Vis, at dette er til~ældet, når lAl er større end et tal, 

der kun a~hænger a~ M= suplK(og b- a. 



( 
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§ 3. En eksistenssætning for sædvanlige 

differentialligningssystemer. 

Med Vn betegnes et af de n-dimensionale talrum l~(n,R) 

eller l (n,~) med normen 
00 

11:!11 = . max flxi!}, 
~=1 , ••• ,n 

I rummet R x V indfØres den tilsvarende norm 
n 

t E R, x E Vn. 

Lad der være givet en åben delmængde .11 af R x V n samt en kon

tinuert afbildning f:n ~ V , altså en kontinuert funktion 
- n 

f(t,~) = (f1(t,x1 , ••• ,xn)' ••• ,fn(t,x1 , ••• ,xn)) 

definere t for (t,_:!) E n og med værdi er i Rn eller tn. 

Det drejer sig om at bestemme differentiable funktioner 

SR_:.J ~ vn' hvor .J E R betegner et interval, således at (t,~(t)) E n 

og 

Dfa.(t) = f(t,~(t)) for alle t E .J, 

i koordinater 

i=1, ••• ,n. 

Denne opgave skrives kor t 

eller 

D x . = f . ( t , x 
1 

, ••• , x ) , 
~ ~ n i= 1, ••• ,n, 

og man taler om en sædvanlig vektordifferential{igning eller e t 

sædvanligt differentialligningssystem af fØrste orden, hvor 

ordet "sædvanlig" refererer til, at der kun er een "uafhængigig 

variabel" t. Enhver funktion :e. med de nævnte egenskaber kaldes 

en !Psning eller et integr~ til vektordifferentialligningen. 

Differentialligningss~,rstemer af "højere orden", f' .-eks. de i 

mekaniken optrædende systemer af anden orden 
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2 
D x= f(t,!,D!), 

hvor f(t,~,~) nu er en funktion defineret i en åben delmængde 

af R x Vn x Vn og med væPdier i Vn' kan føres tilbage til syste

rner af fØrste orden. Den opskrevne vektordifferentialligning er 

Øjensynlig ækvivalent med systemet 

Dx = l 

D~ = f(t,~,~) 

i den forstand, at hvis ~ er en lØsning til ligningen af anden 

orden, vil (~,D~) være en lØsning til systemet, og omvendtj hvis 

(~,~) er en lØsning til dette, vil~ tilfredsstille ligningen 

af arden orden. Tilsvarende gælder for systemer af hØjere orden, 

Her skal blot fremhæves tilfældet, hvor systernet består af een 

(skalær) ligning af n-te orden 

Dnx ~(t D Dn-1 ) =L ,x, X, ••• , X' 

hvor f er en funktion fra en åben delmængde af R x vn til v1 . En 

sådan ligning kan erstattes med systemet 

Dx1 = x 
~ 2 

Dxn-1 = xn 

Dx = f(t,x1 , ••• ,x ), 
n n 

idet (~(t),~(t), ••• ,Dn-1 ~(t)) vil være en lØsning til systemet, 

når ~(t) er en lØsning til ligningen af n-te orden, og ~ 1 (t) en 

lØsning til denne, når (~ 1 (t), ••• ,~n(t)) er en lØsning til sy

stemet. 

I rummet R x Vn kan-vektordifferentialligningen D!= f(t,!) 

fortolkes på fØlgende måde: Ud fra hvert punkt (t,!) E n afsæt

tes vektoren (1 ,f(t,~)). Derved fås et vektorfelt i n. ~t drejer 
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sig da om a t bestemme de kurver i n, der har en parameterfrem-

stilling af formen (t,~(t)), og som i alle deres punkter tan-

gerer de i disse anbragte feltvektorer. Ved siden af denne geo

metriske fortolkning er fØlgende kinematiske af betydning: Den 

variable t opfattes som tiden og en funktion~= ~(t) som en 

partikels bevægelse i vn. At en sådan bevægelse ~(t) er en lØs

ning, er ensbetydende med, at partiklen, når den befinder sig 

på stedet!= ~(t) til tidspunktet t, har den foreskrevne hastig

hed f(t,~). Partiklens banekurve er projektionen af kurven 

(t,m(t)) i R x V på V . Særlig simpel og adækvat bliver denne 
h n n 

fortolkning, når det drejer sig om et såkaldt .§lli<2-~.<?~Tllt ~ys~em 

D2S = f(2f), hvor funktionen f ikke afhænger af t, og den åbne maing--

de §11_ ~ :R-~ V n er af formen R x n', hvor n' er en åben mængde i 

V • Til hvert punkt x E IT' er da knyttet en foreskreven hastig-n -

hedsvektor f(~). Et system D2~ = f(t,~,D~) af anden orden tilla-

der også en simpel kinematisk fortolkning i V • At bevægelsen 
n 

~(t) af en partikel er en lØsning, er ensbetydende med, at par-

tiklen, når den passerer stedet x = ~(t) til tidspunktet t med ha-

stighedsvektoren ~ = D~(t), har akcelerationsvektoren f(~,~). 

Den geometriske fortolkning gør det plausibelt, at der går 

en lØsning til D~= f(t,!) gennem hvert punkt af n. Med andre ord, 

til et givet punkt (~,e) E n findes der et interval J, som inde

holder ~, og en løsning ~(t) defineret i J, for hvilken~(~) = ~· 

At dette er rigtigt, er eksistenssætningens indhold. ·Beviset for 

den baseres på en omskrivning af differentialligningen til en 

(almindeligvis ikke lineær) integralligning. Antag, at den diffe

rentiable funktion ~(t), t E J, er en lØsning til vektordifferen

tialligningen, for hvilken~(~) = e• Ved integration fås da af 

D~(t) = f(t,~(t)), 
at 
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t 
~(t) =E+ j f(s,~(s))ds, t E J. 

'7: 

Omvendt, er ~(t), t E J, en kontinuert funktion, som tilfreds

stiller denne integralligning, har man ~(rr) = ~ og ~(t) vil væ

re differentiabel, da ligningens hØjre side er det, og tilfreds

stille differentialligningen. UdfØrligt lyder Cauchy-Peano's ek-

~j~tenssætning således: 

Lad der være givet en åben mængde rr ~ R x Vn' en kontinuert 

afbildning f : rr ---7 Vn og et punkt (rr,~) E rr. Er da a QB. f3 posi

tive tal, således at 

og sættes 

M = su:p IIf( t,!) li 
(t ,!)ET 

a 1 = min f a, {3/M J , 

findes der en differentiabel funktion ~ 

hvilken ~Cd = ~ , (t,~( t)) ET og 

D~(t) = f(t, ~(t)) 

[ rr-a' ,rr+a 1 J ~V , for n 

for rr-a ' < t < rr:+a' • -- ::: ::::: 

Bevis: For hvert :positivt tal h <a' konstrueres en "til-

nærmelseslØsning" .fi2.h(t), rr-h ~ t~ rr+a', :på fØlgende måde: Lad 

'I\ ,J.,. 1 ·':c'; k betegne det mindste, tal, for hvilket kh ~ a'. Funktionen de

fineres sukcessivt i intervallerne 

J 0 = [rr-h,rr], ••• , Jq = [rr+(q-1)h,rr+qh], ••• , Jk = [rr+(k-1)h,rr+cxt], 

hvor q = O, 1 , ••• ,k-1 • For t E J 0 sættes ~h( t) = ~' og under an·

tagelsen af, at ~h allerede er defineret i J 0 u J 1 u~~· u Jq 

for et q< k, så. at. (t,~h(t» E T, defineres ~h(t) for t E Jq+1 

ved 

t 
;e_h(t) =f..+ f f(s,;e_h(s-h))ds, 

'7: 
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og man har da for disse t 

t 
ll2h(t) - C:ll = llj f(s,~h(s-h))dsll 

'7: 

t 
~ j IIf( s '~h (s-h)) Ilds 

'7: 

~ M l t-'7: l ~ Mex 1 ~ (3 , 

(t,~h(t)) E r. Konstruktionen kan da fortsættes til det næste 

interval. På denne måde fås for hvert h E ]O,ex'[ en funktion 

~h : ['7:-h,'T:+ex 1
] ~vn, hvis restriktion til ['T:,'T:+ex'] tilfredsstil

ler ligningen ( *). Mængden af funktionerne ph : [ '7: ,ex 1 J ~ v11 

h E ]O,d[, er ensartet begrænset. Den er også ensartet ligelig 

kontinuert; thi for t 1 
, t" E [ '7: ,'T:+ex 1 J har man 

til 
ll~h(t") - 2h(t')ll = 11[ f(s,2h(s-h))dsll 

't' 

t" 
~ l llf(s,~h(s-h))llds 

t' 

Vælges en fØlge at tal h, som konvergerer mod o, vil denne ifØl

ge Ascoli's sætning indeholde en delfØlge h., i E N, således at 
l 

~h. (t), i 'E N, konvergerer ligelig for t E [ '7: ,'&+ex 1 J mod en kon
l 

tinuert funktion 2(t), således at (t,~(t)) € r, da r er afslut-

tet. Men da vil også fØlgen af funktioner 2h (t-h.), i E N, kan
i l 

vergere ligelig mod~; thi til E > O findes et m E N, således at 

for i> m, t E ['7: 1 '7:+ex'], 

da hi konvergerer mod O og funktionerne 2h er ligelig kontinuerte 

i intervallet. Da endvidere f(t,~) er ligelig kontinuert i r, fås 

af 

t 
~hi(t) =E+ f f(s,~hi (s-hi))ds 

'7: 
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f'or i 4- oo, at 

t 
2Ct) =E+ J f'(s,~(s))ds. 

rr 

Dermed er vist, at 2 er en lØsning af' den f'orlangte art i in

tervallet [rr,rr+a']. På samme måde vises eksistensen af' en lØs-· 

ning i intervallet [rr-a',rr]. Tilsammen udgØr de to f'unktioner 

en lØsning i [rr-a' ,rr+a']. Dermed er eksistenssætningen bevist. 

Lad f(t,~,y) være en kontinuert af'bildning af' en åben del

mængde n af' R x V x V ind i V • Eksistenssætningen giver da 
n n n 

f'or vektordifferentialligningen D2! = f.(t,~,D,!) af' anden orden 

f'Ølgende udsagn: Lad der være givet et punkt (rr,~,n) E n, og 

lad a og~ være positive tal, således at mængden r af' de punk

ter (t,~,~), f' o r hvilke l t-rr l ~ a, 11~-cll ~ ~, 11~-nll ~ ~, er in

deholdt i rr. Sæt a' = min[a,~/M}, hvor M er supremum af' 11.!11 i 

r. Der f'indes da en to gange dif'f'erentiabel f'unktion 

~: (rr-a' ,rr+a'] 4- Vn' således at (t,~(t),D~(t)) E r, ~(rr) = ~' 

D2(rr) =n og D2~(t) = f(t,~(t),D~(t)). 
For en (skalær) dif'f'erentialligning af n-te orden antager 

eksistenssætningen fØlgende form: Lad f(t,x0 , ••• ,xn_1 ) være en 

kontinuert reel eller kompleks funktion def'ineret i en åben del

mængde n af R x V , og lad der være givet et punkt 
n 

(t,f0 , ••• ,fn_1 ) E n. Idet a> O og~> O er valgt således, at 

mængden r af punkter (t,x0 , ••• ,xn_1 ), for hvilke 1t-rr0 1 ~a, 

lx0-f0 1 ~ ~, ••• , 1xn_1-fn_1 1 ~~'tilhØrer n, sættes ex'= 

min[a,,B/MJ, hvor 

M= supflf(t,x0 , ••• ,xn_1 )1 l (t,x0 , ••• ,xn_1 ) E rJ. 
Der f'indes da en n gange differentiabel funktion ~ : 

[rr-a',rr+a'] ~ v1, således at 

(t,~(t),D~(t), ••• ,Dn-1 ~(t)) E r 

~(rr) = fo, D<p(rr) = f1' , •• ,Dn-1~(rr) = fn-1 

og Dn~(t) = f(t,~(t),D~(t), ••• ,Dn-1 ~(t)). 
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Dif'f'erent ialligninger f'or e ligger ti t i en anden, mere al

mindelig f'o rmulering. Lad ~ betegne en åben mængde i det ( 1 +2:.1.) · · 

dimensionale rum R x V x V , og lad der væ.,..e gi ve t en ko-:J.ti·-n n 
nuert af'bildning E=~ ~ Vn. Man betragter vektordifferentiallig-

ningen 

E(t,_!,D~) = Q. 

Opgaven består i at bestemme et interval J ~ ~ og en differen

tiabel af'bildning ~:J -7~vn' således at E(t,~(t),~(t)) =O for 

alle t E J. Eksistenssætningen vil kun kunne anvendes~ hvis 

ligningen F( t,!,~) = Q, i hvert fald "lokal t", kan lØses med 

hensyn til~ i fØlgende forstand: Der findes en åben mængde 

rr ~ R x vn og en kontinuert af'bildning f:rr ~ v ' således at n 

(t,~,f(t,~)) E~ og E( t ,~,f( t,~)) = o 

for alle punkter (t,?i) E rr. En løsning ti l Dx = f( t,~) vil da 

også være en lØsning til E(t,~,D~) = Q. Sætningen om implicite 

funktioner giver i det reelle tilfælde en tilstrækkelig betin

gelse for, at vektorligningen E(t,~,y) = Q, altså ligningssy

stemet 

i= 1, ••• ,n, 

kan løses med hensyn til x = (y1 , ••• ,yn): Antag, at F er dif

ferentiabel med kontinuerte partielle afledede. Antag endvidere 9 

at der f' indes e t punkt 

('L'~' .!l) = ('L ,f 1 ' • • • ,f n' Y) 1 ' •• • 'Yln) E ~ ' 
således at E('L,t,n) = Q, altså 

F j ('L ,f 1 ' • • • ,f n' Y) 1 ' • • • 'Yln) = O ' 

og 

j= 1, ••. ,n, 

det(D __ F .('L~f 1 , •• ",f ,YJ1 , ••• ,Y) ) •. _ 1 f O • 
.) . J n n l, J- ~ ••• ,n 

l 

Da findes der en omegn rr af ('L ~) E ~ x Vn og e~ differentiabel 

afbildning f:rr ~V, altss funktioner f.(t,x1 , •.• ,x), i= n l n 
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1 , ••• ,n, med kontinuerte partielle afledede, således at 

f( rr ,e) = 1).1 (t ,~,f( t,~)) E ~ og 

~(t,~,f(t,~)) =Q for (t,~) E n. 

Eksistenssætningen giver altså under disse forudsætninger, at 

der findes et interval omkring rr og en i dette defineret lØs

ning ø, for hvilken ~(rr) = ~· 

Tilsvarende gælder for differentialligningssystemer af 

højere orden. Her skal blot omtales en skalær differentiallig-·· 

ning af n-te orden af formen 

F(t,x,Dx, ••• ,Dnx) =o, 

hvor F er en kontinuert reel eller kompleks funktion defineret 

i en åben mængde i R x V 
1

• Eksistens sætningen kan anvendes, 
n+ 

hvis der findes en åben mængde n ~ R x Vn og en kontinuert 

funktion f:n ~ v
1

, således at 

(t,x , ••• ,x 
1 

,f(t,x , ••• ,x 1 )) E A o n- o n-
og 

F(t,x , ••• ,x 1 ,f(t.x , ••• ,x 
1
)) =O o n- · o n-

for (t,x , ••• ,x 1 ) E n. Hver lØsning til Dnx = o n-

f(t,x,Dx, ••• ,Dn-1x) er da også en løsning til den givne lig-

ning. Under forudsætning af, at F er reel og differentiabel med 

kontinuerte partielle differentialkvotienter, fås af sætningen 

om implicite funktioner fØlgende tilstrækkelige betingelse for, 

at ligningen F(t,x , ••• ,x)= O kan lØses med hensyn til x : o n n 
Der findes et punkt (rr,f , ••• ,c) E A, for hvilket ligningen o sn 

er opfyldt, og 

Spørgsmålet om eksistens af lØsninger gennem punkter, hvor 

de nævnte tilstrækkelige betingelser ikke er opfyldt, kræver 

særskilte undersøgelser i de enkelte tilfælde. 
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Forholdene belyses ved nogle simple eksempler. 

1) xDx +t= o,~= R x R x R. For D (xy +t)= x t o, alt-
Y 

så for (t,x) E n, hvor n= ~(t,x) E R2 l x t OJ, fås Dx= -~/x. 

Gennem hvert punkt (t,f) med f t O går altså en lØsning. Der

imod findes der ikke nogen lØsning ~(t) defineret i et inter

val omkring ~, for hvilken~(~) = o. Dette ses let ved direkte 

at bestemme samtlige lØsninger til den givne ligning. For hver 

løsning ~(t), t E J, har man 

~(t)D~(t) = tD~(t) 2 
= -t, 

altså ~(t) 2 = k-t
2

, hvor k er en (nØdvendigvis positiv) konstant. 

De eneste differentiable funktioner, som tilfredsstiller denne 

ligning er ~(t) = v(k-t2 ) og ~(t) = i/(k-t
2

) i intervallet 

~ < t < Vk, og ingen af dem antager værdien O i dette inter-

val. En prØve viser, at de virkelig er løsninger. Disse udgØres 

altså af de i halvplanerne x > O og x < O beliggende halvcirk-

ler med centrum i (o,o). 

2) tDx - x o, ~ ' R x R. For D (ty - x) t = = R x = y 

Dx = x/t. Gennem hvert punkt c~,f) med ~ t O går altså 

ning. For hver lØsning ~(t), t E J, har man 

D(~(t)jt) = t-2 (tD~(t)-~(t)) =O, 

t O fås 

en lØs-

altså ~(t) = kt, hvor k er en konstant. En prØve viser, at de 

alle er lØsninger. Disse udgØres altså af alle fra aksen t = O 

forskellige rette linier gennem (o,o). Gennem et punkt (O,f), 

f + o, går ingen af løsningerne, gennem (o,o) går de alle. 

3) x
2

+(Dx)
2

- 1 =o,~= R x R x R. For D (x
2 

+ y
2

- 1) y 

= 2y t O har ligningen x 2 + y
2 

- 1 = O de differentiable lØs-

ninger y= V(1-x
2

) og y= i/(1-x2 ) i intervallet -1 < x< 1. 

Som område n kan her altså vælges R x ]-1.1[. Eksistenssætningen 

kan anvendes på hver af differe~tiallignimgerne Dx = V(1-x
2

) 

og Dx = i/(1-x
2
). Gennem hvert punkt (~,f) E n går fØlgelig 
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mindst to løsninger. Ved at integrere de to sidstnævnte lig-

ninger finder man, at 

~(t) = sin (t - ~ + Aresin f) 

~(t) = sin (t - ~ + rr - Aresin f) t E R, 

er lØsninger gennem (~,f), og at der ikke eksisterer andre (bort

set fra disses restriktioner til intervaller J c R). Den givne 

differentialligning x3+(Dx)
2

-1 = O tilfredsstilles imidlertid 

også af konstanterne ~(t) = 1 og ~ (t) = -1 • Man ser, at der 

gennem hver t punkt ( ~ '1 ) og hvert c~' -1 ) går uendelig mange løs-

ninger s ammens a t a f stykker af linierne x = 1 og x = -1 og af 

kurver x = sin(t+k) med p as sende konstanter k. 



Mat.2, 1961-62 DL I , 3, Øv. 1 - 4 

Øvelser til kap. I, § 3. 

1. Vis, at dif'f'erentialligningen Dx = 3:Vx2' f'or een ubekendt 

funktion x = ~(t) har uendelig mange, to gange dif'f'erentiab

le lØsninger ~ : R ~ R, f'or hvilke ~(O) = o. 

2. Funktionen ~t,x) = x 2 
er kontinuert i n= R2

• Med de i ek-

sistensbeviset indførte betegnelser, specialiseret til dif'-

2 
f'erentialligningen Dx ~ x f'or een ubekendt reel funktion 

x= ~(t), vælges~= o, f= 1. nektanglet 

r = { (t, x) E R
2 l l t l ~ a A l x-f l ~ f3 J 

er her brugbart f'or vilkårligt store o; og f3• Find det til

hørende a', og bemærk, at det altid er mindre end 1. GØr 

rede f'or, at det må forholde sig sådan, ved at betragte lØs-

ningernes f'orlØb. 

3. Ved ligningen x1 ~2 = c, hvor c er en reel konstant, bestem

mes en kurve kc i planen R2 
(nemlig en ligesidet hyperbel 

f'or c+ O og et par af' rette linier f'or c= o). Gennem hvert 

4. 

punkt i planen går een af' disse kurver. En dif'f'erentiabel 

kurve i R2\f (o,o) l kaldes en ortogonal trajektorie til 1'kur

veskaren" k , c E :R, hvis tangenten i hvert af' dens punkter c 

er vinkelret på tangenten i samme punkt til den gennem punk-

tet gående kurve kc. Opstil et autonomt system Dx
1 

= 

f'1 (x1 ,x2 ), Dx2 = f' 2 (x
1

,x2 ), hvis lØsninger x
1 

= ~ 1 (t), x 2 = 

~ 2 (t) er parameterf'remstillinger f'or de ortogonale trajek

torier til den givne kurveskare. Find den ortogonale trajek-

torie, som går gennem et givet punkt (f
1 
,f2 ) t- (o,o). 

Der er givet et reelt tal r. Gennem hvert punkt (x
1

,x2 ) i 

halvplanen R+ x R går en og kun een kurve af' skaren med lig-

. r ~ B t d n1ngen x 2 = cx1 , c E h. es em enne kurveskares ortogona-

le trajektorier. 
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5. Bestem en differentiabel kurve x= ~(t), t E R+, ~(t)~ a 

for t~ o, i planen med den egenskab, at afstanden fra et 

punkt på kurven til skæringspunktet mellem tangenten i det-

te punkt og aksen x = O er konstant lig med et givet posi

tivt tal a (tra~trix). 

Vis, at kurven er ortogonal trajektorie til en skare af 

kvartcirkler. 

Vis endvidere, at traktricen er ortogonal trajektorie til 

skaren af tangenter til den "halve" kædelinie x= a cosh(t/~), 

t E R+. Vis endelig, at afstanden fra en tangents rØrings

punkt til dens skæringspunkt med traktricen er lig med læng

den af kædeliniens bue fra punktet (O,a) til rØringspunktet. 

(Traktricen er en evolvent eller afvikler for kædelinien.) 

6. Lad J være et åbent interval og ~(t) en reel funktion de-

fineret i J, som er to gange differentiabel med kontinuert 

anden afledet. Ved krumningen af den plane kurve med lig

ningen x = ~(t) i det til t svarende punkt forstås stør

relsen K= D2~(t) (1+(~(t)) 2 )-3/2 • (Den regnes altså med 

fortegn.) Når D2~(t) f- O, kaldes dens reciprokke værdi 

p = 1/K for kurvens krumningsradius i det pågældende punkt. 

Med n(t) betegnes af'standen fra det til t svarende punkt 

på en sådan kurve til skæringspunktet mellem dennes normal 

i punktet og aksen x = O. Der søges de kurver af den be-

tragtede art, for hvilke ~(t) > O og p(t) = kn(t), hvor le 

er et givet reelt tal. Vis, at for en monoton kurve med 

disse egenskaber kan ~-1 (x) bestemmes ved kvadratur (d.v.s. 

den kan udtrykkes ved stamfunktipner af kendte funktioner). 

Bestem de pågældende kurver for k = 1 , k = -1 , k = 2 og 

*k= -2, således at ~(o) = a, D~(o) = O, hvor a > O er givet. 
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7. Om differentialligningen Dx = f(t,x), hvor f er konti-

Q '2 . nuert i en aben delmængde af R , forudsættes, at hvls 

w(t) er en i et interval defineret lØsning, er for hver 

konstant c E R også 1° ~(t) +c, 2° w(t+c), 3° c~(t) 

en løsning. Bestem i hvert af de tre tilfælde de funk-

tioner f, for hvilke differentialligningen har den på-

gældende egenskab. 

Løs den samme opgave, når det forudsættes, at hvis w(t) 

er en løsning, er for hver reel konstant c + O også 

4° ~(t/c) 5° cw(t/c) en løsning. 

Vis, at lØsningerne i alle fem tilfælde kan findes ved 

kvadratur (eventuelt efter indførelse af en ny ubekendt 

funktion). 

8 k -n ,..,n • Om fun tionen f:J x R ~ rt , hvor J er et interval, an-

tages, at den er l<:ontinuert, og at der findes en konstant 

K, således at llf(t,!JII ~ K(!l~ll+1) for (t,!) E J x Rn. Vis, 

at der gennem hvert punkt (rr,c) E J x :Rn går en i hele in

tervallet J defineret lØsning til differentialligningen 

Dx = f(t,~). (Benyt, at lØsninger i intervaller med et 

fælles endepunkt og med samme værdi i dette kan sammen-

sættes til en lØsning.) 
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§ 4. En entydighedssætning for sædvanlige 

differentialligningssystemer. 

Som det fremgår af simple eksempler, kan det ske, at en 

differentialligning D2f = f.(t,2f) med kontinuert hØjre side har 

uendelig mange (i samme interval definerede lØsninger. g_ennem 

samme punkt (~,~)(jf'r. f.eks. I,3,øv. 1 ). Forudsætter man imid

lertid noget mere om f, kan man bevise en "entydighedssætning'', 

som udsiger, at der i et givet interval hØjst kan findes een 

lØsning, der f'or et tal rr i intervallet antager en given "be

gyndelsesværdi 11 ~. 

Lad w betegne en åben delmængde af' V • En funktion n 

F:w ~ Vm siges at opfylde en 1!Pschitzbetiggelse i en delmængde 

y af w, hvis der eksisterer et positivt tal L(y), en til y hØ

rende Lipschitzkonstant, således at 

f' o r x' , x" E y. 

Funktionen F siges at opfylde en lokal Lipschitzbetingelse i w, 

hvis den opfylder en Lipschitzbe~ingelse i hver i w indeholdt 

11kugle 11 

y = f! l li! - e. 11 ~ p l' 
hvor f E w og p > O. (Det kan vis es, a t det te vil være tilfæl

det9 når blot hvert punkt i w har en omegn, i hvilken F opfyl

der en Lipschitzbetingelse; se øv. 1 .) Det er klart, at hvis en 

runktion E=w ~ V opfylder en lokal Lipschitzbetingelse i w, er m 

den kontinuert i w. Det omvendte kan ikke sluttes. 

Skrevet i koordinater bliver Lipschitzbetingelsen i y 

Anvendes dette specielt på punkter!" og~', hvis koordinater 

stemmer overens på nær den j-te, f'ås for hvert i=1, ••• ,m og 

hvert j=1, ••• ,n 
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1Fi(x1 , ••• ,x. 1 ,x1!,x.+1 , ••• ,x)- F.(x1 , ••• ,x. 1 ,x'.,x.+1 , ••• ,x )l 
J- J J n 1 J- J J n 

~ L (y ) l x j -x j l . 
Lipschitzbetingelsen i y medfØrer altså, at hver af koordinat

funkti. onerne F
1 

som funktion af hver enkel t variabel xj har 

begrænsede differenskvotienter med et overtal, som ikke afhænger 

af de Øvrige variable (når blot de pågældende punkter tilhØrer 

y). Med benyttelse af uligheden 

n 
l F ( 11 11) _ F ( r r ) l 

i x1 ' • • • 'xn i x1 ' • • • 'xn 

~> l F ( , , " 11) F ( ' r u n) l i x1 '• •• ,xj-1 ,xj,. •. ,xn - i x1 '• •• ,xj,xji-1 '•. • ,xn 

slutter man let, at også det omvendte gælder. 

Har~funktionen E=w ~ vm kontinuerte partielle afled~ 

D~!, j= 1 , ••• ,n, i w, opfylder den en lokal Lipschitzbetin

gelse i w. Er nemlig y= f~ l 112S-~II ~p} en 11kugle 11 i w og~' 

og !_11 to vilkårlige punkter i y, har man 
1 

E(~i')-;E(~') =b ~E((1-s)?l' + s~")ds 

D F ( ( 1 -s) x ' + s x 11 
) (x 1! -x'.) d s · x- ~ - J J , 'j 

da y er begrænset og afsluttet, findes der en konstant K(y), 

således at 

IIDx E(~)ll ~ K(y) 
j 

og fØlg e lig er 

for~ E: y, j= 1 , ••• ,n, 

IIÆ(x") -Æ(~' )li ~ nK(y)lldS" -!'li· 
Om en i en åben mængde n ~ R x Vn defineret funktion 

f(t,~) med værdier i Vn vil vi sige, at den opfylder en lokal 

Lipschitzbetingelse i n med hensyn til~ ligeligt i t, hvis der 

for hver delmængde 



Mat. 1, 1961-62 DL I, 4, 3 

hvor <~~) € n og a og~ er positive tal, ~or hvilke r c rr, 

eksisterer et positivt tal L(a,~), således at 

Det er vigtigt at bemærke, at der ikke kræves nogen Lipschitz-

betingelse med hensyn til t, men kun at Lipschitzkonstanten ~or 

r kan vælges ua~hængig a~ t. En sådan Lipschitzbetingelse vil 

være op~yldt, når f(t,~) har partielle a~ledede med hensyn til 

x1 , ••• ,xn' som er kontinuerte i n. Funktionen behøver ikke at 

være di~ferentiabel med hensyn til t. 

I det fØlgende forudsættes~ at ~unktionen f:n ~ Vn er kon

tinuert og opfylder en lokal Lipschitzbetingelse i rr med hensyn 

til ~ ligeligt i t. Lad (~,e) være et punkt i rr, og lad a > o og 

~ > O være valgt således, at 

r = f (t ,2f) l l t-a-l ~ ex A 11~-~11 s ~ 1 c n. 
Lad J ~ [~-cx,~+a] være et interval med længden ~' som indeholder 

~og (~,n) et punkt i r, således at~ € J. Antag, at 2(t) og 

~(t), t € J, er to lØsninger til differentialligningen Dx = 

!,(t,~), ~or hvilke (t,92.(t)) € r og (t,t(t)) € r, og som opfyl~ 

der 

Man har da 

t 
~(t) =E+ f f(s,~(s))ds, 

~ 

t 
~(t) =n+ f f(s,t(s))ds. 

'r 

Heraf fås ~or t E J 

ifL.(t) - !l2,(t) 

=n- E- {'r<s,~(s))ds + ft[f(s,t(s)) - f(s,~(s))]ds, 
~ ~ 
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altså med betegnelsen M f'or supremum af' llfll i r 

llt(t) -,2(t)ll 

~ lin- Eli + Mlrr - ITI + L(cx,(3)A supllt(s) - ~(s)ll. 
- sEJ 

Denne ulighed omskrives til 

( 1 - L (ex, (3) A) s up 11!/L (s) - ~ (s) 11 ~ lin - C: 11 + M l rr - IT l • 
SEJ -

For hvert interval J, som indeholder~ og re- og har en længde 

A ~ 1/2L(cx,(3) gælder fØlgelig 

t E J. 

Af' denne ulighed drages f'Ørst fØlgende konklusion: 

Er :U=~ og re-= IT, må der gælde t_(t) = :a_(t) f'or alle t E J. 

Dette betyder, at hvis to lØsninger ~(t) og t_(t) er defineret 

i samme begrænsede eller ubegrænsede interval I og stemmer 

overens i et af' dets punkter IT, vil der findes en omegn af' 

dette, hvori de stemmer overens. Heraf' kan sluttes videre, 

at de to lØsninger må stemme overens i hele intervallet I. 

Delmængden af' de tal t E I, f'or hvilke ~(t) = t(t)J er nem-

lig if'Ølge det viste åben relativ til I, men også afsluttet 

relativ til I, da funktionerne er kontinuerte. Da I er sam-

menhængende og mængden ikke torn, må den udgØre hele interval-

let I. Dermed er den følgende ~ty~ighedssætning bevist: 

Lad n ~ R x V være åben, og antag, at f:n ~ V er kon-
- n ~ ---- - n --=-.. ~ · 

tinuert og o12f;ylder, en ~2kal Li:eschi tzbetingelse J:. n ~~

syn _ti); 2S E V n ,1igeligt i t E R. Da vil to :].;2_pninger ~(t) ..Q.g 

wJ t) lli_Sif.fer~_!:i~U~n.1BE~~ D]f = ! (t ,2S)' .§E.._TIJ.._~er_Jiefinerede 

~~e int~EYa} 08 sorn~ternrner overens for en værdi af t i 

dette. være identiske. 
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1 • 

Øvelser til kap. I, § 4. 

Om funktionen f : w~v, hvor w er en åben delmængde af V, - m n 

forudsættes, at hvert punkt i w har en omegn, i hvilken f 

opfylder en Lipschitzbetingelse. Vis, at f opfylder en Lip

schitzbetingelse i hver kompakt og konveks delmængde y af w. 

2. Vis, at afbildningen (x1 ,x2 ) ~ (lx1-x2
2 1 ,x1

4/ 3tg x2 ) af w= 

R x ]-~,~~[ ind i R2 
opfylder en lokal Libschitzbetingelse 

i w. 

3. Lad (S,dist) være et fuldstændigt metrisk rum. En afbild-

ning ~ : S ~ S kaldes en kontraktion, hvis der findes en 

positiv konstant k < 1, aåledes at 

dist(~(p),~(q)) ~ k dist(p,q) 

for hvilkesomhelst to punkter p,q E S. Vis, at enhver kon

traktion af S har et og kun eet fikspunkt. (Betragt for et 

vilkårligt valgt punkt p E S fØlgen ~i(p), i E N,) 

Lad f(t,~) være en kontinuert afbildning af en åben mængde 

IT~ R x Vn ind i Vn' som opfylder en Libschitzbetingelse 

med hensyn til ~ ligeligt i t i den ved c~,E) E n og a > o, 

~ > O bestemte mængde r (jfr. teksten). Med y betegnes 

~! l ll~-t:ll ~ ~J c Vn. For et afsluttet interval 

J~ [~-a,~+a] betragtes det fuldstændige metriske rum 

(SJ,dist) bestående af alle kontinuerte afbildninger 

Sil : J ~ y med 

Vis, at der findes et tal cx 11 > O, således at den ved 

bestemte afbildning ~ 

t E J = [ ~-cx 11 ,~+a"], o 

s.J. ~ S J er en kontraktion af 
·o o 
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(s J ,dis t). 
o 

Benyt dette til at bevise en eksistens- og entydighedssæt-

ning for differentialligningen D~= f(t 1~). (De suk9~ssi~ 

~pproksimationers metode, E. Picard, E. Lindelof.) 

4. Benyt de sukcessive approksimationers metode (jfr. øv. 3) 

til at finde den lØsning (cp 1 (t),cp 2 (t)) til differentiallig

ningssystemet 

Dx1 = x2 , 

Dx2 = x1 , 

for hvilken (cp1 (o),cp2 (o)) = (1,0). (Sæt 

(cp1 o( t), cp2 o( t)) = (1 ,o) 
' , 

og definer induktivt 

og beregn ( cp1 , cp 2 ) 8 ) ,n ,n 

5~ Vis, at alle reelle lØsninger til differentialligningen 

D
2

x =-sin x+ q(t), hvor q:R ~R er kontinuert, er de

finerede i hele R, og at der for hvert talsæt (~,f0 ,f 1 ) 

findes en og kun een lØsning cp(t), for hvilken ep(~) = f
0 

og Dcp(~) = f1 • 
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§ 1. Homogene lineære differentialligningssystemer. 

Et differentialligningssystem 

Dxi = f i (t, x1 , ••• , xn) , i = 1 , ••• , n 

siges at være lineært, hvis de hØjre sider er førstegradspoly-

nornier i x1 , ••• ,xn' hvis de altså har formen 

n 
f. (t, x1 , ••• , x ) = \ p .. (t) x . +qi (t) , i = 1 , ••• , n, 
~ n L ~J J 

j=1 

hvor pi .(t) og q. (t) er givne funktioner af t. I stedet ror den 
J ~ 

tidligere brugte vektorbetegnelse er det her hensigtsmæssigt at 

indfØre matricer. Sættes 

p = (p .. ) . . 1 
~J l,J= , ••• ,n ' 

og skrives sættene (x1 , ••• ,xn) og (q1 , ••• ,~)som sØjler~~ og 

gi, kan dif'f'erentialligningssystemet skrives som matrixligningen 

D~l = E(t) ~~+~l (t). 

Det rorudsættes, at funktionerne pij(t) og q.(t) er defi
l 

nerede og kontinuerte i det samme (begrænsede eller ubegrænsede) 

interval. Har dette interval et venstre endepunkt a, som til

hører det, udvides de nævnte runktioner ved at sætte pij(t) = 
p .. (a), q. (t) = q_. (a) ror t < a. Tilsvarende derineres de ror 
lJ l l 

t > b, hvis intervallet har et hØjre endepunkt b, som tilhØrer 

det. Man kan derfor antage, at det interval J, hvori runktionerne 

er derinerede og kontinuerte, er åberiL Det lineære dirrerential

ligningssystem siges at være homogent, når ~~(t) = ~~ for alle 

t E J, ellers inhomogent. 

Med de i eksistenssætningen brugte betegnelser (side I,3,4) 

er her n = J x v , hvor v er Rn eller en. For~ E J og n n 
. J 

~~ E Vn ~il den ved de positive tal a og~ bestemte mængde r ror 
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hvert f3 > O være indehold t i n, når blot h· -a ,-r +a] c J. Da de 

givne hØjre sider Øjensynlig er kontinuerte i n, kan eksistens

sætningen anvendes. Når (-r,~l) E n er givet, kan der altså af

grænses et interval omkring -r, hvori der eksisterer en løsning 

;gi (t), for hvilken ~~(-r) = ~~· 

sæt 

Lad I være et begrænset og afsluttet delinterval af J, og 

L ( I) = n m a xr max f j p . . ( t) j J l i , j = 1 , ••• , n] .. 1_ tE: I l J 

Da fås for (t,~p,(t,~p E I x Vn' at 

"E c t)~r - ~c t)~'" = ~~~c t) c~r - ~P" 
n 

= max [ l J p i j ( t) (x j -x j) l l i = 1 , ••• , n J 
.~1 

n 

~ max [r l p i j ( t ) l l x j -x j l f i = 1 ' ••• ' n J 
j=1 

~ L(I)"~r - ~~"· 
Dette viser, at differentialligningssystemets hØjre sider op

fylder en Lipschitzbetingelse med hensyn til ~~ ligeligt i t, 

og dette i mængden I x V • Entydighedssætningen (side I,4,4) n 

kan altså anvendes. Der går fØlgelig kun een lØsning gennem et 

givet punkt (-r '~l ) E n. 
Enhver løsning til et lineært differentialligningssystem 

D~l = ~(t)~l + gl(t), hvor ~(t) Q& gl(t) er definerede og kon

tinuerte i et (begrænset eller ubegrænset) åbent interval J, 
1• 

eksisterer i hele intervallet J. 

Beviset herfor vil i denne panagraf kun blive ført for 

homogene systemer. For inhomogene vil det fremgå umiddelbart 

af en metode til bestemmelsen af løsningerne ud fra løsningerne 

til det tilsvarende homogene system. Denne metode omtales i den 
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fØlgende paragraf~ 

Lad [~,T], hvor T>~, være et afsluttet delinterval af J, 

og lad L(I) være den som ovenfor bestemte Lipschitzkonstant for 

et vilkårligt og begrænset interval I c J, som omslutter [~,T]. 

Med r betegnes det mindste positive hele tal, som er større end 

eller lig med 2L(I)(T-~). Intervallet [~,T] inddeles ved dele

punkter 

~=~o< ~1 < ••• < ~r-1 < ~r= T 

i r lige store intervaller. Hvert af disse har da længden 

(T-~ )/r ~ 1/2L. 

Er nu ~~(t), t E [~,T], en lØsning til differentiallignings

sys terne t, sættes 

p=0,1, ••• ,r. 

Foruden lØsningen~~ (t) betragtes lØsningen ~~(t)=~~ , 

som jo eksisterer i hele intervallet. På hvert af intervallerne 

[~p-1 '~p] kan da uligheden (*) (side I,4,4) anvendes, nemlig 

med 

()=~=~ 1' p- t = ~ ' p 

E= ~lp-1 =~l (~p-1 ), n = tg l ( ~ p-1 ) = ~l . 
= ~, c~p) gælder Den udsiger da, at der for e, - p 

"~ l p 11 ~ 2 "~ l p -1 11 
p = 1, ••• ,r. 

Ved induktion sluttes heraf, at 

11~1 (T) li = 11~1 rll ~ 2 rll~1 oll = 2rll<gl c~) 11. 

I1.et r ~ 2L(I) (T-~) +1 , fås 

ll<gl (T)II ~ 22L C I) (T~) +1ll<g l (~)Il • 

På samme måde vi ses, at der for T < ~, [T,~] ~ I gælder 

ll<gl (T)II ~ 22LCI)(~-T)+11!<gl (~)li· 

Disse to uligheder sammenfattes til 

l!<g l CT)II ~ 22LC I) l T-~ l +11i<g l c~) 11' ~,T E I. 
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Antag nu at eksistensintervallet for den betragtede løs-

ning ~~ ikke var hele intervallet J, men havde for eksempel 

et hØjre endepunkt b E J. I dette punkt b selv kunne lØsningen 

da ikke eksistere, idet det ellers var muligt at fortsætte den 

ud over b ifØlge eksistenssætningen. Af den beviste ulighed 

fØlger, at der findes et tal K, således at ll~l (t)ll < K for 

~ ~ t< b. Hele lØsningen for t> ~ ville fØlgelig tilhøre den 

kompakte delmængde 

f(t,~l) l tE[~,b] A ~~~~~~~KJ 

af n. Dette strider imidlertid mod en tidligere vist sætning 

(I,§ 4). På samme måde vises, at det interval, hvori lØsningen 

eksisterer, ikke kan have et venstre endepunkt a, som ligger 

inden for J. Dermed er beviset for sætningen afsluttet. 

En differentialligning af n-te orden 

n n-1 
D x= f(t,x,Dx, ••• ,D x) 

siges at være lineær, hvis f(t,x,x1 , •• ~,xn_ 1 ) er et fØrstegrads

polynomium i de variable x,x1 , •.• ,xn_1 • En sådan differential

ligning har altså formen 

Dnx = pn_
1

(t)Dn-1x + ••• + p
1

(x)Dx + p
0
(t)x + q(t), 

hvor funktionerne p
0
(t), ••• ,pn_

1
(t),q(t) er givne. De forud

sættes at være definerede og kontinuerte i et åbent interval J. 

Ligningen er ensbetydende med det lineære differentiallignings-

system 

Dx 2 = n-
Dx 1 = n-

xn-1 

PoX + p x -- • • o + p 1 x 1 + q 1 1 n- n-

med de tilhØrende matricer 
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Den lineære differentialligning siges at være homogen, hvis 

q(t) = O for alle t E J, ellers inhomogen. Dette er ensbetydende 

med, at det tilsvarende differentialligningssystem er henholds-

vis homogent eller inhomogent. Af den ovenfor beviste sætning 

fØlger, at hver lØsning til den homogene differentialligning 

af n-te orden eksisterer i hele intervallet J. 

LØsningerne til et lineært homogent different!allignings-

system 

t E J, 

bestående af n ligninger med n ubekendte furnetioner danner et 

n-dimensionalt vektorrum. 

Bevis: Det er klart, at hvis ~~ og~~ er lØsninger, vil 

også ~~ + ~~ være en lØsning. Endvidere ses, at hvis ~~ er en 

lØsning og a et tal fra det tallegeme R eller C, som er lagt til 

grund, vil a~l også være en lØsning. Dette viser, at lØsningerne 

udgØr et underrum i vektorrummet af alle afbildninger af J ind 

i Vn. Er nu~ et tal i J og ~ 11 , ••• ,~ln lineært uafhængige vek

torer i vn, vil løsningerne ~ 11 , ••• ,~In' for hvilke ~lv(~) = 
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~lv' v= 1, ••• ,n, være lineært uafhængige; thi en for alle t E~ 

gyldig egentlig lineær relation imellem dem måtte specielt gæl-

de for t=~, altså bestå mellem ~ 11 , ••• ,~ln' i strid med disse 

vektorers lineære uafhængighed. LØsningsrummets dimension er 

altså mindst n. At den ikke kan være større end n, ses således: 

Lad~~ være en vilkårlig lØsning. Idet ~ 11 , ••• ,~ln danner en 

basis for Vn' har sØjlen ~l(~) en fremstilling 

~~(~) = c1~11 + ••• + cn,ln' 

hvor c1 , ••• ,en er reelle (komplekse) tal. De to lØsninger ~~(t) 

og c 1 ~1 1 (t) + ••• + cn~ln(t) stemmer altså overens for t=~. 

IfØlge entydighedssætningen stemmer de da overens for alle t E J 

Dette viser, at lØsningerne ~~ 1 , ••• ,~In danner en basis for lØs

ningsrummet. Dermed er sætningen bevist. 

Anvendelse på systemet, der er ensbetydende med en homogen 

lineær differentialligning af n-te orden,giver fØlgende: Til 

hver lØsning ~ svarer en sØjle 

' 

og alle disse søjler udgør et n-dimensionalt vektorrum. Heraf 

kan sluttes, at løsningerne ~ selv udgØr et n-dimensionalt vek-

torrum, nemlig et underrum i vektorrummet af alle funktioner 

fra J til R eller c. At løsningerne danner et vektorrum, er 

klart, og er løsningerne ~1 , ••• ,~r lineært uafhængige, vil de 

tilhØrende søjler selvfØlgelig også være det. Dimensionen af 

løsningsrummet for differentialligningen af n-te orden kan alt-

så ikke være større end dimensionen n af systemets løsningsrum. 

Omvendt, af en egentlig lineær relation 

t E J, 
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mellem løsninger til differentialligningen af n-te orden fås 

ved differentiation lineære relationer med de samme koefficien-

ter mellem lØsningernes afledede til og med den (n-1 )-te, hvil-

ketvise~ at de tilhørende sØjler er lineært afhængige. Dermed 

er vist: LØsningerne til en homogen lineær differentialligning 

af n-te orden udgØr et n-dimensionalt vektorrum. 

SØjler ~~ 1 (t), ••• ,~lr(t) af funktioner, der er definerede 

i samme interval J, kan være lineært uafhængige, skønt de for 

hvert enkelt t € J er lineært afhængige. Det sidste betyder jo 

blot, at der findes en egentlig lineær relation med koefficien-

ter,der kan afhænge af t, og dette kan være tilfældet, uden at 

der findes en egentlig lineær relation med konstante koefficien

ter; eksempel: (co~ t sig t). Er søjlerne lØsninger til et ho-

mogent lineært ligningssystem D~l = f~l' forholder det sig imid

lertid anderledes. Er nemlig 

c1~11 (~) + ••· + cr~lr(~) =Q! 
en egentlig lineær relation mellem løsningernes værdier for den 

ene værdi t = ~, vil løsningen 

c1~11(t) + ••• + cr~lr(t) 

for t = ~ stemme overens med nullØsningen og altså ifØlge enty-

dighedesætningen være identisk med denne. Dette viser: LØsninger 

til et homogent lineært differentialligningssystem er lineært 

afhængige, hvis deres værdier for en enkelt værdi af den uaf-

hængige variable er lineært afhængige. 

Sammenfattes sØjlerne ~~ 1 (t), ••• ,~lr(t) til en (n x r)-ma

trix ~(t), udsiger matrixligningen 

D~(t) = ~(t)~(t), 

at hver af sØjlerne er en lØsning til det homogene lineære dif-

~erentialligningssystem D*l = ~~~. Matricen~ kaldes da for en 
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lØsningsmatrix til systemet. Multipliceres matrixligningen fra 

hØjre med en konstant (r x s)-matrix g, fås 

D(~~) = ~~~' 

hvilket viser, at (n x s)-matricen ~Q, hvis søjler er linearkom-

binationer med konstante koefficienter af sØjlerne i ~' også er 

en lØsningsmatrix (i overensstemmelse med, at lØsningerne dan

ner et vektorrum). En (n x n)-løsningsmatrix ø, hvis sØjler er 

lineært uafhængige, altså danner en basis for løsningsrummet, 

kaldes en fundamentalmatrix for systemet. Af det ovenfor viste 

fØlger, at en sådan er regulær for hver værdi t E J, og omvendt 

gælder, at en (n x n)-løsningsmatrix, som er regulær for mindst 

een værdi af t, er en fundamentalmatrix. Heraf sluttes videre, 

at hvis ~ er en fundamentalmatrix og Q en konstant regulær 

(n x n)-matrix, vil @C også være en fundamentalmatrix. IfØlge 

eksistens- og entydighedssætningen findes der en og kun een fun-· 

damentalmatrix, som for et givet ~ E J er lig med en vilkårlig~ 

given regulær matrix. Er nu ~(t) og f(t) to fundamentalmatricer, 

vil ~(t)~-1 (~)t(~) for t=~, altså for alle t E J stemme over

ens med f(t). Dette viser, at hver fundamentalmatrix f kan fås 

ved hØjremultiplikation af ~ med en konstant regulær matrix, 

nemlig 9 = ~-1 (~)t(~). 

Lad ~(t) være en (n ~ n)-løsningsmatrix, for hvilken ~(~) ~ 

~' hvor~ er en given konstant (n x n)-matrix. Determinanten 

af ~ kan da beregnes på fØlgende måde: Man har 

D(det ~) =D det(~ 1 _, ••• ,~n-) 
n 

= \ det(w1 ' ••• ,SQ. 1 ,Dw. ,w. 1 ' ••• ,IJ} ) • L - - -1- - -1- -l+ - -n-

i=1 

Nu er rækken D~i- i matricen D~ lig med den i-te 

række i r~, altså lig med gi-~' hvor gi- betegner den i-te række 
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i matricen ~' og man har 
n n 

gi-~=(~ Pij~j1'"""'~ Pij~jn) 
j=1 j=1 

Denr.e række er altså linearkombination af rækkerne i ~. Indsat 

for D~i- i determinanten i ovenstående sum kan den erstattes med 

p . . m. , idet subtraktion af 
~H::~-

Pi1~1- + ••• + Pii-1~i-1- + Pii+1~i+1- + ••• + Pin~n-
'.) 

ikke ændrer determinaten. Man får altså 

n 
D(det ~) = ~ pii det ~ = t r p det 'Æ· = 

i=1 

Løsningsmatricens determinant tilfredsstiller fØlgelig den homo-

gene lineære differentialligning 

Dy = tr ~ y. 

Den løsning til denne, som for t = ~ antager værdien det ~' er 

t 
det ~(t) = det~ exp J tr P(s) ds, ~,t E J .. 

~ 

Heraf ses, at en (n x n)-løsningsmatrices determinant enten er 

O for alle t E J eller forskellig fra O for alle t E J. (Dette 

kunne også sluttes af det, der blev vist ovenfor om den lineære 

afhængighed af lØsninger.) En (n x n)-løsningsmatrix er en fun-· 

damentalmatrix, hvis og kun hvis dens determinant er forskellig 

fra o. 

Anvendt på det lineære differentialligningssystem, der sva-

rer til den homogene lineære differentialligning 

n n-1 D x= Pn_1D x+ ••• + p 1Dx + p 0x 

af n-te orden, giver dette fØlgende: Er ~ 1 , ••• ,~n lØsninger, vil 

disses Wronski-determinan7, 
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q>1 • • • q>n 

Dp 1 • • • bq>n 

. . ~ n-1' 
D q>n 

DL II, 1 , 1 O 

være en fUnktion af t E J, som tilfredsstiller differential-

ligningen 

DW(q> 1 , ••• ,q>n) = pn_1 W(q> 1 , • e e ,q>n), 

idet nemlig her tr ~ = pn_1 (se side II,1,5). For den til t 

svarende værdi af W få s altså 

W(q>1, ••• ,q>n)(t) = W(q>1, ••• ,q>n)(rc-) exp {t pn-1(s)ds. 
'7; 

En basis for lØsningsrummet, altså et sæt af n lineært uaf-

hængige lØsninger q> 1 , ••• ,q>n,kaldes et fundamentalsæt for dif

ferentialligningen af n-te orden. NØdvendigt og tilstrækkeligt 

for, at n lØsninger danner et fundamentalsæt, er, at deres 

Wronski-determinant er forskellig fra O. 

Er 2 en (n x r)-lØsningsmatrix til det homogene lineære 

differentialligningssystem D~l = E~l og § en konstant (n x n)

matrix, vil §% i almindelighed ikke være en lØsningsmatrix til 

det samme system. Ved venstremultiplikation af D~ = E~ med S 

fås D(~~) =§E%· Under forudsætningen af, at S er regulær, kan 

dette omskrives til 

hvilket viser, at ~~ er en lØsningsmatrix til systemet 

-1 
D~l = ~E~ ~~. Omvendt, hvis ~ er en løsningsmatrix til dette 

system, vil ~-1 ~ være en lØsningsmatrix til det oprindelige. 

Dette kan benyttes ti l en forenkling af integrationen af' sys te-· 

met D~l = E~l, dersom det er muligt at finde en korÆtant regulær 

matrix~' således at ~E(t)~-1 er simplere end E(t). Når E(t) 

er en ikke konstant funktion af t, vil dette aJnd.ndelir;vis H±e 
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være tilf'ældet. Men når matricen ~ er konstant, kan der opnås 

betydelige f'orenklinger (jf'r. § 3). Fremgangsmåden kan opf'attee 

som en koordinattransf'ormation i rummet Vn med koordinattrans-· 

f'ormationsmatricen S. 
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Øvelser til k~~~~· 

1. Om den komplekse (n x n)-matrix P(t) forudsættes, at den er 

en i et interval J kontinuert furuction, der er begrænset 

(i den forstand, at alle dens elementer er begrænsede funk

tioner fra J til C)o Vis, at der for hver lØsning~~ til det 

homogene lineære differentialligningssystem R~l = ~(t)~l 

gælder 

D(~-~~) :-:--~/~(t)+f,*(t) )g>l, 

hvor p* = P' er den til ~ konjugeret komplekse og transpo-

nerede matrix" 

Den Hermiteek symmetriske matrix ~(t)+~*(t) har lutter reel-

le egenværdier. Lad 11 (t) og f.1 • (t) betegne henholdsvis 
~""max m1n 

den~ største og den minds~ af dem, og sæt 

M = s up f.1 (t) , 
t.E:J max 

m = inf f.1 . ( t) • 
tE:J m1n 

Vis, at der for hver løsning~~ og ~,t E J, ~ < t, gælder 

\ \ llfl? l ( ~) 1122em( t-~) ~ ~~~l (t) 112~: ~ llfl? l ( ~) 112eM( t-~)' 
? -

hvor IIw 1112' = W-CR l . 
Det forudsættes nu, at ~(t) = p(t)~ +§(t), hvor p(t) er en 

kontinuert funktion fra J til R og S(t) er kontinuert i J 

og Herr::-·.task skævsymmetrisk (~' = -~). Beregn IIw l (t) 112 som 

funktion af t, idet g> l ( ~) = ~, tænkes givet. 

Eksempel Dx1 = x
1

cos t - x 2 sin t 

Dx2 = x1sin t + x 2 cos t. 
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2. Lad p(t) være en kontinuert funktion fra f{ til :R. Man betrag

ter differentialligningen D2x = p(t)x. 

a) Forudsæt, at p(t) > o, men ikke identisk O, for t E R. 
;t 

Vis, at hver fra nullØsningen forskellig lØsning ~(t) hØrer 

til een af fØlgende tre typer: 1) ~er strengt monoton og 

antager alle reelle værdier; 2) ~ er strengt monoton, har 

fast fo'rtegn, og l~(t)l ~ oo for t--+ oo eller for t~ -oo; 

3) ~ har enten eet positivt minimum eller eet negativt maxi

mum, og l~(t)l--+ oo for t~cx1 og t-+ -oo. 

*b) Forudsæt, at der findes et tal k > O, således at p(t) ~ 

-k2
• Vis, at hver lØsning~ har uendelig mange nulpunkter, 

nemlig mindst eet i hvert interval af længden 2jk. (Vælg et 

vilkårligt tal ~E R, antag, at~(~) =f > O og~(~) = 
f 1 ~ O for en lØsning~' integrer differentialligningen fra 

~til t>~, benyt, at~ er konkav i [~,t], såfremt~~ O 

i dette interval, og integrer endnu en gange) 

3. Lad p(t) og q(t) være kontinuerte funktioner fra et interval 

J ti l :R, og lad ex være et reel t tal forskelligt fra O og·: 

1. Om "Bernoulli's differentialligning" 

Dx = p(t)x + q(t)xex , 

gælder da følgende: Der findes en lineær differentialligning 

af første orden, således at ~ 1 -a er en lØsning til denne, 

når~ er en lØsning til Bernoulli 's ligning. Bevis dette. 

Hvis ex er et positivt rationalt tal med ulige nævner, kan 

vælges n= J x R for Bernoulli's ligning. Undersøg, hvor-

ledes dennes lØsninger da kan bestemmes ud fra den lineære 

lignings lØsninger, og for hvilke ex entydighedssætningen kan 

anvendes. 
-1 Eksempler: Dx = -x-x 

3t-1x+3t-1x 213 • 

2 2 
(1-t )Dx = tx-tx , Dx = 



l \ 
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4. Differentialligningen 

2 ( )2 2 xD x - Dx + axDx + bx = o, 

hvor a og b er givne reelle tal, opfylder i mængden n = 

R x (R\fO}~x R eksistenssætningens og entydighedssætningens 

forudsætninger. Vis, at hver positiv lØsning ~ kan skrives 

på formen exp ~' hvor~ er en lØsning til en lineær dif

ferentialligning. Find derved samtlige lØsninger til den 

givne differentialligning. 

5. Angiv den mest omfattende delmængde af R3, i hvilken dif-

ferentialligningen 

2 2 
txD x = 2t(Dx) +axDx, 

hvor a er et givet reelt tal, opfylder eksistenssætningens 

forudsætninger. Vis, at hver fra O forskellig lØsning o/ 

kan skrives på formen 1/~, hvor~ er en lØsning til en li

neær differentialligning. Find derved samtlige lØsninger 

til den givne differentialligning. 

Find endvidere den lØsning~' for hvilken ~(1) = 1, D~(1) = 

1, og bestem dens eksistensinterval. 
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6. Lad der være givet komplekse tal a 1 , ••• ,an. Bestem den (kom

plekse) fundamentalmatrix for differentialligningssystemet 

Dx = a x , v v v 
som for t = O er lig enhedsmatrix. 

v = 1 , ••• ,n, 

Lad A være en konstant kompleks (n x n)-matrix. Vis, a t dif-

ferentialligningssystemet 

D*l = Nj 
har en løsning af formen ~~exp At, hvor A er et komplekst 

tal og~~ en sØjle bestående af komplekse konstanter. 

Angiv en fundamentalmatrix for systemet under forudsætning 

af, at der eksisterer en konstant matrix §, således at 

SAS- 1 er en d" l t · J.agona ma rJ.x. 
~=;::: 

Eksempel: 

o 
~ = (-3 
- \ o 

3 o 
o -4) . 
4 o, 

*7. Vis, at matricen exp(~), t E R, hvor~ er en konstant (kom

pleks) (n x n)-matrix, er en fundamentalmatrix for diffe

rentialligningssystemet D~l = ~~~. (Se AG III,16,øv.9.) 

Rettelser. 

Øvelse 1: Linie 7 læs ~- i stedet for ~~ til hØjre for =· 
2 ) 2 2 Linie 8-7 f.n. læs ll~l h-)11 2 , llf[?l (t 11 2 , 11~1.112 i stedet 

for 11~1 (-z;-)11 2 , 11~1 (t)112' ll~1ll2• 

Øv.2:Linie 8-9 læs 11 een positiv minimumsværdi eller een negativ 

maximumsværdi 11 i stedet for 11 eet positivt minimum ••• 1'. 

Linie 12 læs 4/k i stedet for 2/k. 
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§2. Inhomogene lineære differentialligningssystemer. 

Lad D~l = ~(t)~l· + gf(t), t E J, være et inhomogent diffe

~cn~ialligningssystem, hvor (n x n)-matricen r og (n~ 1)-ma-

tricen ~~ er givne kontinuerte funktioner i det åbne interval 

J. Det blev påstået ovenfor, at alle systemets løsninger eksi-

sterer i hele intervallet J. Dette vil nu blive vist, idet lØs-

ningerne angives eksplicit, udtrykt ved en fundamentalmatrix 

til det tilsvarende homogene system D~l = ~~~. 

Man sØger en lØsning W'j.(t) til det inhomogene system af 

formen ~(t)~l(t), hvor~ er en fundamentalmatrix til det homo

gene system og ~~(t) en sØjle bestående af funktioner, som er 

differentiable i J. (Hvis~~ er konstant, fås, som vist i §1, 

en lØsning til det homogene system.) Om en sådan søjle 2l(t) 

findes, kan naturligvis ikke vides p~ forhånd. Men hvis den 

findes, må der gælde 

!'~9 1 + ~l 

c:;)~~ + ~D~I 

altså ~D~I =~~(t), 
-1 

D~ l = ~ ~~ • 
Idet fundamentalmatricen@ antages kendt, og ~~ er givet, står 

der på hØjre en sØjle, som er en kendt funktion af t E J. 

Som de eneste sØjler~~ (t), som kan opfylde de stillede krav, fås 

rt 1 
~ 1 (t) = ~ 1 + /1: ~- (s)~~ (s) ds, 

hvor den konstante sØjle~~ = ~~ (1:) kan foreskrives vilkårligt< 

Disse søjler er Øjensynlig differentiable i hele intervallet J, 

De eneste sØjler ~~~ , som kan v~,e lØsninger til det inhomogene 

system er fØlgelig 
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Nu er det let at verificere, at alle disse sØjler virkelig er 

lØsninger. Ved differentiation af hØjre side fås nemlig 

t 
D(~(t)~l) + (D~)~ ~-1 (s)~l (s)ds + ~(t)~-1 (t)~l (t) 

'T: 

~ !'<t)\)1(t)x 1 + r<tl'!!<tl(~~1 <sl~ 1 <s)as + ~ 1 (t) 

'T: 

=ret)~, (t) +~,(t). 

Dermed er fundet uendelig mange løsninger til det inhomogene 

system. Blandt disse findes der en, der for t = 'T: antager en 

-1 ( ) vilkårlig opgiven værdi ~~, nemlig den med~~ = ~ 'T: ~~. IfØlge 

entydighedssætningen findes der kun een sådan lØsning. Det 

fundne udtryk (*) fremstiller altså samtlige lØsninger til det 

inhomogene system. Specielt ses heraf, at alle lØsninger eksi

sterer i hele intervallet J, som påstået. 

Det andet led i lØsningsformlen ( *) er den lØsning ti l det 

inhomogene system, som er lig~~ for t= '1:, og det fØrste er en 

lØsning til det homogene system. Lader man ~~ gennemlØbe Vn' 

vil gennemløbe samtlige lØsninger 

til det homogene system, da w er en fundamentalmatrix. Heraf 

sluttes: 

Samtlige lØsninger til det_ i~homogene line~differential-

lignings2~tem D~l = E~l + ~~ fås ved til een:~a~f~d~e~m~a~t~a~d~d~e~r_e 

samtlige lØsninger til de~_QQ@Qg~g~_2~~~ D~l = E~ l • Med andre 

ord~ lØsningsmængden for det inhomogene system er et sideunder-

rum 1 i vektorrummet af alle afbildninger af J ind i Vn' til 

lØsningsrummet for det homogene system. Dette indses også let 

direkte som ved lineære ligningssystemer: Adderes en lØsning 

til det homogene system t5_l en lØsning til det inhomogene sy·-

stem~ fås igen en lØsning til det sidstnævnte, og dif~erensen 
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For den løsning 

~lo= 

til systemet, for hvilken 

Øo(rr) 

giver dette 

• • • 

t 
~lo(t) = f(t)J iln(s)q(s)ds, 

'7: 

DL II, 2, !± 

altså for det fØrste element tf;
0 

i sØjlen ~lo' som jo er den til

svarende løsning til (**), 

In n+i {t W(~1, ••• ,cpi-1'<pi+1'•••,<pn)(s) 
tflo(t) = (-1 ) ~i(t) ·- W(c,o

1
, ••• ,c,o )(s) 

. n 
j=1 '7: 

q(s)ds. 

Wronski-determinanten i nævneren kan erstattes med det i § 1 

fundne udtryk for den. Den løsning Ø til (**), fJr hvilken 

Ø ( '7:) = T), Dtf; ( '7:) = 111 ' • • • ,Dn-1 t/J ( '7:) = 11n-1 ' 

hvor YJ,YJ1 , ••• ,YJn-1 er givne tal, fås ved til tf;
0 

at addere den 

lØsning ep til den tilsvarende homogene ligning, som opfylder de 

samme betingelser for t = '7:• 

Den beskrevne måde at bestemme løsningerne til et inhomo-

gent lineært differentialligningssystem på ud fra en fundamen

talmatrix for det tilsvarende homogene system kaldes de arbitræ-

re konstanters variationsmetode. Den kan også anvendes direkte 

på en inhomogen lineær differentialligning (*•) af n-te orden. 

Er c,o1 , ••• ,cpn et fundamentalsæt for den tilsvarende homogene lig

ning, søger man at bestemme n gange differentiable funktioner 

c 1(t), ••• ,cn(t) således, at 

tf;(t) = c1 (t)c,o1 (t) + ••• + c (t)c,o (t) n n 

bliver en løsning til (**)• Funktionerne c1 , ••• ,cn underkastes 

n-1 yderligere betingelser. 
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Øvelser til kap. III~§ 2. 

1. Bestem den fundamentalmatrix ~(t) for differentiallignings-

systemet Dx
1 

= x2 , Dx
2 

= x
1

, som for t = O er lig med en

hedsmatrix. Find dernæst den lØsning Cø 1 (t),ø2 (t)) til dif

ferentialligningssystemet 

Dx1 = x2 + t 2 

Dx2 = x1 + t 

for hvilken ø1 (c) = -1, ø2 (o) = 2. 

2. Løs differentialligningen 

D
2

x + 4x = sin at (t,x) € R x R, 

hvor a er et givet reelt tal. 

3. Anvend de arbitrære konstanters variationsmetode direkte på 

differentialligningen 
2 D x= p 1 (t)Dx + p 0 (t)x + q(t), 

hvor p1 ,p0 ,q er givne, i et interval J kontinuerte funktioner. 
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6. Lad der være givet komplekse tal a 1 , ••• ,an. Bestem den (kom

plekse) fundamentalmatrix for differentialligningssystemet 

Dx = a x , v v v 
som for t = O er lig enhedsmatrix. 

v = 1, ••• ,n, 

Lad A være en konstant kompleks (n x n)-matrix. Vis, a t dif-

ferentialligningssystemet 

Dtf l = ~tf l 
har en løsning af formen ~~exp At, hvor A er et komplekst 

tal og~~ en sØjle bestående af komplekse konstanter. 

Angiv en fundamentalmatrix for systemet under forudsætning 

af, at der eksisterer en konstant matrix g, således at 
-1 

~~~ · er en diagonalmatrix. 

Eksempel: 

o 
~ = ( -3 
- \ o 

3 o 
o -4) . 
4 o, 

*7. Vis, at matricen exp(t~), t E R, hvor~ er en konstant (kom

pleks) (n x n)-matrix, er en fundamentalmatrix for diffe

rentialligningssystemet Dtfl = ~~. (Se AG III,16?øv.9.) 

Rettelser. 

Øvelse 1: Linie 7 læs i- i stedet for ~~ til hØjre for =· 
2 2 2 

Linie 8-7 f.n. læs ll~l (rc-)11 2 , llfgl (t)11 2 , 11~"12 i stedet 

for li~ l (rc-)11 2 , 11~1 (t)11 2 , 11~1 ll2• 

Øv.2:Linie 8-9 læs "een positiv minimumsværdi eller een negativ 

maximumsværdi" i stedet for 11 eet positivt minimum •.• ". 

Linie 12 læs 4/k i stedet for 2/k. 
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