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§1: Welerstrass Approksimationssagning.

Til enhver kontinuert Funktion /', somafbilder et lukket Interval ind paa R,
og ethvert positivt e findeset Polynomium p (x) € R[x],saa|f (x)—p(x)| <
¢ for alle x i Intervallet.

(Weierstrass 1885).

Hvis C er Ma&ngden af kontinuerte reelle Funktioner paa det givne in-
terval af den reelle Akse, saa er C med Normen || f|| = max, | f(x)| et
Banachrum. Det indeholder P lig Mangden af Polynomiumsfunktioner
paa det samme Interval, og — med samme Norm — udgar disse et normeret
Vektorrum. Satningen udsiger saa, at Fuldsteendiggarelsen af P er lig C.

Da Setningen er saa vasentlig, og vi senere kommer tilbage til dens
Forhistorie skal vi gare lidt mere ud af den.

Uniform Konvergens var lenge et taaget Begreb, mange ellers habile
Matematikere i1 forrige Aarhundrede havde sveert ved at skelne mellem
uniform Konvergens og punktvis Konvergens efter at selve Konvergens-
begrebet var blevet klarlagt af Cauchy ca. 1820 med ¢ og §. Naturligvis
havde man lenge inden haft en mere lgs Opfattelse med “uendelig smaa
Starrelser”, og det indgaar jo fx implicit i al Differentialregning (opfundet
ca. 1650-1700).

Punktvis konvergens: Ve > 0Vx dng:n > ng — | fu(x) — f(x)| <&
Uniform Konvergens: Ve > 03dng Vx:n >ny — |f(x) — f(x)| < ¢

Forskellen er en Ombytning af to Kvantorer (og Kvantorers Raekkefalge er
altsaa ikke ligegyldig!).

Ved Hjelp af Seetningen er det muligt udfra de elementeere Polynomier
ad “konstruktiv Vej” at opbygge en Teori for kontinuerte Funktioner. Som
Regularitetsmaal for en Funktion kan man benytte den Hastighed med hvil-
ken den kan tilnaermes uniformt med Polynomier (altsaa ¢ som Funktion af
Polynomiets Grad n).

Det er klart, at det vil veere tilstraekkeligt at vise Seetningen for det speci-
elle Interval [0, 1]. Thitil f(x) paa[a, b] dannes g(y) = f(a+y-(b—a))
som bliver kontinuert for y € [0, 1], og hvis denne kan tilneermes med et
Polynomium p(y), saaindsaetterman y = (x —a)/(b—a) og faar dermed et
Polynomium af samme Grad, og det tilneermer f(x) ligesaagodt paa [a , b].
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Bernstein—Korovkins Bevis (B.1912,K.1953):

Der eksisterer en Falge B1, By, B3, ... af Operatorer somved f — B, f
afbilder dekontinuerte Funktioner paa [0, 1] over i Polynomier (paasamme
Interval), saaledesat Felgen ..., B, f, ... konvergerer uniformt mod f.

Operatoren B,, gives ved

Buf(x)=)_ (Z)f(%)x"(l —x)"*

k=0

Aabenbart er B, en lineer Operator, d.v.s. for Konstanter a og b er
B,(a-f+b-g)=a-B,f+b-B,g. Endvidere er Operatoren positiv,
d.v.s. hvis for x € [0, 1] geelder f(x) > 0, saa gaelder ogsaa B, f (x) > 0,
0g generelt har man derfor at f(x) > g(x) medfarer B, f (x) > B, g(x).

Hvis f(x) er konstant, saa er B, f(x) = f(x); vi kan ngjes med at
betragte f(x) identisk lig 1, og saa er jo

n

an(x)=2(';)xk(1— D= (x4 (L—x)" =

k=0

Af det hidtil nevnte ses umiddelbart, at Verdimangden for B, f er
indeholdt i Veerdimangden for f.
For Funktionen f(x) = x galder ogsaa, at B, f (x) = f(x). Thi

B, f(x) = Z (Z) —X (1 x)" —k — . Z ( ) k—l(l _ x)n—k

k=0
:x-(x—i—(l—x)) = X.

Forethvert f(x) = ax+b har manaltsaa
B, f = f,ogderforvil f(x) > ax+bmed-
fare B, f (x) > ax+b. Heraf ses, at Grafen
for B, f(x) ligger i det konvekse Omraade
udspeendt af Grafen for f(x), dette for alle
n.
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For f(x) = x2er B, f(x) = x2 + % . (x — x2). En simpel Udregning

viser nemlig, at

(1) 2= ()

1
+ —
n

(:22)

(dette geelder alment, for som saedvanligt seettes (ﬁ]’) = 0 naar g er negativ).

Saa bliver

n k2
Bif(x) =) (Z) (1)

k=0

For denne Funktion vil B,, f (x) altsaa konvergere mod f (x) forn — oo,
og det samme galder altsaa for enhver Funktion f(x) = a-x2+b-x +c.
Vi betragter nu en vilkaarlig kontinuert Funktion f(x) i et Punkt xg;
¢ er givet. Det er da muligt at finde et Andengradspolynomium y(x) (alt-
saa en Parabel), saaledes at y (xo) = f(xo)— 5 0g samtidig y(x) < f(x) for

allex € [0, 1] (til det sidste benyttes baa-
de at f er kontinuert ved xg 0og at f(x)
er nedad begraenset). For n tilstreekke-
lig stor har vi saa B, y(xg) > f(xg)—e
og samtidig B,y(x) < B,f(x),
altsaa B, f(xg) > f(xo) — e. Analogt
ses, at for n tilstreekkelig stor er B,, f (xp)
<  f(xo)+e. For n stor er altsaa

(x0)

£

(x)

y(x)

>

0

| xo |

]

I

>

|B,, f(x0) — f(x0)] < &, og denne Ulighed gelder altsaa ogsaa for alle
x 1 en Omegn af xo. Ifglge Borels Overdaekningsseatning er [0, 1] daek-
ket af et endeligt Antal saadanne Omegne, og for » stagrre end det starste

tilsvarende ng har vi saa

[Bnf(x) = f(X)| <&

for x € [0, 1].



Anvendes Satningen specielt paaen Funktion £ (x) S
med f(xo) = 00g f(x) = 1 for |x — xg| > § (0g
igvrigt positiv) ses at for ethvert positivt § vil

L 0 xol—Schol—{—S ]
Z )x’o‘(l —x0)" ¥ gaamod 0 forn — oo.
n

k,saa | & —xo|>8

Uligheder af denne Type gaar tilbage til Tchebycheff (ca. 1850), og er
fundamentale for Sandsynlighedsregningen. Saafremt der ikke var nogen
Begraensning for k vilde Summen af Leddene veere lig 1, og man ser derfor,
at (7) - x* - (1 — x)"* kun er stort for k-Veerdier nar n - x. lgvrigt er det
let at finde det £ som gar Leddet maximalt, da Forholdet mellem det k’te
Led og det (k — 1)’te Led er

n k n—k n k—1 n—k+1 X n—=k —+ 1
k1 — . 1— — . ,
(k) rd =) / (k—l) =) 1—x &

0g dette ses at veere starre end eller lig 1 for k < (n + 1)x, og et maximalt
Led fremkommer derfor for k = [(n + 1)x] = det starste hele Tal mindre
end eller lig (n + 1)x; og dette ligger jo virkelig neer n - x.

Man ser, at (}) -x* (1—x)"~* netop angiver Sandsynligheden for at vinde
k udaf n Spil, saafremt Sandsynligheden for at vinde et enkelt Spil er x.

Bernsteinpolynomiet B,, f (x) faar derved ogsaa en simpel sandsynlig-
hedsteoretisk Betydning. Lad Sandsynligheden for at vinde et Spil veere lig
x. Spillet spilles n Gange, og der er givet en Gevinstfunktion f(y) i den
Forstand, at hvis Brgkdelen af vundne Spil er lig y, saa udbetales Gevinsten
f(y). Hvis n er stor maa man vente sig at Gevinsten er omtrent f(x); men
den sandsynlige Gevinst ved n Spil findes ved at betragte alle Muligheder
for Antallet k af vundne Spil, k =0, 1, ..., n, 0g idet k vundne Spil giver
Gevinsten f (%) faar man som sandsynlig Gevinst netop

n

> (’Z)f(%)x’%l — )" * =B, f(x).

k=0

0g det er altsaa helt naturligt, at dette ligger naer f(x).



L ebesgues’ Bevisfor Welerstrass Sagtning.

Vi betragter igen normerede Vektorrum V og deres Fuldstendiggarelser,
betegnet V. Hvis Rummet B har en (gerne uendelig) Basis {r}, i den
Forstand at ethvert b € B er en Linearkombination af et endeligt Antal
Elementer fra {r}, og hvis ethvert » € P, saa er det klart at B € P. Hvis

yderligere C C B, saa er aabenbart C € P = P.

Som far skal C veere Rummet af reelle kontinuerte Funktioner paa [0, 1]
og P skal veere Rummet af Polynomiumsfunktioner paa det samme Interval,
og || f ()|l = max, [ f(x)].

Som B tager vi Rummet bestaaende af de Funktioner paa [0, 1] hvis
Graf er en brudt Linie. A

Detses let, atC < B, thi hvis
£ (x) er en kontinuert Funktion,
kan vi som b(x) tage den Funk-

tion, hvis Graf er den brudte Li-

nie som forbinder Punkterne - 5 s
o =z 2 1

0, f), (X, r D). BB, ..., (B2, £(5D), (1, £ (D),

og da f(x) er uniformt kontinuert ser man umiddelbart, at dersom blot »
er tilstreekkelig stor, saa er | f(x) — b(x)| < e.

Som Basiselementer r tager vi Funktionerne r(x) = |x — xgl|, hvor
xo € [0, 1]. For b(x) er en endelig Linearkombination af disse, idet vi for
ethvert Knak paa b(x), altsaa et xg hvori b’(x) har et Spring af Sterrelse a,
faar et Bidrag paa %a - rxo(x), 0g efter at have subtraheret disse har vi en
linezer Funktion som kan fremstilles ved de to Funktioner »(x) med xq lig
0og1.

Saa mangler vi blot at vise at ethvert r(x) tilhgrer P. Det ger vi ved
at vise, at |y| paa [—1, 1] kan approksimeres uniformt med Polynomier i
y, for deraf fglger jo at |x — xg| kan approksimeres for x € [0, 1] med
Polynomier i x = y + xo.

Nuer|y| = v32 = VI — (1 — y2) = (1—1)%, hvorr = 1—y2. Dersom
blot (1 — t)% for ¢ € [0, 1] kan approksimeres uniformt med Polynomier i
t, saa kan |y| approksimeres uniformt med Polynomier i y paa [—1, 1].




For (1 — t)% har vi Binomialreekken, som er konvergent paa (-1, 1),
men Problemet er om den er konvergent uniformt helt hen i+ = 1 (som
svarer til det “kriminelle” Knak for |y| i y = 0). Raekken er

1/2 1/2\ , 12\
1_( 1)t+(2>t —(3>t 4 ...
med (1/2> _3EDEDH - at D)
q "

Binomialkoefficienterne faar alternerende Fortegn, saa Reekken har Formen
1-3 724 a;t) hvorallea; > 0. For < 1er den konvergent med Summen

/1 —t, og for ethvert k € N er derfor

-

k 00
Y ajt/ <1—+1—1t, hvoraf aj <1, hvoraf » a; <1,
=1 =1 =1

saa vi har majoriseret uniform Konvergens af Binomialrseekken paa [0, 1].
a



§2: Borels Satning om C*° paa R.

Vi betragter reelle C°°-Funktioner paa et Interval (evt. paa hele R).

De udger et afsluttet Regneomraade (en “Algebra” over R), idet med
f(x) og g(x) vil ogsaa a - f(x) + b - g(x) tilhgre Mangden, og ogsaa
f(x) - g(x), hvor vi har Leibniz’ Formel

d" " (n
— (k) (n—k)
— () 2(0) = kZ:; (k)f (x) - g0 ().
Og Differentialkvotienter og Integraler af Funktioner i Mangden vil igen
tilhgre Mangden.

Normalt konstruerede matematiske Funktioner er C°°, paanar eventu-
elle “singuleere Punkter”, som hyppigt er fremkommet ved spidsfindige

Konstruktioner, som fx

x forx>0
|x|_{—x forx <0’

0g bortset fra saadanne Feenomener er de saedvanligvis analytiske, d.v.s. at
de i ethvert Punkt xq har en Taylorraekke

>\ £ (x0)
n! .

(x —x0)"

n=0

som fremstiller Funktionen i en Omegn af xq; fra et Punkt i denne Omegn
kan man igen danne Taylorreekken og derved fremstille Funktionen leengere
frem i en ny Omegn o.s.v., og derved frembringe f(x) i hele dens Forlab.

(I den komplekse Funktionsteori vises, at en Funktion som er differen-
tiabel i et Omraade af C i ethvert Punkt vil have en Konvergenscirkel som
naar ud til det neermeste singulaere Punkt, fra et Punkt i Konvergenscirklen
kan fortseettes 0.s.v., 0g en analytisk Funktion defineret paa et reelt Interval
kan altid fremkomme paa denne Maade).

Ved et Jet for en C°-Funktion forstaar vi en Fglge f(xo), f'(x0),
f"(x0), ..., 09 en analytisk Funktion er altid entydigt bestemt ved ethvert
af sine Jet.
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Borel skrev sin Disputats 1894, og (foruden at han angav den velkendte
Overdakningssatning for reelle Intervaller) heri beskaftigede han sig med
C®°-Funktioner: “On voit bien en effet, si I’on considere une fonction défi-
nie physiquement, par exemple la fonction qui exprime I’indice de réfraction
au moyen de la longueur d’onde, on voit bien les raisons, un peu vagues et
de sentiment, il est vrai, qui conduisent a admettre que cette fonction admet
des dérivées de tous les ordres. Mais ce que, pour ma part, je ne vois pas du
tout, c’est la moindre raison plausible (B.’s Fremhavelse) pour admettre
que la formule de Taylor s’applique a cette fonction de variable réelle”.

Borel betoner altsaa, at selvom forekommende Funktioner maa antages
at veere C°°, saa er der ingen Grund til at tro at de er analytiske. Hvis
man betragter Funktioner i Dagliglivet vil (indenfor den klassiske Fysiks
Rammer) Diskontinuiteter ikke forekomme, og naermere Analyse af Situa-
tionerne medfgrer Differentiation af hgjere og hgjere Orden, saa det er ikke
urimeligt at antage at de er C*° (hvis en Person falder ud af en Flyvemaskine
og rammer Jorden, bliver Hastigheden ikke diskontinuert &ndret til O; der
findes faktisk nogen som er sluppet levende fra mange Kilometers Fald).
Men dersom Funktionerne var analytiske, vilde de vaere entydigt bestemte,
og Tilveerelsen vilde vare forudbestemt paa en Maade som vi vanskeligt
kan forlige os med.

At de analytiske Funktioner ikke paa alle Maader er et helt afsluttet
Regneomraade blev vist kort efter, idet man fandt partielle Differentiallig-
ninger hvori de givne Data (Randveaerdifunktioner) var analytiske, men hvor
Lasningerne ikke var det.

Det farste Eksempel paa at et Jet ikke entydigt bestemmer Funktionen
blev givet af Cauchy med

=~

e x forx>0
c(x) = :
0 forx <0
) — L .-t
for x > 0faas ¢'(x) = 5 e1 og Clx)
generelt c® (x) = pe(2) - e~ x hvor
pr er et Polynomium | >

(ses ved Induktion: c**V(x) = (57 - pp() + & - pr(D)) .e~%)o0g da
1

S .e~% — 0forx — O for ethvert m ¢ N, vil ¢® (x) — 0forx — 0T,
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hvilket som bekendt medferer at ¢(x) ogsaa i x = 0 er C*° og med Jettet
(0,0,0,...).
Borel viste i Disputatsen at

Envilkaarlig Talfalge (ag, a1, a2, ...) er Jeti x = 0 for en paa R eksiste-
rende C°°-Funktion.

Felgende Bevis er ikke Borels.

Det er aabenbart nok at vise at det er Jet for en C°°-Funktion paa [0, c0),
for saa kan Konstruktionen gentages efter et Fortegnsskifte i x.

Vi tager ¢(x) - ¢(1 — x); og integrerer den
fra 0 og multiplicerer den op, saa den bliver
1 for x > 1; og subtraherer dernast fra 1,
hvorved vi faar en Funktion vi kalder ¢ (x),

Y

og den har Jettet (1,0,0,0,...)ix =0, paa ’ :
[0, 1] aftager den, og for x > 1 er den lig O;
vi vil kun betragte positive x.
Dens Integral fra O betegner vi g1 (x), den
har Jettet (0,1,0,0,...) ix = 0 o0g vi har 0 1 g

0<q1(x) <1l

Dens Integral fra O betegner vi g2(x), den
har Jettet (0,0,1,0,0,...)ix =0,090 <
g2(x) < Jg ldt = 1 = 1. 0

Dens Integral fra O betegner vi g3(x), den
har Jettet (0,0,0,1,0,...)ix =0,090 < g3(x) < [§ fdt = ’g—f

Saaledes fortseettes, og almindeligt vil g, (x) have Jettet
0.0,...,0,1,0,...) ix =009 0 < g, (x) < py;.

For at kunne benytte dem som Byggesten maa vi modificere dem, men
vi konstaterer at med et ¢, > O vil ¢,” - g (cpx) 1| x = 0 have samme Jet
som g, (x).

For at faa en Funktion med Jettet (ag, a1, a2, ...) i x = 0 tager vi nu

-

o0

f&x) = Zan 'Cn_n “gn(cnx).

n=0
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Det er klart at formelt faar den det rigtige Jet i x = 0, og vi skal blot vise,
at det er muligt at veelge c1, o, ... saa det hele konvergerer uniformt i
samtlige Differentialkvotienter.

Formelt er

k 00
f(k) (x) = Zan : C;]i_n : Q,gk) (cnx) + Z ap - C,Ifl_n “Gn—k(CpXx).
n=0 n=k+1

Den fagrste Sum er en C*°-Funktion og volder ikke Besver. | den sidste
Sum vurderer vi ledvis,
n—k—1 n—k—1
k—n k—n Sn X |an X
ay,-C ‘dn—k(CpX < |Apu|-C . = .
| n 'ty Gn—k(Cn )| |an| n (n—k—1)! ¢, (nm—k—1)!

n—k—1

Vi skal saa blot veelge ¢,, > |a,|, saa er Leddet majoriseret af et tilsvarende
LediRaekkenfore® =1+ 7 +---+ % +--- (n—k—1lgber jogennem
0,1,2,...). Rekken er altsaa uniformt konvergent paa ethvert endeligt
Interval, og ifglge kendte Saetninger er saa f (x) differentiabel, og Raekken
for f'(x) fremstiller f/(x), og denne er igen differentiabel 0.s.v. I

Man ser altsaa det forblgffende, at fx Raekken Y 72 ;n! - x" er Taylor-
reekke for en C°°-Funktion (og endda for uendelig mange).
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8§ 3: Konstruktion af den reguleere 17-K ant.

Givet Punkter 0 og E. Konstruer en regu-
ler n-Kant med Centrum i 0 og en Vinkelspids
i E.

Det er let at konstruere 3-Kanter, 4-Kan-
ter, 6-Kanter, og hvad der fremkommer heraf
ved Fordoblinger af Sidetallet.

Hos Euklid findes ogsaa Konstruk-
tion af den reguleere 5-Kant og 10-Kant
v.Hj.a. en ligebenet Trekant med Vink-
ler 36°, 72°, 72°. Paa Fig.er OE =1
og EA = k1o (Korden til 360°/10),
og enhver £ angiver 36°. Treka_nterne O X Bl—x E
OEA, BAO,0g ABE er alle ligebe-
nede og den farste og den sidste er ensvinklede, saa =% = 1, hvoraf

X

x = (+/5—1)/2, og denne Laengde kan konstrueres. Det fgltes smukt, men
tilfeeldigt.

| Renagssancen genoptog man med Iver dette Emne, som var vasentligt
ved Byanlag, og ikke blot udfra skanhedssggende Regularitetshensyn. Ef-
ter Bastionssystemets Opfindelse ca. 1520 stod man overfor den Opgave at
omgive Byerne (ofte nyanlagte) med en Befaestningslinie med Polygonsider
af given Laengde, og her lgser de regulzere Polygoner to Optimeringsopga-
ver, nemlig dels for et givet Areal at opnaa den korteste Perimeter, og dels
at maximere den mindste Polygonvinkel (idet en lille Vinkel betgd, at en

Fjende kunde angribe mere koncentrisk). '
Der findes adskillige udferlige Tabeludreg- /‘
E

ninger for Maalstgrrelserne (normalt stoppede ,
man dog ved 23-Kant, 24-Kant) og Angivelser
af Konstruktioner af reguleaere Polygoner, fx 7-
Kanten:
Men Konstruktionen af k7 er kun tilnaermet
(Fejl ca. 2%0), og noget tilsvarende gjaldt for de fleste af de andre Konstruk-
tioner, da man ikke med Passer og Lineal kunde finde en exakt Konstruktion,
udover i de fra Oldtiden kendte Tilfelde.
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Det kom derfor som en stor Overraskelse at den 19-aarige Gauss i 1796

viste at det er muligt at konstruere en reguleer 17-Kant.
Ag

A13 Ao
A1g \
15
A12/
A
be b .
A1t |ba
b3 0 bi| tE
As
bg b7
bs Ag
A4\
A7
As\ /
AM\ég/Alo

Opgaven er aabenbart at konstruere Punktet A1, hvor /ZEOA1 = v =
27 /17, da Resten af Figuren derefter let faas.

De gvrige Punkter er nummereret sukcessivt, svarende til 3-Dobling af
Vinklerne, altsaa ZE O Ay = 3v, og almindeligt /ZEOA, =3-/EOA),_1
= 3"=1 .y, og det er saa heldigt at man netop faar navngivet samtlige
ubekendte Punkter som A1, ..., A1 hvorefter Aq;7 falder i A1 og det hele
gentages periodisk.

Ethvert Par A;, og Aj4g ligger symmetrisk om O E, fordi allerede A1
0g Ag gar det. A1’s Projektion paa O E har Afstanden cosv fra 0, og vi
skal vise, at dette Tal kan konstrueres.

Vi satter by = 2cosv, og alment b, = 2cos3"1v, h =1,2,...,8.
Paa Figuren er b, markeret paa Forbindelseslinien mellem A;, og Aj.s
(man ser, at opfattes Planen som en kompleks Plan, saa er b, lig Summen
af de komplekse Tal A, og Aj+g). Forgges Index 2 med 1 svarer det til
3-Dobling af Vinklen, og hvis man fortsatte blev b9 = b1 0.5.v..
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Vi vil nu samle parvis efter fglgende Skema

b1+ bs b3 + b7 by + bg by + bg
—— S—— —— S——
C1 + c3 C2 + C4
di + do
e1

0g vise, at alle disse Starrelser bliver Kvadratrodsudtryk, som kan konstru-
eres med Passer og Lineal. For alle Bogstaverne gelder, at Foregelse af
Index med 1 betyder 3-Dobling af Vinklerne, og man faar Periodicitet, idet
¢c5 = c1 0.S.V. 0§ d3 = dj 0.S.V.

Vi skal gentagende bruge Formlen

2C0Sx -2Cc0Sy = 2c0S(x + y) + 2cos(x — y),

v.Hj.a. hvilken et Produkt af b’er kan skrives som en Sum af b’er; en
Starrelse 2 cosmv kan jo opfattes som et by, hvilket b, det er kan afleeses
af Figuren, fx 2 cos5v er lig bs.

Viudregner b1-bs = 2cosv-2c0s4v = 2c0S3v+2C0S5v = bo+bg =
c2. Men saa er ogsaa by - bg = ¢3 09 b3 - b7 = c4 09 by - bg = c1
(Indexforggelse med 1 lig Multiplikation af Vinklerne med 3).

For ethvert Par by, b4 har vi dermed baade Summen og Produktet
udtrykt ved c’er, og hvis vi kender disse kan vi derfor finde b’erne af en
Andengradsligning, d.v.s. ved Kvadratrodsudtryk:

bi+bs=c1 by+bsg=cr bz+br=c3 by+bg=cs
bibs =c» bybg =c3 ’ bsb7 =c4 babg =c1

For c’erne gaar vi frem ligesaadan:
c1 - ¢3 = (b1 + bs) (b3 + b7) = b1b3 + b3bs + bsb7 + b7b1, 0Q idet

bi1b3 = 2c0Sv-2c0s8v =2c0S7v + 2C0S9v = bg + b3
b3bs = b + bs
bsb7 = bg + b7
b1b1 = by + by
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faarvicy - c3 = e1 = dy + d>.

Altsaa
c1t+ez3=d1 = c2+tca=d

ciea=di+dy’ coca=dy+do’

Ford’erne har vidido = (b1+b3+bs+b7)(by +ba+bg+bg), altsaa en
Sum af 16 Produkter b;b;. Vi kan undgaa den besveerlige Omskrivning af
alle disse, ved blot at bemaerke, at forskyder vi Index med 1 vil det hele gaa
over i sig selv, did> — dody. Hvert Produkt b;b; kan skrives som by, + by
(NB, ideti # j kan der aldrig ved Omskrivningen komme Led med cos Ov,
saa vi holder os indenfor b-Mangden), vi faar derfor en Sum af 32 b-Led,
og da den er invariant ved en Indexforskydning paa 1 maa alle de 8 Stk. b;
forekomme lige ofte, altsaa 4 Gange, saa did> = 4e;.

Endvidere er di + do = e;.

Det er umiddelbart at se, at e; = —1, thi Summen af de komplexe Tal
(eller Vektorer ud fra 0) A1, Ao, ..., A1g 0g E maa af Symmetrigrunde
evident veere lig 0, saa b1 + by + - - - 4+ bg = —1.

Saa kan vi lgse Systemet af Andengradsligninger; for at faa Redderne
nummereret rigtigt maa vi teenke paa deres Starrelse, men den kan let aflaeses
af Figuren, idet jo b; > b; betyder at b; er afmaerket til hgjre for b;.

Forst dy +dp = —1 09 did, = —4, som giver dy = 1(~1 + +/17) og
dy = %(—1 — J/17), da di = b1 + b3 + bs + b7 aabenbart er starre end
do = by + by +bg+ bg. Saac10gczafci +c3 =d10gcic3 =e1 = —1,
og hvor ¢1 > c3; det giver

c1 = 3(—1+ V17 + /34 - 2J17);
analogt ¢, = %(—1 — V17 +4/34 + 2V/17).

Endelig b1 af b1 4+ bs = ¢1 09 b1bs = c3, hvor by > bs:

1
b1=§(—1+\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ

+\/68+12\/ﬁ+2(~/ﬁ—1)m—1em>;
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Om man vil, kan man jo saa opskrive Korden k17 = /2 — b1.
Disse Starrelser kan virkelig konstrueres med .
Passer og Lineal, da jo /\
1) har man et Liniestykke af Leengde a kan man :
ved gentagne Halveringer finde %a: \/
2) har man Liniestykker af Laengder a og b kan PR
man konstruere Laengderne a + b: a—b /
3) har man Liniestykker af Leengden 1 0og a kan < —
man konstruere Leengden \/a: a
Ligningssystemet kunde ligesaagodt veere lgst . s
m.H.t. et vilkaarligt b;, blot kunde man i saa ﬁ .
Fald faa andre Starrelsesrelationer, og Lgsnin- \
gen vilde paanar nogle Udvekslinger af + og —  ° 1
se ud som for b1.
Det er faktisk den samme Metode, som ligger til Grund for Konstrukti-

onen af den reguleere Trekant og den reguleere Femkant. A
é
A2

For Trekanten bliver det uhyre simpelt, v = 27/3,
og vi faar kun én Starrelse b1 = 2cosv, og p.G.a.
Symmetrien af E, A1 0og A, omkring O faar vi b1 =
—1, altsaa cos 277 /3 = — 3.

For Femkanten er v = 27 /5 = 72°, og

by = 2cosv og by, = 2cos3v. Herer by + /‘\ L
by = —1, og biby er 2cosv - 2cos3v = A4
b

2C0S2v + 2c0sdv = by + b1 = —1, saa
b1 er Rod i Ligningen x2 + x — 1 = 0, og 2 . E
b1 > by giver by = (v/5 — 1)/2, det samme
som den foran fundne k10, men deterjoogsaa 4
klart, at 2cos 72° = 2sin 18° = k. \\/
Som naevnt beskeftigede allerede de gam- A3
le Graekere sig med dette Tal x = (/5 — 1)/2 = 0,618..., hvor (1 —
x)/x = x/1. Det har jo den Egenskab, at hvis det afsettes henad en
Enhedslengde, saa vil Resten forholde sig til x som x til hele Laengden. Det
er det “gyldne Snit”, “sectioaurea”. | Aarhundredernes Lab er der tillagt det
megen magisk Betydning, iseer af Kunstnere og Arkitekter. Som Forhold
mellem Siderne i et Rektangel skulde det frembringe noget seerlig smukt
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(det er dog overraskende saa let man nu internationalt har veennet sig til
det standardiserede Papirformat med Sideforholdet +/2). For mange virker
det ogsaa ejendommeligt, at det optreeder som Graenseveerdi for Forholdet
mellem konsekutive Led i Fibonaccis Rekke 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, ... (hvert
Led er Summen af de to foregaaende), og det synes at man visse Steder i
Naturen kan paavise dette Forhold.

Ideen i Gauss’ Metode var den successive Sammenparring af de ube-
kendte, og det er nerliggende at tro, at Metoden er anvendelig for alle
Polygoner med Sidetal » = 2" + 1, men det er ikke Tilfeeldet; i naste
§ vises, at det gaar ikke med en 9-Kant. Det er ngdvendigt at 2" + 1 er
et Primtal, men saa gaar det, og Vinkeltredoblingen kan stadig indgaa paa
samme Maade. Gauss viste (nogle Aar senere), at nagdvendigt og tilstreekke-
ligt for at en regular n-Kant kan konstrueres med Passer og Lineal er det at
n=2kpi-pr---p., hvorps, ..., p, erforskellige Primtal p = 2" +1. At
2% indgaar er klart, da man kan halvere Buer, og at p’erne kan multipliceres
ses let, g= = 45 — & 0.S.V.

Primtal p = 2" + 1 kaldes Fermattal (Pierre Fermat 1601-65); ngd-
vendigt (men ikke tilstreekkeligt) for at 2" + 1 er Primtal er det at & er
en Potens af 2 (hvis h = d - f, hvor d er ulige og starre end 1, saa er
20f 41 =@ +1)(2W-Df —26@=2f L ... _2f 4 1)). 22" 4 1 kaldes
F,,. Man kender ikke flere Fermatprimtal end Fo = 3, Fy = 5, F» = 17,
F3 = 257 og F4 = 65537, og de tilsvarende Polygoner kan altsaa konstru-
eres.

Fs = 232 4+ 1 er delelig med 641, fordi 641 = 625 + 16 = 5% + 24, og
0gsaa 641 = 640+1=05-2"+1,saamodulo 64l er F5 =24.28 4 1 =
(=5% .28 +1=—(5.2")"+1=—(-1)*+1 = 0. (vist af Euler).

Og Fp er ikke Primtal, det er 274177 - 67280421310721; dette blev
udregnet af den sgnderjydske Matematiker Thomas Clausen i 1854 (han
var dog paa det Tidspunkt anset Astronom i Dorpat (nuv. Tartu) i Estland);
han viste ogsaa, at den sidste Faktor er et Primtal, det sterste paa den Tid
kendte.

Tallene F,, vokser enormt hurtigt. Med de moderne Regnemaskiner har
man undersggt nogle af de naste, de er sammensatte, men i nogle af dem
kender man ingen Faktorer (1).
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§4: Umuligheden af Vinklens Tredeling med Passer og Lineal.

Vi skal benytte, at for en given Lsengdeenhed vil alle de Laengder som
kan opnaas ved Konstruktion med Passer og Lineal veere de samme som
kan faas ved de fire Regningsarter og Kvadratrodstegn. Farst lidt Algebra:

Adjunktion af Kvadratrod.

Vi betragter Tallegemer, d.v.s. Dellegemer af (R, +, - ). Et saadant er
defineret ved at det med a og b indeholder a + b, a - b og for b # 0 ogsaa
5 0g endvidere Tallet 1. Tallegemet betegnes F. Deter klartat Q € F og
ata € F medfagrer —a € F.

Lad os antage, at ¢ € F NR™, men /g ¢ F. Vi definerer saa det
udvidede Legeme F(,/gq); saadanne Legemsudvidelser er velkendte fra
Algebraen, men da alt her udspilles indenfor R er der en Del som bliver
simplere.

Vi satter

F(J/q) = {al—l—agﬁ D ay,ar € F}
Vivilvise, at F'(,/q) er et Legeme, og aabenbart det mindste som indeholder
Fog./4q.

Lad os farst bemerke, at et Tal a; + a2./g kan kun fremstilles ved
det ene Par ay,ap; € F, altsaa at hvis a1 + a2./q = b1 + ba./q, saa er
(a1, az2) = (b1, bp); det folger af at a1 — b1 = (b2 — a2)./q, 09 naar
Vg & F erdet kun muligt med a; = b1 0g ax = by.

At F(,/q) er stabil ved Addition og Subtraktion ses af at (a1 +a2/q) =
(b1 + b2 /q) = (a1 £ b1) + (a2 £ b2)./q 0g ved Multiplikation af at
(a1 + a2./q) - (b1 + b2 /q) = (a1b1 + axbzq) + (a1b2 + azb1)./q. Ved

- . al—{—azﬂ .
Divisionen forlaenger vi Bragken bitba/d med by — by, /q (dette er ikke O,

idet O kun har Fremstillingen 0 =0+ 0 - /g, 0g b1 + by, /q var forudsat
= 0), hvorved faas

aiby — azbaq  azby — arby
b} — b3q b? — bsq

Va.

Vi siger at F(,/q) er fremgaaet af F ved Adjunktion af ,/q. Tallet
a1 — az./q kaldes for det konjugerede til a = a1 + a2 /g, 0g vi vil betegne
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det @ (da vi slet ikke skal bruge komplekse Tal er der ingen Mulighed for
Misforstaaelser, og igvrigt ser man, at Begrebet “komplekst konjugeret”,
som ogsaa ofte betegnes med a, fremkommer ved en ganske lignende Kon-
struktion, der blot er noget vanskeligere, fordi «/—1 ikke eksisterer indenfor
R). Vi har at a = @ er ensbetydende med a € F, og endvidere er a = a
(“Konjugering er involutorisk™).

Aabenbartera +b=a+b,a—b=a—b,ab=abog (a/b) =a/b,
det er klart, da man i de ovenfor udregnede Udtryk blot skal skifte Fortegn
overalt ved ,/q, medens (j:\/a)2 = ¢ altid. Med andre Ord er den ved
a + a givne Afbildning af F(,/q) en ikke-triviel Automorfi, ved hvilken
F udger Mangden af Fixelementer.

Heraf folger, at hvis c(x) € F[x], altsaa c(x) er et Polynomium
cpx" 4+ -+ c1x + co, alle ¢; € F, og det har en Rod a € F(,/q),
saa vil ogsaa @ veere Rod, fordi ¢(@) = c(a) = 0 = 0.

Specielt geelder for Trediegradspolynomier x2 + cox2 + ¢1x + ¢g at hvis
der findes en Rod a € F(,/g), saa har Polynomiet ogsaa en Rod i F. For
enten liggera selvi F, eller ogsaaer a # a og disse vil begge veere Rgdder,
og da Rgddernes Sum er —c, maa den tredie Rod vere —c2 — a — a, Som
liggeri F.

Hvis der foretages flere Adjunktioner kan man anvende dette ved hver
af dem, hvormed man har Satningen: Har man et Polynomium c(x) =
x3 4 c2x2 4 c1x + ¢ € F[x], og det ikke har nogen Rod i F, saa kan det
heller ikke have nogen Rod i noget Legeme, som fremkommer af F' ved (et
endeligt Antal) Kvadratrodsadjunktioner.

Konstruktion med Passer og Lineal:

Disse var de “autoriserede” Hjaelpemidler siden den graeske Oldtid. Med
Hensyn til hvad der kan konstrueres og hvorledes, kan der veere Grund til
at naevne Julius Petersens “Metoder og Teorier” (til Lgsning af geometri-
ske Konstruktionsopgaver) fra 1866, det er den danske Matematikbog som
har vundet den sterste internationale Udbredelse, oversat og benyttet som
Skolebog i1 adskillige Lande (J.P. 1839-1910, Professor ved Universitetet,
beskaftigede sig med Algebra og Grafteori og Forfatter til et meget og
meget lenge benyttet Skolebogssystem).
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Passeren og Linealen maa kun bruges paa
visse bestemte Maader, det er fx ikke tilladt at
tegne Fellestangenten for to Cirkler ved blot
at leegge Linealen til, skant det er baade nem-
mere og fuldt saa ngjagtigt som den geome-
triske Konstruktion.

De tilladte Operationer er
1y at tegne en Linie gennem to foreliggende Punkter
2) at tegne Cirkel med et foreliggende Punkt som Centrum og Radius lig
Afstanden mellem to foreliggende Punkter.

3) at ops@ge et Skeringspunkt mellem en foreliggende Linie eller Cirkel
og en anden foreliggende Linie eller Cirkel (NB Tangering er ikke nok, det
skal veere Skaring).

4) at veelge et Punkt indenfor en foreliggende Del af Planen eller paa en
foreliggende Del af en Linie eller af en Cirkel.

Til Konstruktionen skal veere forelagt et Udgangspunkt O og en Enheds-
lzengde OE.

Operationen 4) kan undvaeres, thi det er muligt ud fra O og E og kun
ved Hjelp af 1), 2) og 3) at konstruere et vilkaarlig fint Kvadratnet i Planen
(se Opgave 9), og saa kan 4) erstattes med 3) anvendt paa dette Kvadratnet
I Forbindelse med de gvrige Linier og Cirkler.

Til n-Deling af et Liniestykke findes
en velkendt Konstruktion (man afsaetter
en Raekke akvidistante Punkter ud til Si-
den fra Liniestykket og tegner parallelle
Linier gennem dem), og heraf og af de
paa Side 17 anfgrte Konstruktioner af
Sum, Differens og Kvadratrod ses, at med ] T
en given Enhedslaengde er det muligt at noon o n
konstruere enhver Starrelse som kan udtrykkes v.Hj.a. rationale Tal og Kva-
dratrodstegn, altsaa ethvert Element i et Legeme som kan fremgaa af Q ved
Kvadratrodsadjungeringer (det er som bekendt altid muligt at skaffe rational
Nevner i Kvadratrodsudtryk).

Vi vil operere i et Koordinatsystem med farste Akse udaf O E; hvis vi
har et Punkt kan dets Koordinaters Starrelser konstrueres (ved Projektion
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paa Akserne), og er omvendt disse givne kan Punktet konstrueres (ved at
oprejse vinkelrette).

Vi definerer nu Mangden af konstruerbare Tal som de Tal, der er Ko-
ordinater for Punkter der kan konstrueres udfra O og E. Vi vil vise, at et
konstruerbart Tal altid tilhgrer et Legeme, som er fremkommet af Q ved
Kvadratrodsadjungeringer.

Det fglger umiddelbart af

Hvis der foreligger Punkter, hvis Koordinater alle tilhgrer et Legeme F,
og man udfra disse konstruerer et nyt Punkt P v.Hj.a. 1), 2) og en enkelt
Anvendelse af 3), saa vil Koordinaterne for P tilhgre et Legeme F(,/q),
hvor g € F NR* (evt. Legemet F selv).

Bevis: En Linie gennem Punkterne P1 = (x1, y1) 0g P» = (x2, y2) har
Ligningen (x1—x2)(y—y2) = (x—x2)(y1—Y2), altsaaaf Formenax+by =
cmeda, b, c € Fog(a, b) # (0, 0) (idet Punkterne er forudsat forskellige).

En Cirkel med Centrum P; = (x1, y1) 0og Radius lig Afstanden mellem
Py = (x2,y2) 09 P3 = (x3, y3) har Ligningen (x — x1)* + (y — y1)* =
(x2 — x3)2 + (y2 — y3)?, altsaa af Formen x2 + y2 +dx + ey + f = 0 med
d,e, f € F.

Hvis P er Skaringspunkt mellem to Linier, saa er x og y bestemt ved

aix + b1y =c1 _ hvor det[ " bl] £ 0,

.. Lax by
ax + b1y = c2 °  daLinierne ikke er parallelle,

og af de kendte Formler (med Determinanter) for Lgsning af et lineart
Ligningssystem ses, at x, y € F.
Hvis P er Skeeringspunkt mellem en Linie og en Cirkel, saa er x og y

bestemt ved
ax +by =c

x>+ y?4+dx+ey+f=0"
antag a # 0 (ellers ombyttes x og y), saaer x = —by/a+c/a, somindsat i
nederste Ligning giver en Andengradsligning i y af Formen
Ay2 + By+C =0, med A,B,C € Fog A > 0. Den har Lasnin-
gerne y = 5 (—B £ +/BZ —4AC); her er B2 — 4AC € F og > 0, da
Skeering jo var forudsat. Kaldes denne Starrelse g ser man, at y € F(,/q),
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0g indsettes saa i Udtrykket for x ses at x € F(,/g). Det kan naturligvis
godt ske, at /g € F, saa der ikke er nogen effektiv legemsudvidelse.
Hvis P er Skeringspunkt mellem to Cirkler findes x og y af

2y tdixtey+ f1 =0
X2+ y2 4+ dox +ery+ fo=0"

da Cirklerne ikke kan have samme Centrum er (d1, e1) # (d2, e2), 0g ved
Subtraktion faar vi derfor Ligningen for en Linie (d1 —d2)x + (e1 —e2)y +
(f1 — f2) = 0, og tager vi den sammen med en af Cirkelligningerne er vi
tilbage i forrige Tilfeelde (Linien er Cirklernes “Radikalakse™). I

AT Beviset fremgaar, at hvis der ved en Konstruktionsopgave er givet
flere Liniestykker (fx de tre Sider i en Trekant er givne), saa kan man velge
et vilkaarligt af dem som Enhed, og saa vil enhver udfra Liniestykkerne
konstruerbar Laengde have en Starrelse tilhgrende et Legeme fremkommet
ved Adjunktion af Kvadratrgdder til det mindste Legeme som indeholder de
givne Langder (OBS dette Tallegeme er uafhaengigt af hvilket Liniestykke
der er valgt som Enhed!).

Vi kan nu hurtigt se Umuligheden af Vinklens Tredeling.

Ved den givne Vinkel indleegger vi et (©os v, sinv)
Koordinatsystem som paa Figuren, og teg- ’
ner Enhedscirklen. Dermed har vi som A/‘
Udgangslegeme Fo = QQ(cosv, sinv). (0.0) (1,0)

Da cos3w = 4cos® w — 3cosw faar vi ved at satte 3 =wogx =
2cosw, at x3 — 3x — 2cos v = 0; Problemet er om x er konstruerbar.

Lad os preve med v = 7 = 60°. Saaer cosv = % ogsinv = @ 0g
Ligningener x3 —3x —1 =009 Fyp = Q(/?3).

Dersom Ligningen havde en konstruerbar Rod, skulde den ifglge Seet-

ningen Side 20 have en Rod i QQ, men det er ikke Tilfeeldet.
For Polynomier med heltallige Koefficienter geelder nemlig:

Hvis c(x) = ¢,x" + ¢y_1x" 1 + .-+ + ¢1x + ¢o har en rational Rod %
(skrevet som uforkortelig Brek), saagadder a | co 09 b | ¢;,.

Rigtigheden ses let, for indseetter man 7 for x og ganger med b" faas
cnad" + cp_1a™ b + - + c1ab™ 1 + cob™ = 0, og her vil a gaa op i
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alle de farste Led og derfor ogsaa i cob”, 0g da a og b er primiske haves
a | co; analogt ses at b | ¢,,. De eneste Muligheder for en rational Rod i
x3 —3x — 1 = 0 er derfor x = +1, og ingen af dem er Rod.

Dermed er altsaa vist, at en Vinkel paa 60° ikke kan tredeles ved Kon-
struktion, og det er derfor heller ikke muligt at konstruere en reguleer 9-Kant.
[

Generelt ses, at Ligningen x3 —3x —2 cos v = 0 kun har en konstruerbar

Rod dersom cos v er et Tal der kan skrives paa Formen %x3 — %x, hvor

x € Q; i saa Fald er de tre Rgdder 2 cos 3, 2 cos 2% og 2 cos 5, som

alle er konstruerbare (én rational og to som evt. indeholder Kvadratrgdder).

Et andet Problem fra den klassiske Oldtid var Spgrgsmaalet om Ternin-
gens Fordobling, altsaa om /2 er konstruerbar. Det kan vi gjeblikkelig
besvare negativt, idet x> — 2 = 0 ikke har nogen rationale Lasninger (de
eneste Muligheder, +1 og +2 duer ikke), og derfor heller ingen konstruer-
bare.

Spargsmaalet om Vinklens Tredeling har optaget Sindene hos mange, og
det er ikke usaedvanligt, at der kommer Henvendelser til Matematisk Institut
fra Personer som har fundet en Maade at tredele Vinkler paa (Terningens
Fordobling har aldrig nydt en tilsvarende Popularitet, men den drejer sig
jo ogsaa kun om det enkelte Tal ¥/2 = 1,25992..., og noget lignende
geelder “Cirklens Kvadratur”, som mere er en Talemaade og blot omhandler
7 = 3,14159. . .; “Fermatister” er et Kapitel for sig).

Tredelingerne kan veere matematisk rigtige, men benytter altsaa saa
Hjeelpemidler, som gaar ud over den (for saa vidt noget tilfeldigt afgraen-
sede) autoriserede Brug af “Passer og Lineal” (vi vil her se bort fra rent
mekaniske, saasom Anvendelser af Tandhjul, hvad man ogsaa kan blive
stillet overfor).

Allerede i Oldtiden kendte man B
“Indskydning”. Paa det ene Vinkel- D
ben afsaettes et Punkt B, og gennem B
tegnes Linier parallelle med det andet
Ben og vinkelret paa det andet Ben. C
Paaen Lineal afsaettes to Marker med
Afstand CD = 2 - OB. Linealen an-
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bringes saaledes at den gaar gennem O og at Markerne falder paa Linierne
gennem B. Saaer LAOD = % - LAOB. Der fremkommer nemlig fire
lige store Liniestykker, maerket —— paa Fig., og derfor ligebenede Tre-
kanter som foraarsager at Vinklerne, mearket £, bliver lige store. Det var
uautoriseret Brug af Passer og Lineal.

Hvis man i et Koordinatsystem har Hyperblen x2 — £y2 = 1, saa kan
y

den bruges til at tredele Vinkler. Man an-
bringer Vinklen med det ene Ben paa Li-
nien x = % 0g saadan at det andet Ben
gaar gennem A = (2,0). Saa tegnes en
Cirkelbue med Centrum i Vinklens Top-
punkt P og gaaende gennem A, og dens
Skeringspunkt med Hyperblen kaldes S.
Saaer LOPS = /0 PA. ThidaHyper-
belligningen kan skrives (2 — x)? + y? =
(2(x — %))? ses at AS er det dobbelte af
S’s Afstand fra Linien x = 3 (“Hyper-
blens Karakterisering ved Braendpunkt og
Ledelinie”), hvilket viser at /AP S er det
dobbelte af /S P O. Det var Brug af lidt
mere Matematik.

Man bliver hyppigt udsat for Personer,
Lasninger, og Tilnermelsen er ofte er saa
god, at Fejlen ikke kan opdages paa en
Tegning af rimelige Dimensioner (og til
praktiske Formaal er det godt nok). | beg-
ge de her viste Eksempler er Vinklen be-
tegnet v, og dens Halveringslinie & er teg-
net.

Farste Metode skyldes Huygens (1629

—-1695); Stykket 2a afseettes udad /, og udad For-
lzengelsen af det andet Ben afsettes . Saa vil
disse Punkters Forbindelseslinie skare Cirklen
med Radius a i et Punkt som tredeler Buen over

A

v. Anden Metode er simplere: | den ene Ende af !
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Buen over v oprejses Tangenten, og fra den anden Ende tegnes Sekanten
over Halvdelen af Buen; Skaringspunktet bestemmer Tredelingen.



27

85: Konstruktion med Passer alene —Digression om addre
danske M atematikere og andet.

Danskeren Georg Mohr viste i 1672 at det er muligt med Passeren alene
at udfgre de samme Konstruktioner som med Passer og Lineal.
Preecist: Dersom man ud fra Udgangspunkter A4, ..., A,, kan konstru-
ere et Punkt P ved et endeligt Antal Operationer
1) at tegne en Linie gennem to foreliggende Punkter,
2) attegne en Cirkel med et foreliggende Punkt som Centrum og Afstanden
mellem to foreliggende Punkter som Radius,
3) at opsgge Skaeringspunkter mellem foreliggende Linier og/eller Cirkler,
dakanman ogsaakonstruere P ved et endeligt Antal Operationer af Arterne
2) og 3) (hvor 3) saa bliver “ at opsgge Sazringspunkter mellem Cirkler”).
Her er 1), 2) og 3) de paa Side 22 anfarte; det blev dér bevist, at 4)
(“frie Valg”) var overflgdigt, og vi skal ogsaa se, at i Mohrs Metode —
som vi i alt vaesentligt skal falge — er der intetsteds Brug for frie Valg ved
Konstruktionerne.
Vi skal altsaa fra nu af kun bruge Passer.

a) Givet Punkterne A og B. Det er muligt at konstruere C saa A, B og
C ligger paa Linie og BC = AB. Hvis AB = a, saa er det muligt at
konstruere Laengder a~/3 og 2a.

Konstruktionen fremgaar af Figuren, hvor de
tegnede Cirkelbuer alle har Radiusa. AD =
a+/309 AC = 2a.

b) Givet Laengder a og b < a. Det er muligt at konstruere Laengden

a? — b2,

Hvis AB = b, saa bestemmes C som i a), D

og fra A og C tegnes Buer med Radius a, ><
Skeeringspunkt D; saaer BD = +/a? — b2, S .
Specielt ses, at for givet a er det muligt at }{b*bc

konstruere a~/2 = \/(aﬁ)z — a2

c) Givet Lengder a og b. Det er muligt at konstruere Landen «/a? + b2.
Det er muligt at afsaette en given Laengde b vinkelret i det ene Endepunkt
afa.
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C
Forb < a er va’+b? = T~ Va2 L b2
\/(aﬁ)Z — (va? — b?)? konstruerbar; ‘b
AABC tegnes. A a B

d) Givet Laengdera ogb < a. Deter muligt at afsztte b henad a fra det ene
Endepunkt og til den ene eller anden Side, og altsaa konstruere Langder

a+boga—b>b. Ase
Ved Hjelp af c) afsaettes b vinkelret ud- ,"/b: el
fra a i det ene Endepunkt, og dernaest -~ 1 b~ s
afsaettes b vinkelret paa igen. b y

e) Givet Punkterne A og B. Det er muligt at konstruere Midtpunktet M af
AB. Foren given Lengde a kan man altsaa bestemme Laengden 3.

Farst afsettes DABC paa Linie

ved Metoden fra a); med D og C ><E

som Centre tegnes Buer med Ra- F P ¢ G

dius = 2a; fra Skaringspunktet £ 7 Ay
afseettes Liniestykker af Leengde a 4 M é
udad ED og EC til F og G (Me- 13'---6;---15--961(---&---6;--\-&

toden fra d) benyttes); fra F og G
tegnes Buer med Radius a, de skarer hinanden i M.
f) Givet Punkterne A, B og C, ikke liggende paa samme Linie. Det er

muligt at konstruere C’s Projektion paa Linien AB. P ,;,7C
Ved Hjelp af Cirkelbuer med Centrer i A U
og B og gaaende gennem C findermanC’s  A.-~~ B,/ M
symmetriske Punkt D m.H.t. Linien AB; el
Midtpunktet af C D er den gnskede Projek- NN

tion. /77)

; ; b
) Givet Lengdera, b og c. Det er muligt at konstruere Langden <.

(“Fjerdeproportional”; det betyder, at man i .
Tallegemet af Leengder med en valgt Enhed b
kan multiplicere og dividere; at man kan ad- !
dere og subtrahere blev vist under d)). el l
Lad os antage ¢ > a, ellers kan man med a) W/ c2—a?
og e) erstatte a, b med 5, 2b og om forngdent Rl - 4 e 4

gentage dette; man konstruerer en retvinklet
Trekant med Katete a og Hypotenuse ¢ (idet b) benyttes), og afseet-
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ter b i Forleengelse af ¢ (idet d) benyttes) og projicerer paa a’s Linie;
Projektionen af b er den gnskede Laengde.

Vi kan nu bevise selve Satningen.

a) At finde Skeeringspunktet mellem to Cirkler er intet Problem,
da Cirklerne foreligger tegnet. _»

B) At finde Skeeringspunktet mellem ’
en tegnet Cirkel og en Linie bestemt ved
to Punkter A og B henfares let til det fo-
regaaende, idet man som under f) tegner
den m.H.t. Linien symmetriske Cirkel
0g skeerer den med den givne (er Cirklerne sammenfaldende, afszttes Ra-
dius paa AB).

y) At finde Skeringspunktet mellem to Linier, hver givet ved to Punkter,
er lidt sveerere. Lad Linierne vere AB Co.
og C D, saa kan vi ligesom far konstru- )
ere C’s og D’s symmetriske Punkter !
E, F mH.t Linien AB,og detsggte A B l
Skeeringspunkt er ogsaa Skerings-
punkt S mellem C D og E F; af de ens-
vinklede Trekanter ser man, at Lang-
den SD = %, og denne Lang- E"-
de kan konstrueres ved g), og saa af-
seettes i Forlengelse af C D v.Hj.a. d). (selvom C D er vinkelret paa AB er
Konstruktionen gyldig).

Dermed er Georg Mohrs Satning bevist. I

~

Georg Mohr (1640-1697) er fadt i Kgbenhavn, men tog som 22-aarig til
Holland (Leiden bl.a.), hvor han opholdt sig i en leengere Aarraekke og kom
I Forbindelse med Tidens bedste videnskabelige Kredse. Bogen “Euclides
Danicus” udkom 1672 og blev trykt baade paa Dansk og Hollandsk, men
har ikke desto mindre veeret glemt (eller rettere sagt ikke veeret last) i
Eftertiden, indtil den tilfeldigt i 1927 blev fundet, og man blev klar over
at Mohr havde Prioriteten til noget som man ellers troede farst var fundet
1797 af Italieneren Mascheroni (og paa en ikke nar saa elegant Maade).
Fornylig har det vist sig, at Mohr ogsaa er Forfatter til en anonym Bog
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“Euclides Curiosi”, hvori det vises at man med Lineal og en Passer med
fast Aabning ogsaa kan udfgre alle de seedvanlige Konstruktioner, men det
Resultat var ikke nyt (hvad Mohr ogsaa var klar over). Bggerne tryktes i
Amsterdam. Senere opholdt Mohr sig i Danmark og Tyskland.

For Georg Mohr var det ren Grundforskning, saaledes som han ogsaa
selv fremhaver det i Slutstykket af sin Bog:

Mens dex fom nogen
monne v¥ve/ huilcbe denne maner af oplPfning : icke funde bebage/
fordi dend var lettere at gigre med Sinial oc Sirckel 7 demaa vide
at 1mig det icke ubervift er / mens at min Opemerct allenift bagfoer
varret/ om Civculens Natue (nogee) at underfdge / om dends egents
{ab derudibeflod / at mand der med allenifte Fand oplPfe de plaste
Werckftycer (foruden Liniall at bruge)med Foerelfer af Runbders
lige forn Berudi forvetticer.  Beedendis dend godvillige Lovfer/

atBand dette efeer Kierlighec il beffevilantage / Syndey:
lig derfom Berudi noget monne voree forfect /
toencBende ac alle wores Gierninger
ere Ufulfonmmenc,

Z 0 D &

Mascheronis mere kluntede Bog kom paa italiensk og derefter 1798 i
en fransk Udgave; i Overensstemmelse med den franske Revolutions Tan-
ker om Nyttiggerelse giver han i Forordet en Begrundelse af Emnet som
Maalforskning (Napoleon havde lige erobret Italien, og han haedres med et
langt Hyldestdigt foran i Bogen). Han navner nemlig, at han hos engelske
Astronomer har laest, at det er bedre at benytte Passer (under en eller anden
Form) end Lineal til den ngjagtige Inddeling af Gradkredsene til de store
Kikkerter.

Hvorfor er en Passer bedre end en Lineal?

En Passer frembringer en Cirkel; en Lineal er et (merkantilt fremstillet)
Stykke Retlinietilnermelse, som man benytter til at kopiere, medens det
ved Konstruktioner er forbudt at skaffe sig Cirkler ved Kopiering (tegne
rundt om en Mgnt eller Tallerken). Hvis man ikke har en Kgbepasser,
kan man let improvisere en (fx med et Stykke Sejlgarn), medens man i
Mangel af en Lineal maa tage sin Tilflugt til en af de (ganske vist mange)
Retlinietilneermelser man er omgivet af eller have Tillid til mere eller mindre
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gyldige fysiske Situationer (at en Lysstraale eller en stram Snor er retliniet).
Og man haaber, at en Lineal bevarer sin Form i aarevis, medens en Passer
kun skal veere afstandsbevarende i den Brgkdel af et Minut som hver enkelt
Anvendelse varer.

| ngeste 8 skal vi se paa Spgrgsmaalet om det er muligt at give en mate-
matisk Frembringelse af en ret Linie.

Digression

Fra Middelalderen kendes af danske Matematikere Petrus Philomena de
Dacia (hans Betegnelse ved Universitetet i Paris), en Kannik fra Roskilde
(?), som omkring Aar 1300 var Forfatter til nogle anerkendte Manuskripter
om Regneteknik og Kalendervasen, men som man igvrigt ikke ved ret
meget sikkert om.

Universitetet er fra 1479, og der har i hvert Fald fra 1537 (hvor det kom
igang igen efter Reformationen) veeret undervist i Matematik. En fremtraee-
dende Personlighed var Thomas Fincke (1561-1656). Fadt i Flensborg,
studerede i1 Strasbourg og udgav allerede som
22-aarig i1 Basel et imponerende Vark om Tri- C
gonometri (plan og sfeerisk, bl.a. “Finckes For-
mel” tan £5€ = 2=< . cot 4), 400 Sider hvoraf
dog 130 er 7-cifrede trigonometriske Tabeller;
naturligvis ikke selvstendigt Arbejde, i Forordet takkes bl.a. Tycho Brahe.
Naar Tabellerne kan kaldes 7-cifrede er det fordi de er angivet udfra en
Enhed paa 107, systematisk Anvendelse af Decimalbrgker kom farst lidt
senere, med den hollandske Matematiker, Fysiker og Fastningsingenigr
Simon Stevins Bog “De Tiende”. Efter at have veeret matematisk Professor
I en Aarrekke opterede Fincke et medicinsk Professorat (som det dengang
var Skik) og virkede som saadan i 53 Aar, og hans Oprettelse af “Museum
Naturaze” gav Anledning til Mindetavlen ved Jagtve;.

Trigonometriske Tabeller med mange Decimaler var nyttige, ikke blot til
astronomiske og andre geometriske Beregninger, men de blev ogsaa brugt til
Multiplikation (fx af Tycho Brahe). Logaritmer blev farst opfundet en Men-
neskealder senere; Princippet i dem er jo, at hvis man vil have en Tabel til
den besverlige Operation Multiplikation, saa maa den have dobbelt Indgang
(veere todimensional), men ved at have en Tabel med enkelt Indgang over

A b C
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Logaritmefunktionen, og saa benytte Formlen log xy = log x + log y faar
man Opgaven reduceret til den simple Operation Addition. Det samme kan
opnaas ved en Cosinustabel, idet en velkendt Formel (igvrigt anfert Side 15)
siger,athvis f(x) = 2cosx,saaer f(x)- f(y) = f(x+y)+ f(x—y),dog
skal man addere og subtrahere lidt mere. Noget lignende kunde igvrigt op-
naas, hvis man havde en starre Kvadrattabel, thi hvis vi s&tter f(¢) = (%)2;
saaerxy = f(x+y)— f(x —y). Man kan altsaa erstatte en (urealiserbar)
Tabel med dobbelt Indgang med en med enkelt Indgang.

Et andet Spargsmaal af lignende Art blev trukket frem af Hilbert i det
13’de af hans bergmte 23 Problemer fra Pariserkongressen i 1900. Nemlig
(idet vi ser bort fra hans specielle Eksempel): Findes der Funktioner af tre
variable?, forstaaet paa den Maade, at de ikke kan udtrykkes ved Funk-
tioner af to variable. Hvis man pregver at skrive Udtryk op med Logarit-
mer, Gammafunktion o.s.v. (Funktioner af en variabel) og Sum og Produkt
(Funktioner af to variable), saa giver det i hvert Fald ikke Eksempler.,

For kontinuerte Funktioner blev et Svar givet 1957 af Kolmogorov med
Satningen: Enhver kontinuert Funktion af » variable defineret paa Ter-
ningen [0, 1]" kan skrives som et Udtryk, hvori kun indgaar kontinuerte
Funktioner af én variabel og Addition (!).

Af senere danske Matematikere, som har givet Bidrag, der internationalt
anerkendes som originale, kommer saa Georg Mohr.

Naste Navn paa Listen er Caspar Wessel, der 1797 forud for Argand og
Gauss angav Afbildningen af komplekse Tal i Planen C, og viste hvorle-
des man kan regne med dem (at Talpar kan adderes som Vektorer er ikke
overraskende, derimod den simple Multiplikation af komplexe Tal afbildet
geometrisk). Han havde ingen Forbindelse med Universitetet, hvis Mate-
matik i denne Periode stod svagt, men han deltog i Videnskabernes Selskabs
Kortleegning (“Han tegner Landkort og laeser Loven, og er saa flittig som
jeg er doven” skrev Broderen Johan Herman Wessel).

Thomas Clausen er navnt tidligere, han deltog ogsaa i Kortleegning, i
Hertugdgmmerne hos Universitetets Astronomiprofessor.

Indtil ca. 1875 maa dansk Matematik karakteriseres som provinsiel, saa
springer den ret brat op paa et internationalt Niveau med Zeuthen og Julius
Petersen, Navnet Gramer ogsaa velkendt. At omtale den senere Udvikling
vilde fare ind i for mange Specialiteter, saa det skal ikke gares.
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§6: Linietilneermelser ved Stangsystemer.

En veesentlig Anledning til den saakaldte industrielle Revolution var,
at Dampmaskinen blev gjort praktisk anvendelig af James Watt i Tiden
omkring 1780. Et af hans vigtige Bidrag bestod i at han ved Hjelp af et
Stangsystem kunde frembringe en tilneermet retliniet Beveaegelse af et Punkt.
| en Dampmaskine er der et Stempel med en Stempelstang, som skal styres,
saa den bevager sig translatorisk i Dampcylinderens Retning; man kan
gere det ved at lade den passere gennem et passende anbragt Hul, men med
Datidens manglende Smgringsteknik gav det et altfor stort Energitab.

Ved Bevagelse af ledforbundne Staenger er Friktionstabet forsvindende
(Arbejdet = Kraften - den relativt gennemlgbne \Vej, og naar Ledforbindel-
serne er nasten punktformede er Vejen praktisk talt Nul). Watts Princip
er antydet paa Fig., hvor de tre Steenger er for-
bundet ved Led i C og D, og hvor Punkterne A
0g B er fastgjorte. Naar Systemet beveaeger sig i
Planen vil C og D beskrive modvendte Cirkel-
buer, og et passende Punkt M paa C D vil med
Tilnermelse beskrive et Liniestykke, punkteret
paa Figuren, og omvendt vil M’s Bevagelse
paa dette faa B D til at svinge op og ned.

Naar Mekanismen har faaet Navnet “Watts Parallellogram” er det fordi
den er udvidet med endnu et Punkt, som bevager sig tilnermet retliniet
naar B D drejer sig (det kan saa veere dette som er forbundet med Stemplet
eller med et andet Stempel, den vigtigste tidlige Brug af Dampmaskiner var
til Pumpevarker i Gruber), men det er egentlig blot en Pantograf.

Pantografen, vigtig for Korttegnere og Kunstnere, er opfundet 1629 af
Scheiner. Den bruges til at gengive en
Figur i et andet Maalestoksforhold. Den
bestaar af fire ledforbundne Stsenger, som
danner et Parallellogram, og med et fast-
gjort Punkt B. Hvis B, M og E ligger paa
Linie i én Situation, saa vil de altid gare
det, og BE/BM er konstant lig B F'/ B D; deraf fglger, at hvis M gennem-
lgber en Kurve, saa vil E gennemlgbe en dermed ligedannet, med B som
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Ligedannethedscentrum.

Denne simple Ingenigrteknik blev gjort til Genstand for matematisk Be-
handling af Tchebychef (1821-1894; hans Arbejder i Sandsynlighedsreg-
ning er omtalt i 81; han var ogsaa den farste, som fandt ikke-trivielle Re-
sultater om Primtallenes Fordeling).

Det turde veere overflgdigt at bemaerke, at Steenger ikke behgver at veere
retliniede, de skal blot veere afstandsbevarende.

Det farste, som Tchebychef fremhaver er

Har man et plant System af ledforbundne Staanger, som tvinger et Punkt til
at bevagge sig paa en Kurve, da vil denne Kurve vaae algebraisk, d.v.s. at
dens Punkter (x, y) tilfredsstiller en Ligning P(x, y) = 0, hvor P(x, y) er
et Polynomium.

Som bekendt er algebraiske Kurver differentiable, idet Tangenten be-
stemmes ved implicit Differentiation, undtagen i de “singuleaere Punkter”,

d.v.s Punkter hvorl %1; = 0.

Vi skal benytte Eulers Eliminationsresultat til Beviset:

Dersom
A(t) =ap+ait +---+ant™, an#0
B(t) =bo+bit +---+but", b, #0

er Polynomier over en kommutativ Ring, saa er det ngdvendigt for at de
har en fadles Rod i Ringen, at deres Resultant R(A, B) er lig0. Her er

-ag ai ... dap -
apg ai ... a
" » n raskker
R(A, B) = det ap a1 ... dapy
bo b1 .... b,
bp b1 .... by, L 1 rackker
; bo b1 ... byd ]

(med 0 i de tomme Trekanter).
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Bevis: Hvis A(¢) har en Rod 7, daer A(z) delelig med r — 7o fordi A(r) =
A(t) — Atg) = a1(t — to) +az(t?> — 18) + - - - + an (1™ — "), hvori hvert
Led er deleligt med ¢ — 1.

Dersom nu A(tr) og B(t) har den feelles Rod 7o kan de altsaa skrives
A(t) = (t —1g) - C(t) og B(t) = (t —tg) - D(t), med degC = m — 1
ogdegD = n — 1,09 vi harat A(t) - D(t) — B(t) - C(t) = P(t) er
Nulpolynomiet (NB det er ikke sikkert, at der er entydig Faktorisering af
Polynomierne, men det benyttes heller ikke).

Raekkerne i Matricen (taget oppefra nedad) betegnes Ro, R1, ..., R,—1,
So, 81, ..., S»—_1, 0g man ser, at Linearkombinationen

doRo+diR1+---+dy—1R,—1 —coSo —c151 — -+ — C—1Sm—1

er lig Reekken af Koefficienter til 12, 71, ..., #7172 ¢m+7=1j p(¢): denne
Linearkombination af Reekkerne er altsaa en Nulraekke, hvormed Sztningen
er vist. I
Man bemerker, at Matricen er en (m + n) x (m + n)-Matrix, og at Ho-
veddiagonalleddet er a; b,
Betingelsen er kun ngdvendig, ikke tilstreekkelig, fx er A(z) = B(t) =
1 + 12 € R[], men Polynomierne har ingen felles Rod i R, selvom

1010
0
1 =0.

= O

1 1
0 0
0101

Men saafremt man betragter Polynomier over et kommutativt Legeme
(her er entydig Faktorisering af dem), og dette Legeme er algebraisk af-
sluttet, d.v.s. at ethvert Polynomium kan skrives som Produkt af Farste-
gradsfaktorer (fx C), saa er Betingelsen aabenbart ogsaa tilstrekkelig, idet
der saa maa findes C(r) og D(t) med degC < m og deg D < n, saa
A(t) - D(t) = B(t) - C(t), og da der er entydig Faktorisering maa A(z) og
B(t) have en feelles Faktor, hvilket ses ved at betragte Graderne.

Et plant System af ledforbundne Steenger giver aabenbart Ligninger af
Typen

R(A, B) = det

(xj — x)? + (yj — )% = ijz,
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som udtrykker, at Stanglengden L ;; er fast.

For en bevaegelig stiv Figur faas Ligninger af samme
Type, som blot udtrykker at AB, BC og C A har faste
Leengder (dette ogsaa selvom Punkterne ligger paa
Linie, saaer AB + BC = AC).

Nogle Punkter er fastgjorte, d.v.s. visse Koordinatpar er givne, og man
sgger Betingelsen for et bestemt Koordinatpar (xg, yo). lalt er der et ende-
ligt Antal algebraiske Ligninger P,, (x1, y1, ..., Xr, ¥r, X0, Yo) = 0, hvoraf
man v.Hj.a. Resultanten kan eliminere alle de farste variable, en ad Gan-
gen (Koefficientringen er hver Gang Ringen af Polynomier i de resterende
variable), og tilsidst ender man med en Ligning P (xq, yo) = 0, altsaa at
(xo0, yo) ligger paa en algebraisk Kurve. I

Da det hele foregaar over R er det kun ngdvendige Betingelser, og det er
maaske kun en Del af Kurven man kan faa. Det er ogsaa klart, at et Systems

Bevagelse kun kan give et endeligt sammenhangende Kurvestykke.
Vi skal ikke gaa nermere ind paa de Begraensninger,

som kommer af at fx en stiv Stangtrekant ikke kan vendes;
vi har ogsaa antaget at vi endte med en “Kurve”, ellers
kunde man faa Omraader, fx hvis O fastog OA > AB,
saa kan B bevage sig i en Cirkelring om O.

A

0 B

Tchebychefs anden lagttagelse er, at der er ingen Granser for hvor god
Linietilnermelse man kan opnaa lokalt.

For ethvert naturligt Tal n er det muligt at konstruere et Stangsystem med
et Ledpunkt somi Omegnen af et givet Punkt paa en given Linie bevagyer
sig paa en Banekurve, der giver, en Tilneamelse til Linien af mindst n’te
Orden.

Det kan indses ved at benytte Ideen fra Watts Mekanisme (side 21). Lad
R vere et Punkt som beveeger sig saaledes at det i Omegnen af Rg har en
Afstand af Starrelsesordenen a? fra den lodrette Tangent i Rp, hvor a an-
giver Hgjdeforskellen mellem R og Rg. Nedenunder anbringes et modvendt

System, hvori S beveeger sig ud fra Sop og med den samme lod-
rette Tangent. ldet R og S forbindes med en Stang af Leengde
RoSo Vil Midtpunktet M af denne Stang i Omegnen af sin
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Neutralstilling Mg bevaege sig paa en Banekurve hvor Afvi-
gelsen fra den lodrette Linie er af Starrelsesordenen o371,
Det ses ved en lille Regning med Potensraekkeudvikling af
Starrelserne. | Watts Mekanisme beveegede R og S sig paa
Cirkelbuer, altsaa p = 2, saa M giver en 5’te Ordens Tilnar-
melse til Linien. Gentages Ideen faar man en 14’de Ordens
Tilnermelse 0.s.v.

Groft Eksempel: p = 1; naar R og S med kon-
stant Leengde af RS beveeger sig paa Linier som dan-
ner en Vinkel paa 45° med Ry Sop, saa vil Midtpunk-
tet M lgbe paa en Cirkelbue med Centrum i Skee-
ringspunktet for Linierne for R og S og som tange-
rer RoSo 1 My (“Medianen i en retvinklet Trekant =
%-Hypotenusen”); Buens Tilnaermelse til Tangenten
eraf Orden 3p — 1 = 2.

| Praksis er alt dette uanvendeligt, men Tche-
bychef angav simple Systemer med fx kun 4 Steenger
sat sammen med bestemte Langdeforhold, og som
gav Tilnaermelse af 8’de Orden.

Vigtigere, baade for de praktiske Anvendelser og for Matematikkens
Udvikling er Tchebychefs tredie lagttagelse:

Det er ikke afggrende at have en Tilnermelse af hgj Orden ved et Punkt,
men derimod at have en uniformt god Tilnaermelse paa det Interval, som
har Interesse.

Hvis man har et System med et Punkt, som i Omegnen af Py bevager
sig paa en Kurve der tilneermer en ret Linie gennem Py med en Afvigelse
som er lille af n’te Orden, saa kan man med smaa ZAndringer af Systemet
veesentligt forbedre den uniforme Linietilnzermelse paa et Interval omkring
Po.

Har man fx en Cirkelbue, saa tilnsermer den sin Tangent paa et Interval

omkring Reringspunktet, men hvis man K //‘
forskyder Buen (eller Tangenten) kan

man opnaa at den maximale Afstand mellem dem bliver halveret. Har man
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Tilnermelse af 3’die Orden (Fig. t.h.) 7
kan man ved at dreje Linien formindske ’ " B
Afstanden med en Faktor ~ 3.

Man kan ofte opnaa en Forbedringsfaktor af Sterrelsesordenen 217,
Tchebychef beviste nemlig falgende Szetning:

Til ¢x™ kan man addere Led af Grad mindre end », saaledes at der frem-
kommer et Polynomium P (x) = ¢x" + - - -, for hvilket

max |[P(x)| = 217" - |c| - k* = 217" . max |ex"|,

|x|<k lx|<k

0g dette Resultat er bedst muligt.

Det er Kklart, at vi til Beviset kan normere, saaledes at vi s&tter k = 1 og
c veelger vi til 271, Vi skal altsaa vise, at til 2*~1x" er det muligt at addere
Led af lavere Grad, saaledes at der fremkommer et Polynomium P (x), for
hvilket
max |P(x)| =1,
lx|=<1
og at det ikke er muligt at opnaa noget P (x) med maxy <1 | P(x)| < 1.
Dertil skal vi bruge Tchebychef-polynomierne:

T,(x) =cosnv, idetx = cosv.

Vi har To(x) = 1, T1(x) = x og To(x) = 2x% — 1, (det sidste er en kendt
Formel for cos 2v). Af Formlencosnv = 2 cosv-cos(n—1)v—cos(n—2)v
faas

T,(x) =2x - T,—1(x) = T,,—2(x),

hvoraf man ved Induktion ser, at 7;,(x) € Z[x], og at Hgjestegradsleddet i
T, (x) er2"—1xm,

T3(x) = 4x3—3x : Th(x) = 8x*—8x%+1: Ts5(x) = 16x°—20x3+5x ;

man ser ogsaa, at 7, (x) har Paritet (lige/ulige) som n.
Naar x lgber fra 1 til —1 vil v = Arccos x lgbe fra 0 til 7, og nv lgbe
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fra O til nzr, og derfor vil T,,(x) = T, (x)
cosnv ialt n Gange variere frem +1
og tilbage mellem 1 og —1, idet

I,(1) = 1og T,(-1) = (=D". —
Dermed har vi det gnskede P (x). (—1,0)

Vi mangler at vise, at der ikke
findes noget Q(x) = 2"~ 1x" +
-+, forhvilketmax <1 | Q(x)| < — Q(x)
1, men det er klart, for saa var jo —1
Q(x) — T,,(x) et Polynomium af
Grad mindre end n, hvilket strider mod at denne Differens har mindst »
Nulpunkter (se Figuren !). I

Man ser, at Seetningen kan opfattes som Lagsning af en speciel Approk-
simationsopgave, nemlig “Til 2*~1x" gnskes bestemt et Polynomium af
lavere Grad som giver den bedst mulige uniforme Approksimation”,

Tchebychef viste generelt, at til en vilkaarlig kontinuert Funktion paa et
lukket Interval findes for et givet m netop ét Polynomium af grad hgjst m,
som giver den bedst mulige uniforme Approksimation til Funktionen; dette
er karakteriseret ved at Afvigelsen mindst m + 2 Gange med alternerende
Fortegn antager sin numerisk starste Veerdi, naar x voksende gennemlgber
Intervallet.

Dette var den — meget konkrete — Indledning til Studiet af uniform Ap-
proksimation. Da Afvigelsen, som er kontinuert, hgjst endelig mange
Gange med skiftende Fortegn kan antage sin Ekstremalveerdi, falger, at
Approksimationen maa blive bedre og bedre naar m vokser; at den kan
blive vilkaarlig god viste Weierstrass (81) i 1885.

(1, D

—~
il
(@)
N
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§7: Kempes Sagtning.

Med Tchebychefs Resultater havde man opnaaet Mekanismer, som i
Praksis gav fuldt tilstreekkelige Tilnaermelser til rette Liniestykker.

Saa kom Sensationen: Det er muligt at angive et Stangsystem, som
frembringer et matematisk eksakt Liniestykke.

Det blev fundet af Russeren Lipkin i 1871, og den russiske Regering
belgnnede ham med en Pengepraemie. Derefter opdagede Franskmandene,
at Peaucellier havde beskrevet det samme Stangsystem i 1864, og Frankrig
gav ham en Praamie. Senere har man i England fundet, at Englaenderen de
Morgan endnu tidligere havde gjort samme Opfindelse.

Ideen er, at man ved Inversion af en
Cirkel udfraet Punkt paa Periferien opnaar
en ret Linie.

Paa Figurener CA = 2r-cos v, 0g hvis
man derfor indretter det saadanat CA-C B
er konstant, bliver CB - cos v = konstant,
og for alle Veerdier af v bliver B projiceret
I det samme Punkt paa C O; B bevager sig
altsaa paa en ret Linie.

Det er let nok at faa A til at beveege sig paa en Cirkel, nemlig ved en
Stang fastgjorti O.

For at opnaa, at C A - C B er konstant benyttes Seetningen om “et Punkts
Potens med Hensyn til en Cirkel”, som siger, at hvis man har en Cirkel
med Radius a og et Punkt C udenfor Cirklen med Afstanden b til Centrum,
saa vil en Sekant gennem C skare Cirklen i to Punkter A og B, hvor
CA-CB =b>—d>.

Det ses let, hvis man fra C tegner
en Tangent til Cirklen, Raringspunkt
D; saa er Vinklerne CDA og CBD
(markeret paa Fig.) lige store, da de er
Periferivinkler som spander over den
samme Bue, og heraf folger, at Tre-
kanterne CDA og CBD er ensvink-
lede da /C er falles, og vi har derfor
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CA - CB = CD?; lzgges specielt en Linie gennem C og Centrum ses at
dette Produkt er lig (b — a)(b + a) = b? — a?.

Det gnskede Stangsystems Realisation er vist paa Figuren. Her er C og
O fastgjorte Punkter, og A er forbundet
med O ved en Stang af samme Langde
som OC, saa A beveeger sig paaen Cirkel
gennem C. | C er fastgjort to Stenger
af Lengde b og deres Endepunkter. D
og E er forbundet ved to Par Stenger af
Lengde a; af Symmetrigrunde maa C,
A og B ligge paa en ret Linie, og vi har
at CA - CB = b® — a?. Fulgelig vil B
bevage sig paa en Normal til CO.

Da Systemet — som nu normalt gaar
under Navnet Peaucelliermekanisme — blev bekendt, blev det benyttet ad-
skillige Steder, fx ved Ventilationsanlaegget i Parlamentsbygningen i Lon-
don, hvor Mekanismen fik det populaere Navn Octopus (Blaeksprutten).

Efter at man havde set, at Stangsystemer kunde frembringe Liniestykker,
var det naerliggende spgrge om hvad der overhove- det kan frembringes, og
Svaret blev givet af Englenderen Kempe i 1876 i en lille Bog med den
charmerende Titel “How to draw a straight line”.

(Kempe er ogsaa bekendt for sin Behandling af “Firfarveproblemet”, den
gammelkendte Observation, at fire Farver er tilstraekkeligt til at farvelaegge
Landene paa et Landkort, hvis man gnsker at Lande med en feelles Graense
skal have forskellig Farve ( — der er ganske vist nogen som paastaar at
Tanken aldrig er teenkt for 1851). Denne Kuriositet beviste Kempe i 1879,
omend med nogle Smaaungjagtigheder, hvorefter ingen tenkte naermere
over det, farend man (Heawood) i 1890 viste at lidt af Ungjagtighederne
var irreparable, men at der var en rigtig Eftervisning af at fem Farver var
tilstreekkeligt. Derefter har det staaet som et beremt ulgst Problem, indtil
Firfarvehypotesen blev bevist 1976 af Appel & Haken (amrk.), men paa en
matematisk lidet tilfredsstillende Maade).

Der galder: Givet et Polynomium som fremstiller en algebraisk Kurve
P(x,y) = 0. Det er muligt at konstruere et Stangsystem, saaledes at et
Ledpunkt i dette kan gennemlabe en vilkaarlig endelig, sammenhaengende
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og afsluttet Del af denne Kurve og intet mere.
Bevis: Vi betragter farst nogle specielle Stangsystemer.

Givet to Staanger O A og O B forbun- C
det med et Led i O. Det e muligt at
opbygge et System med en Stang OC,
saaledes at Vinklen fra O A til OC er
n-Vinklenfra O A til O B (n vilkaarlig

€ 7).

Figuren viser et saadant System sva-
rende til n = 3. Alle de smaa Styk- \%\
ker er lige lange, og ogsaa alle de store
Stykker. Derved fremkommer kongruente Figurer i Vinkelrummene AO B,
BOD og DOC (men O H er ikke Halveringslinie for Vinkel AOB).

Man ser, at Systemet ogsaa kan bruges til at dele en Vinkel i n lige store
Dele, altsaa fx tredele en Vinkel. Men da det er lovet, at enhver algebraisk
Kurve kan frembringes, og altsaa enhver algebraisk Ligning kan lases, er
der ikke noget meerkeligt ved det. u4v
Givet en Sang O A og Slaanger udfra O som med
den danner Vinkler paa u og v. Det er muligt at op-
bygge Systemer med Staenger gennem O, somdanner
Vinkler paau +vogu — v med CA.

For hvis man halverer Vinklen mellem « og v faas
#, som ved Fordobling ud fra O A giver u +v. Og
hvis man spejler Linien v i Linien 3 faar man u — v.

Lad der nu i et Koordinatsystem med Begyndel-
sespunkt O veere givet en endelig sammenhangende
Del af en algebraisk Kurve P (x, y) = 0, og vi gnsker at opbygge et System
med et Punkt A som bevager sig paadenne Y4
Kurvedel. Vi forbinder O med A med 4
Staenger som danner et Parallellogram med

A modsat O. Stengernes Laengder p og C

g skal veere tilstreekkelig store til at A kan

gennemlgbe hele Kurvestykket. Vinklerne v B

fra X-Aksen til p og ¢ kaldes hhv. u og v. 5 1 -

Opgaven er nu at lave et System som giver
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netop den Forbindelse mellem u og v, som sikrer at A bevager sig paa
Kurven P(x, y) = 0.
For A har vi Koordinaterne

X = pCOSu + g CoSv
y = psSinu 4+ gsinv

0g indsetter vi i1 P(x, y) faar vi et Polynomium i cos v, sinu, sinv (idet p
0g g er faste).
Af de “anti-logaritmiske Formler”

2-COSw - C0Sz = CcoS(w + z) + cos(w — )
2-sinw -sinz = cos(w — z) — cos(w + z)
2-cosw -Sinz = sin(w + z) — sin(w — z)

ser vi nu, at P(x, y) kan skrives paa Formen

ch -cos(mju +njv+r;), allec; > 0.
J

her er r; € {0, %, T, 3—7’}; I farste Omgang faar man Led med baade sin
0g cos og baade positive og negative Koefficienter, men ved at indfare
Vinklerne r; kan vi opnaa kun at have cos-Led, og at alle Koefficienterne
c;j bliver positive.

Svarende til det almindelige Led i Formlen indfgrer vi nu en Stang af
Lengde ¢; udgaaende fra O, og forbundet med O B og OC paa en saadan
Maade at den danner Vinklen (m;u + njv + r;) med X-Aksen. Det er
muligt ifglge det tidligere, da jo m;, n; € Z, og en eller flere Drejninger
paa 7 opnaas ved blot at tilfgje stive retvinklede Trekanter. S

Til Steengerne ¢; som udgaar fra O fgjer vi nu et
Stangsystem som giver deres Vektorsum. Det sker ‘
ved Hjalp af Parallellogrammer, hvori alle Stang-
leengder er c1, ¢, ... saaledes som det er vist paa

Figuren.
Ligningen P(x, y) = 0 siger nu at Vektorsum- ¢,
C1

men ligger paa Y-Aksen. 0
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Det opnaas simpelthen ved at styre Vektorsumspunktet med en Peaucel-
liermekanisme.

Dermed har vi opnaaet baade at Koordinaterne for A opfylder Lignin-
gen P(x,y) =0 o0g at naar A kontinuert bevager sig paa den algebraiske
Kurvedel saa vil Sumpunktet bevaege sig paa Y-Aksen.

At Kurvestykket kan afgraenses til et vilkaarligt endeligt sammenhaen-
gende Stykke skal vi ikke bevise detailleret, men blot sandsynliggare (det
interesserede Kempe sig heller ikke for). Det vilde ogsaa kreeve lidt Viden
om algebraiske Kurver, bl.a. at de singulere Punkter ligger diskret. Men
vi kan bemaerke, at vi kan altid indskraenke et Punkts frie Beveaegelse til en
vilkaarlig Cirkelring eller Cirkelskive, saaledes som det er illustreret paa
Figuren Side 36.

Man kan ogsaa sikre sig mod at Figurerne ved singulaere Konfigurationer
lgber videre paa ugnsket Maade. Fx kan man ved Peau- D
celliermekanismen (Fig. Side 41) sgrge for Linien for E
B ikke skeerer hinanden, for ellers kunde B fortsette B
med at falde sammen med A og at Cirklen og altsaa
beskrive en Cirkelbue. Og hvis Mekanismen kunde C 0
blive helt strakt saa D og E faldt sammen kunde de A B
fortseette med at falde sammen og B kunde beveege sig
I et plant Omraade. C

Ligeledes kan et Parallellogram (A og B faste) “slaa 0
over” og blive til et “Kontraparallellogram” (Opg. 22), Figuren viser hele
den Kurve som Midtpunktet P af C D kan gen- p
nemlgbe; Parallellogramformen kan oprethol- D ¢
des ved en ekstra Stang parallel med de korte
Sider; hvis man derimod netop gnskede Kon-
traparallellogrammet, altsaa at de lange Sider
stedse skar hinanden, kunde det opnaas ved at forsyne hver af dem med en
Peaucelliermekanisme, og saa forbinde de to Mekanismer. Nok om Sat-
ningen. i

Saaledes som Stangsystemet foran i Beviset var konstrueret vilde det &n-
dre sig kontinuert naar A gennemlgb Kurven, og et Dobbeltpunkt paa denne
betyder at Systemet kan fortseette Beveegelsen paa flere Maader, det sker fx
ved E og F paa forrige Figur. Men det kan ogsaa ske, at et Dobbeltpunkt

F~B
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kan opnaas for to helt forskellige Stillinger af Systemet, det indtreeffer ved
H paa forrige Figur, og vi skal uddybe Eksemplet lidt naermere, fordi det
giver Anledning til at omtale den vigtige Kurve Lemniskaten.

Vi vil betragte et Kontraparallellogram ABC D, hvori A og B er fast-
holdte, og Sidelaengderne skal veere AB = CD = 2a og BC = AD =
V2a; vi skal undersgge Banekurven for Midtpunktet P af CD.

Det er klart, at et Kontrapa- Dx-AB
rallellogram er symmetrisk, og A
at AC er parallel med BD (da g%--------"- C  2a
AABC og ACDA er kongru- %\

ente). Figuren indeholder to Par 2a
ensvinklede Trekanter, nemlig
ADPA ~ADACogACPB ~
AC B D, fordi hvert af Parrene er
af den Type der er angivet paa
Fig. for oven til hgjre; deraf fal-
ger at /DAP = [DCA =
/C DB, markeret £ paa Fig., og
at /DPA = /DAC = /DBF
= /BP D, markeret £ paa Fig.;
altsaa er Trekanterne AAP D og
ADPB ensvinklede og derfor AP/DP = DP/BP eller AP - BP =
DP? =a°.

Naar AB holdes fast, og man lader Kontraparallellogrammet bevaege
sig, vil P gennemlgbe en Lemniskat, d.e.
det geometriske Sed for de Punkter P, for
hvilke Produktet PA - P B er konstant lig
a®,idet AB = 2a.

Man ser, at Kempes Seatning udsiger noget i Retning af at Ligninger af
Typen (x; — xx)? 4+ (y; — ye)®> = Ljx? udger et algebraisk “Universal-
system”, idet enhver algebraisk Ligning P(x, y) = 0 kan opnaas ud fra
Ligninger i Systemet ved at visse Variabelpar fixeres, (x;, y;) = (a;, b;),
0g de gvrige variable elimineres paanar et enkelt Par.

Det er klart, at har man et System som frembringer P(x, y) = 0 og et
andet System som frembringer Q(x, y) = 0, saa kan man ved at overlejre
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de to Systemer faa noget som frembringer Faellesmangden (denne forudsat
tilpas reguler), og dette stemmer meget godt med at Faellesmangden frem-
stilles ved den algebraiske Ligning P(x, y)? + Q(x, y)?> = 0. Derimod
kan det virke mere overraskende, at der findes et System som frembringer
Foreningsmangden, men det er Tilfeeldet, fordi denne ogsaa fremstilles ved
en algebraisk Ligning, nemlig ved P(x, y) - Q(x, y) = 0.
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§8: Rationale Tal.

Ethvert rationalt Tal kan skrives som en uforkortelig Bregk 7, hvora € Z,
b € N og (a, b) =1, og denne Fremstilling er entydig.

Vi definerer nu en Relation mellem rationale Tal, idet vi vil sige at
5 09 5 relaterer saafremt deres Forskel | — 5| = %, e&kvivalent med
lad — bc| = 1.

Det er altid muligt at finde et  som relaterer med 7, thi da a og b er
primiske, er ldealet (a,b) = {ax + by} = (1) > 1, altsaa d = xg 0g
¢ = —yp (hvis saa d < 0 skiftes Fortegn for ¢ og d).

Vi bemeerker, at hvis vi for to Bragker g og ¢ har ps — gr = 1 saa
maa Brekerne vaere uforkortelige da fx p og ¢ ikke kan have nogen felles
Faktor, og de er altsaa relaterende.

Hvis 7 og 7 relaterer, saa vil Zj:fl relatere med dem begge fordi a(b +
d) —b(a+c) = ad —bc = +1 0g analogt med  (der er Symmetri mellem
(a,b)og (c,d)). Ogfor b # d vil de ogsaa begge relatere med 7— = —7
(hvor vi skal veelge den med positiv Neevner), fordi a(b — d) — b(a — ¢) =
—ad + bc = F1.

Relationen har et simpelt geometrisk Billede. Paa en Abscisseakse af-
bildes Punkterne 7 og 7 og
man tegner Cirkler med Ra-
dier hhv. _2_% og oy
som rarer Linien i disse to
Punkter; Centrer P og Q.
Centerliniens Laengde ud-
regnes: PQ? =

()2 + (57 — 52)° =

SR

S

+

Qla . .
ISW [

i

ISW

(557 + 557)7, Som viser, at atc a=c
deto Cirkler netop rarer hin- Y
anden. bd

| Omraadet mellem de to Cirkler og Abscisseaksen er det muligt at pla-
cere netop en Cirkel som rgrer Omraadets tre Begraensninger, og saafremt
de to farste Cirkler er af forskellig Starrelse, altsaa b # d, findes der ogsaa i
Omraadet over dem netop en Cirkel som tangerer dem begge og Abscisseak-
sen; det indses hvis man betragter en Cirkel som tangerer de to oprindelige,
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og saa lader den variere kontinuert indtil den ragrer Abscisseaksen. Da vi
ved, at Zifl og ;—; relaterer med baade 7 og 7 maa de nye Cirkler svare
til netop disse to Braker, som derfor angiver Abscisserne for Rgringspunk-
terne paa Aksen, og Cirklernes Radier er hhv. 1/2(b+d)? og 1/2(b —d)>?.
Vi noterer, at den farste Cirkel er mindre end de to oprindelige, og at den
sidste Cirkel i hvert Fald er starre end den mindste af de to oprindelige (da
b — d| < max{b, d}).

Undtagelsestilfeeldet med b = 4 indtraeffer kun naar de begge er 1, idet
Jo ad — bc saa er delelig med b og derfor b skal gaaopil. Dab = 1ler
den mindst mulige Naevner svarer det til en stgrst mulig Cirkel, Radius =
%, og Abscissen for dens Rgringspunkt er heltallig.

Paa Figuren er vist Cirklerne som rarer Aksen i de heltallige Punkter.
Naar man mellem dem og Ak-
sen indskyder mindre Cirkler
faar Raringspunkterne Abscis-
ser —3, 1,3, ... og naar man
bliver ved at indskyde mindre
Cirkler mellem to forhaanden
vaerende og Aksen faar alle Rg-
ringspunkterne rationale Ab-
scisser 7 og de tilsvarende Cirkler har Radius 1/2b%. Omvendt kan man
begynde med et vilkaarligt

rationalt Tal 7 med tilhgrende Cirkel, dertil bestemme et relateret Tal
7 med dets Cirkel, til de to bestemme en Cirkel som rgrer dem og Aksen
udenfor paa en af Siderne, den vil vere starre end den mindste af de to
farste Cirkler, saa til den starste af dem og den nye Cirkel bestemme en
ny Cirkel o.s.v.; man faar aftagende Neevnere i de Brgker som Raringen
med Abscisseaksen bestemmer, saa det kan ikke blive ved uendeligt, og
det stopper naar man naar to lige store Cirkler med Radius % som rarer i
Heltalspunkter.

lalt: Hvis man tegner en Linie og en Rakke Cirkler med Radius %
som rarer den i alle heltallige Punkter (og rerer hinanden), og man saa
indskyder mindre Cirkler som rarer de allerede forhaanden verende og
Linien, og bliver ved med det, saa vil Raringspunkterne paa Linien netop
give alle rationale Tal %, og den tilsvarende Cirkelradius bliver 1/2b?.

O
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N
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Denne smukke Konfiguration er angivet af Speiser (schweiz.) 1923, hyppigt
gaar den dog ogsaa under Betegnelsen “Fords Cirkler” (L.R.Ford, amrk.,

1937).

En interessant lagttagelse er: Til ethvert ir-
rationalt « findes uendelig mange Tilnermelses-
braker & for hvilke o — 4| < 7. ;

Det fglger umiddelbart af at « uendelig mange +
Gange maa komme til at ligge under en Cirkler- d
adius af Langde 1/2b2. (Seatningen er ikke bedst mulig, man kan vise, at
Faktoren 2 kan erstattes med 1/+/5, som er bedst mulig).

Lad os betragte uforkortelige Brgker med Naavnere mindre end eller lig
n (det betyder altsaa at vi kun betragter Cirkler ned til en vis Starrelse), og
ordne dem efter Serrelse, saa
1) For to Nabobrgker 7 og 5 er b +d > n.

2) Yderligeregadder bc —ad = 1o0g (b, d) = 1.
3) For tre Nabobrgker 7 og 7 og % gedder 5 = gi]i

Rigtigheden falger let af det tidligere. Naar 7 og - er Nabobrgker kan
Z%Cz som ligger imellem dem (se Fig.) ikke veere med, saa b +d > n,
hvormed 1) er vist. Nabobrgker relaterer, hvilket umiddelbart viser 2).
Deraf havestil 3)at bc —ad = 1ogde—cf = 1, som ved Subtraktion giver
c(b+ f) = d(a+e), hvoraf det gnskede. Med Hensyn til 3) kan bemaerkes,
at hvis 7 og ? relaterer (de tilsvarende Cirkler tangerer hinanden), saa var
det dentidligere betragtede Situation, men hvis dette ikke er tilfeeldet geelder
3) altsaa alligevel, men det er muligt, at Hgjresiden i 3) kan forkortes.
Eksempel: n = 7; de uforkortelige Broker ordnet efter Starrelse er

-10111121231432%534561

/1765473572753 7456171

hvor man kan efterprave, at 1), 2) og 3) galder.

Disse Setninger er lagttagelser som blev gjort af Haros i 1802, da han
I Anledning af den franske Revolutions Indfgrelse af Decimalsystemet paa
mange nye Felter udarbejdede Omsetningstabeller fra seedvanlige Braker til
Decimalbrgker; en Englaender, Farey, omtalte det i en Notits i 1816, hvorfor
Broker opfattet paa denne Maade ofte kaldes Fareybrgker; Seetningerne blev
umiddelbart efter bevist af Cauchy.

S e
Q
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§9: Algebraiske Tal.

Lad K veere et uendeligt Integritetsomraade, fx K = Z.
Med K [x] betegnes mangden af Polynomier over K, d.v.s. af alle en-
delige Summer

Alx) = Zajxj =ag+aix + - +a,x", a||EClj € K.
J€No

Hvis alle a; er 0, har vi Nulpolynomiet. Ellers defineres Graden = deg A
som det starste Index j for hvilket a; # 0.

Vi hardeg(A+ B) < max{deg A, deg B}, hvilket er klart. For Produktet
har vi deg(A - B) = deg A + deg B, hvilket let bevises: vi tager Hgjeste-
gradsleddet fra hvert af Polynomierne og multiplicerer sammen, det faar en
Koefficient # 0, da Koefficientomraadet var et Integritetsomraade, og dets
Grad er deg A + deg B; alle de gvrige Led fra A og B giver ved Multiplika-
tionen Led af lavere Grad, hvoraf Paastanden ses at geelde. Vi har altsaa, at
Maengden af Polynomier over et Integritetsomraade er igen et Integritetsom-
raade. Dersom man gnsker Gradreglerne opfyldt ogsaa for Nulpolynomiet,
kan man tilskrive dette Graden —oo, 0g saa paa en selvfalgelig Maade regne
med dette “Tal”.

Indseetter man for x et k € K, faar man en homomorf Afbildning af
(K[x], +, ) ind paa (K, +, - ). Hvis et k faar Billedet O siger vi, at k er
Rod i Polynomiet. Antallet af Radder i et Polynomium er hgjst lig Graden.
Det ses let ved Induktion, for hvis k er Rod i A(x), saa kan A(x) skrives
som (x — k) - B(x) (omtalt Side 35), og enhver fra k forskellig Rod maa
veere Rod i B(x),0gdeg B =deg A — 1.

Lad os her minde om at hvis man betragter Polynomier over en Ring,
hvori Nulreglen ikke geelder, saa svigter denne Satning, hvis man fx betrag-
ter Restklasser modulo 8, altsaa Ringen Zg = 7Z/(8), saa har Polynomiet
x? — (D de fire Radder D), B), &), D).

Specielt ses, at hvis man indenfor et Integritetsomraade har to Polyno-
mier A og B, for hvilke A(k) = B(k) for et Antal k som er starre end
deg(A — B), saa maa Polynomierne vere identiske.

Man kan ogsaa have Polynomier af flere variable. Med K[x1, ..., x,]
betegnes Mangden af Polynomier i de n variable x4, ..., x,, over K, d.v.s.
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af alle endelige Summer

A(xl,...,xn):Zajl jnx{l--ox,{", allea. . € K.

.....

Her kan A opfattes som et Polynomium i en af de variable med Koeffici-
enter A, fraRingen K[x1,...,xj_1, Xj4+1, ..., x,] 0g det har en Grad i x;
betegnet deng A,

A=A+ Arxj + -+ Apxj’, deg, A =m;

at K[x1,...,x,] er et Integritetsomraade ses umiddelbart ved Induktion
efter Antallet n af variable, for naar Koefficienterne Ag, ..., A,, ... 1 det
opskrevne Udtryk tilharer et Integritetsomraade, saa vil Polynomierne A i
den ene variable x; ogsaa udgare et Integritetsomraade.

For et Polynomium A(xy, ..., x,) kan man ogsaa tale om en (uspecifice-
ret) Grad, og dermed menes den maximale Veerdi af j1+ jo+- - -+ j, for Led
med aj,, . ;, 7 0. Som far gelder at deg(A + B) < max{deg A, deg B},
hvilket er klart, og for Produktet geelder ogsaa, at deg(A - B) = deg A +
deg B, hvilket ses ligesom fer: vi tager Hgjestegradsleddene fra hvert af
Polynomierne og multiplicerer sammen, det bliver ikke O, da vi er i et Inte-
gritetsomraade, og Graden er aabenbart deg A + deg B; alle de gvrige Led
fra A og B giver ved Multiplikationen Led af lavere Grad, hvoraf Paastanden
ses at geelde.

| K[x1, ..., x,]spillerde symmetriske Polynomier en serlig Rolle. Der-
med menes Polynomier som er invariante ved Permutationer af x1, . .., x,.
For Eksempel

3x%x2 + 3x%x;g + 3x§x1 + 3x§x3 + 3x32x1 + 3x32x2 — X1 — X2 — X3

er symmetrisk i x1, x2, x3.

Da Addition og Multiplikation af symmetriske Polynomier igen farer
til symmetriske Polynomier, ses at Mangden af symmetriske Polynomier i
K|[x1, ..., x,] udger en Delring af K[x1, ..., x,].
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Vigtige er de elementarsymmetriske Polynomier

so=1 (5) Addender
S1=X14+x04+ -+ x, (’i) Addender
§2 = X1X2 + X1X3 + - - + Xp—1Xn (’;) Addender

Sy, = X1X2 +++ Xp (Z) Addender,

altsaa s, er Summen af alle Produkter af r forskellige Faktorer udtaget
blandt x1, ..., x,. Man ser, atdegs, = r.

Udregnes (x — x1)(x — x2) - - - (x — x,) faar man

2

Xy — 513" 4 sox % — ook (=),

saa at (—1)"s, er Koefficienten til x"~" i det moniske »n’te Grads Poly-
nomium som har Rgdder x1, xo, ..., x,. Heraf, eller ogsaa direkte af de
opskrevne Udtryk, ser man, at s, = s, + x, - s,_,, idet sj’. betegner det
j’te elementarsymmetriske Polynomium af de variable x1, x2, ..., x,-1
r=12,...,n—-1).

Har man et Polynomium 7T'(s1, ..., s,) € K[s1, ..., s,] 0g man indset-
ter for s1,...,s, faar man aabenbart et symmetrisk Polynomium
S(x1,...,x,)1RIingen K[x1, ..., x,], mender gelder ogsaa den omvendte
Seetning:

Ethvert symmetrisk Polynomium S(x1, ..., x,) € K[x1, ..., x,] kan skri-
ves som et Polynomium 7'(s1, ..., s,) med Koefficienter € K, ogdeg T <
deg S.

Beviset gaar let ved Induktion efter n. Forn = 1 er x; = s1, 0(
Paastanden er triviel. Vi antager den nu gyldig for n — 1. Vi opfatter
S(x1, ..., x,) som et Polynomium i x,,, dets Koefficienter er symmetriske
ix1,...,x,-1 09 kan derfor udtrykkes ved s7, ..., s’ ;, hvormed vi har et

9 I’l—l’
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Polynomium P(sq, ..., s, 1, x,). ldet
/ /
Sp—1 = Sn—1—Xn " 5,2
/ /
Sp—2 =Sn—2 — Xn " 8,3

§1 =51 — Xp

kan vi sukcessivt indsette disse udtryk, og opnaar et Polynomium
Q(s1, ..., Sn—1,Xp). Daxl! — slx,’j_l + szx,’,}_z — -+ (=1)"s, = 0kan
vi I Q bortskaffe alle Potenser af x,, med Eksponent stgrre end n — 1, men
til Gengaeld kommer s,, ind, saaledes at S(x1, ..., x,) = R(s1, ..., Sn, Xn),
hvor R er et Polynomium med deg, R < n; Koefficienten til x; kan vi
kalde R;(s1,...,s,). Idet S er symmetrisk kan vi erstatte x,, med et vil-
kaarligt x,, hvoraf ses, at falgende to Polynomier i x med Koefficienter fra
Integritetsomraadet K [x1, ..., x,]

n—1
ZRj(Sl, ... sp)-x) og S(x1,....,x,) (meddeg, S =0)
=0

er ens for de n forskellige Elementer x1, ..., x, 1 Integritetsomraadet, og
derfor er identiske, saa S = Ro(s1, ..., s,) (0g alle gvrige R; = 0), hvor-
med T (sq, ..., s,) er fundet.

Betragter vi Graderne m.H.t. de variable x1, ..., x, har vi degs, =
degs. =r og

deg,, . T(s1,...,s,) =deg,, . S(x1,...,x,)

hvis Rigtighed igen falger ved Induktion efter », og naar man betsenker
at i de anvendte Substitutioner er der overalt erstattet med Led af samme
Grad i x1, ..., x,; man kunde frygte, at nogle Hgjestegradsled havde op-
heaevet hinanden, saa at Venstresiden i Ligningen ovenfor var mindre end
Hgjresiden, men da man ved at indsette for s1, ..., s, kan komme tilbage
til S(x1, ..., x,) kan et saadant Tab ikke veere sket. Da degs, = r er det
klart, at deg, S 0
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(Vi skal ikke benytte, at T (s1, ..., s,) er entydigt bestemt, men det er
temmelig klart, i hvert Fald for Polynomier over Q, for ellers maatte der
gaelde en Polynomiumsidentitet mellem s, ..., s,, 1 Strid med at Koeffi-
cienterne i en Ligning kan velges vilkaarligt, og Ligningen vil altid have
Radder € C).

Ved den praktiske Bestemmelse af 7 udfra S kan man med Fordel

sette x, = 0, udtrykke det fremkomne som T'(s,...,s, ;), saa Vil
T'(s1,...,5,_1) veere lig T(s1,...,s,) paanzr de Led som indeholder
s, som Faktor. Eksempel: § = xf’xz + xlxg; xp = 0 giver 0, altsaa

S = 52 (x2 4 x5); i Parentesen sattes x, = 0, x? = 5;°, saa x2 + x5 = s2

+ Led med 57 = s% — 252,00 S =52 - (sf — 2592).

Det ses umiddelbart, at har man et Udtryk i brudne rationale Funktioner,
som er symmetrisk i x1, . .., x, kan det omskrives til et Udtryk i sq, ..., s;.
For Eksempel; x1/x2 +x1/x3 4+ x2/x1 + x2/x3 + x3/x1 + x3/x2 har Felle-
snavneren x1x2x3 = s3, 0g den tilsvarende Teeller xfxz + --- (6 Led) ses
at veere s1s2 + Led med s3, 0g ialt faas Udtrykket (s1s2 — 3s3)/s3.

Vi skal nu betragte Maangden A af algebraiske Tal, d.v.s. Tal « som
er Rgdder i Polynomier tilhgrende Q[x]. Vi bemarker, at vi kan ngjes
med at se paa Polynomier tilhgrende Z[x], idet vi altid kan gange med
Koefficienternes Fellesnaevner. Hvis et Tal T ikke er algebraisk kaldes det
transcendent.

Eksempler:

Enrational Brek 7 er algebraisk, daden er Rod i Polynomiet bx —a.

Y2 er algebraisk, Rod i x3 — 2.
Det komplekse i er algebraisk, Rod i x2 + 1.

Vi vil vise, at Mangden A er et Legeme, Dellegeme af (C, +, ). Deraf
falger, at selvom vi kun betragter de reelle algebraiske Tal, saa udger de
ogsaa et Legeme, nemlig Feaellesmaengden af to Legemer. R N A. Det er
I denne Forbindelse uveesentligt, at C og R er forskellige med Hensyn til
Polynomier, idet C er algebraisk afsluttet, d.v.s. at ethvert Polynomium kan
oplases i Farstegradsfaktorer (“Algebraens Fundamentalsatning”), hvilket
ikke geelder for R.

Vi skal vise, at A er stabil ved de fire Regningsarter, og vi begynder med
den simpleste, Divisionen.
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Antag, at « # 0 er Rod i Polynomiet A(x) = ag +a1x +-- -+ a,x" €
Q[x], hvor ag # 0 (muligt, da « # 0) og at 8 er Rod i det egentlige
Polynomium B(x) = bg + b1x + --- + byx" € Q[x], hvor b, # 0, og
y = £; saa B(ya) = bo + brya + - + b,y"a" # 0 samtidig med at
Al@) =ag+ara + -+ -+ a,a™ = 0. ldet o er felles Rod er Resultanten
R(A, B) = 0 (Side 34), d.v.s.

-ag ai ... dpy -
ag a1 ... a
" - n reekker
R(A, B) = det a 4ai ... dm | =0
bo b1y .... byy"
bo b1y .... bpy" L m reekker
L 'bo by .... Bny”-

Determinanten er et Polynomium tilhgrende Q[y],0g Hgjestegradsleddet
erag - by - y™", hvor Koefficienten er ulig O (i alle de andre Led faar y en
lavere Eksponent). Altsaa er y = B/« algebraisk.

Da 1 er algebraisk falger at % er algebraisk, ogdermedat 8/(1/a) = o8
er algebraisk, saa A er stabil ved Multiplikation.

Hvis @ = 0 er det klart, at 8 + « er algebraisk naar g er det, og hvis
a # 0er 8/« algebraisk, og dermed ogsaa 8/« + 1 (for hvis p(x) € Q[x],
saaerogsaa p(x F1) € Q[x]),saaat o - (/o £ 1) = B £ « er algebraisk,
hvormed Stabiliteten ved Addition og Subtraktion er vist.

Mere generelt gaelder: Mangden A af algebraiske Tal er stabil ved alge-
braiske Operationer, hvormed menes, at hvisa er Rod i et Polynomium med
algebraiske Koefficienter, saa er a selv algebraisk. Det viser, at Mangden
A af komplekse algebraiske Tal er algebraisk afsluttet (ethvert Polynomium
over A er Produkt af Farstegradsfaktorer over A), for de reelle algebraiske
Tal geelder det ikke.

Da A er stabil ved Division kan vi dividere Polynomiet med Hgjestegrads-
koefficienten, saa det er nok at betragte moniske Polynomier. Vi farer
Beviset ved at godtgere, at hvis x er Rod i et Polynomium

A, b1, ..., b)) =x" 4+ Ap_1(b1, ..., b)x" T+ ...
+ A1(b1, ..., by)x + Ao(b1, ..., by)
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hvor ethvert A; er et Polynomium i de algebraiske Tal b1, ..., b, med
rationale Koefficienter, saa er x Rod i et Polynomium af samme Type,
hvori b, ikke forekommer, men hvor til Gengeaeld Graden m er blevet starre.
Paa denne Maade kan vi sukcessivt eliminere b,, ..., b1, 0g Vi ender med
et Polynomium tilhgrende Q[x], og hvori x er Rod.

Antag, at b, er Rod i B(x), monisk,

B(x) = By + Bix +---+xF, alle B; € Q;
vi opfatter A(x, b1, ..., b,) som et Polynomium i b,,
A=ao(x,by,...,b—1) +a1(x,by,...,b—1)b, +...a5(x, by, ...)b};

I Koefficienterne forekommer x med den maximale Eksponent m kun i
agp = x™+. .., medens x har lavere Eksponenter i alle de gvrige Polynomier
aj(x,by,...,br_1).

Saa udtrykker vi, at A og B har den feelles Rod b,, altsaa at deres Re-
sultant er lig O:

-ag a1 ... dg -
ag air ... a
’ » k reekker
R(A, B) = det a ai ... 4s [ =0
Bo B1 ... Br_11
Bg By ... Br11 s reekker
- .Bo By ... Bk—l. 1 4
Determinanten er et Polynomium i x, b1, ..., b,_1 med rationale Koeffici-
enter, og det er monisk i x, da Hgjestegradsleddet i x bliver x%, fremkom-
met fra Hoveddiagonalen af - 1°. 0

Som bekendt er A numerabel (Bevis: Q vides at veere numerabel, deraf
falger at for given Grad m er Mangden af Polynomier € Q[x], d.v.s. Mang-
den af Koefficientset ag, a1, . . ., a,,, numerabel; tages Foreningsmangden
form =1, 2, ... bliver den numerabel, og da hvert Polynomium kun har
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endelig mange Radder bliver A numerabel). Paa den anden Side vides,
at R og C ikke er numerable, hvoraf fglger Eksistensen af transcendente
Tal. Dette vistes af Cantor i hans grundleeggende Arbejder for Mangdele-

ren, 1874.
Men allerede 1844 havde Liouville angivet Eksempler paatranscendente

Tal. Han viste, at hvis et irrationalt Tal t er Rod I et Polynomium af m’te
Grad tilharende Q[x] (eller om man vil Z[x]), saa findes en positiv Konstant
¢, saa man for enhver Brok ¢, (a € Z, b € N) har |t — ¢| > ¢ - b,,,. For
P(x) = (x — )" - R(x) giver |4 — t|" = |P($)/R($)], og (idet det er
nok at betragte Broker Iiggende neer ved ¢) her er R(%) begraenset, og
|P(3)]| er starre end eller lig A bm naar P € Z[x] og 7 ikke er Rod; altsaa

it =51 > [t — %|h konst. - = . Samtidig angav han et Tal hvortil der
findes en Fglge af Broker, som tllnaermer Tallet saa hurtigt, at det naevnte
svigter for ethvert m; han angav Tallet r = 3 1/10™, hvor der summeres
for n € N, for tager man her det k’te Afsnit af Raekken, er det aabenbart
en brgk 7 med b = 10, og dets Afvigelse fra ¢ er af en Starrelsesorden
10~ *+DF = 1 /p*+1 og k kan blive vilkaarlig stor.

Liouvilles Resultat blev forbedret en Raekke Gange, idet man efterha-
anden fandt at Eksponenten m = deg P kunde erstattes med mindre Funk-
tioner af deg P, og i 1955 lykkedes det Roth (eng.) at vise, at for ethvert
algebraisk irrationalt r og ethvert u > 2 er det umuligt at finde en Falge
af Tilnermelsesbreker ¢, hvor |t — 7| < konst. - M, det indbragte ham
en Fieldsmedaille, (“Matematikkens Nobelprls”) Som omtalt Side 49 kan

man altid tilnserme saa Fejlen er mindre end kO”St
Alt det her omtalte er Algebra i klassisk Forstand d.v.s. Ligningsteori

(ved Beviset for Seetn. om symmetriske Polynomier gik vi dog lidt der-
udover). Den moderne Betydning af “Algebra” som en generel Laere om
matematiske Strukturer er farst indfart i dette Aarhundrede, selvom en Del
af Objekterne nok var kendt tidligere; fx var Grupper noget som indfgrtes
I Begyndelsen af 1800-tallet omhandlende Permutationer af Rgdder i et
Polynomium, kulminerende i Galoisteorien (G.1811-1832, dreebt i Duel),
og den moderne Definition af en Gruppe gaar tilbage til Cayley 1854. Af
Betydning for det &ndrede Syn paa “Algebra” var van der Waerdens Verk
“Moderne Algebra” fra 1930, en Bog som i de nyere Udgaver har skiftet
Titel, saa den blot hedder “Algebra”.
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§10: Transcendens af e.

Hermite (fr.) viste 1873 at Tallet ¢ = 2,71828... er transcendent,
hvilket vi nu skal godtgare, og derefter kunde Lindemann (ty.) i 1882
vise at ;v er transcendent, det skal vi gennemfare i naeste 8. Lad os farst
bemaerke, at det er let at se, at ¢ er irrational. Vi har

- + -+ L + L + - +
2' n! mn+D! (m+2)!

1
e—1+1|+

og her er Summen af de farste Led —— lig 2¢ , , medens Resten ___ er

mindre end -, saa ¢ er ikke ™!, og kan defor ikke for noget m veere lig .
Det er sveerere at vise, at n er irrational, men lad os gare det her, ogsaa

fordi det kan betragtes som en Forberedelse til Beviset for ¢’s Transcendens.
Naar f(x) er et Polynomium faas ved delvis Integration at

/ fx)-sinxdx =[f(x)- (- COSx) f f'(x) - cosx dx
= f(@) + fO0)+ [f(x)- smx / f"(x) -sinx dx
=f(0)+f(n>—/ £7(x) - sinx dx.
0

For det sidste Integral kan vi fortseette paa samme Maade, og paa den
Maade bliver vi ved indtil Differentialkvotienten bliver 0, og idet vi satter

f) = f"x) + fB(x) —--- = F(x) faas
fﬂ f(x)-sinxdx = F() + F(r).
0

Antagnu,atw = 7,hvora, b € N. Saavelges f(x) = x?-(a—bx)? =
bP - xP . (r — x)P, hvor Tallet p bestemmes senere. Da f(x) har Formen
> icix/, hvorallec; € Zogp < j <2per f®0) =0fork < pog
de paafelgende £ (0) = j!- c¢;, hvoraf ses at F(0) er delelig med p!.
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Endvidere er f(x) = f(x — x), saa fY(0) = £ (xr) for alle lige j og
derfor F'(;r) = F(0), og ialt er altsaa fo” f(x)-sinx dx delelig med p!, og
da f(x) og sin x er positive paa [0, r] er Integralet et positivt Multiplum
af p!l.

Samtidig har vi f(x) = x” - (a — bx)? < (b7?)? paa [0, 7 = %], saa
Integralet skal veere mindre end r - konst”, og da p! som bekendt vokser
hurtigere end eksponentielt med p er det muligt at veelge p saa stor at der er
Modstrid (Stirlings Formel siger at p! ~ (£)7 . \/2mp, og det er jo ogsaa
velkendt at Leddet ‘;)—'i I Reekken for ¢ gaar mod 0). I

Det at e 0og 7 er irrationale kan tolkes som tydende paa at de er trans-
cendente. For fra Algebrakurset vides det, at ethvert algebraisk Tal a er
Rod i netop ét monisk irreducibelt Polynomium p(x) € Q[x], og at Inte-
gritetsomraadet Q[a] er lig Legemet Q(a) (det er altid muligt at “skaffe
rational Naevner”), og dette er isomorft med Kvotientringen Q[x]/(p(x)).
De forskellige Rgdder i et irreducibelt Polynomium ligner paa mange Maa-
der hinanden, saaledes som det fx er omtalt tidligere ved Konstruktionen af
17-Kanten Side 16, og hvis e eller = var Rod i et irreducibelt Polynomium,
som maatte veere af Grad stgrre end 1 da de er irrationale, maatte man vente
sig at Polynomiets andre Rgdder var Tal med Egenskaber som paa en eller
anden Maade var sammenlignelige med e eller iz, og saadanne Tal kendes
ikke. Transcendente Tal ¢ er individuelle, og man har Q[¢] isomorf med
Q[x].

Vi skal nu vise, at e er transcendent. Vi skal vise, at det farer til en
Modstrid at antage at

ag + are + aze® + - - - + ape™ = 0.

hvor Polynomiet har heltallige Koefficienter (hvis de var rationale er der
ganget med Feellesnavneren), hvor ag # 0 (evt. 0-Rgdder er bortdivideret)
og hvor a,, # 0.

Vi skal benytte en Vurdering af ¢*, og den faas saaledes:

Naar f(x) er et Polynomium faas ved delvis Integration at

k k k
/ KL () de = [—ek—f : f(t)] +/ & (1) dt,
0 0 0
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og her er farste Led lig ¢ - £(0) — f(k); for det sidste Integral kan vi
fortseette paa samme Maade, og saaledes bliver vi ved indtil vi naar en
Differentialkvotient som forsvinder. Settes f(x) + f'(x)+ f/(x)+--- =
F (x) har vi dermed

k
/ & F()dt = €5 - F(0) — F(k).
0

Vi vurderer saa den numeriske Verdi af Integralet, idet £ er et af Tallene
0,1,...,n,o0g faar

nee - max ()] = |ef- F(0) = F(k)|.

Den antagne Polynomiumsligning for e multipliceres med F(0), saa

n

Zak-ek-F(O)=O,

k=0
og af Uligheden ovenfor faar vi dermed

n

Zak . F (k)

k=0

n
<n-e"- max [f()]- ) lal.
0<t<n =0

Vi skal nu vaelge Polynomiet f () saa det farer til en Modstrid. Vi tager,
idet p er et naturligt Tal, som senere bestemmes,

fO =Pt e =DP@=2)F -t —n)P.
Idet vi vurderer f(z) paa 0 <t < n giver den forrige Ulighed

n n
Sn'en'nnp+p_l‘2|ak|=(en'2|ak|)‘(nn+l)p7

altsag et Udtryk af Formen C - D?, med C og D uafhangige af p.

n

Zak . F (k)

k=0
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For at vurdere Venstresiden betragter vi farst Leddet agF(0) = ap -
(£(0)+ f'(0) +...). Da f(¢) har Formen (—n!)PtP~1 4 Zj cjtf hvor
allec; € Zog j > pbliver F(0) = (=nH? - (p — D!+ _; ¢; - j!, hvori
det sidste Led er deleligt med p!. Vi velger nu p som et Primtal stgrre end
baade |ag| 0g n, dette er muligt, da der som bekendt (vist af Euklid) findes
vilkaarligt store Primtal; saa vil p med Sikkerhed ikke gaa op i Leddet
(—nH? - (p — 1!, medens det gaar op i alle de fglgende ¢; - j!, saa p gaar
ikke op 1 ag F (0); derimod er samtlige Led delelige med (p — 1)!, saa dette
gaar op i ag F (0).

Dernast betragter vi de gvrige Led ay - F(k), og disse vil alle veere
deleligemed p!. Forudviklervi f(z) sometPolynomiumiz’ = r—k faar det
Formen Zj cjt’j, hvorallec; € Zog j > p,saa F (k) = f(k)+ f'(k)+...
bliver Zj cj - j!,hvor pl gaaropialle j!.

Dermed har vi ialt faaet, at

Y i - F(k) = Multiplum af (p — 1)!, og ulig 0,
k=0

det sidste fordi det ikke er deleligt med Primtallet p. Den numeriske Verdi
af det er derfor mindst lig (p — 1)!. Men som bekendt vokser (p — 1)!
steerkere end enhver Kvotientreekke C - D?, saa hvis blot p er tilstreekkelig
stor har vi Modstrid. Dermed er vist, at e er transcendent. i
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§11: Transcendens af 7.

Vi skal nu vise, at = er transcendent. Det blev gjort af Lindemann 1882
som en Viderefarsel af den Metode, som Hermite havde benyttet ved e; de
tekniske Vanskeligheder er stgrre, men der er ingen Tvivl om at Hermite
var en stgrre Matematiker end Lindemann.

For “almindelige Mennesker” var Lindemanns Arbejde dog nok mere
slaaende, idet det gav et negativt Svar paa det gamle Problem om Cirklens
Kvadratur. For som tidligere omtalt eksisterede for de gamle Grakere kun
de Tal som er konstruerbare med Passer og Lineal, og som omtalti § 4 er
det hvad der kan faas udfra Legemet Q ved Adjunktion af Kvadratrgdder,
og altsaa (8 9) kun en vis Delmangde af de algebraiske Tal. Tallet ¢ er
farst kommet ind langt senere, egentlig farst med Euler i 1700-tallet; dog
var de farste Logaritmer, indfart af Napier (skotsk) ved Aar 1600 egentlig
naturlige Logaritmer, men de blev hurtigt overskygget af de til praktisk
Regning mere anvendelige Brigg’ske (10-tals) Logaritmer.

Eftervisning af Transcendens maa ske med Uligheder, thi hele det reelle
Talsystem er jo konstrueret ved Uligheder, hvad enten man tenker paa
Fundamentalfalger eller mere naive Metoder med Gransepunkter paa et
Liniestykke.

At saadanne Problemer er vanskelige fremgaar af at medens man siden
Eulers Dage har vidst at

4

1 X1
Zn—zzn— 2_2—4_7[—, .S.V.,

n=1

saa var det en Sensation da det i 1978 blev bevist af Apery (fr.) at Tallet
Y n% er irrationalt (men algebraisk ? ?).

Tallet = kan angives paa mange Maader, fx som Cirkelperiferi/Diameter
eller Kugleoverflade/Diameter?, og det giver Anledning til komplekse In-
tegralformler 2—71” fo .-+ 0g rumlige Potentialformler ﬁ [, --+. Man har
ogsaa Reekkeudviklinger og Produktudviklinger som
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men de konvergerer altfor langsomt til at veere til nogen Nytte ved Trans-
cendensbeviser.

Noget bedre er det at = er Halvperioden for Lgsningerne til Differenti-
alligningen y 4+ y” = 0, det var jo egentlig det som blev benyttet i § 10 ved
Eftervisningen af at iz er irrational, men det synes vanskeligt at faa Potenser
af 7z ind i denne Forbindelse, saa det duer heller ikke her.

Derimod kan man komme igennem ved at benytte Formlen

14" =0,

idet vi vil vise, at Ligningen 1 + ¢% = 0 ikke er opfyldt af noget algebraisk
Tal a. Vi skal altsaa nu betragte Mangden A af komplekse algebraiske Tal,
ogdai € A vil 7= og wi samtidig veere transcendente.

Paa Side 60 fandt vi, at naar f(¢) er et Polynomium, saa er

/Cec_t-f(t)dt:eC-F(O)—F(c),
0

hvor F(t) = f(t) + f'(t) + ---. Det blev udledt un- C
der Antagelse af at ¢ € R, men Formlen gelder for et c
vilkaarligt komplekst ¢, idet saa Integralet tages langs fx

Liniestykket fra O til c. Hvis man kender kompleks Funk-

tionsteori er det klart ved den samme Regning som i det

reelle Tilfeelde (og Integralet er uafhangigt af den benyttede Vej), og ellers
kan det ogsaa let ses, idet man ved en Drejning kan fgre Integrationslinie-
stykket ned paa den reelle Akse. Formlen her er egentlig ogsaa begrundet i
en Differentialligning, idet ¢’ er Lasning til Ligningen y — y’ = 0, og F (1)
er Lasning til den tilsvarende inhomogene Ligning F(¢) — F'(t) = f(t).
Ligesom tidligere skal vi bruge Formlen til Vurdering af e¢, og vi har

¢ FO) = F@)] < le] - - max [f()].

Vi antager nu, at der findes et algebraisk Tal a; € C, saaledes at 1 +
el = 0, og gnsker at naa frem til en Modstrid. Lad A(x) € Q(x) vere et
Polynomium med a1 som Rod, de gvrige Redder betegnes ap, ..., a,, idet
degA =r.
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Saa er

(1+e%) =0,
j=1

altsaa
T4e™ 4 e 4o e 4T ... 4 gtttattar —

(der er 2" Addender). Her er samtlige Eksponenter algebraiske Tal, lad os
betegnedem by, by, ..., bor; nogle af demer 0, fx Eksponenten til det farste
Ettal, men ogsaa andre, fx er foruden a1 = wi ogsaa dets konjugerede —i
Rod i A(x), og deres Sum er 0; andre saasom a; er med Sikkerhed ikke O.

Saa sattes
2}’

B(x) =[]« —b).

j=1
Vi har ogsaa B(x) € Q(x), for Koefficienterne i B(x) er de elementarsym-
metriske Polynomier i b1, ..., byr 0g de er aabenbart symmetriske Poly-
nomier (med Koefficienter € Z) i a1, ..., a, 0g kan derfor (ifglge Seetn.
Side 52) skrives som Polynomier med heltallige Koefficienter i de elemen-
tarsymmetriske Polynomieriay, ..., a,, altsaa i Koefficienterne i A(x), og
er derfor rationale.
Vi havde

2 ¢ =0,
j

hvor b; er samtlige 2" Rgdder i B(x). Nogle af demer 0, lad os sige k Stk.,
saa er B(x)/x* = C’(x), hvor

C'x)=Cy+Cix+---+Cp,x", m=2"—k,

0og Radderne i C’(x) betegnes c1, ca, ..., c; for Koefficienterne i C’(x)
geelder Cy # 009 C,, # 0, og vi har
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Alle Koefficienter i C’(x) er rationale, og vi multiplicerer med Feelle-
snavneren saa de bliver heltallige, og kalder det fremkomne for

Cx)=Cop+Cix+---+C,x™.

Vi seetter max; |cj| = R, og da vi har k - F(0) +Zj e - F(0) = 0 giver
Uligheden for ¢€ at

k- F(0)+ ZF(cj)

<m-R-e® - max|f(@)|
= 1I<R

‘ m

Vi skal nu veelge Polynomiet f (), og dermed F (), saaledes at det farer
til en Modstrid.
Vi tager, idet p er et naturligt Tal, som senere bestemmes

f) =Pt co®.
Som Vurdering for f(¢) paa || < R faar vi

max |C ()| - max |t - C(t)|P~L,
lt|I<R [t|<R

som er et Udtryk af Formen L’ - MP?, hvor L" og M er uafhangige af p, og

dermed er
‘k-F(O)JrZF(cj) <m-R-eX. L' -MP=L-MP,

Jj=1

hvor L og M er uafhangige af p. Modstriden skal fremkomme ved at vi
viser, at Venstresiden for alle tilstreekkelig store Primtal p er starre end
(p — D! g?, hvor g er positiv og uafhaengig af p.

Vivurderer F(0) paa dentidligere anvendte Maade. Da f (¢) har Formen
C§ -tP~1+ Y djt/, hvoralle d; € Z og j > p bliver F(0) =C{ - (p —
DI+ Zj d; - j!, hvori det sidste Led er deleligt med p!.
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Dernaest skal vi betragte

ZF(Cj) = ZZf(S)(Cj) ;
=1

s=0 j=1

seettes 1 =t — ¢; bliver f(t) = Y, hst”, hvor p < s, og hvor paa den
anden Side s er opad begranset, da f(¢) er et Polynomium, og hvor Ko-
efficienten i er et heltalligt Polynomium i de algebraiske Tal c1, ..., cp
af Grad mindre end eller lig mp, da deg., ... f(t) = mp. Folgelig er

f9(cj) = s!- hy lig p! gange et Polynomium med de samme Egenska-

ber. Dette Polynomium er ikke symmetrisk i cq, ..., ¢, da jo ¢; indtager
en Searstilling, men naar vi tager Z;?’Zl s (c;) faar vi et Polynomium
S(c1, ..., cm) € Z(c1, ..., c) hvor S er symmetriskicq, ..., ¢, 0g hvor
deg., ..., S <mp.

Ifalge Seetningen Side 52 kan S(c1, . . ., ¢;;) Skrives som et Polynomium
T med deg T < mp og med heltallige Koefficienter i de elementarsymme-
triske Polynomier i c1, ..., ¢, 0g disse udtrykkes ved Koefficienterne i
C(x), altsaa

—C; —C —C3 . . . . .
T( c.C. T, ,...); degr <mp; hele Koefficienter;

og hvor yderligere alle Koefficienterne er delelige med p!, for det var de i
S.

Men saaerjo T = p!- helt Tal/C;,”; det var > F(c)).

lalt er

p!-helt Tal

mp 2
m

k-FO)+ Y F(c))=k-C§ (p—DI+
j=1

eller "
k-Cl-(p—1' Cp’ + p!-helt Tal
cohP ’

Vi vaelger saa p som et Primtal starre end k, |Col, |C,|; Saa er Telleren
ikke 0, da p ikke gaar op i farste Led medens det gaar op i sidste Led, og
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den er numerisk starre end eller lig (p — 1)! da dette gaar op i begge Led.
Den numeriske Veerdi er derfor mindst (p — 1)! - (C,,")?, og dermed har
vi den lovede Modstrid. I

Kort efter Lindemanns Bevis kunde Weierstrass give en mere generel
Satning, som fx viser at de naturlige Logaritmer af alle algebraiske Tal
(# 1 0g 0) er transcendente. Andre Transcendensspgrgsmaal blev stillet af
Hilbert i det 7°de af de 23 Problemer fra Aar 1900, og adskillige af dem

er besvaret siden, fx er 2¥2 transcendent (H. naevnte specielt dette Tal).
Side 57 er ogsaa omtalt, hvordan Liouvilles Eksempel paa et transcendent
Tal kan generaliseres til langt stgrre Talmangder.
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§12: Konigs Saetning. Skuffeprincippet.

Vi skal betragte endelige Mangder. Antallet Elementer i Mangden M
betegnes |M|. Man ser, at

IAUB|+|AN B| = |A| + |B].

Vi betragter nu Ma&ngder S og A, og Afbildninger f:S — P(A)
({Delmangder af A}), altsaa for ethvert s € S, s — f(s) € A. Af-
bildningen kan udvides til en Afbildning af alle Delmangder D af S over i
Delmangder af A idet vi tager

D f(D) =] S

seD

Vi har aabenbart

f(D1U D7) = f(D1) U f(Dy)

og endvidere
f(D1N D2) € f(D1)N f(D2)

(selvom D1 og D> er fx disjunkte, behaver f(D1) og f(D>2) ikke at veere
det).

En Afbildning f:S — A kan opfattes som en Afbildning af ovens-
taaende Type, hvor man for alle s har | f(s)| = 1, og specielt vil en in-
jektiv Afbildning f:S — A veere en, hvor man for ethvert D C S har
| f(D)| = ID|.

For Afbildningerne definerer vi en partiel Ordning, idet vi vil sige, at
f majoriserer g, eller at f kan formindskes til g, skrevet f > g, saafremt
vi foralle s € S har f(s) D g(s). Dette er aabenbart ensbetydende med
at man for alle D C S har f(D) 2 g(D). Det er klart, at dette er en
partiel Ordning og saafremt f majoriserer en injektiv Afbildning, saa har
man | f(D)| > |D| foralle D C S.

Eksempel: A = Mangden af Auditorier i H.C.@rstedinstituttet.

S = Meangden af Studenterhold paa et vist Tidspunkt.
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Fors € S: f(s) = Mangden af de Auditorier, som er brugbare for Holdet s
(altsaa opfylder Kravene m.H.t. Starrelse, Tavler, Lysbilledapparater 0.s.v.).
D er en Samling af visse Hold, D C §, og f (D) er Ma&ngden af alle de
Auditorier som kan komme paa Tale for Hold s € D. At f(D1 U Dj) =
f(D1) U f(D2)og f(D1N D2) € f(D1) N f(Dy) erklart.

En Afbildning f:S — A betyder, at man anbringer hvert Hold i et
Auditorium, og at Afbildningen er injektiv betyder at man ikke anbringer
to Hold i samme Auditorium.

At f majoriserer en injektiv Afbildning betyder, at det er muligt at
placere Holdene i Auditorierne paa rimelig Maade. For at dette skal veere
muligt er det klart, at for ethvert D C S maa man have |D| < | f(D)].

Konigs Segning: Dersom |D| < | f(D)] for enhver Delmaangde D af S,
saavil f majorisere en injektiv Afbildning af S indi A.

(Konig var en ungarsk Matematiker, som angav Satningen 1916; man kan
skeendes om Prioriteten, praktisk talt det samme er fundet af Frobenius
(tidligere) og af Philip Hall (senere)).

Bevis: Det skal ske ved Induktion efter |S|. For |S| = 1 er det klart, og vi
antager derfor | S| > 1.

Ideen er nu, at dersom vi kan finde en egentlig Delmangde D af S for
hvilken |D| = | f(D)|, saa ved vi, at D maa afbildes over i f (D), bijektivt,
og at Resten af S skal afbildes over i Resten af A, og der er Haab om at
kunne anvende Induktion; det svere ved at angive en Afbildning er jo at
finde ud af hvad man skal gere, og jo flere Muligheder der er (og jo lettere
man altsaa skulde tro det var), jo sveerere er det, “embarras de richesse”.

Vi antager altsaa nu, at | f(D)| > |D| foralle D C S. | det fglgende
ser vi bort fra D = ¢, idet baade den og dens Billedmangde altid har
Elementantallet 0. Saafremt | f(D)| > |D|foralle D C S, saa formindsker
vi Afbildningen f til et g idet vi fjerner ét Billedelement fra ét 1 (s); dermed
har vi |g(D)| > |D] for alle D C S, for Antallene er jo hele Tal, saa et
Ulighedstegn kan i veerste Fald blive til et Lighedstegn. Det kunde veere,
at |f(S)] = [S], men g(S) 2 g(S\ {sh) = f(S\ {s}), saa [g(S)| =
| £ (S\ {s}| > |S| — 1, altsaa |g(S)| > |S], og vi har dermed |g(D)| > | D|
for alle D c §, Hvis Sztningens Forudsatning er opfyldt af f er det
altsaa muligt ved et Antal Formindskelser at naa til et g som ogsaa opfylder
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Setningens Forudseaetning, og hvor man har |g(D)| = |D] for en &gte
Delmangde D af S.
Idet D og dens Delmangder nu opfylder Seetningens Forudsatning kan

vi ifelge Induktionsforudseetnin-

gen formindske g paa D til en

injektiv Afbildning (bijektiv) af ‘

D paa g(D). Vi mangler at se, /\ \k)"
at vi paa S\ D kan formindske
g til en injektiv Afbildning ind i
g(S)\g(D). Lad E vereenDel- § g(S)
mangde af S\ D, saa skal vi vise,

at |E| < |g(E) \ g(D)|, men det falger af at
|E|+ D] =|EUD| <[g(EUD)|=|g(E)Ug(D)| =
[[g(E)\g(D)]Ug(D)| = g(E)\g(D)|+g(D)| = |g(E)\g(D)|+|Dl,

(paa Fig. er med Dobbeltlinie markeret D U E og g(D U E)).
Satningens Forudsztning er altsaa ogsaa opfyldt paa S \ D, saa ifalge
Induktionsforudseaetningen kan Afbildningen ogsaa formindskes her. I
Eksempel: En Samling K af Komiteer k skal hver sende en Reprasen-
tant r til et Raad R. | dette kan hvert Medlem kun reprasentere en af de
oprindelige Komiteer. For at dette skal veere muligt er det klart ngdvendigt,
at enhver Delmangde D af K skal have tilsammen mindst | D| Medlemmer,
men Satningen siger altsaa, at denne Betingelse ogsaa er tilstraekkelig.
Eksempel: “Partnerproblemet”. Givet to Mangder, hhv. Drenge og
Piger, begge med n Elementer, og en Del Bekendtskaber (gensidige og
venligtsindede) mellem Elementerne fra den ene Mangde og fra den anden
Mangde. Dersom blot vilkaarlige m Stk. Drenge tilsammen kender mindst
m Piger,m =1, 2, ..., n, saaer det muligt at foretage en Sammenparring,
hvor enhver kender sin Partner. Heraf fglger det—paaFor- D P
haand langtfra indlysende — at saa kender vilkaarlige m Stk.
Piger tilsammen mindstm Drenge (!). Dette uanset, at Situ-
ationen kan vaere meget usymmetrisk, saaledes som fx paa
hostegnede graf, hvor Bekendtskab er angivet med Linier.
At Konigs Seetning ogsaa i Almindelighed kan opfattes som
en grafteoretisk Seetning behgver naeppe at fremhaves.
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Eksempel: Samtidig med at Konig viste Seatningen gav han falgende
Anvendelse: en kvadratisk n x n-Matrix kaldes dobbeltstokastisk, hvis dens
Elementer er ikke-negative og alle Rekkesummer og alle Sgjlesummer er
lig 1; i en saadan Matrix er det muligt at udtage » Elementer, et fra hver
Raekke og et fra hver Sgjle, som alle er positive. Bevis: For den i’te Raekke
settes (i) = {j : a;;j > 0), saa skal man vise, at f kan formindskes
til en Bijektion mellem Rakkenumrene og Sgjlenumrene, men det falger
umiddelbart af Seetningen, for tager man en Delmeangde D af Reekker, saa
er Summen af Elementerne i dem lig | D[, og de positive Elementer maa
altsaa veere fordelt paa mindst | D| forskellige Sgjler.

Udregnes Matricens Determinant er der altsaa mindst et af de »! ind-
gaaende Produkter som er ulig 0. Man taler ogsaa om Matricens “Perma-
nent”, dermed menes Summen af de n! Produkter, alle taget med Fortegn
+ (Navnet skyldes at VVerdien er uendret selv om to Raekker (eller Sgjler)
ombyttes), og Permanenten er altsaa positiv. Da det er en kontinuert Funk-
tion paa en kompakt Mangde i det n?-dimensionale Rum af Tallene a;j
maa den have en positiv Mindsteveerdi, og i 1926 spurgte v.d.\Waerden om
ikke denne Mindsteveerdi er lig n!/n", altsaa antages for en Matrix hvori
alle Elementer er lig % (V.d.Waerden er omtalt Side 57, og han er bl.m.a.
ogsaa kendt for at have vist, at deles N i to Mangder, saa vil mindst en af
dem indeholde vilkaarlig lange Differensraekker). Det blev efterhaanden
et beremt ulgst Problem, behandlet i henved hundrede Afhandlinger, indtil
Permanenthypotesens Rigtighed fornylig er vist af en Russer, Falikman (se
NORMAT 1983).

Skuffeprincippet.

| Beviset for Konigs Satning benyttedes “Skuffeprincippet”:
Hvisen Afbildning A — B er injektiv, saa er |A| < |B]|
surjektiv, saaer |A| > |B|
bijektiv, saa er |A| = |B|.

Hvor nyttigt dette og dets umiddelbare Konsekvenser kan vare er isar
fremhaevet af Lejeune Dirichlet (tysk, 1805-1859), som med Succes an-
vendte det paa talteoretiske Problemer. Man har fx: Hvis der er flere Skuf-
fer end Ting i dem, saa er nogle af Skufferne tomme. Hvis uendelig mange
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Ting er fordelt i endelig mange Skuffer, saa vil mindst en af Skufferne
indeholde uendelig mange Ting.
Det kan bemarkes, at paa engelsk gaar det under Navnet

“pigeonhole-principle”.

Eksempel: Der findes tre Mennesker i Kgbenhavn med
det samme Antal Haar paa Hovedet. Uanset den lidt lgse
Formulering er Antallet Mennesker i hvert Fald sterre end
450.000, og Antallet Haar paa et Menneskehovede angives af frisgrkyndige
til ca. 50.000, extremt op til 120.000, saa det kan med Sikkerhed regnes at
veere under 200.000; deraf fglger Paastanden.

Eksempel: Ethvert naturligt Tal » har et positivt Multiplum, som i 10-
talssystemet skrives med kun Cifrene 0 og 1. Bevis: De uendelig mange Tal
af Form 11...11 giver ved Division med »n en af de endelig mange Rester
0,1,2,...,n—1, saader findes to med samme Rest. Deres Differens har
Egenskaben.
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8§ 13: Bevisfor Tchebycheffs generelle Seetning Side 39.

En kontinuert Funktion f(x) er givet paa et lukket Interval, eller mere
generelt paa en kompakt Maangde M C R, bestaaende af mindst n + 1
Punkter. Da findes netop é Polynomium p(x) € R[x], deg p < n, som
approksimerer f bedst muligt, i den Forstand at D = max,ey | f(x) —
p(x)] er minimal, og der findesn + 1 Punkter i M, xo0 < x1 < x2 <

. < x,, saaledes at for allei er f(x;) — p(x;) = (=1)' - d, med |d| =
dette minimale D.

Bevis: Farst betragtes Tilfeeldet, hvor M er en Mangde X bestaaende
afkunn + 1 Punkter xg < x1 < x2 < - -+ < Xy,.

Ved Lagranges Interpolationsformel bestemmes et Polynomium af Grad
hgjst n, hvis Graf gaar gennem de n + 1 Punkter (x;, f(x;)). Deter

5i (%)
Xi: ) - f(x;), meds;(x) = Jl;!(x )

(Breken er et Polynomium af n’te Grad, som er 1 for x = x; og O for de
gvrige x;). Man ser umiddelbart, at (—1)" - s; (x;) er positiv. Koefficienten

til x™ er
-y Lo

s;i (x7)

Hvis p(x) er af Grad mindre end » er altsaa

S Ls -0

si (x;)
Falgelig er

fxi) — p(xi)

si (x;)

Z J(xi) — p(xi)

si (x;)

ICx| =

55

i

. |f(xl — p(xi)| N NS 1
=2 Ty =MV PGl ) s

i
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Den sidste Sum kalder vi Sy, den er positiv og afhaenger kun af X, og
max; | f (x;) — p(x;)| er altsaa mindst lig Dy = %

Bestemmer vi et Polynomium p(x) ved Interpolation saaledesat p(x;) =
f(xi) — (=1)" - Dyx - sign Cx kommer der Lighedstegn i de opskrevne
Uligheder, farste Sted fordi alle [2D=EC0 faar samme Fortegn (nemlig

sign Cx), og andet Sted fordi alle |f(lxl-)l — p(x;)| = Dx; endvidere findes

p(xi) f(xi) — (=1)" - Dx -sign Cx
Xi: s; (x;) Xl: 5i (x;) X X
saa p(x) er virkelig af Grad mindre end n. fan)y s P(X)

Det angivne p(x), og kun dette, har
altsaa de forlangte Egenskaber. Paa Fi-
guren har de lodrette Liniestykker Laeng-
den Dy.

Saa betragtes det almindelige Tilfeel-
de, hvor M er en kompakt Delmangde
af R. Vi vil se paa Seet X € R"*H! af Punkter xg < x1 < x2 < -++ < xy,
som alle tilhgrer M. Tallet Dy er aabenbart en kontinuert Funktion af X,
da baade Cx og Sx er det.

Vi udvider Mangden af X til den kompakte Mangde xp < x1 < x2 <
-+ < xp,. HVIS x; 09 x;+1 naermer sig hinanden vil Dx konvergere mod O,
for hvis vi ser bort fra (x;, f(x;)) findes der et Interpolationspolynomium
af Grad mindre end n gennem de gvrige (x;, f(x;)), 09 da x; 0g x;41
ner hinanden medfgrer at Funktionsveerdierne er nar hinanden, saa vil
Polynomiet ogsaa give god Tilngermelse til (x;, f(x;)), saa den optimale
Tilnermelse Dy er ogsaa lille. Funktionen Dy kan altsaa med Verdien O
suppleres til at veere kontinuert paa den udvidede Mangde.

Dy vil altsaa antage en maximal Vardi D for et vist X (som igvrigt ikke
tilhgrer Udvidelsen), og dermed er det gnskede fundet.

1) Det er Kklart, at vi kan ikke have | f(x) — p(x)| < D foralle x € M, for

dette svigter jo allerede for Delmangden X.

2) p(x) er entydigt bestemt, for det er den allerede for Delmangden X.
3) Delmangden X er et Punktset, hvori f(x) — p(x) med alternerende
Fortegn antager Veerdierne £=D.

TR
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4) Der findes intet x saa | f(x) — p(x)| > D.
For antag, at et saadant ligger mellem to Punkter
af X. Vi endrer saa X til et nyt Seet Y, idet vi
indseetter x 1 St.f. det af dets Nabopunkter fra
X, hvori f(x;) — p(x;) har samme Fortegn som
f(x) — p(x) [paa Figuren: x;.1 erstattes med
x]. Vi har som fer

. |f i) — p(yi)
=2 (=D - si(y)

idet Fortegnene for f(y;) — p(y;) er de samme som for f(x;) — p(x;), der
gav = ved det farste <, 2 Sider tilbage [at p(x) ikke er bedst approksi-
merende Polynomium svarende til Y er ligegyldigt, vi har kun benyttet, at
Koefficienten til x” er 0]. Idet nu alle Bragktzllerne er lig D undtagen en
somer storre, faarvi|Cy| > D-Sy, altsaa Dy = |Cy|/Sy > D, iStrid med
at D var et maximalt Dx. Dersom x < xg er enten f(x) — p(x) af samme
Fortegn som f (xg) — p(xo), Saa erstattes xo med x, eller af modsat Fortegn,
saa medtages x og x, bortkastes for at faa Y (og alle Indices forskydes 1).
Man bemaerker, at selvom p er entydigt bestemt, og dermed ogsaa D, saa
kan mange forskellige X give det samme maximerende Dy. i

i
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OPGAVER

. Lad F veere Mangden af Funktioner f, reelle og kontinuerte paa [0,1],
for hvilke der findes Konstanter (afhaengige af f) a < 1 og A, saa der for
ethvert n findes et Polynomium p,, af Grad »n for hvilket

|f(x) — pn(X)] < A-a".

Vis, at F er en Algebra over R, stabil ved Integration.

. Bevis Weierstrass” Approksimationssatning for Funktioner af to variable,
kontinuerte paa [0, 1] x [0, 1], idet det vises at hvis

Bum f (xy) = Z Z <Z) (7) FE Dk @ — oyl -y

k=0 [=0
saa vil der til ethvert ¢ findes et ng, saan, m > ng medfgrer | B, ,, f (x, y) —
fx, )l <e.

. Bevis, at hvis f(x) er reel og differentiabel paa [0, 1] saa vil Falgen af
Polynomier %an(x) konvergere uniformt mod f’(x). Vink: Vis, at

d & (n-1 -1 1
air=3n(" ) @) ("o

og vurder Differensen mellem dette og B,,_1 f'(x).

Udregn ogsaa fol B, f(x)dx, og kontroller at det konvergerer mod
o f(x)dx.
. Om en kontinuert Funktion g som afbilder [«, b] ind 1 R vides at

b
f x"g(x)dx =0 foralle n € Np.
a

Vis, at g(x) er identisk 0. Vink: Vis, at [ab f(x)g(x)dx er 0 for enhver
kontinuert Funktion f(x).
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Almindeligt er en kontinuert Funktion g(x) derfor entydigt bestemt ved
Falgen af dens “Momenter” M, = fab x"g(x)dx.

Kan en vilkaarlig Talfelge veere Momentfaglge Mo, M1, M>, ... for en
kontinuert Funktion paa et endeligt Interval?
Samme Spgrgsmaal stilles, idet Falgen konvergerer mod O.

. Vis, aten Funktion f : R — R er kontinuert, hvis og kun hvis der findes en
Falge af Polynomier, der paa ethvert lukket Interval konvergerer uniformt
mod f(x).

. Vis, at hvis to reelle kontinuerte Funktioner f og g, begge definerede paa
[a, b], er saadan at

b b
/f(t)"dtz/ g®)'dr  foralln € Np,

da gaelder
b b
/ hF () di = / h(g() di

for enhver kontinuert Funktion #: R — R. Vis herved, at f og ¢ maa have
samme Veardimangde.

Eksempel: Om f: [0, 1] — R vides at fol(f(t))”dt = n_-lu forn € Np.
Find Verdimangden for f.

. En Funktion f(x) er paa den positive Halvakse [0, oo[ er bestemt ved “Dif-
ferentialligningen” f/(x) = f(2x) i Forbindelse med “Randbetingelserne”
f(©0) =0, f(2) =1,0gforx € [0,4]er f(x) = f(4—x). Vis, at f(x)
er intetsteds analytisk, skent man let ser at den maa veere C*° (det er noget
vanskeligere at se, at der findes netop én Lasning f (x)).

. Som bekendt har Fermat vist, at hvis p er et Primtal og p ikke gaar op i a,
saavil p gaaopia?~1—1. Benyt dette til at vise, at dersom F,, = 22" +1

gaarop i 35(Fu—1) +1=3% l + 1, saa er F,, et Primtal. [Vink: Lad p
veere en Primdivisor i F,, og lad d veere det mindste naturlige Tal for hvilket
pgaaropi3? —1;vis,atd gaaropi p —logatd = 22" ]

(Betingelsen er faktisk baade ngdvendig og tilstreekkelig for at F,, er et
Primtal, og er brugt ved de moderne Undersggelser af Fermattallene).

m—
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. Vis, at det er muligt udfra to Punkter O og E, hvor O E = 1, at konstruere

et Kvadratnet med Siden % n vilkaarlig € N, idet man kun benytter de paa
Side 21 anfarte 1), 2) og 3), altsaa uden Brug af frie Valg.

Vis, at en reguleer 7-Kant ikke kan konstrueres med Passer og Lineal. [Vink:
det komplekse Tal 27/ er Rod i Polynomiet (x’ —1)/(x —1) = x5 4+x°+
x% + x3 4+ x2 + x + 1; find et monisk (d.v.s. med Hgjestegradskoefficient
lig 1) Trediegradspolynomium med Roden » = x + }C = 2c0s2r/7.]

Vis, at en reguleer 11-Kant ikke kan konstrueres med Passer og Lineal.
[Vink: Polynomiet x¥® + x® + ... + x + 1 har Redderne 27/ f =
1,2,...,9,10. Find et monisk Femtegradspolynomium med Redder b, =
2cos2rm /11, r = 1,2,3,4,5; det er klart, at hvis b1 er konstruerbart,
saa er de det alle, men vis, at de i saa Fald parvis maa tilhgre det samme
Tallegeme.]

Tilnermelsen til 3 i den nederste Konstruktion Side 25 betegnes a. Find
tan a som Funktion af 5, og dermed som Funktion af w = 3. Som bekendt

(?) har man Reekkeudviklingen tan w = w + 3w® + &w® +...; vis, aten
Reekkeudvikling for tan a afviger herfra allerede i det understregede Led
(skant Tilnermelsen er god).

Til den paa Side 28 angivne Konstruktion af Midtpunktet M af Liniestykket
A B skal Passeren benyttes ca. 20 Gange. Find en Konstruktion, ved hvilken
man kun skal benytte Passeren et en-cifret Antal Gange.

Givet en Lineal med to parallelle Kanter. Konstruer v.Hj. af denne — men
uden Brug af Passer — Midtpunktet M af et givet Liniestykke, idet man
samtidig viser hvorledes man kan oprejse den vinkelrette i et givet Punkt
af en given Linie.

Vis, at man ogsaa med en saadan Lineal kan nedfeelde den vinkelrette paa
en given Linie fra et givet Punkt udenfor Linien.

Restklasseringen (Z12, 4+, - ) = 7Z/(12) betragtes. For Simpelheds Skyld
vil vi ngjes med at skrive « i St.f. Restklassen @. Polynomiet A(r) = 1 —1
har Regdderne 1,5,7,11. ldet B(t) = % — 5¢ + 6 gnskes Resultanten
R(A, B) udregnet, og eventuelle feelles Rgdder for A(¢) og B(t) bestemmes.
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Idet 7,, er det n’te Tchebychefpolynomium, gnskes det bevist, at 7, (1) =
n?, og at for |x| < Ler|T/(x)| < n?.

Vis, at Tchebychefpolynomiet 7, (x) opfylder Differentialligningerne

(1 —x)T!(x)?> —n?(1 — T,(x)?) =0

0g
(1 —x?) T/ (x) — xT!(x) + n’T,(x) = 0.

Givet at P(x) € R[x], degP = n, og for [x| < 1ler |P(x)| < 1. Vis, at
forx > Ler |[P(x)®(x) < T® (x). [Vink: betragt Polynomiet R(x) =
T,(x) — P(x) og anvend Rolles Sa&tning paa det, og far saa Beviset ved
Induktion efter £, k = 0,1, ..., n; teknisk bliver det lidt simplere, hvis
man farst antager |P(x) <a < 1for |x| < 1]

Givet at P(x) € R[x], degP = n, og for [x| < ler |P(x)|] < 1. Vis,
at |P’(0)] < n. [Vink: betragt det ulige Polynomium Q(x) = (P(x) —
P(—x))/2, for hvilket Q’(0) = P’(0), og sammenlign det med det ulige
af Polynomierne T,(x) eller 7,,_1(x); bevis og benyt, at for m ulige er
|7, (0)| = m; samme tekniske Bemaerkning som ved forrige Opgave.]

Vis, at for Tchebychefpolynomier geelder 27, (3) € Z[x]. Benyt dette til

atvise,ata € Q A cosanr € Q medfarer at cosan € {0, i%, +1}. Find
derefter de Veerdier for b for hvilke b € Q A tanbrw € Q.

D,
Hvis Stengerne i et Parallellogram Ec
A

B
“slaar over”, fremkommer et “Kontraparallellogram”
D B
. Vis, at i dette er AC - BD konstant. Be-

C
nyt dette til at vise, at i hostegnede System, hvor 0 og P
er fastgjorte, vil A beskrive et Liniestykke (punkteret).

Vis, ved at betragte et Kontraparallellogram hvori en
kort Side (som AD i Opg. 22) holdes fast, at for en
Ellipse er Produktet af Breendpunkternes Afstande til
en vilkaarlig Tangent konstant.
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| hostegnede Stangsystem er Punk-

terne 0 og P fastgjorte; RST eren

retliniet Stang med RS = a og ST

= 3a, Led i alle gvrige Punkter, og da
Laengder som angivet; vis, at A be- 2a

vaeger sig paa en ret Linie.

Find Lemniskatens Ligning i et

sedvanligt Koordinatsystem. Vis, 2a 2

at en Lemniskat kan frembringes S I
som plantSnitien Torus, hvoriHul- R ¢ 3a a
let i Midten har samme Starrelse “

som den Cirkel, der ved Omdrej- s) 3a P

ning har frembragt Toren (Thomas Clausen).

Ved Speiser—Ford’s Cirkler lzegges en gvre Tangent ¢ til alle Cirklerne C med
Radius % Vis, at enhver Linie gennem 0 = % 0g Reringspunktet mellem
to Cirkler svarende til relaterende Bragker vil ramme ¢ i et Rgringspunkt P
med en af Cirklerne C. Kan det samme P fremkomme for forskellige Par
af relaterende Bragker?

Bestem et monisk Polynomium tilhgrende Q[x], som har Roden /2 + /7.
Bestem et monisk Polynomium tilhgrende Q[x], som har Roden /2 — /2.

Angiv et monisk Polynomium med Roden 1 + +/2, og bestem et monisk
Polynomium tilhgrende Q[x] med Roden

33
142

Et reelt Tal x opfylder Ligningen

X2 —e=x e—1,

hvor (som bekendt) e er transcendent. Godtger, at x er transcendent.

ldeta, b og c er Redderne i x3 — s1x2 + sox — 53 @nskes a2b + b?c + c%a +
a’c + b%a + ¢?b skrevet som et Polynomium i sq, so, s3.
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| x3 — s1x2 + sox — s3 er en af Redderne lig Summen af de to andre. Find
s3 udtrykt ved s1 0g s2 (skriv Betingelsen paa Formen S(x1, x2, x3) = 0).

Givet et Polynomium x" — six 1 + sox" 72 — ... 4+ (=1)"s,. Den r’te
“Potenssum” af Rgdderne, x7 + x5 + - - - + x;,, betegnes p,.
Vis, at for » < n har man

Pr—DPr—1-S1+ Ppr—2-52—+-+ (1" -r-5, =0,
og for » > n har man

pr_pr—l'Sl+pr—2'52_"'+(_1)n'pr—n‘sn:O-

Angiv forr =1, 2, 3, 4 Potenssummerne p, udtrykt ved de elementarsym-
metriske Polynomier s1, -, s,.

Et “Liouville-Tal” er et reelt Tal ¢, for hvilket det er muligt at finde en Falge
af uforkortelige Tilnermelsesbrgker 7 (meda € Z, b € N), hvor Neevnerne
b gaar mod uendelig, og hvor man for ethvert m kan finde en Brgk 7 med

it — 7l < bi,,,. (som vist i 8 9 er alle Liouville-Tal transcendente).
Vis, at hvis ¢ er et LiouvilleTal, saa geelder det samme for ethvert ¢ (¢), hvor
q(t) € Q[t], og endda ogsaa, hvis ¢(t) € Q(¢). Udger de et Legeme ?

Paa lignende Maade som i Beviset for at ¢ er irrational (Side 58) kan man
bevise, at e ikke er Rod i noget Andengradspolynomium med hele Koeffici-

enter, gor dette. Kan Metoden generaliseres til Polynomier af hgjere Grad
?

Vis, at for ethvert naturligt Tal n, som ikke er en Potens af 10, er dets
Logaritme (med Grundtal 10) irrational.

Ved “den toppede Hgne” danser hver Herre med to ham bekendte Damer.
Formuler og bevis den til Konigs Satning svarende Betingelse for Funkti-
onen f(s) = {de Damer som Herren s kender}, som gar Dansen mulig.

Vis, at hvis man udtager en Delmangde paan+1 Stk.af Tallene 1,2, . . . ,2n,
saa vil der indenfor Delmangden findes to forskellige Tal, af hvilke det
ene gaar op i det andet. (det er ikke nok at udtage » Stk., da Mangden
n+1,n+2,...,2n ikke har Egenskaben).
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| en Biograf befinder sig et Antal Personer. Vis, at der blandt dem vil veere to
som har det samme Antal bekendte blandt de tilstedeveerende (Bekendtska-
ber er gensidige). Grafteoretisk: En Graf bestaar af endelig mange Punkter,
og en Del af Forbindelseslinierne mellem dem; da findes to Punkter med
samme “Valens”, d.v.s. fra hvilke der udgaar samme Antal Liniestykker
(NB en Valens kan godt veere 0).

Idet A er en Mangde af 10 forskellige tocifrede Tal (i 10-talssystemet), an-
skes det vist, at A indeholder to forskellige Delmangder S1 0g S», saaledes
at Summen af Tallene i Sy er lig Summen af Tallene i S5.

Givet er 9 Punkter i det 3-dimensionale Gitter Z3. Bevis, at mindst et af
Liniestykkerne mellem to af Punkterne vil indeholde et Gitterpunkt i sit
indre (hvis kun 8 Punkter geelder det ikke, hvilket ses af en Enheds- 771
terning). Lt

“-- v

Find bedst approksimerende p(x), degp < 2, og Afvigelsen D til sinx
paa [0, %]. Samme Spgrgsmaal med deg p < 4 for |x|, paa [-1, 1].



