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TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL

Ved Tage Gutmann Madsen, omredigeret til HHK af Gerd Grubb.

§1. DE REELLE TAL

Det er helt afggrende for den matematiske analyse, at det er de reelle tal, der er lagt til
grund. Det szeregne ved de reelle tal fremfor f.eks. de rationale er, at R har supremumegen-
skaben (mere herom nedenfor). Herpa beror egenskaberne ved kontinuerte funktioner og
med dem hele differential- og integralregningen, savel som den videregaende matematiske
analyse.

Pa dette sted vil vi opstille en fuldsteendig liste over de reelle tals grundlaeggende egenskaber, fuldsteendig

i den forstand, at enhver egenskab ved de reelle tal folger heraf. Det giver os et helt fast grundlag. Og det
er praktisk at have listen staende, nar vi i §5 skal indfgre de komplekse tal.

Vi gar ud fra, at de naturlige tal N, de hele tal Z og rationale (Q er kendt, og opstiller sa den naevnte liste.
Den kaldes et aksiomsystem for de reelle tal eller en aksiomatisk karakterisering af de reelle tal,
idet de anfgrte grundegenskaber kaldes aksiomer.

Aksiomatisk karakterisering af de reelle tal.

De reelle tal er en maengde R, som indeholder (). I R er defineret to kompositioner (regneoperationer),
addition (+) og multiplikation (-), som er en udvidelse af kompositionerne i @@, og saledes at folgende
aksiomer (grundregler) er opfyldt:

(1.1) Vaz,y,z € R: (z+y)+z=a+ (y+ 2).
(1.2) Vz,ycR: r+y=y+x.

(1.3) VzeR: z+0=ux.

(1.4) VeeRI(—z) eR: z+ (—z)=0.

(1.5) Vaz,y,z € R: (z-y)-z=a-(y-2).
(1.6) Vz,ycR: T-Yy=y-x.

(1.7) VzeR: z-1==z.

(1.8) VeeR\{0}I1leR: =z -1=1.

(1.9) Vaz,y,z € R: z-(y+z)=z-y+x-z

Reglerne (1.1) og (1.2) kaldes henholdsvis den associative og kommutative regel for additionen, og
tilsvarende betegnes reglerne (1.5) og (1.6) for multiplikationen. Samspillet mellem de to kompositioner
folger den distributive regel (1.9). Ofte udelades - for multiplikationen.

Man efterviser let entydigheden af modsat element —z til x € R og af reciprokt element % til x € R\{0}.
Herefter kan subtraktion (—1) og division (/) indfgres, karakteriseret ved

r—y=xz+ (—y) for z,y € R,
x/y:x~% for zeR,yeR\{0}.
Endvidere er der i R defineret en total ordning, mindre end eller lig (<), som er en udvidelse af
ordningen i Q, og saledes at fglgende aksiomer er opfyldt:
(1.10) Vz,y,z€R: <y = rx+2<y+=z.
(1.11) Vz,yz€R: r<yN0<Lz = z-2<y- 2.
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Naturligvis skriver vi ogsd y > x i stedet for x < y, og ¢ < y, nar x < y A x # y, samt y > «x i stedet for
x <y.
For fuldsteendighedens skyld skal vi praecisere, at aksiomerne for en total ordning (<) pa R kraever, at

() Vaz,yeR: r<yANy<z = z=y,
(ii) Va,y,z €R: r<yny<z = x <z,
(iii) Vaz,y€eR: z<yVy<zx.

Nu fglger et aksiom, der sikrer, at udvidelsen fra Q til R ikke er ungdigt omfattende:
(1.12) VeeR3IneN: n>x.

Det kaldes ssedvanligvis Arkimedes’ aksiom efter den store graeske matematiker (187—
212 £ Kr.), skgnt aeren rettere tilkommer Eudoxos (ca. 380 f.Kr.). Hos graekerne forekommer
det i en geometrisk form.

Ved hjeelp af (1.12) kan vi vise, at de rationale tal Q ligger overalt taet i R, dvs.

Va,beR med a<bdzeQ: a<xz<b.

Bevis. Lad a,b € R med a < b. Vi kan uden indskraenkning antage a > 0. (I modsat fald erstatter vi a og b
med a +n og b+ n, hvor n € N i henhold til (1.12) er valgt, sd n > —a.) Vi vaelger nu ¢ € N i henhold til

(1.12), saledes at

1 1
, dvs. —<b—a.
b—a q

q>

Videre findes, stadig ifglge (1.12), naturlige tal p, hvor

p>qa, dvs. a<£.
q

/
Lad p’ veere det mindste sidanne p € N. Sa er % =z € Q, hvad vi sgger, thi

-1 / 1
L L <a, altsé£§a+—<b.

q q q q

|

En ikke tom mengde A C R siges at vere opad begraenset (i R), hvis der findes et
b € R, saledes at Va € A: a < b. Ethvert sadant b kaldes et overtal for A. Tilsvarende
siges A at vere nedad begraenset, hvis der findes et undertal b for A, dvs. et b € R
saledes atVa € A: b <a.

Med denne sprogbrug kan Arkimedes’ aksiom formuleres
(1.12) N er ikke opad begreenset i R.

Thi
(T112) < FJzeRVneN:n <z < Ner opad begranset.



TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL 3

De hidtidige aksiomer fremhaever ikke R fremfor f.eks. Q. De gaelder jo alle for Q. Der
skal altsa endnu fgjes noget til, noget som udtrykker, at R lgst sagt er “uden huller”. Vi
veelger “supremumegenskaben”. Det bliver vort sidste aksiom:

(1.13) Enhver ikke tom, opad begrenset mengde A C R har et mindste overtal .

Dette overtal (hvis entydighed er klar) kaldes @vre graense eller supremum for A og
betegnes sup A. Anvendelse af (1.13) pa {—xz | © € A} viser, at en ikke tom, nedad begranset
delmengde A af R har et storste undertal. Det kaldes nedre graense eller infimum for A
og betegnes inf A.

Aksiom (1.13) kaldes undertiden Kontinuitetsaksiomet for R. Vi understreger endnu
en gang, at gyldigheden af dette aksiom er ganske afggrende for, at Matematisk analyse kan
opbygges i en tilfredsstillende form (jf. indledningen til denne §). Udvidelsen fra Q til R er
saledes en ngdvendighed.

Som vigtige eksempler, hvor man udnytter Kontinuitetsaksiomet, kan naevnes den egen-
skab, at kontinuerte funktioner har sammenhaengende veerdimaengde, og ligeledes definitio-
nen af integralet af en kontinuert funktion.

Der findes en raekke andre egenskaber, som lige sa fuldt udtrykker de reelle tals “kon-
tinuitet”, dvs. at “R er uden huller”, i den preaecise forstand, at de kunne veere brugt som
sidste aksiom i stedet for supremumegenskaben (1.13), se §4. Bemeerkning 1.2. (Et trivielt
eksempel: Vi kunne have heeftet os ved infimum i stedet for supremum.)

Bemazerkning 1.1. Arkimedes’ aksiom (1.12) er overflgdigt i vort aksiomsystem, idet det kan bevises ud
fra de gvrige. Det kan altsa slettes blandt aksiomerne og opfgres blandt satningerne om R.

Beviset for (1.12) kan fgres indirekte. Vi antager altsa 7(1.12), dvs. at N er opad begraenset i R, og skal
udlede en modstrid. Vi benytter (1.13) og saetter supN =b. Idet b — 1 < b = supN, er b — 1 ikke et overtal

for N. Der findes altsa et n € N, hvor n > b — 1. Sder n+ 1 > b, men det er i strid med, at b er et overtal
for N. O

De udvidede reelle tal.
I nogle sammenhaenge er det praktisk at faje to nye elementer +00 og —oo til maengden
R af reelle tal. Vi taler da om de udvidede reelle tal

R* =R U {—o00} U {400}.

Ofte skrives +00 blot som oco. De nye elementer indgar pa felgende made, hvad angar
ordning, addition og multiplikation:

—00 < 00, VreR: —oc0 <z, VreR:x <0

Vo € [—o0,00[: T+ (—0) = (—00)+2=—00

Vo e]— 00,00 rT+oo=00+1z =00

vV €]0,00] : T 00 =002 = 00, (—o0) = (—00) = —00

Vz e [—o0,0[:

8

x x
0 =00 =—00, &-(—00)=(—00) =00
0 0=0

0-co=00-0=0,
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Bemeerk, at 0o + (—00) og (—o0) 4 oo forbliver udefineret.
En differens y — x tolkes som y+ (—x). F.eks. er da oo — oo ikke defineret. Endelig seettes

1 — 1
VeeR: £ =1 —0, veeR\{0}: X =2 00, =X = 2 (—c0),
00 —00 r x x
medens 2, —*, = og — ikke defineres, ligesom § ikke defineres for noget x € R*.

Bemaerkning 1.2. Regningen med co og —oco er fastsat under inspiration af greenseovergang med summer,
produkter, differenser og kvotienter (jf. Seetning 2.12 nedenfor). En undtagelse er produkterne 0 - oo, oo - 0,
0-(—00), (—o0) -0, som ud fra nsevnte synspunkt burde lades udefineret. Det er imidlertid hensigtsmaessigt
specielt i mal- og integralteorien at give disse produkter vaerdien 0. Forelgbig kan vi i det mindste bemezerke,
at ethvert produkt xy med =,y € R* har en mening, og at multiplikationen i R* er associativ og kommutativ.

Det kunne maske veere fristende at ssette oo+ (—o0) = (—o00)+ 00 = 0 og dermed give x4y en mening for
alle z,y € R*. Men det ville veere ufornuftigt, idet additionen dog ikke ville veere associativ (sammenhold
f.eks. (0o + (—o0)) + 1 med co+ ((—o0) + 1), ligesom den distributive lov ikke ville gaelde (sammenhold f.eks.
(24 (1)) -comed 2-00+ (—1) - 0).

Hvad regneoperationer angar, er og bliver R* saerdeles klodset at arbejde med. I R ma man som bekendt
passe pa ikke uforvarende at bortforkorte 0 i en ligning, i R* er der meget andet at tage sig i agt for.

I talomradet [0, o] = {0}UR yU{oo}, som vi ofte skal regne i, gar alt dog glat, sa leenge vi kun adderer og
multiplicerer: Begge regneoperationer er her defineret uindskraenket, begge er associative og kommutative,
og den distributive lov gzelder.

Fordelen ved R* fremfor R er, at en raekke resultater i tilknytning til de reelle tals ordning far en meget
enkelt formulering i R*.
Kontinuitetsaksiomet (1.13) far saledes fglgende simple udseende i R*:

(1.13%) Enhver ikke tom delmaengde A af R* har et mindste overtal i R*.

Dette kaldes gvre graense eller supremum for A (i R*) og betegnes sup A. Analogt for nedre graense
eller infimum.

I praksis ma man dog ofte dele op og bruge folgende karakterisering af supremum, hvor vi forudssetter
beR:

supA=1»b

<— VzeA:z<b)ANVe>03zeA:x>b—¢)
SupA =400 <= VceRIz € A:z >c
supA = —o00 <= A={—00}.

Ovelse 1.3. Gennemtank selv denne karakterisering, og formuler en tilsvarende karakterisering af infimum.
Overvej ogsa, at ovenstaende definition af f.eks. sup A (inden for R*) er en udvidelse af den tidligere definition
(inden for R).

Der advares mod forveksling af sup A og stgrste element max A, resp. inf A og min A. Dette geelder
lige fuldt for delmaengder A # @ af R*. Sterste og mindste element max A og min A eksisterer ikke i
almindelighed, derfor arbejder vi med de mere komplicerede begreber sup A og inf A, som altid findes.
Sammenhaengen er, ogsa i R*:

A har et stgrste element <— supA€ A,

og i bekraeftende fald er max A = sup A. Analogt for min A og inf A.
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Bemeseerkning 1.4. Lad os kalde en maengde M C R* konveks, hvis
Vz,2' € M med x < z’: [z,2'] C M.

Der gaelder da: De konvekse delmaengder af R*, der indeholder mere end et punkt, er netop intervallerne
pa R*.
Bevis. Et interval pa R* er af formen [a, b], [a, b], ]a, ] eller |a,b] med a < b,a,b € R*. T alle fire tilfeelde er
det klart, at der er tale om en konveks maengde.

Antag omvendt, at M er en konveks delmaengde af R*, der indeholder mere end et punkt. Vi definerer

a,be R* ved
a = inf M, b=supM

og bemszerker, at a < b. Der er nu fire muligheder:

(i) a,b € M. Isa fald er det klart, at M = [a, b].

(il) a € M, b¢ M. 1safald er M = [a,b][. Thi det er klart, at M C [a,b[. Og omvendt: Er z € [a,b], s&
er x < b, og derfor findes et m € M, s& at m > x. Da M er konveks, er x € [a,n] C M. Dette viser, at
[a,b[C M.

I de resterende tilfeelde (iii) a ¢ M, b € M, resp. (iv) a ¢ M, b ¢ M, indses, at M = ]a,b], henh.
M =]a,b|. d

NB.IQ* = QU{—o00,+00} geelder ikke et tilsvarende resultat. Der er langt flere Q *-konvekse maengder end

intervaller af Q™.
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§2. REELLE TALFQLGER

Reelle talfglger og punktfalger.

En funktion eller afbildning ¢ med maengden N af naturlige tal som definitionsmaengde
kaldes ogsa en folge. Funktionsverdien eller billedet svarende til vilkarligt n € N kaldes
det n-te element i folgen og betegnes gerne x,,ay el.lign., i stedet for p(n). Folgen ¢
skrives tilsvarende (xy,)nen, evt. blot (x,), eller mere malende x1,x2,...,Zp,..., evt. blot
L1yX2y...

Er fglgens elementer reelle tal, taler man om en reel talfglge eller en fglge i R, tilhgrer
de et talrum R¥ eller det geometriske rum, siger man punktfglge. Elementerne i en folge
kan ogsa veere funktioner; man taler da om en funktionsfaglge.

Eksempel 2.1. Nogle simple eksempler pa talfslger er

(2.1) 1, 2, 3, 4,. (xn =n),

(2.2) 1, =2, 3, —4,... (zn, = (=1)""'n),

(2.3) 1, i, 4 i (zn = 1),

(2.4) 1, 0, 1, 0,.. (2 = S(1+ (=1)"71)),
(2.5) 2, 3, 5, 7,. (x, = det n-te primtal).

)

(2.6) ! %

p

hvis elementer praecist udger QN ]0, 1], hvert skrevet pa uforkortelig form o med p,q € N.

Eksempel 2.2. Fglger kan vaeret givet rekursivt, hvor det n-te element ved en rekursi-
onsformel er bestemt ud fra det (eller de) neermest foregaende samt evt. nummeret n. Det
(eller de) forste element(er) i folgen ma fastleegges explicit. F.eks. er fakultetfglgen

1, 2, 6, 24, 120,... (X, =n!)
givet ved udgangselementet r; = 1 og rekursionsformlen
Ty = NTp—1, n>2.
Med udgangselementerne F; = F» = 1 og rekursionsformlen
(2.7) F,=F, o+ F, 1, n>3,
fas fglgen af sakaldte Fibonacci tal:

1,1,2,3,5, 8, 13,... .

Konvergente talfglger og punktfslger har vor seerlige interesse:
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Definition 2.3. En folge (x,,) i R siges at have a € R som greensevaerdi (eller graense-
punkt ), og vi skriver
Ty — a forn — oo, kort x, — a,

hvis
(2.8) Ve e RyIN € N: |z, —a| <e for allen > N.

(Sagt med ord: For ethvert positivt € findes et nummer N, sa at |z, — a| < e for alle n
storre end dette nummer. Billedligt talt: Hver gang “fjenden” presenterer et € > 0, kan vi
“afparere” dette med et N, for hvilket der gelder at |x,, —a| < e forn > N.)

Nar der er en grenseverdi (i R), siges folgen at vere konvergent. Ellers kaldes den
divergent.

Ordret samme definition bruges med R¥ i stedet for R, blot taler man da helst om graen-
sepunkt eller graensevektor, og |z, — a| laeses som afstanden mellem z,, og a, ogsa
betegnet |z, — al, hvor |ly|| = (47 + 3 +--- + y3)'/*.

I Eksempel 2.1 er talfglgen (2.3) konvergent med graenseveerdien 0, de gvrige er divergente.

Bemezerk, at i Definition 2.3 kan “< &”erstattes med “< €”, og “> N” med “> N”, uden
at virkningen sendres.

Nar en fglge (z,,) i R* og a € R¥ er givet, er (|z,, — a|) en reel talfglge. Det er klart, at

Ty — a0 = |z, —a| —0.
For to folger (z,,) og (yn ), der har en “feelles hale”, dvs. hvor 3M, N € NVp € N: xpryp, =

YN+p, geelder naturligvis
Ty — Q@ < Yy — Q.

Enhver konvergent fglge (x,,) er begraenset, dvs. maengden {z,, | n € N} er begrenset.
Thi nar N € N afparerer ¢ = 1 i henhold til definitionen pa x,, — a, er

(2.9) |z | < M = max{|x1],...,|xN]|,|a] + 1} for alle n € N.

Derimod er en begraenset fplge naturligvis ikke i almindelighed konvergent. (Eksempel:
talfplgen (2.4) i Eksempel 2.1.)

Bemaerkning 2.4. Lad os sammenholde Definition 2.3 med definitionerne vedr. graense-
overgang for funktioner f pa R:
Man siger, at f(x) — A for x — a (i ord: f(z) gar mod A for x gaende mod a), nar

(2.10) VeeRyII Ryt |f(x) — Al < e for |x —a|] < 4.

Funktionen f siges at veere kontinuert i a, nar f(x) — f(a) for x — a. Funktionen f
siges at veere kontinuert, nar f er kontinuert i ethvert punkt a.
Man siger, at f(x) — A for x — oo, nar

(2.11) VeeRiIN eR:|f(x) — Al < e for z > N.

Den sidste definition bliver til Definition 2.3, nar definitionsmeaengden for f indskraenkes fra
R til N.

For fglger i R og R* geelder:
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Szetning 2.5 ENTYDIGHED AF GRENSEPUNKT. En folge (x,,) i R¥ kan hgjst have ét gren-
sepunkt.

Et eventuelt graensepunkt kan da omtales som graensepunktet eller graensevaerdien. Vi

betegner det
lim x,, kort: limx, .

n—oo

Bewvis. Idet vi antager x,, — a’ € R* og z,, — a” € R*, gaelder det om at vise, at a’ = a”,
dvs. |a’ —a”’"| = 0. Og det fas, hvis vi kan vise, at |a’ — a”’| < € for ethvert € € R,
For vilkarligt € € R udnytter vi, at der findes et n € N, saledes at

£

9
2 ’

og |z, —d"| < 5

|z, —d| <

thi sa fglger

/

ld' —d"| < |d —xp| + |2, —d'| <e.

Vi kan blot veelge n > max{N’, N}, hvor N’ og N afparerer § i henhold til definitionen
af konvergens mod a’ og a”. O

Seetning 2.6. KOORDINATVIS GRENSEOVERGANG. Lad x,, = (Tn1, -+ ,Tnk) vere en folge
i R¥, og lad a = (ay,--- ,a) € RF. Der gelder at

Ty — a forn — o0 <= x,; — a; forn — oo, for hverti=1,--- k.

Bewis. Bemeaerk, at
20— a] = ((Tn1 — a1)? + -+ + (T — ax)?)"/?

for hvert n. Da saledes
|xni — ai| < |z, —al for hvert i,

er “ = 7 oplagt: For et givet ¢ > 0 findes et N, sa |z, — a| < & for n > N; det samme N
kan bruges pa fglgen x,,;, for hvert i.
Vi viser “ <=" saledes: Til et givet € > 0 findes for hvert i et N;, sa at |z,; — a;| < ik

\/_
for n > N;. Men sa er
&2 &2 1/2
o< (2 2)

k k
for n > N, hvor N = max{Ny,---, Ni}. O

Saetning 2.7. REGNING MED GRAENSEVERDIER. Antag, at

t, —z€R* y, -yeR¥ oy a, —acR.
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Da gelder:

Tn Y — LY,
Tp *Yn — T Y,
|Zn| — |2,

AnTy — AT .

Hvis a # 0, geelder desuden

!

8
3
QIR |-

v)  —
(vi)  —

!

nar vi negligerer de hgjst endelig mange n, hvor a, = 0.

Bevis. For k =1 gar beviserne saledes:
Til (i) bemeerkes, at

(@ £yn) — (£ y)| = [(@n — @) & (Yo —Y)| < 20 — 2| + |y — yl.

Dette er < e, nar N veelges sa stor, at |z, — x| < § og |y, —y| < § for n > N.
Til (ii) (og (iv)) bemaerkes, at

|$nyn - :z;y| = ’xnyn —TnY +TpyY — J;y’
< znllyn =yl + |20 — 2| |y|
< M|yn - y| + (’y’ + 1)’1'” - $|7

hvor M vealges som i (2.9). Dette er < € for n > N, nar N velges sa stor, at |z, — x| <
m,|yn—y| < ﬁ, forn > M.
Til (iii) bemaerkes, at da

0| = |on — 2+ 2| < |20 — 2| + |2,
2| = |z — n + 20| < |20 — 2| + |20,
er
(212 ol = foal| < Jz ],

hvoraf udsagnet fas.
Til (v) veelger vi forst No € N, sé at |a,, — a| < 3]a| for n > Ny og dermed, ved (2.12),

jan] = la| > —lan —a| > —3lal,
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sa at
1 2
an| 2 Slal, — < .
|an| ~ |al
Sa er
1 1 a— an 2
— === < —3lan —al,
an, a ana |al

2
som er < g, nar N > Ny veelges sa stor at |a,, — a| < % for n > N.

(vi) folger nu af (i), nar vi seetter y, = --.

For k > 1 fas (i), (iv) og (vi) ved brug af de forrige resultater koordinatvis. Til (ii) og
(iii) benytter vi, idet

x-y=z1y1 + -+ xpyr (det seedvanlige skalarprodukt i Rk),
2| =V -z =22+ +22)"/? (den euklidiske norm pa R¥),

at ulighederne

(2.13) |z - y| < |z||y| (Cauchy-Schwarz’ ulighed)

(2.14) |z 4+ y| < ||+ |y| (trekantsuligheden)

geelder for x,y € R¥. (2.13) ses ved udregning af (z - y)2 og (z - z)(y - y) og sammenligning.
(2.14) folger sa af, at
etyl?=(@+y) (r+y)=z-a+y-y+2a-y
< |z + [yl* + 2la [y = (Jz| + [y])*.
Ved brug af (2.14) ses, at
||| = |2]] < |20 — 2

geelder som i tilfeeldet k£ = 1, hvorefter beviset for (ii) gennemfgres som ovenfor. Ved brug
af (2.13) generaliseres ovenstaende bevis for (iii) til tilfeeldet k& > 1. O

Bemzerkning 2.8. Nar vi om en funktion f: [1,00[ — R* ved, at f(z) — ¢ € R* for
x — 00, sa vil specielt f(n) — ¢ for n — oo, n € N, dvs. fglgen

FO), £, S (),

er konvergent med graensepunkt c. Det geelder, fordi konvergensegenskaben bevares, nar x
indskraenkes til den mindre meengde N, jf. Bemaerkning 2.4.
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Eksempel 2.9. For n — oo har vi fra kendskabet til de tilsvarende funktioner af = € R,
at

(i) b" — Onar —1<b<1,

1
(ii) — — O nar a > 0,
n
1
(i)  —=2 0 nira>0,
n
na
(iv) b—n—>0néra>0,b>1.
Seetning 2.10. Lad
L1,L2y.0.3Lp, " — QA

veere en konvergent folge i R, lad folgens elementer x,, sdvel som grensepunktet a tilhore
mengden A CR* og lad f: A — R™ vere kontinuert i a. Da gelder

f(@1), f(@2), ..., f(an), - — f(a)
Som oplagte eksempler i tilfeeldet £ = m = 1 kan vi naevne, at da % — 0 for n — oo,
folger
tan% —tan0=0, V2=2""_—-5209=1, osv.

Seaetningen er blot et specialtilfaelde af graenseovergang med sammensat afbildning, men
lad os alligevel udfgre beviset.

Beuwis. Til vilkarligt ¢ € R taenkes valgt et 6 € R, saledes at

|f(z) — f(a)| <efor allex € Amed |z —a| <.

Til det valgte 0 kan nu findes et N € N, saledes at |z, —a| < J for alle n > N.
For hvert n > N er sa z,, € A, |z, —a| < ¢, og dermed

[f(xn) = fla)] <e.

Eksempel 2.11.
1) Talfplgen ({/n)nen = 1,V2,V/3,... er konvergent med graenseveerdien 1,

Yn — 1forn — co.
Thi ¢/n=n'/" = exp(% logn). Og da %logn — 0, og exp: R — R er kontinuert i 0, geelder

exp(Llogn) — exp0 =1 for n — oco.
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2) For hvert » € R er talfglgen ((1+ £)"),en konvergent med graenseveerdien e = exp ,

(14 2)" — e for n — occ.

Thi for n > —x er log(1 + )" = nlog(1 + %), dvs.
(14 )" = exp(nlog( + 2)).

Da nu
log(1+4 )

z
n

nlog(l+2)==x — zlog'(1) = =,

n

— regningen forudsaetter x # 0, men resultatet gor det ikke — og da exp: R — R er
kontinuert i x, geelder

exp(nlog(1 + E)) — expzT.
n

Fglgende szetning viser, at kontinuitet kan karakteriseres ved fglger, i stedet for ved ¢, §-definitionen.

Ssetning 2.12. Lad f: A — R™ vere defineret i en mangde A CR* og lad a € A. Da galder

f er kontinuert i a <= f(xn) — f(a) for enhver folge (zr) i A, hvor z, — a.

Bevis. Saetning 2.11 udtrykker netop rigtigheden af “ = ”. Den modsatte implikation “ <= " viser vi pa
kontraponeret form. Vi antager altsa, at f ikke er kontinuert i a, og skal sa godtggre eksistensen af en fglge
(zn) 1 A, hvor x,, — a, medens (f(xy)) ikke har greensepunktet f(a). Antagelsen er, at der findeset € € Ry,
som ikke kan afpareres:

Je e RiVS € Ry : |f(x) — f(a)] > € for mindst et z € A med |z —a| <.

For et sadant € betragter vi § = %, n=1,2,..., og teenker os valgt ©,, € A med |z, —a| < %, hvor
|f(zn) — f(a)] > €. Det giver en fglge (z5) i A med x,, — a, hvor det ikke geelder, at f(zn) — f(a). |

Medens det hidtil ikke gjorde nogen forskel, om vi betragtede fplger i R eller R¥, har
folgende definition naturligvis kun mening for k = 1.

Definition 2.13. For en folge (x,,) i R skriver man

Ty — 400 forn — oo, kort x, — +00,

huvis VYVae RAN e N: z, > a for allen > N,
henh. Ty — —o00 forn — oo, kortx, — —o0,
huvis YVae RAN e N: z, <a for allen > N.

Her som andre steder tillader man sig at skrive oo i stedet for +oo, altsa z,, — oo i stedet
for z,, — +o0.
I Eksempel 2.1 geelder z,, — oo for fglgerne (2.1) og (2.5).



TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL 13

NB. Folger (x,) i R, hvor z,, — oo eller x,, — —o0, kaldes dog divergente (i R).

For folger (z,) i R4 (henh. R_) geelder abenbart
1 1
Tp — +00 <= — — 0 (henh. z,, > —0 <= — —0).
Tn Tn
Ved vi om en funktion f: [1,00[— R, at f(z) — oo (henh. —oc0) for © — oo, da geelder
specielt f(n) — oo (henh. —o0) for n — oo, n € N, dvs.

f(),f(2),...,f(n),-+ =00 (henh. —c0).

Eksempel 2.14. For n — oo har vi

(i) logn — oo,
(ii) b"™ — oo nar b > 1,
(iii) n® — oo mnar a > 0.

Stgrrelsesorden.

Definition 2.15. Lad f og g vere funktioner pa et interval |a, o] .
Man skriver, at

f(x) = O(g(x)) for z — o0

(sagt med ord: f er store O af g for x gaende mod uendelig), nar der findes en konstant M
og et xg > a, sa g(x) # 0 for x > xy og

f(x)

< M for x > xg.
g9(z)

Man skriver, at
f(z) = o(g(z)) for v — oo
(sagt med ord: f er lille o af g for x gaende mod uendelig), nar g(x) # 0 for tilstrekkeligt
store x, og
f(@)

——= — 0 for x — oo.
g(x)
Lignende begreber bruges for et intervalendepunkt:

Definition 2.16. Lad f og g veere funktioner pa et interval [a,b[. Man skriver, at

f(x) = O(g(x)) for z — 0,
nar der findes en konstant M og et xo € [a,b] sa g(x) # 0 for x € [xo,b] og

f(x)

< M for x > xg.
g9(z)

Man skriver, at
f(z) = olg(x)) for x — b,
nar g(x) # 0 for x > xq for et vist xg € [a,b], og

M — 0 for x — 0.
9(x)

Meget lignende som Definition 2.15 definerer vi for talfglgen:
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Definition 2.17. Lad (z,) og (yn) vere talfolger. Man siger, at
Zpn = O(yp) forn — oo
nar der findes en konstant M og et nummer N, sa y, # 0 forn > N og

Tn
Yn

< M forn > N.

Man siger, at
Ty, = 0(yn) for n — oo,

nar y, # 0 for n > N for et vist N, og

In
— — 0 for n — oo.
Yn

Hvis x, = f(n) og y, = g(n), hvor f(x) og g(x) er defineret for x € [1,00[, og vi har
et udsagn som i Definition 2.15 om stgrrelsesforholdet mellem f og g for z — oo, sa geelder
det tilsvarende udsagn i Definition 2.17 om (z,,) og (y»), jvf. Bemeerkning 2.8. F.eks. kan
udsagnene i Eksempel 2.9 skrives:

) b" = o(1) for n — oo, nar |b| < 1.

1

) E:o(l)fornﬁoo,néra>0.

i) logn = o(n®) for n — oo, nar a > 0.
)

n® = o(b") for n — oo, nar a >0, b > 1.

Talfglger i R*.
Skgnt det er talfslger i R, der har vor egentlige interesse, er det i nogle sammenhange

teknisk set en fordel at arbejde med talfglger i R* = [—00,00]|. Vi accepterer da talfglger
som f.eks.
(2.15) 00,0, —00,0,00,0, —00, ... .

For talfglger (z,) i R* opretholder vi ordret definitionerne ovenfor af
T, —a€R, =z, — 400 og x, — —00.

I alle tre tilfeelde vil vi sige, at (x,) har en graenseveerdi i R* og benytte betegnelsen lim x,, .

Men bemeerk: Siger vi, at en fglge (z,) i R er konvergent, menes altid konvergent i R. Her
er nogle nyttige regler.
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Seetning 2.18. Lad (x,,), (Yn), (z2n) vere folger i R* og lad x,y € R*.
1. Antag, at x, < yn < 2y, for allen € N. Da gelder:

(Tn =Y N 2n—=Y) = Un— Y-

2. En speciel variant heraf er folgende:
Antag, at zp, >0 og |yn| < 2z, for allen € N. Da gelder:

Zn — 0 = y, — 0.

3. Antag, at x,, — x 09 y, — y. Da geelder:

(Vn:z, <yp,) = z<y.

4. Specielle varianter heraf er folgende:
Antag, at x,, — x. Da gelder for a,b € R*:

(Vn:z, <b) = x<b, (Vn:z, >a) = z>a.

Ovelse 2.19. Bevis disse regler. Vink: I 1. deles i tilfeeldene y € R, y = 00, y = —o0. 1 3.
kontraponeres, hvorpa man deler i tilfselde.

ADVARSEL til regel 3. og 4. Som trivielle modeksempler viser, gaelder der ikke tilsvarende
regler med skarpe ulighedstegn.

I R* er der naturligt nok komplikationer med “regning med greensevaerdier”. (Ssetning 2.7* nedenfor.)
Der er jo allerede problemer med selve regneoperationerne. Til gengaeld er bl.a. Saetning 2.21* veesentlig
enklere, end om vi havde holdt os til R.

Ved sumfalgen af to fglger () og (yn) 1 R* forstas folgen (zn +yn), forudsat at xy, +yy, er defineret for
ethvert n € N. Tilsvarende defineres differensfglgen (x, —yy ), produktfglgen (x,yy) og kvotientfalgen
(zn /yn), stadig under forudssetning af, at n, — Yn, Tnyn 0g Tn/yn er defineret for ethvert n € N.

Saetning 2.7*. Lad (xy) og (yn) vere folger i R*, for hvilke xn, — x € R* og yn, — y € R*. Da gelder
|zn| — |zl
for sum-, differens- og kvotientfolgen geelder
Tntyn > T+Y, Tn—Yn > T—Y, Tn/yn — T/Y,
forudsat disse folger og de pastaede grenseverdier er defineret, og for produktfslgen gelder
InYn — XY,

forudsat zy ikke har formen 0 - oo, 00 -0, 0 (—o0) eller (—o0) - 0.

Bewvis. Vi vil ngjes med at vise multiplikationsreglen. Vi méa skelne mellem tre tilfzelde:
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(i) z,y € R. Her er vi i virkeligheden pa “hjemmebane”, idet ogsa xn,yn € R, blot n er tilpas stor. Vi har
sa
TnYn — Y = Tn(Yn —Y) + (Tn — )y

og dermed
[Tnyn — 2yl < |Tn| |Yyn — Yyl + |20 — 2| [y].

Her er faktoren |z, | mindre bekvem end det faste |y|, men den kan erstattes med |z|+1, sa snart |z, —x| < 1.
Da er jo
|en| < |zn — |+ |z] < 14 |z|.

Lad nu € €]0, 2] veere givet. Da 2, — = 0g yn — Yy, findes Ny, Ny € N, séledes at

e/2
|zn — x| < / for n > N,
lyl +1
og
e/2
-yl < for n > N, .
lyn — vl 1z + 1 Yy

For hvert n > N = max{Nz, Ny} er @n,yn € R, sdledes at den indledende regning geelder, og desuden
|zn, — x| < e/2 <1, saledes at vurderingen kan fortssettes

I £
|Tnyn — 2yl < (|z] + Dlyn —yl + |zn — 2| Jy| < stg=¢

Hermed er vist, at nyn — xy. (Sml. s.I1.2.3. Hvorfor er det nok at betragte € €]0,2]?)

(ii) € R4,y = oo (tilfeeldene z € Ry, y = —oco og # € R_,y = +o0 vises analogt). Lad a € Ry veere givet,
og sxet e = % Da xp — x og yn — +o00, findes Nz, Ny € N, saledes at

Ty € |Jx—e,x+¢€[=]g,3¢] for n > Ng, yn>g for n> Ny.
€

For n > N = max{Nz, Ny} gelder da xnyn > a. Hermed er det gnskede vist. (Hvorfor er det nok at
betragte a € R47)

(ili) z = y = oo (tilfeeldene z = y = —o0 0og © = —y = Foo vises analogt). Lad a € Ry vaere givet. Da
Tp — 00 08 Yn — 00, findes Ny, Ny € N, sdledes at

zn >+Va for n > Ny, yn >+a for n > Ny.

For n > N = max{N_, Ny} geelder da z,y, > a. Hermed er det gnskede vist. O

Monotone talfglger.
En meget speciel, men vigtig type reelle talfglger er de monotone. De udmeerker sig ved
yderst enkle konvergensforhold, jf. Seetning 2.21 og 2.21* nedenfor.

Definition 2.20. En folge (z,,) i R* kaldes voksende, hvis x,, < x,,41 for allen € N. Den
kaldes strengt voksende, hvis x,, < x,+1 for alle n € N.

Definitionen pa en aftagende, henh. strengt aftagende fglge i R* er ganske analog.
En fglge i R* kaldes monoton, hvis den er voksende eller aftagende, og den kaldes strengt
monoton, hvis den er strengt voksende eller strengt aftagende.

Vi holder os forst til R:



TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL 17

Seetning 2.21. En voksende folge (x,,) i R er konvergent, blot den er opad begrenset. Og
der geelder da
limz,, = supx,, =sup{z, | n € N}.

Triviel tilfgjelse: For en voksende folge (z,) i R, der ikke er opad begrenset, gelder
Ty — +00.

Beuvis for Setning 2.21. Vi paviser konvergensen ved brug af definitionen. Det kraever, at vi
har en kandidat til graensevaerdien. Og den far vi fra Kontinuitetsaksiomet (1.13): Nar folgen
(x,) er opad begraenset, dvs. mengden A = {x,, | n € N} er opad begraenset, eksisterer gvre
greense ¢ = sup A = supz,, € R.

Lad nu € € Ry veere givet. Da ¢ — € ikke er et overtal for A, findes der et N € N, hvor
xny > c—e. Forn > N geaelder sa

Ty >IN >C—E.
Men for alle n € N er jo z,, < sup A = c¢. Altsa geelder for n > N, at
Ty €lc—¢e,c] Cle—e,c+€.

Hermed er vist, at x,, — ¢ = sup A.

Bevis for tilfojelse. Lad a € R veere givet. Da a ikke er et overtal for A = {x,, | n € N},
findes der et N € N, hvor xny > a. For n > N gelder sa z,, > zn > a.

I R* far vi fglgende simple formulering:

Saetning 2.21*. Enhver voksende folge (zy) 1 R* har en grenseverdi i R* = [—oo, 00|, nemlig
limxy, = supzy = sup{zn | n € N}.

Seetning 2.21* daekker bade Sezetning 2.21 og tilfgjelsen.

Vil man starte beviset forfra, har vi nu den forenkling, at ¢ = supz,, € R* uden videre eksisterer (aksiom
1.13*). Alligevel ma vi skelne mellem tre tilfaelde:
(i) ¢ =supzy € R. Lad € € R4 veere givet og fortseet ordret som i beviset for Szetning 2.18.
(ii) ¢ = supzy = +oo. Beviset for tilfgjelsen benyttes ordret.

(iii) ¢ = supxy = —oo. Her er x,, = —oo for alle n € N, og dermed gelder x,, — —oo0.

For aftagende fglger geelder naturligvis analoge resultater.

Eksempel 2.22. Lad fglgen (z,) veere givet rekursivt ved udgangselementet z; = 0 og

rekursionsformlen
Tny1 =V1+zH, n>1.

Vi vil vise, at (z,) =0, 1, v/2,V 14+ v2,... er konvergent, og finde graensevaerdien.
Rekursionsformlen kan skrives z,+1 = f(z,), hvor funktionen ¢t — f(t) = /1+1¢,t €
[—1, 00, afbilder halvlinien [0, 00] ind i sig selv. Det er dermed klart, dels at rekursionen
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“bliver ved at lgbe”, sa der virkelig er fastlagt en folge (x,) i R, dels at z,, > 0 for alle
n € N.
Vi vil fgrst vise, hvorledes man under forudsaetning af, at (x,) er konvergent, kan
bestemme graenseveerdien r € R. Fremgangsmaden beror pa, at fglgen er givet rekursivt.
Antag altsa x,, — = € R. Idet z,, > 0 for alle n, er ogsa > 0. (Seetning 2.18 regel 4.)
Og da f er kontinuert, specielt i x, fas af Seetning 2.10, at f(x,) — f(x), dvs.

Tny1 =V1+z, = V142!

Men folgen (x,,4+1) = z2,23,...,%n41,... har jo samme graenseveerdi x som folgen (z,),

dvs. xp11 — x. Altsa er
vVit+r=x

og dermed 1+ z = x2, hvorfor z ma veere et af tallene (1 —+/5), 2(1++v/5). Daz >0, ma
det veere det sidste.
Hermed har vi vist, at hvis (z,,) er konvergent, sa er graenseveerdien (1++/5). Men om
(x,) faktisk er konvergent, ved vi endnu ikke. Det kan vi imidlertid indse ved Seetning 2.21:
Bemeerk (jf. figur), at

—1<t<ft) < i1 +V5) for —1<t<i(1+V5).

Da 1 = 0, 22 = f(z1),...,Zpt1 = f(n),..., fremgar dels, at z, € [-1,1(1 +/5)[ for
alle n € N, dels at z,, < z,,4+1, saledes at (z,,) er (opad) begraenset og strengt voksende og

dermed konvergent.
Hermed er godtgjort, at @, — 1(1 + V5).

N&r (x,)nen er en given punktfglge i R¥, og
np<ng <-o-<ny < -

er en voksende fplge af naturlige tal, kan vi danne en ny folge (x,,)yen ved at udtage
elementerne med numre ny,ns,-- - , det kaldes en delfglge af den oprindelige fglge.
Man har somme tider brug for fglgende begreb:
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Definition 2.23. FEt punkt x € R* siges at vere et fortsetningspunkt for en given punkt-
folge (xn)nen i RF, ndr (z,)nen har en delfolge (%n, )pen, som konvergerer mod x.

Saetning 2.24. Et punkt x er fortetningspunkt for (xy), netop ndar der gelder:

(2.16) Ve € Ry |z —zn| <e for uendelig mange n € N.

Bevis. Hvis (zn,)pen er en delfglge af (zn)n,en som konvergerer mod x, s& opfylder = (2.16) ovenfor, da der
for hvert € € R4 findes P € N sa
|z — xn,| <e for p>P.
11 ...
I 2 ) 3 )
Til e = % findes en uendelig delmaengde My, af N, sa |z — xp| < % for n € My. Det er klart, at

Antag omvendt, at  opfylder (2.16). Vi anvender udsagnet for £ = 1

My DMyD---DMpD---
for p € N. Da hver af meengderne M), har uendeligt mange elementer, vil {j € M), | j > a} stadig vaere en
uendelig maengde, ligegyldigt hvor stor a vaelges. Nu veelges n1 € M7, og dernaest ng € Mo med ng > ny,
og sa videre successivt, sa vi far en fglge

np<ng<--<np< -

med np € Mp. Sd er (xn, )pen en delfglge af (zn),en, som konvergerer mod x.



20 TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL

§3. UENDELIGE REKKER

Uendelige rzekker i R og i R*.

Givet en folge (an) = a1,a2,...,an,... i R.

Vi vil se pa, om man pa rimelig made kan definere en sum af fglgens elementer. Fgrst
udskiftes betegnelser og navn for at markere, at vi har spgrgsmalet om en mulig addition af
elementerne a,, i tankerne. Som ny betegnelse bruges

Zan eller a1 +as+---4+an+...,

n=1

og man siger, at der foreligger en uendelig raekke eller blot en raekke. Man kalder a,, for
reekkens n'’te led.

Vi begynder sa at addere fra en ende af: Til a; lsegger vi as, derpa as, osv. Ganske vist
nar vi aldrig vejs ende, men der fastlaegges dog en folge (s,,), givet ved

S1=ai, So=aj1+ag, -+, Sp+1 = Sp +any1,--- for n € N.

Man kalder "
Sn ZZCLJ' =a1+ax+ - +an
j=1
for det n’te afsnit af rackken Z;O:l ap, 0g (Sn)nen kaldes raekkens afsnitsfolge.
Definition 3.1. En rekke Y -, an, med led a, € R siges at vere konvergent eller di-

vergent, efter som den tilsvarende afsnitsfolge (sn)nen er konvergent eller divergent. Er
reekken konvergent, kaldes grenseverdien s = lim s, for rekkens sum.

Ovenstaende kan laeses ordret med R* i stedet for R.

Bemszerk, at det kun er visse raekker, vi tilleegger en sum. Bemeerk ogsa, at leddenes
raekkefglge spiller en rolle i definitionen. Vi skal senere se, at rackkefglgen kan veere afggrende
bade for spgrgsmalet om konvergens eller divergens og for den eventuelle sum.

NB. For en konvergent reekke tillader man sig at skrive

Zan eller a1 +as+---+a,+ ...

n=1

i to betydninger:
1. Som betegnelse for raekken (som ovenfor).

2. Som betegnelse for raekkens sum. Man skriver altsa

s:Zan:a1+a2+~~—|—an....

n=1
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Eksempel 3.2. Rakken

i S S S S
nzln(n—l—l)_lﬂ 2-3 nn+1)

er konvergent med sum 1, thi det n’te afsnit er

O AN SR A DS NS U DS
n = 2 2 3 n n+1/) = n+1’

hvorfor s, — 1.

P.S. Undersggelsen gik sa let, fordi vi ved en simpel omskrivning m = % — n+_1 af
leddene kunne ggre raekken “teleskopisk”. Pas pa! Find i sadanne tilfselde s,, i stedet for
kritiklgst at lade leddene i parenteserne i selve raekkeudtrykket ga ud mod hinanden. F.eks.

er rekken (1 —2)+(2—1)+ (1 —2) + ... divergent (og ikke konvergent med sum 1).
Et nyttigt resultat til afslgring af “grove” tilfeelde af divergens:

Seetning 3.3. En ngdvendig betingelse for, at rekken Y .., a, er konvergent, er, at
an — 0.

Bevis. Antag, at >~ a, er konvergent. Sa er fplgerne (s,) = s1,82,... 0g (Snt1) =
S2, 83, ... konvergente med samme graense s, hvorfor differensfolgen (s5,41 — sn) = (an41) er
konvergent med greensevaerdien s — s = 0. O

Betingelsen er ikke tilstreekkelig. F.eks. er raekken > 7 | 1/4/n divergent, skgnt 1/y/n —
0. Vi har nemlig

(3.1) sn:ZU\/}zZl/\/_:\/ﬁ, sd at s, — 00.

Eksempel 3.4. For a € R, ¢ € R betragtes den uendelige kvotientrackke

oo
Zaq”:a—l—aq—l—-“—l—aq”—i—...,

n=0

hvor vi for bekvemmeligheds skyld har benyttet Ng = {0} UN som indeksmaengde i stedet
for N.

For a = 0 er det nulrackken, som klart er konvergent med sum 0.

For a # 0 er rekken konvergent med sum

oo
(3:2) s=aq" =7 mir lg| <1,
n=0

men divergent, nar |q| > 1.
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I tilfzeldet |g| < 1 benytter vi den velkendte udregning

(x—y)(x”+x”_1y+“‘+xy”_1 +yn):xn+1 +:L‘”y+~~—i—xy”

_xny_...—xyn—y
—|—1_yn—|—1,

n+1
_= xn
der medfgrer, at

(3 3) n n—1 n—1 n __ $n+1 _yn—|—1 o
. x4+ y+ -+ oy +y _—x—y nar r # y.

Den giver, for x =1 og y = q, at

I tilfeeldet |g| > 1 gar leddene agq™ ikke mod 0.

Eksempel 3.5. Achilleus og skildpadden. P& besgg i Athen omkring 450 f.Kr. stillede Zenon fra Elea
filosofferne over for folgende paradoks:
“Hvis Achilleus og en skildpadde lgber om kap, og skildpadden har et forspring, da kan Achilleus aldrig
indhente den. Thi medens han Igber fra sit startpunkt til skildpaddens, har skildpadden bevaget sig et
vist stykke. Og medens Achilleus lgber dette stykke, bevaeger skildpadden sig videre, og saledes i det
uendelige. Altsa kan Achilleus lgbe uendeligt uden at overhale skildpadden.”

Lad os sige, at Achilleus lgber p gange sa hurtigt som skildpadden, p > 1, og at denne starter med
forspringet a. Faktisk indhenter Achilleus da skildpadden efter at have lgbet straekningen x = a/(1 — p~1),
som er lgsning til ligningen x = p(x — a). Men lad os se, hvad vi kommer til ved at folge Zenons tankegang:
Fgrst lgber Achilleus distancen a og skildpadden stykket ap~!, dernzest lgber Achilleus ap~—! og skildpadden
ap—2, osv. For Achilleus bliver det i alt

o0
a+ap_1+~--+ap_”+~~~=Zap_”-
n=0

Her er ganske vist uendelig mange led, men summen er dog ikke oo, som Zenon siger, men a/(1 —p~1),
jf. Eksempel 3.4. Samtidig bevaeger skildpadden sig stykket

ap™t +ap Pt dap " =apT /(-7

Forskellen er a/(1—p~1)—ap~ (1 —p~!) = a. Achilleus indhenter alts& netop skildpadden efter at have
lgbet distancen a/(1 — p~!). Vor handtering af summer med en uendelig fglge af led har siledes fgrt til det
rette resultat.

Definition 3.1 fgrer spgrgsmal vedrgrende raekkers konvergens og eventuelle sum tilbage til
deres afsnitsfolger. Mange resultater om fglger kan derfor umiddelbart overfgres til reekker.
Saledes gaelder
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Seetning 3.6. Lad >~ an 09 Y .o, by vere rekker i RF, som er konvergente med summer
s ogt, oglad A € R. Da gelder

(1) Yoo (an +by) er konvergent med sum s + t.

(ii) >°0°, Aan er konvergent med sum As.
Bevis. (i) Idet afsnitsfolgerne for > 7 a, og Y .. b, betegnes (s,) og (t,), har
> (an + by) afsnitsfelgen (s, + ¢,). Og af s, — s, t, — t folger s, +t, — s+t

(Seetning 2.7).
(ii) Reekken > | Aay, har afsnitsfolgen (As,,). Og af s,, — s folger As, — As. O

Bemaerkning 3.7. Sletter man de N forste led i en raekke Y °° | ay,, fremkommer den N'te
restraekke

aN+1+ani2+ -+ anip + E AN4p = E an .
n=N-+1

Den er konvergent eller divergent, efter som den oprlndehge reekke er det, og i konvergen-
stilfeeldet er summerne forbundet med ligningen

o) N o)
E Ay = E ayn + E Ay, -
n=1 n=1

n=N-+1

Pastanden fglger af

N+p N+p
Zan—Zan >
n=N-+1

ved graenseovergangen p — oQ.

Rakker af positive led.
En raekke Zzozl an, hvor a, > 0 for alle n € N, kaldes kort en raekke med positive
led. (Her kan eventuelt a, = +00.) Enhver sadan reekke tilleegges en sum s = Y >~ a, €

[0, 00], nemlig greenseveerdien s € R* for afsnitsfolgen (sn) = (3_;_; a;). Her er s € R nar

afsnitsfglgen konvergerer i R, mens s = oo nar afsnitsfglgen ikke er opad begraenset. Se ogsa
Seaetning 2.21 og 2.21* om voksende talfglger i R*, som tillige giver, at lim s,, = sup s,,. Vi
har altsa

(3.4) s:Zan:limsn:supsn:sup{Zaj | n € N}.

n=1 j=1

Bemeerk, at vi bygger pa Kontinuitetsaksiomet (1.13) (og (1.13%)).
For reekker Y07 an, >, b, af positive led og A € [0, co] geelder

ian—l—b Zan—l—an,ZAan —)\Zan,
n=1 =
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lzest som ligninger mellem raekkesummer. Beviset fores ganske som for Seetning 3.6 ovenfor,
men nu under benyttelse af Seetning 2.7*. Tilfeeldene A = 0 og A = oo verificeres direkte.
For raekker > 07 an, Y .. by af positive led, hvor a, < b, for alle n € N, gelder

naturligvis
oo oo
D an <) ba
n=1 n=1

leest som ulighed mellem raekkesummer. Thi da

n n
Sn = Zaj S Zb] :tn
j=1 j=1

for alle n, kan vi anvende Regel 3 i Saetning 2.18 pa afsnitsfolgerne (s,,) og (tn).

Det er bemerkelsesveerdigt, at summen s af en reekke > 7  a, af positive led kan
karakteriseres pa en made, hvor leddenes raekkefglge ikke spiller ind. Det skal vi nu se.

For enhver endelig delmaengde F # () af N er

max F

E a; < E Gj; = Smax FE -
=1

JEE

Eksempelvis: For E = {7,9,13} er

13
E aj:a7+a9+a13§E a; = 813 -
—1

jeE i=

Derfor vil et overtal for maeengden A = {s,, | n € N} C [0,00] af afsnit tillige veere et
overtal for
B={) aj|E#0, ECN, E endelig} .
jEE
Det omvendte er klart, da A C B. Ethvert afsnit s, kan jo skrives > jer 4j med F =

{1,2,...,n}.
Da A og B saledes har de samme overtal, er sup B = supA. Sammenholdt med
ZZO:1 a, = sup s, = sup A giver dette

Seetning 3.8. For summen s af en rekke Y | a, af positive led gelder

0o
S = E apn = SUpg E a;,
n=1

jEE
hvor supremum tages over alle endelige delmengder E # () af N.

Resultatet er til ringe nytte, hvor det geelder om at finde summen af en forelagt raekke.
Men eksistensen af en karakterisering, hvor leddenes rakkefslge er uden betydning, har en
vigtig konsekvens:
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Korollar 3.9. Summen af en rekke Y., | a, af positive led endres ikke ved omordning af
leddene.

Omordning af leddene i en reekke Y | a, sker ved en bijektion 7 : N — N. Den
omordnede rakke er

D tr(m) = Grt) + Or) + o Grny o
n=1

Beuvis for Korollar 3.9. Nar E “gennemlgber” alle endelige, ikke tomme delmaengder af N,
vil 7(E) gore det samme. Da nu

Z a‘T(j) = Z ag ,

jEE ker(E)

er det simpelthen de samme summer, der skal tages supremum over ved karakteriseringen
af 3" | Gr(n) 08 Y oo G i henhold til Seetning 3.8. O

Bemaeerkning 3.10. Summer }_ . ;a; med a; € [0, 00].

En funktion ¢ med definitionsmaengde J # () kaldes ogsa en familie. Man skriver da gerne aj,x; eller
lignende i stedet for ¢(j), man kalder J for indeksmzaengden, og familien betegnes (a;) c.s.

Summen ;. ; a; af en familie af positive tal a; € [0, co] med vilkarlig uendelig indeksmeengde J (f.eks.

J = 7 eller J =R) defineres ved
D_aj=sup ) aj,
jeJ JEE
hvor supremum tages over alle endelige delmaengder E # () af J.

Definitionen er tydeligvis inspireret af Seetning 3.8, som i tilfeeldet J = N sikrer, at summen _, v an
stemmer med rakkesummen EZO:1 an =a1 t+ag+---+an+....

Konvergenskriterier for raekker af endelige positive led.

I dette afsnit betragtes raekker Y > | a, af endelige positive led, dvs. a,, € [0,00[. En
sadan raekke kan veere konvergent eller divergent (i R), men den har altid en sum s =
>0 L an €10,00]. Der gaelder

Seetning 3.11. For en rekke Y .., an af endelige positive led, dvs. a, € [0,00] for alle
n €N, er (i), (ii) og (iii) ensbetydende:
(i) rekken Y.~ an er konvergent (i R).
(ii) afsnitsfolgen (s,) = (Z;;l a;) er opad begrenset (i R).
(iii) summen s =73 .-, a, < 00.
Bevis. Da afsnitsfolgen (s,) er en voksende folge i R, er (i) <= (ii) en direkte konsekvens

af Seetning 2.21 med tilfgjelse. Og (ii) <= (iii) fremgar af, at s = sup s,,, som bemeerket i
formel (3.4). O
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Eksempel 3.12. Fora € Ry, g € Ry er kvotientraekken

o0
Zaq”:a—l—aq—l—“‘—l—aq”—l—...

n=0

konvergent eller divergent, efter som ¢ < 1 eller ¢ > 1. (Se Eksempel 3.4.) Summen er

a o
—— <oo nar g<1

o0
Zaq”:{ 1-¢
n=0

00 nar g > 1.

De folgende kriterier (tilstraeekkelige betingelser) til pavisning af konvergens eller divergens
bygger pa Saetning 3.11.

Seetning 3.13. SAMMENLIGNINGSKRITERIET. Lad Y -~ an 09 Y .o by, vere to rekker
med (endelige) positive led, hvor

an < by for alle n > et vist N.

Da gelder

o0 o0
Z bn er konvergent — Z an er konvergent.

n=1 n=1

Pa kontraponeret form

o0 o0
Zan er divergent —> Z bn, er divergent.

n=1 n=1

Beuvis. Vi kan antage a,, < b, for alle n € N, da det er uden betydning for spgrgsmalet om
konvergens af en raekke i R, om man gendrer endelig mange af leddene (jf. Bemeerkning 3.7).
Om raekkesummerne gaelder da

o0 o0
0<) an <) by < o0,
n=1 n=1

specielt
oo oo
Z b, < oo — Z an < 00,
n=1 n=1

og pastanden fremgar af Seetning 3.11. O
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Eksempel 3.14. Raekken Y 2 1/n? er konvergent. Thi for n > 2 kan leddene vurderes

opad,
1 1

<

O<§ (n—1)n’

og rackken
oo

1 1 =
Z(n—l) 1 2+ z_:

n=2

vides at veere konvergent (Eksempel 3.2). For summen har

o0 o0 1
s:;l/n2:1+;l/n2<l+;m:

Faktisk kan man vise, at s = 72/6.

Konvergensen af >~ | 1/n? medfgrer atter, at ) -, 1/n® er konvergent for a > 2. Og
da Y 2, 1/y/n er divergent (jvf. (3.1)), giver Sammenligningskriteriet, at > - 1/n% er
divergent for a < %

Eksempel 3.15. Uendelige decimalbrgker. (Hvad er stgrst, 1 eller 0,99...9...7)

En decimalbrgk 0, a1, as . . . a, star som bekendt for tallet a1 107 +a21072+- - -+a, 107™.

Tilsvarende star en uendelig decimalbrgk 0,aqas ... a, ... for reekkesummen

s=a1107 +a21072 4+ - +a,107" + ... .

Decimalerne a; veelges blandt cifrene 0,...,9.
At reekken er konvergent, ses ved sammenligning med

9-10714+9-1072 4+ - +9-107" + ...,

svarende til den uendelige decimalbrgk 0,99...9... med lutter 9-taller. Det er en kvotien-
trackke med kvotient 10! og sum
9.101
1—10-1
Bemeerk i forbifarten: 0,99...9... =1.
Der geelder naturligvis

=1.

0,a1,as...a, <0,a1,a2...0y---<0,a1,a2...a, +107".

Thi venstre side er lig afsnittet s,, i reekken svarende til den uendelige decimalbrgk, og hgjre
side fas ved at erstatte cifrene a,y1,any2,... med lutter 9-taller.

P.S. I matematik skelnes skarpt mellem eksakte og tilnaermede veerdier. Nutildags angives
tilnsermede veerdier for konkrete talstgrrelser naesten altid som endelige decimalbrgker (pa
lommeregnere, datamater), medens man tidligere ogsa benyttede brgker som f.eks. 22/7.
Mener man eksakt 1/4, er det derfor bedst at skrive 1/4 og ikke 0,25 eller 0,2500. Endelige
decimalbrgker opfattes nemlig ofte som tilnsermede veerdier, med en vis usikkerhed pa sidste
decimal.
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Bemaerkning 3.16. I Sammenligningskriteriet kan forudssetningen a,, < b, for alle n >
et vist N naturligvis svaekkes til a,, = O(b,,). Thi dette betyder (jf. Definition 2.17), at der
findes et K € R, saledes at

an, < Kb, for alle n > et vist N,

og Setning 3.13 kan sa anvendes pa raekkerne > a, og Y oo Kby.
Specielt: Er a,,b, € Ry af samme stgrrelsesorden for n — oo, har vi

oo oo
Z a, er konvergent <= Z b, er konvergent.

Eksempelvis: Raekken Y7 %775:3 er konvergent, da Y>> 1/n? er det, og da leddene

i de to raekker er af samme stgrrelsesorden for n — oo.

Korollar 3.17 KVOTIENTKRITERIET. En rekke Y . an af led a, € ]0,00] er konvergent,
hvis der findes et tal ¢ < 1, saledes at

Gn4-1

< q for allen > et vist N .
an

Rekken er divergent, hvis

An+1

> 1 for allen > et vist N .
(075

Bevis. Af forudssetningen a,y1/a, < ¢ <1 for alle n > N folger umiddelbart, at

2
an+1 < qan, an+2 < agn+1 < ¢ an, ...,

altsa at leddene i reekken
any +tany1 +tany2+ ...

er < de tilsvarende led i den konvergente kvotientraekke
aaN—l—aNq—i—aNqQ—l—... .

Konvergensen af den givne raekke Y | a,, folger sd af Sammenligningskriteriet.
Nar an41/a, > 1 for alle n > N, er raekken Zzozl an divergent, da den ngdvendige
betingelse a,, — 0 for konvergens ikke er opfyldt. (Ssetning 3.3.) O

Tilfgjelse. Nar alle a,, € ]0,00[ og an+1/an, — k for n — oo, slutter vi af Kvotientkriteriet,
at reekken

> { konvergent, hvis k < 1

Z ay, er , .

— divergent, hvis k£ > 1.
Bemeerk, at k = 1 kan indtraeffe bade for konvergente og for divergente rackker (7

n=1

> 1/4/n). Og at ayy1/a, < 1 for alle n ikke sikrer konvergens (3 -, 1/y/n).

1/n?,
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0o
n=1

Korollar 3.18. RODKRITERIET. En rekke >
der findes et tal ¢ < 1, saledes at

an af led ay, € [0,00[ er konvergent, hvis

Ya, < q for allen > et vist N .
Rekken er divergent, hvis

¥Va, > 1 for uendelig mange n .

Bevis. Forudsaetningen {/a,, < ¢, dvs. a, < ¢", for n > N kommer ud pa, at leddene i reek-
ken > | a, fra det N'te at regne er < de tilsvarende led i den konvergente kvotientraekke
>0 1 ¢". Konvergensen af > >~ | a, folger sa af Sammenligningskriteriet.

Nar {/a, > 1, dvs. a, > 1, for uendelig mange n, er reekken Y | a, divergent. Den
ngdvendige betingelse a,, — 0 for konvergens er jo ikke opfyldt. 0

Tilfgjelse. Nar alle a,, € [0,00[ og {/a, — k for n — oo, slutter vi af Rodkriteriet, at
raeckken

> { konvergent, hvis k < 1

E an er , .

— divergent, hvis k£ > 1.

Bemeerk, at /a, — 1 kan indtreeffe bade for konvergente og for divergente rsekker
(3o 1/n? 52> 1/y/n, jf. Eksempel 3.14). Og at /a, < 1 for alle n ikke sikrer konver-

gens (0, 1/v/n).

For en voksende funktion F': [a,00[ — R geelder, at
F(z) — sup{F(z) | z € [a,00]} € R* for + — 0.

Det bevises ganske som det tilsvarende resultat om voksende talfglger i R. Og det finder
specielt anvendelse pa en funktion F' givet ved

F(x) :/mf(t)dt, x € la, 0],

hvor f er en kontinuert funktion pa [a,o0[ med veerdier > 0.
Vi kan nu formulere

Seetning 3.19. INTEGRALKRITERIET. Lad f :[1,00[ — R4 vere en aftagende og kontinu-
ert funktion. Rakken Y " | f(n) er da konvergent eller divergent, eftersom

F(z) = /1 T

ved graenseovergangen x — oo har en grenseverdi i R eller gar mod oco.
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For rakkesummen s =Y 0", f(n) gelder (i begge tilfelde)

(3.5) lim F(z) <s< f(1)+ lim F(z).

r—00 r—00

Bewis. For vilkarligt n > 2 er afsnittet s,_1 = Z;:ll f(j) en oversum for f i intervallet
[1,n] svarende til den kvidistante inddeling 1 <

2 <... < n. Thida f er aftagende, er G; = f(j)

et overtal for funktionen i intervallet [j,7 + 1] af

leengde At; = 1. Tilsvarende er

> 1) = 80 = F)

en undersum. Vi har altsa

sn— f(1) < F(n) = /1n ft)dt < sp_1.

Ved graenseovergangen n — oo fas heraf

s—f(1) < lim F(n)<s,

n—oo

dvs.

Ir—00 Ir—00

lim F(x) SSZiangf(l)—l— lim F(z),
n=1

som pastaet. Specielt er reekken > 7 a, konvergent, dvs. s < oo, hvis og kun hvis
lim, o F(z) < 0. 0J

Eksempel 3.20. 1) Den harmoniske rackke

i1—1+1+1+ Ly
—mn B 2 3 n o
er divergent.
Den kan jo skrives Y>>, f(n) med f(t) = 1, t € [1,00[, hvor f er aftagende og kontinuert,
0g
1
/ zdt:logxﬁoo for x — 00.
1

2) Rackken Y ° | L er divergent for a € | — 00, 1] og konvergent for a € |1,00] .

Den fgrste pastand fglger af den harmoniske raekkes divergens, ved Sammenligningskri-
teriet, idet 1/n® > 1/n for hvert n € N, nar a < 1. Den sidste fremgar af Integralkriteriet
med f(t) =1/t* t € [1,00]. For a > 1 er f jo bade kontinuert og aftagende, og
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T tl—a l—a 1 1
/t_“dt: S — — eR for z — 0. O
1 l-a];, 1—-a 1-a a—1
Funktionen ¢ : ]1,00[ — R4 givet ved ((a) = Y.,°, -1 kaldes zetafunktionen. Den
spiller en betydningsfuld rolle i talteorien. Ulighederne (3.5) giver
1 1 1 a
1_C Zn—ﬁ e for 1 <a<oo.

Bemaerkning 3.21. Det er neerliggende at benytte et afsnit sy = Z;\jzl a; som tilnser-
melsesveerdi for summen s = Y 0 | a, af en konvergent raekke. Men det har ikke megen
interesse, med mindre man kan vurdere afvigelsen s — sy . Ifglge Bemaerkning 3.7 er den lig
summen ry =y .y 41 0n af den N’te restreekke. Her er to anvendelser:

1. For en reekke Y > | f(n), der er konvergent i henhold til Integralkriteriet, far vi ved at
anvende (3.5) pa funktionen ¢t — f(N +1t), t € [1,00[, i stedet for pa f, at

€T €T

lim ft)dt <ry= Z f(n) < lim fA)dt+ f(N+1).
T — 00 N+1 neN41 N+1

Ogda f(N+1) < N+1 f(t) dt, fglger vurderingen

€T €T

(3.6) lim F)dt <ry < lim [ f(t)dt

Eksempelvis har vi for raekken >~ °7 | 1/n? svarende til f(t) = 1/t%, at

1 117 =1 11" 1
= lim [——] <ry < Z = < lim [__] .
N+1 2= TNy, neNt1 ' oo |ty N

2. For en raekke > | ay, hvor a,, €]0,00[ og 2 < ¢ < 1 for alle n > N, kan vi vurdere

q
aN+1 <TN =aN+1 +an42+ ... SQCLN—l-qQCLN—i-.. —aqu

Eksempelvis har vi for reekken Y~ 7 | L (som kan vises at have summen €), at a,41/an, =

: for alle n > N, folgelig

n—|—1 — N—|—1
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Der skal yderligere naevnes folgende metode til at finde summen af en forelagt raekke.
Antag, at reekken Y 7 a,z", hvor a, > 0 for alle n, er konvergent med sum f(z) for
x € [0,r[ (r > 0). Sa kan man vise (det gor vi ikke her), at f(x) er differentiabel, og at

(3.7) f(z) = Z na,x" !

for © € [0,7]. Denne rackke er netop den raekke man far ved at differentiere hvert led i den
oprindelige rackke m.h.t. x; den er altsa konvergent med sum f’(x) nar x € [0, 7].
Gentagelse af argumentet giver endvidere, at f(x) er vilkarligt ofte differentiabel, med

(3.8) £ (@ Zn n—1)---(n—m+1L)ayz"™™

for x € [0, 7].

Eksempel 3.22. Vi gnsker at finde summen af reekken >~ | ng™, hvor ¢ € ]0,1[. Reekken
kan skrives som ¢ - > 7 ng" "t

Vi ved fra Eksempel 3.4, at raekken Y02 (2™ er konvergent med sum f(z ) iw for x €
[0,1[. Sa fas af ovenstéende, at den ledvis differentierede raekke Y 7 nz" ! er konvergent

for z € [0, 1] med sum
, B 1
f (.’13) - (1_$)2‘

For det forelagte problem giver dette, at
-1 _
ng" =q ng" = ——3
St —a Xt

Bemaerkning 3.23. Ovennaevnte forhold kan udstraekkes til raekker, hvis led ikke ngdven-
digvis er > 0, idet man kan vise fglgende:

Hvis der om en reekke > 7 a,z™ (hvor a, € R) geelder, at >~ |an|r"™ er konvergent
foret r > 0,saer )~ an,z" konvergent for alle z € | —r,r[. Summen f(z) er vilkarligt ofte
differentiabel, og de afledte er summer af konvergente rackker (3.7), (3.8), for z € | —r,r[.
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§4. DET ALMINDELIGE KONVERGENSPRINCIP

I analysen bestemmes et tal x € R ofte som graenseveerdi for en folge. Det er derfor vigtigt
at kunne afggre, om en given fglge (z,) i R er konvergent (i R) og dermed talbestemmende.
Definition 2.3 er ikke egnet til dette formal: her indgar jo selve den graensevaerdi, som folgen
skulle bruges til at fastleegge. Hvad vi har behov for, er en generelt anvendelig ngdvendig og
tilstraekkelig betingelse for konvergens (i R), som ikke inddrager graensevaerdien, men kun
folgens elementer. En sadan betingelse er angivet af A.L. Cauchy (fransk matematiker, 1789
— 1857):

Ve e RyIN € N: |z, — x| < € for alle m,n > N.

(I ord: For ethvert positivt ¢ findes et nummer N, sa differensen mellem to vilkarlige
elementer med hgjere nummer er numerisk mindre end ¢)

Beviset for tilstrackkeligheden af Cauchys konvergensbetingelse ligger ikke lige for:
hvordan fremskaffe en kandidat til greenseveerdien? Det fglgende afsnit vil hjselpe os.

Limes superior og limes inferior.
Nogle folger (x,) i R* har en greenseveerdi limz,, € R*, andre ikke, men alle tillaegges,
som vi skal se, en limes superior, limsup x,, € R*, og en limes inferior, lim inf x,, € R*.

Vi vil sige, at et tal b € R* er et kvasiovertal for en folge (z,) i R*, hvis x,, < b for
alle n € N fra et vist trin, dvs. hvis

(4.1) dN eN: z, <b for allen > N.

Anderledes sagt: hvis x,, > b for hgjst endelig mange n € N.
Enhver fglge i R* har (mindst) et kvasiovertal: +oc.

Definition 4.1. Ved limes superior for en folge (x,,) i R*, skrevet limsupz,, eller
lim,, sup x,,, forstas infimum for mengden B af folgens kvasiovertal,

lim sup x,, = limsup x,, = inf B € R*.
n

Eksempel 4.2. Med z,, = (—1)" +
I begge tilfeelde er limsup x,, = 1.

er B =]1,00], og med z,, = (—1)" — 1 er B =[1, 00].

1
n

Det kan veere, at limsup z,, selv er et kvasiovertal for (z,,), og det kan veere, at det ikke
er tilfeeldet. Jf. eksempel 4.2.

Men et skridt til hgjre fra limsup xz,, forer altid til et kvasiovertal for (zn), et skridt til venstre ggr det
aldrig:

Saetning 4.3. Lad (z) vere en vilkarlig folge i R*.

(i) For hvert x > limsup z,, gelder
x er et kvasiovertal for (xn),

dvs. xn, < x for allen € N fra et vist trin.

(ii) For hvert x < limsup z,, gelder
x er tkke et kvasiovertal for (xy,),

dvs. xn, > x for uendelig mange n € N.
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Er limsupx, = +oo bortfalder (i), er limsupx, = —oo bortfalder (ii). Vi illustrerer hovedtilfseldet
limsupz, € R:

Beuvis for Setning 4.3. Ifslge Definition 4.1 er limsup x,, = inf B, hvor B er mangden af kvasiovertal b for

(i) Nar =z > inf B, findes der et kvasiovertal b < x. Men sa er det klart, at x ligeledes er et kvasiovertal
for (zn).
(i) Nar z < inf B, er naturligvis « ¢ B, dvs. x er ikke et kvasiovertal for (zy). Og det betyder

VN eN: x, > x for mindst et n > N,

dvs. der “bliver ved at komme” numre n, hvor z,, > x. O

For en given fglge () i R* er limsup x, naturligvis entydigt fastlagt ved egenskaberne i Seetning 4.3.
Det kan vi udmgnte i fglgende Karakterisering af limes superior limsup x,, hvor vi lader ¢ € R:

. Tn <c+e for alle n fra et vist trin
limsupzy, =c <= Ve e R, : )

zn >c—e  for uendelig mange n
limsupz, = —00 <= x, — —o0 for n — oo.

limsupzy, = 400 <= Vx € R:zy, > x for uendelig mange n.

Her er det naturligvis uvaesentligt, om man benytter skarpe eller uskarpe ulighedstegn.
Hvis (zr) specielt er en fglge i R, dvs. —oo < =, < oo for alle n, geelder endvidere
limsupx, = 400 <= (xy) er ikke opad begrenset (i R).

(Ad “<«<=". Antag limsupz, < co og veelg et b > limsupzn,, b € R. Da er z,, > b for hgjst endelig mange
n, og det er derfor klart, at (x,) er opad begraenset.

Limes inferior for en talfolge (xy) i R* defineres som supremum for mengden A af folgens kvasiun-
dertal,

(4.2) liminf z,, = liminf z, = sup A.
n

At a € R* er et kvasiundertal for (xz,), betyder naturliguis, at a < xy, for allem € N fra et vist trin.

Hvad vi har sagt om limes superior, kan selvfglgelig gentages ord til andet om limes inferior. Man skal
blot vende alle ulighedstegn, erstatte inf med sup, kvasiovertal med kvasiundertal, og ombytte +o00 og —oo
samt € og —e. Eksempelvis har vi med ¢ € R:

Lo Ipn > C—¢€ for alle n fra et vist trin
liminfx, =c <= Ve R : )
Tn < c+e  for uendelig mange n.

Tegn selv illustration.

For talfglgerne (2.1) — (2.6) i Eksempel 2.1 samt (2.15) har vi

(2.2), (2.15) liminf x,, = —o0, limsupx, = +o0
(2.4), (2.6) liminf x, = 0, limsupz, =1
(2.1), (2.5) liminf z,, = limsupxy, = limz, = 400

(2.3) liminf x,, = limsup z,, = limx,, = 0.
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Saetning 4.4. Nar (xy), (yn) er folger i R* og a,b € R*, geelder

1. liminf z,, < limsup z,.
2. liminf(—z,) = — limsup z,.
3. (zn, < b for alle n > et vist N) = limsupzn, <b

(zn, > a for alle n > et vist N) = liminfz, > a.

4. Ty < Ypn for alle n > et vist N
— liminfz, <liminfy, A limsupz, < limsupy,.

liminf(a = qaliminf
5 a €00 — { Lrinflawn) = aliminlyn
limsup(ay,) = alimsupyn.
lim inf(x = aliminf
6. Tn — a €]0,00] = . (Tnyn) . Yn
limsup(nyrn) = alimsup yy,.

QDvelse 4.5. Bevis disse regler.
ADVARSEL til Regel 3. og 4. Der galder ikke tilsvarende regler med skarpe ulighedstegn.
Bemaerkning 4.6. Betegnelserne lim sup z,, og liminf x,, kan ses i ssmmenhaeng med, at

der for enhver fplge (z,) i R* geelder

e limsup z,, = plingo(supn>p Tp) = ]i)Iellf\I (sup,,~, Tn)
liminf z,, = plingo(éggxn) = SUPpeN (Tllggwn)

Betragt f.eks. den fgrste linie. Betegn sup,,., rn = yp € R*. Da y,’erne er kvasiovertal
for (x,,), er
inf{y, | p € N} > inf B

hvor B er meengden af alle kvasiovertal for (z,). Pa den anden side gaelder, hvis b € B, at
b > yn, nar N opfylder (4.1), derfor ma

inf B > infy,.
mtb =~ ;IelNyp
Dette viser, at limsupz, = ingyp, jf. Definition 4.1. Da folgen (y,) er aftagende, er
J4S
limy, o0 Yp = inliiI yp. 1 alt fas forste linie i (4.3), og anden linie vises pa tilsvarende made.
J4S

Vor vaesentlige interesse i limes inferior og limes superior ligger i

Seetning 4.6. En talfslge (x,) i R* har en grenseverdi lim x,, € R*, hvis og kun hvis

liminf z,, = limsup x,,,



36 TALFOLGER, REKKER OG KOMPLEKSE TAL

og i bekreeftende fald er
limz,, = liminf z,, = limsup z,,.
Bevis. At xn, — ¢ € R, betyder jo, at for hvert ¢ € Ry er
c—e<xpn<c+e

for alle n fra et vist trin. Men s& er specielt limsupz, = c ifglge karakteriseringen af limes superior.
Tilsvarende er liminf z,, = c.

Antag omvendt liminf x,, = limsupx, = ¢ € R. For vilkarligt € € R4 er da z,, < c+ ¢ for alle n > et
vist N1 og ligeledes x,, > ¢ — ¢ for alle n > et vist Na, altsa

c—e<zxzp<c+e

for alle n > N = max{N1, Na}. Det viser z,, — c.
Vi fuldfgrer beviset ved at bemaerke, at

Ty, — —00 <= limsupz, = —00 <= liminfx, = limsupx, = —c
og tilsvarende
Ty — 400 <= liminfx, = +o00 <= liminfz, = limsupz, = +oo.
O

Det almindelige konvergensprincip.
Vi kan nu bevise Det almindelige konvergensprincip i R (Seetning 4.10 nedenfor.) Det
generaliseres umiddelbart til R*. (Korollar 4.11.)

Definition 4.7. En folge (z,) i R* (NB: gerne R, men ikke R*) kaldes en fundamental-
folge eller en Cauchy fglge, hvis den opfylder folgende betingelse:

Vee RyAN e N: |z, —am| < € for alle myn > N.

Lost sagt er betingelsen, at afstanden |z, — x| mellem to elementer x,, og =, i folgen
er lille, blot numrene m og n begge er tilstrakkelig store.

o0 1

Eksempel 4.8. Afsnitsfglgen (s,) for den harmoniske raekke » ", - er ikke en Cauchy
folge. Ganske vist har vi

5n+1—8n=n+1—>0forn—>oo,
ligesom
5n+p_5n:%+l+---+n+ — 0 for n — o0
nar p > 1 fastholdes. Men da
1 1 1 1
Sgn—sn:n—ﬂ+...+%2n,%:§

for alle n, kan € = % ikke afpareres af noget N i definitionen ovenfor.

I kraft af Seetning 4.9 nedenfor har vi hermed et nyt bevis for den harmoniske rackkes
divergens. (Sml. Eksempel 3.20 1).)
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Szetning 4.9. Enhver konvergent folge (x,) i R er tillige en Cauchy folge.

Beuvis. Trivielt. Lad z, — = € R*. For vilkarligt ¢ € R, findes da et N € N, saledes at
|z — x| < § for allen > N. Og for m,n > N har vi sa
|Tp = | = |Tn — T+ 2 — 2| < |z — 2| F o -2 <5+ 5 =¢.

Hermed er vist, at (x,) er en Cauchy folge. O
Saetning 4.10. DET ALMINDELIGE KONVERGENSPRINCIP I R. Enhver Cauchy folge i R er
konvergent (i R).

Bevis. 1° Idet (xy,) er en folge i R, viser vi her implikationen
(zn)er en Cauchy fglge = liminfz, = limsupx,,
eller, hvad der kommer ud pa det samme (kontraposition),
liminfz,, < limsupz, = (z,) er ikke en Cauchy fglge.

Antag hertil liminf z,, < limsupz,. Vi kan sa tenke os a,b € R valgt, saledes at

liminfx, < a <b < limsupx,.

Nu kan € = b — a ikke afpareres i henhold til definitionen af Cauchy fglge: For ethvert N € N findes jo
dels et n > N, hvor x,, > b (jf. Seetning 4.3 (ii)), dels et m > N, hvor z,, < a, og vi har sa
Tn —Tm >b—a=-c¢.
Hermed er godtgjort, at (xy) ikke er en Cauchy fglge, og den gnskede implikation er vist.
2° Lad nu (z,) veere en Cauchy folge i R. Ifglge 1° er sa
liminf x,, = limsup x,,
og Seetning 4.6 giver, at (x,) har greenseveerdien lim xy,, = liminf z,, = limsupz,, € R*.
Hermed er vi naesten feerdige, thi enten er limz,, € R, dvs.(xzy) er konvergent (i R), som vi skulle vise,
eller z,, — oo eller x,, — +o00. Og de to sidste muligheder er lette at udelukke: Velg f.eks. N svarende
til e = 1 i henhold til definitionen pa Cauchy fglge, dvs. saledes at |xyn, — 2m| < 1 for alle m,n > N. Med

m = N er specielt
ey —1<zp <zy+1forallen > N,

og heraf fglger
—wo<zy—1<limz, <zy +1< .

O

Korollar 4.11. DET ALMINDELIGE KONVERGENSPRINCIP I R*. Enhver Cauchy folge i R¥
er konvergent.

Bewvis. Idet vi eksempelvis betragter tilfzeldet k = 2, fgres beviset ved for en vilkarlig folge ((xrn,yn)) i R?
at eftervise implikationskseden

((Zn,yn)) er en Cauchy fglge i B2
= (xn) 0g (yn) er begge Cauchy fglger i R
= (zn) 0g (yn) er begge konvergente i R
= ((#n,yn)) er konvergent i B2,
Den fgrste implikation fas umiddelbart af ulighederne
|zn = Zm| < [(@n, yn) = (@m, ym)],  |Yn — Ym| < |(@n, yn) — (@m, ym)|.

Den anden, bevisets kerne, fas ved at anvende Seetning 4.10 pa (x,) og (yn), og den tredje fremgar af
Seetningen om koordinatvis graenseovergang (Szetning 2.6). (|
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Bemeerkning 4.12. At Det almindelige konvergensprincip gaelder i R udtrykker man ofte ved at sige, at R
er fuldstsendigt. Ligesa for R¥, k € N. Da R er fuldsteendigt, og da Q er overalt teet i R, kaldes udvidelsen
fra @ til R ogsa fuldsteendigggrelsen af .

En nzermere undersggelse, som vi ikke skal ga ind pa, viser, at Saetning 2.21 og Seetning 4.10 hver iseer
kan erstatte Kontinuitetsaksiomet (1.13) eller (1.13*). I mange tilsvarende fremstillinger af den matematiske
analyse laegges saledes Det almindelige konvergensprincip til grund.
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§5. DE KOMPLEKSE TAL

De reelle tal R lider af fglgende defekt: Et polynomium a,t™ + a,_1t" "1 4+ -+ + a1t + ag
med reelle koefficienter og lige grad n > 2 har ikke ngdvendigvis en reel rod. Eksempelvis
er sdledes t2" + 1 uden reelle rgdder for n > 1. For at rade bod pa denne mangel indfgrte
en raekke matematikere (C. Wessel, R. Argand, C.F. Gauss) omkring ar 1800 de komplekse
tal C. Det er veerd at naevne, at Caspar Wessel (norsk-dansk landmaler og matematiker,
1745-1818, bror til digteren Johan Herman Wessel) var den fgrste, som preesenterede de
komplekse tal pa tryk.

Indfgrelse af komplekse tal. Fundamentale egenskaber.
Efter W.R. Hamilton (irsk matematiker, 1805-1865) indfgres de komplekse tal C som
maengden R2, hvori kompositionerne addition (+) og multiplikation (-) er defineret ved

(5.2) (T1,51) + (T2,92) = (¥1 + 22,51 + ¥2),
(w1,91) - (22,92) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).

Det er nu let — omend lidt omsteendeligt — direkte at verificere, at C med disse kom-
positioner og med (0,0) og (1,0) i rollen som henholdsvis 0 og 1 opfylder de til aksiomerne
(1.1) — (1.9) for R svarende aksiomer.

Afbildningen (indlejringen) af R ind i C, defineret ved = +— (z,0), er injektiv og har
homomorfiegenskaberne
(5.2) Ty + w2 — (21 +22,0) = (21,0) + (22,0),

Xr1 -T2 > (.’171 ~.’132,0) = (371,0) . (.’172,0),
for 1,22 € R.

I praksis skriver man nu (z,0) = z, specielt altsa (0,0) = 0 og (1,0) = 1. Endvidere
indfgres den imaginsere enhed (0,1) = i¢. Det komplekse tal (z,y) i Hamiltons model
skrives derfor i praksis som x 4 iy = = + yi, og kompositionerne ser herefter saledes ud:

(z1 4+ iy) + (2 +1iy2) = 21 + 22 + i1 + Y2),
(1 +iy1) - (x2 +iy2) = z122 — Y1y2 + i(T1Y2 + T2y1)-

Man regner altsa med komplekse tal pa en meget naturlig made, idet man udover ssed-
vanlige regneregler kun behgver at vide, at

i =(0,1)* = (=1,0) = —1.
Bemsaerkning 5.1. At C, forsynet med regnereglerne (5.1), opfylder aksiomer svarende til (1.1)—(1.9) ud-
trykkes ved at sige, at C (ligesom Q og R) er et kommutativt legeme. Ved indlejringen « — (x,0) af R i

C, indlejres R som et dellegeme af C, og C er herved blevet et udvidelseslegeme for R.
For n € Z defineres potensen 2" af et komplekst tal z ligesom ved reelle tal ved

2" =z .- -z (nfaktorer) for n €N,

=1 for z#0,
2" =1/z"" for z#0 og —neN.
Abenbart geelder potensreglerne
LMn — Zm—|—n (Zm)n — ,mn

for m,n € Z, idet z forudsaettes # 0, hvis enten m < 0 eller n < 0.
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Geometrisk beskrivelse af C.
Ofte opfatter man det komplekse tal = + iy som et punkt (z,y) i planen. Mangden
C kaldes i den forbindelse den komplekse plan. Er z = x + iy, z,y € R, et vilkarligt
komplekst tal, kaldes
Rez=x og Imz=y

realdelen og imaginaerdelen af z. Komplekse tal z med Re z = 0 kaldes rent imaginsere.
Bemeerk reglerne:
Re (21 + 22) = Re z1 + Re 22, Im (21 + 22) = Im 27 + Im 25.

For ethvert z = z + iy, =,y € R, kaldes Z = = — iy det (komplekst) konjugerede
til z. Det fremgar umiddelbart, at z — Z er en bijektiv afbildning C — C, som opfylder
homomorfirelationerne

(53) 21+ 22 =%Z21+7%Z2, 21 22 =%Z1"22

for z1, 29 € C.
Man udtrykker dette ved at sige, at konjugeringen er en automorfi af C, dvs. en isomorfi af C pa sig

selv.

A7

For ethvert z = = + 1y, =,y € R, kaldes

2| =Vz-Z = V2?2 + 2,
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z’s modulus, numeriske vaerdi eller absolutte vaerdi. Bemeerk: Afbildningen | | :
C — R4 U {0} er en udvidelse af den szedvanlige numeriske veerdi pa R, altsa afbildningen
| |: R — R4y U{0}. Bemark endvidere, at leengden |(z,y)| = /22 4+ y? netop er den
saedvanlig norm for (x,y) € R2.

Der geelder for modulus fglgende vigtige relationer:
(5.4) 2+ ZQI

|21] + [22],
|21 - 22 |

z1| - |22l

Bemeerk, at da addition af komplekse tal modsvarer addition af talpar (z,y) € R?, og der
for leengden |(x,y)| = /22 + y? af (x,y) geelder trekantsuligheden

(21 + 22,91 +y2)| < (w1, y1)] + (22, 92)],

folger den forste relation heraf. Den kaldes trekantsuligheden for komplekse tal. Den
anden relation fglger af

|2122|2 = (2122)(2122) = Z1%29Z21%29 = (2151)(2252) = |21|2|22|2.

Begge relationer udvides ved gentagen anvendelse til endeligt mange komplekse tal. End-
videre fglger af den anden relation, at

= @ for z9 # 0.
|22

21

z2
Man viser ogsa let, at

|2 = |z|" for n € Z og z € C (2 # 0, hvisn <0).
For ethvert z € C\ {0} geelder

z
z

hvorfor

(5.5) ;—| = cosf +isiné,

hvor vinklen 6 (malt i radianer) er bestemt panger et heltalligt multiplum af 27. Enhver
vinkel 6 som tilfredsstiller (5.5) kaldes et argument for z og betegnes arg z; specielt kaldes
det entydigt bestemte argument i intervallet | — 7, 7] hovedargumentet, og dette betegnes
Arg z. Der geelder altsa for z € C\ {0}

(5.6) arg z = Arg z+p-2m, p € Z.
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Relationen (5.5) kan nu skrives
z = |z| (cos(arg z) + isin(arg 2)).

Udregningen

|2122_| = |'z_1| . |'z—2| = (cosfy +isinfy) - (cos s + isin o)
122 1 2

= cos 01 cos Oy — sin 0y sin f + i(sin 61 cos O + cos 01 sin 03)
= cos(0y + 02) + isin(0; + 03)

viser gyldigheden af relationen
arg (z122) = arg 21 + arg zs.
Denne relation skal forstas saledes, at for vilkarligt valgte blandt de uendelig mange

veerdier af arg z; og af arg zo er arg z; + arg 2o en af veerdierne af arg(z122). Jf. ogsa
foranstaende figur.

NB. Der gelder normalt ikke
Arg (z122) = Arg 21 + Arg zo.

Find selv et modeksempel. Hvilke muligheder er der for differensen mellem de to sider?

Eksempel 5.1. Vi sgger samtlige lgsninger til den binome ligning (binom = to led)

hvor d € C og n € N er givne.
Ford=0er

2'=0 < 2" =0 <= |2|"=0 <= |2| =0 <= z=0.

For d # 0 er
2" =d < |z|" = |d| Narg 2" = arg d,

det sidste forstaet saledes, at 2™ og d har en falles argumentveerdi og defor helt de samme
argumenter. Altsa er

2" =d < |z| = {/|d| Anarg z er en vaerdi af arg d.

Den fuldsteendige lgsning er derfor

{7 (co (L) 6 (L)) .
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hvor
arg d =Arg d+p 2w, p € Z.

Ligningen har altsa n forskellige lgsninger, nemlig

{W (cos (%(Arg d—l—p-27r)) +isin (%(Arg d+p‘27r))) |p=0,17---,n—1}~

Lgsningerne er hjgrner i en reguleer n-kant indskrevet i cirklen med centrum 0 og radius

o/1d].

Eksempelvis har det i indledningen naevnte polynomium ¢ + 1 de 2n komplekse rgdder
1 1
{cos <% (7T—|—p~27r)) + isin <% (7T—|—p~27r)) |p:O,1,...,2n—1}.

Eksempel 5.2. For den binome ligning af 2. grad
2 =a+i8, a,BeR,

sgger vi her rgdderne pa formen z = x + iy, =,y € R.
Ved at “splitte i reelt og imaginaert”, dvs. udnytte, at

(z+iy)? =a+iB < Re((z+iy)*)=a, Im((z+iy)?) =2,
omformer vi til det reelle ligningssystem
(1) ?—y? =a
(2)  2zy=p5.
Analyse: Vi antager, at x,y € R tilfredsstiller (1) og (2). Ved kvadrering finder vi sa
2t = 2222 4yt = o2
Ax2y? = 32,
hvilket ved addition giver
(22 + 122 =a®+ 6%, dvs. 2?4y = Va2 + 2
Til den sidste ligning adderer, henh. subtraherer vi (1) og far

202 =2+ 32 +a, 2y° =2+ 52 —a,

x:j:\/ a2+252+a, y:i\/VO‘QJFfQ_O‘.

Bemezerk, at der kun optraeder ssedvanlige kvadratrgdder af reelle tal > 0.

altsa

Prgve: Kvadrerer vi de fundne udtryk for x og y, ses let, at (1) er opfyldt, samt at
(2zy)? = 32, dvs. 22y = £8.

Resultat: Redderne z = = + 4y i ligningen 22 = o + i3 er bestemt ved de fundne udtryk
for x og y, hvor der skal benyttes samme fortegn, hvis § > 0, og modsatte fortegn, hvis
6 < 0.
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Eksempel 5.3. Ligesom i det reelle tilfselde vises, at andengradspolynomiet
at? + bt +¢, a,b,c € C, a #0,
har rgdderne

—b+
—bEvd \/E, d = b* — 4ac,
2a
hvor v/d betegner en vilkarlig lgsning (jf. Eksempel 5.2) til den binome ligning
2
2" =d.

For d # 0 er den anden lgsning hertil si —v/d. Andengradspolynomiet har derfor 2
forskellige komplekse rgdder, nar diskriminanten d # 0, og en dobbeltrod, nar d = 0.

Eksempel 5.4. For ethvert n € Z geelder de Moivres formel
(5.7) cosnb + isinnf = (cosf + isinh)",

thi de to sider har samme modulus (nemlig 1) og et feelles argument (nemlig nf). (A. De
Moivre, fransk matematiker, 1667-1754.)
Da de to sider i (5.7) har samme real- og imaginserdel, fas specielt for n € N

(%]

cosnf = Z (272;) (—1)* cos™ ¥ g sin?* 6,

k=0
[25+] n
sinnf = kZ_O <2k n 1) (=1)" cos™ 2k 1 gsin?i 1 g,

Da sin@ kun optreeder i lige potenser i formlen for cosnf, kan cosnf, idet sin®f =
1 — cos? , udtrykkes som T}, (cos ), hvor T}, er et polynomium i én variabel med heltal-
lige koefficienter. Polynomiet 7;, (som ifglge Identitetsseetningen, Korollar 5.9 nedenfor, er
entydigt bestemt) kaldes det n’te Tschebychef polynomium. (P.L. Tschebychef, russisk
matematiker, 1821 — 1894).

Eksempel 5.5. En endelig kvotientrakke i C er en sum af formen
s=a+aq+aq®+ - +ag" ",
hvor a og q er givne komplekse tal. For at bestemme summen s, udregnes
sq=aq+aq*+ - +aq" '+ aq".
Det fremgar da, at
s(g—1)=sq—s=aq" —a=a(¢" — 1),
idet alle mellemliggende led i summerne udgar. Fglgelig er
o { aq;__ll for g #1

an for g = 1.
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Algebraens fundamentalsaetning.
Den grundleeggende ssetning om komplekse tal er forst (korrekt) vist af C.F. Gauss (1799).

Saetning 5.6 ALGEBRAENS FUNDAMENTALSETNING. Ethvert polynomium
ant™ 4+ ap 11" 4 4 agt + ag

med komplekse koefficienter ag,--- ,a, 09 a, # 0 har en kompleks rod, nar graden n > 1.

Bemaerkning 5.7. Den noget praetentigse betegnelse for denne ssetning har den historiske
forklaring, at det vigtigste ulgste problem i algebraen omkring ar 1800 var, hvorvidt der
for polynomier af vilkarlig grad fandtes formler for rgdderne, som generaliserede de da
kendte for grader < 4, hvor bestemmelsen af rgdderne fores tilbage til gentagne lgsninger af
binome ligninger. Fgrst med N.H. Abel (norsk matematiker, 1802-29) og E. Galois (fransk
matematiker, 1811-32) blev det klart, at dette ikke var tilfeeldet.

Algebraens fundamentalssetning vises nemmest inden for den komplekse funktionsteori,
der omhandler funktioner C — C. Uden at ga ind i dette vil vi uddrage nogle vigtige
konsekvenser af seetningen.

I forste rackke (eksistensdelen af) fglgende faktoriseringsszetning, som naturligvis indehol-
der fundamentalsaetningen.

Saetning 5.8. FEthvert polynomium f i én variabel
f) = ant™ +an_1t"" 1+ Fart +ag

med komplekse koefficienter og grad n > 1 kan pa en og (paner ombytning af faktorerne) pa
kun én made skrives pa formen

f(t) = alt —an)™ - (t = am)™,

hvor a1, -, au, er indbyrdes forskellige komplekse tal, a € C, og ri,--- ,7m € N. Abenbart
er a = Q.
Rgdderne o, - -+ , a,, 1 polynomiet f siges at have multipliciteter rq,--- ,7,,. Antallet

af rgdder regnet med multiplicitet er derfor
r1+---+7ry =n graden af f.

Rg@dder af multiplicitet 1 og 2 kaldes ogsa simple og dobbelte rgdder.

Beuvis. Eksistensen af en faktorisering vises ved induktion efter n. For n =1 er

Q
f@) =art+ap=a1(t—a), a= e
ai

For vilkarligt n > 2 antager vi nu, at ethvert polynomium af grad n — 1 har en faktorisering. Vi betragter
sa et vilkarligt polynomium f af grad n. Det har ifglge Algebraens fundamentalsesetning en rod o € C. Ved
sedvanlig polynomiumsdivision findes da polynomier g og » med komplekse koefficienter, sa at

f@) =qt)t —a) +r(t), gradr<]1.
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Her er r defor en konstant og r(a) = 0, dvs. r er nulpolynomiet, og fglgelig geelder

f#t) =q®)(t — ).
Da g har grad n — 1, har g en faktorisering af den gnskede art og dermed ogsa f.

Entydigheden af en sadan faktorisering vises ligeledes ved induktion efter n. For n = 1 er ngdvendigvis

m=1r1 =1, a1 = —Z—(l’, a = a1. Vi antager dernaest entydigheden for ethvert polynomium af grad n — 1

og betragter et polynomium f af grad n (n > 2). Safremt
) =alt —oq)™ - (t —am)"™ =b(t — 1) -+ (t = Bp)°7,

vil, da f(a1) = 0 og b # 0, ngdvendigvis et af tallene 31, - - , Bp veere lig a1, og vi kan ved bogstavombygning
antage, at 01 = a1. Men da er

q(t) =a(t —a1) 7t —a)™2 - (t— am)"™
=b(t — o) Tt — B2)%2 - (t — Bp)°P.

Ifglge induktionsantagelsen méa de to fremstillinger af ¢ veere ens, og det gaelder sa ogsa de to fremstillinger

af f. O

Korollar 5.9 IDENTITETSSAETNINGEN FOR POLYNOMIER. Huis to polynomier

apt? + ap_ltp_l + -+ art + agp,

bot? 4+ by 11971 4 byt + by,
stemmer overens i verdi for uendelig mange t € C, sa er de identiske, dvs. ag = by, a1 =
b1, am = by, m = min{p, q}, medens koefficienter med indeks > m alle er 0.

Konsekvens. Hvis to (funktioner C — C, der kan skrives som) polynomier stemmer
overens i veerdi for uendelig mange t € C, sa gor de det for alle t € C.

Beuvis. Korollar 5.9 indses pa kontraponeret form. Antag, at de givne polynomier ikke er identiske, dvs. at
vi ved subtraktion led for led far et polynomium, hvor ikke alle koefficienter er 0 (et egentligt polynomium)

ent™ 4 cpo1t" "o et 4 co.

Vi kan teenke os ¢, # 0 ved om forngdent at slette nogle nuller. Er nu n = 0, har differenspolynomiet ingen
nulpunkter, og er n > 0, har det ifglge Seetning 5.2 hgjst endelig mange (nemlig hgjst n) nulpunkter. Og
nulpunkterne her er jo netop de punkter, hvor de givne polynomier stemmer overens i vaerdi.

Saetning 5.10. Ethvert polynomium f i én variabel
f) = ant" +an 1t" P+ +a,t+ag
med reelle koefficienter og grad n > 1 kan pa en og kun en made skrives pa formen
Ft) = alt —an)™ - (t— o)™ (£ + Bt +71)" -+ (82 + Bet + 7)™,

hvor a, -+ -, ay, er indbyrdes forskellige reelle tal, a € R, og (B1,71),- -, (Be,7ve) er indbyrdes
forskellige par af reelle tal, som opfylder ulighederne

512_471<077ﬁl?_47£<0
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Bevis. Entydigheden folger af, at to forskellige produktfremstillinger ved videre faktorisering af andengrads-
polynomierne i komplekse fgrstegradspolynomier ville give to veesentlig forskellige komplekse faktoriseringer,
i strid med Seetning 5.2.

For at vise eksistensen af en reel faktorisering af den gnskede form tager vi udgangpunkt i den komplekse
faktorisering af f,

(5.8) Ft) = an(t —ay)™ - (t —am)™™, teC.

Som fglge af homomorfirelationerne (5.3) har vi

f) =an(t—o)™ - (t—am)™, teC
For t € Rer f(t) = ant™ +---+ait +ag € B, dajo an, - ,a1,a0 € R. Altsa er f(t) = f(t), saledes at
f@) =ant—ay)™ - (t —an)™ for t €R.

Men denne fremstilling af f(t) gaelder sa ogsa for alle t € C, ifglge Konsekvens af Korollar 5.9. Og sa er den
ifglge Seetning 5.8 identisk med (5.8) ovenfor, paneer faktorernes reekkefglge. Heraf folger, at de ikke-reelle
rgdder i f optreeder i par af konjugerede med samme multiplicitet. Faktoriseringen (5.8) kan derfor skrives

ft) = aajrém(t — o) ajemg ;50 ((t—az)(t —ay)" .

For de j for hvilke a; € C, Im o > 0, er

(t = ay)(t —@)) = £* = (aj + @)t + ;@
=12 + Bt +;,

hvorfor 3;,v; € R, og diskriminanten [3]2 — 4v; < 0, da rgdderne o, @; i polynomiet 2 + Bjt + v; ikke er
reelle. Vi har saledes fundet en produktfremstilling af den gnskede form.

O

Bemaerkning 5.11. Saetning 5.10 handler om faktorisering af reelle polynomier i simplest
mulige reelle polynomier. Vi har her et eksempel pa et rent reelt resultat opnaet ved at
ga ud i C. Et andet er formlerne for cosnf og sinnf i Eksempel 5.4. Der findes adskillige
tilsvarende eksempler, hvor man har fordel af at arbejde med C under angreb pa problemer
vedrgrende R.
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Ovelser til §2

Verificér, f.eks. ved induktion, at det n’te Fibonacci tal F,, (jvf. (2.7)) er
1+v5)" (1-vB)"
2 2

Et eksempel fra rentesregning (knytter an til Eksempel 2.11 2)):

En kapital pa 1 kr. anbringes til forrentning med rente og renters rente i et tidsrum af
m ar og vokser derved til K kr. Rentefoden omsat til arsbasis kaldes r, altsa 100r%
p.a. Vi antager, at der gar n terminer pa et ar (det almindeligste p. t. er n = 4 ).
Hver termin er saledes 1/n ar, og rentefoden pr. termin er r/n. Det samlede antal
terminer pa de m ar, forrentningen varer, er mn. Slutkapitalen er derfor

K:(1+i)mn.
n

1

F,=—
V5

Udregn for » = 0,08 kapitalen K i hvert af tilfseldene

1) n = 2 (halvarlig rentetilskrivning)

2) n = 4 (kvartarlig rentetilskrivning)

3) n = 12 (manedlig rentetilskrivning)

4) n — oo (kontinuerlig rentetilskrivning)

Vedr. 4) benyttes omskrivningen

(+3) =10+2) T
n n
og K defineres som graensevaerdien heraf for n — oo.

Hvad er i gvrigt forklaringen pa, at K bliver stgrre nar terminerne bliver kortere
(og derfor storst ved kontinuerlig rentetilskrivning)?

Folgende opgave knytter an til Eksempel 2.22.

(i) Vis, at funktionen

givet ved

ft) =vi+2t

er voksende, og at der geelder
t < f(t) for alle t € [0,1 4+ V2].
(ii) Vis, at folgen (x,,) givet rekursivt ved

r1 =008 Tpy1 =V1+22,, n>1
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er konvergent og bestem graensevaerdien.

Hvilke af nedenstaende talfglger er delfglger af fglgen %, %, %, I S

G S TSP H
(i)
(iif)

Angiv to konvergente delfplger af folgen (2.6) i Eksempel 2.1, séledes at den ene
konvergerer mod 0 og den anden mod 1.

N[ =
N[ =
N
N
=
=

o

st

U=

Y

D=

Y

W=

Y

INTE

Y Y

N

Hvilke forteetningspunkter har de respektive talfglger (2.1)-(2.6) i Eksempel 2.17
Lad fglgen ag,as,---ay,--- veere givet rekursivt ved
an = %(an_l + ay_2) forn > 2

med udgangselementerne ag = 0, a; = 1.

(i) Vis ved induktion efter n, at der for alle n =0,1,2,--- gaelder

ii) Vis, at fglgen a,, er konvergent og bestem graenseveaerdien.
g g g g

(iii) Gor rede for at delfglgen ag,az,aq, -+ er strengt voksende og at delfglgen
ai,as,as--- er strengt aftagende.

Ovelser til §3

Vis, at rackken

oo

1
2 (Vi +vr+1)y/n(n+1)

n=1

er konvergent, og find dens sum.
11

Vink. Vis, at rackkens n’te led kan omskrives til NS

Vis, at reekken > 7 (2n? — /n)~! er konvergent, og at reekken > 7, ﬁ er

divergent. (Benyt sammenligningskriteriet.)

Vis, at reekkerne S2°°, n"27"" og 322 E;LT'L); begge er konvergente.
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Ov. 3.8
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Ov. 3.10
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Ov. 4.1
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(Benyt rodkriteriet, hhv. kvotientkriteriet.)

Vis, at reckken Y00, —  er konvergent, hvis a > 1, og divergent hvis a < 1.

n=2 n(lnn)®

(Benyt integralkriteriet).

Undersgg, hvilke af raekkerne

00 n! 002
2 Lo
n=1 n=1

I
der er konvergente. (Benyt kvotientkriteriet og Eksempel 2.11).

Den uendelige decimalbrgk 0,127127127---, som er periodisk med perioden 127,
fremstiller et rationalt tal. Hvilket? — Samme spgrgsmal for decimalbrgken
2,85127127127 - - -, som er periodisk fra et vist trin med perioden 127.

Vis, at Y oo, n27" er konvergent. Find summen. (Vink: For 0 < z < 1 er ++- =

- l1—z
Zn:o xn')

Vis, at for 0 < z < 1 er > o7, 12" konvergent. Find summen. (Vink: Som i Qv.
3.7.) Bestem In2 med 4 decimalers ngjagtighed.

Vis, at reekken Y7 an er divergent og at reekken > >~ 12” er konvergent.

Lad z > 0 og betragt rackken > 7

1) Vis, at raekken er konvergent.

nOn'

2) Idet reckkens sum kaldes f(x) og vi far at vide, at denne rackke kan differentieres
ledvist, d.v.s. > "7 (ﬁ)/ er konvergent med sum f’(x), skal man vise, at f(z) = e*.

) o
3) Vis, at reekken > 7 n iy er konvergent med sum (1 + x)e

Vis, at reekken Y7 o ”;’,1 er konvergent og find dens sum.

Ovelser til §4

Find lim inf og lim sup af talfglgen

n7r+n—i—1 . onm
Ccos — sin —.
n+1 2 n 2

In =
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Ov. 4.2 Find lim inf og lim sup af talfglgen

n* 4+ 5n3 + 3n

W=+ (=1)" .
v (1+( ))8n4—|—7n3—|—6n2—|—1

Ov. 4.3 Ladz, = (1+ 2(-1)")sin(nZ), neN.

n
Bestem lim inf x,, og lim sup x,,.

ODvelser til §5

Ov. 5.1  Vis pa en figur fglgende punktmaengder:
(a)  {zeZ|fz=1} (b) {zeClarg z= 7},
(© {zeCllf <1}, d)  {zeCllz-1]=1},
(e) {zeC|2<|z—-1] <3}

Ov. 5.2  Vis pa en figur fglgende punktmaengder:
(@)  {zeCllz—-2|=|z -2},
(b) {zeC||z—-1|+|z+ 1] =3},
(c) {zeC||arg z| <m, |z >5}.

Dv. 5.3 Bring ethvert af nedenstaende komplekse tal pa formen a + b, a,b € R.
(a) (1420 + 3(1+d)(1+145)
() VB~ ivE) — (1 +idVE)(~2+2)
(c) % + (24 30)(3 — 44)

6+7i 2451 . 30 — 23¢

=3 34T 58

2¢/3 —1i3V2 .
@ DBIBV2 g
3iv3 — 2¢/2
Dv. 5.4 Find modulus og argument for ethvert af folgende komplekse tal:
V6 o1
a —4 — 44, b 2v3 —6i, (c - i,
(2) (b) © Fris
. 4 1
()  3+iv3, (e) : (f)
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Bring ethvert af nedenstaende komplekse tal pa formen a + b, a,b € R:
(a)  (1+iv3) (b)  (=V3+iV3)
© R
(=3 —iV3)T
Find de komplekse tal = og y af ligningerne
B+d)z+(1—2i)y =1,
2+ +(1—1i)y=1i.

Vis, at for ethvert z € C, z # 1 geelder
142

|zl =1 <= Re =0,
1-=2

idet Re z betegner realdelen af z.
Lgs folgende ligninger for z € C:
(a) 2?2 = —4,
(b) 22 +22410=0,
(c) 2% =i
Lgs ligningen i C
(a) 22 —224+41=0 (b) (141i)2% —2iz+4—2i = 0.

Lgs ligningen i C
(1+i)2> —(1—4i)z—5=0

og beregn %, idet a og [ betegner rgdderne.
Find en andengradsligning med reelle koefficienter, som har roden
(a) : —|—i§, (b) a + ib hvor a,b € R.

Rodderne i ligningen 22 + az + b forudseettes at veere konjugerede komplekse tal.
Vis, at koefficienterne er reelle.

Lgs ligningen
(a) 24273 =1, (b) 28 —2V3izt —4=0.

Begrund, at ligningen 23 + 22 + 2 + 1 = 0 har mindst en reel rod og lgs derefter
ligningen.

Begrund, at ligningen z* + 223 + 1622 — 22 — 17 = 0 har en reel rod og dermed ogsa
mindst 2 reelle rgdder. Lgs ligningen.
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§1. Basislgsninger til et linesert ligningssystem
Vi betragter et vilkarligt linesert ligningssystem
(1) Ax =D,

bl I
hvor A = (a;;) er en m xn-matrix, b= | : Jogx=| : | erhhv. mxlognxl

bm Tn
spjlematricer. (Index ¢ gennemlgber stedse {1,...,m} og j gennemlgber {1,...,n}.)
Vektorer opfattes stedse som sgjlematricer, nar ikke andet anfgres. Vi betegner med

alj
a; =

(myj
den j’te sgjle i A. Sa gelder for enhver n x 1-matrix x at
Ax=zx1a; + -+ Tna,.
Ligningssystemet (1) kan herefter skrives pa formen
(2) r1a1 + -+ zna, = b,

og en lgsning til (1) er saledes det samme som sattet af koefficienter x1,...,x, i en
fremstilling af b som linearkombination af ay, ..., a,.

Lad nu x betegne en forelagt lgsning til (1) (eller (2)). Vi betegner med «, 3,7, ...
de eventuelle indices j for hvilke z; # 0. (Maengden af sadanne j kan eventuelt veere
() eller {1,...,n}.) Sa antager (2) formen

(3) Tado +Tgag+... =Db,
og vi siger derfor, at den betragtede lgsning = involverer sgjlerne a,,ag, ... (og ingen
andre).

DEFINITION 1.1. En lgsning x til (1) kaldes en basislgsning, hvis de involverede sgjler
aq,ag,... er lineert uathangige.

Medens (1) ofte har uendelig mange lgsninger, findes der altid hgjst endelig mange
basislgsninger til (1), nemlig hgjst én for hver delmaengde {«, 3,...} af {1,...,n},
for hvilken sgjlerne a,,ag, ... er linesert uafthaengige.
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§2. Basislgsninger til et linesert program pa kanonisk form

Et linesert program pa kanonisk form er en opgave af formen

(P) Maksimér c'x = cjx1 + ...+ ¢y, under hensyn til bibetingelserne

Ax = b og x>o.

C1

Hererc= | : en given vektor i R"”, medens A og b er som i §1, og ligesa den
Cn

variable x. Med o betegnes nulvektor. Skrivemaden x > o betyder 1 > 0,...,z, >

0. Superscript t angiver transponering. Funktionen x —— c'x kaldes objektfunkti-
onen (eller kriteriefunktionen). En vektor x € R™ kaldes en tilladt (eller mulig)
“losning” til (P), hvis x opfylder bibetingelserne Ax = b og x > o.

Den optimale vaerdi af (P) defineres som supremum af objektfunktionen betragtet
pa maengden af tilladte lgsninger:

sup{c’x | Ax=b A x>o}.

Den er —oco, hvis (P) ikke har tilladte lgsninger. Den er 400, hvis funktionen x —
c'x er opad ubegraenset pa meengden

{xeR"|Ax=b A x>0} (£0)

af tilladte lgsninger til (P). Ellers er den optimale veerdi € R.

Ved en optimal lgsning til (P) forstas en tilladt lgsning x for hvilken c'x er lig
med den optimale veerdi (der sa ma veere endelig), altsa for hvilken c¢'x > c'z for
enhver anden tilladt lgsning z.

De tilladte lgsninger til (P) udggr en konveks maengde i R™. Neermere er denne
et konvekst polyeder, forstaet som faellesmaengden for et endeligt st af afsluttede
halvrum i R", jf. Konveksitet, §6. (Ogsa () og R™ regnes for konvekse polyedre.) Thi
(1) er jo ensbetydende med sattet af 2m linesere uligheder a;1x1 + ... + @iz, > b;,
hhv. < b;, og dertil kommer de n lineszere uligheder z; > 0.

Ogsa de optimale lgsninger til (P) danner et konvekst polyeder, idet der blot
kommer endnu en lineser ulighed til, nemlig c¢*x > den optimale veerdi (altsa lig med
denne).

SETNING 2.1. Betragt et kanonisk linesert program (P).
a) Hvis der findes en tilladt lgsning, sa ogsa en tilladt basislgsning.

b) Hvis der findes en optimal lgsning, sa ogsa en optimal basislgsning.

Bewvis. Denne saetning er i det vaesentlige et specialtilfeelde af Konveksitet, Saetning
7.3. Vi giver dog et direkte bevis. Vi kan ngjes med at vise b); thi heraf folger a)
ved blot at sendre programmet (P) til et nyt program (Fp), hvori c erstattes med o
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medens A og b bibeholdes. Den optimale veerdi for (Pp) er abenbart 0, og en tilladt
lgsning [resp. tilladt basislgsning] til (P) er det samme som en optimal lgsning [resp.
optimal basislgsning] til (FPp).

Vi antager saledes, at der findes mindst én optimal lgsning til (P). Blandt samtlige
optimale lgsninger til (P) findes en (eller flere), for hvilken antallet af strengt positive
koordinater er sa lille som muligt. Lad x betegne en sadan optimal lgsning til (P)
med feerrest mulige koordinater > 0, lad os sige

To > 0, .T,g>0, e

hvor {o, B,...} C{1,...,n},og z; =0 for j ¢ {c,3,...}. Sa er (3) opfyldt (se §1):

(3) Tado +Tgag+... =Dh.
Vi vil nu vise, at x er en basislgsning til (1): Ax = b, og dermed en optimal
basislgsning til (P). Hertil skal vises, at sgjlerne a,,ag,... i A er linesert uatheen-

gige, jf. Definition 1.1. Antag, at a,,ag, ... er linezert athsengige. Sa findes reelle tal
Yo, Y3, - - - , ikke alle 0, sa at

(4) Yoo +Yygag+... =o.

Vi kan gerne antage, at f.eks. y, # 0, og naermere at y, > 0, thi er y, < 0, erstatter
vi blot ya,yg, ... med —yq, —Yyg, ... , hvorved (4) bevarer sin gyldighed. Vi saetter

g =0 for j¢{af,...}

og har derved en vektor y = (y1,...,y,)" # o med Ay = o.
Nu multipliceres (4) med et tal A € R, og det fremkomne trackkes fra (3). Resul-
tatet er A(x — Ay) = b, eller udforligt

(5) (o — AYa)aa + (g — Ayglag +... =Dh.

Dazy >0, zg >0, ..., erogsaxqa —AYya >0, x3 — Ayg >0, ... for alle numerisk
tilstreekkelig sma A € R, lad os sige for |A\| < . Endvidereer z; — Ay; =0—-0=10

for alle j ¢ {a, 3,...}.
Vektoren x— Ay er saledes en ny tilladt lgsning til (P), nar |[A\| < . Den tilhgrende

veerdi af objektfunktionen er
(6) c'(x—)\y) = c'x— X'y < c'x,
fordi x var forudsat optimal. Heraf sluttes

(7) c'y =0,
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thi hvis ¢’y < 0 fas modstrid i (6) for 0 < A < §, og hvis ¢’y > 0 fas modstrid i (6)
for —§ < A < 0. Ifolge (7) geelder lighedstegn i (6) for ethvert A € R:

(8) c'(x — \y) = c'x

(den optimale veerdi). Vi efterlyser nu det stgrste tal A > 0 for hvilket x — Ay > o,
eller udferligt

9) To — Ao >0, zg—Ayg >0, ... .

Blandt disse uligheder er sadanne, for hvilke den pagseldende y-koordinat er < 0,
trivielt opfyldt for alle A > 0. Den s@gte maksimale veerdi A er derfor

)\:min{% ’ je{a,8,...} A yj>o},
j

thi nar y; > 0 kan den j’te ulighed x; — Ay; > 0 jo omskrives til A < z;/y;. Med
dette valg af A geelder ulighederne (9), og der geelder lighedstegn i den eller de af
ulighederne hvis “nummer” j minimerer z;/y;. Vektoren x — Ay er saledes en tilladt
lgsning til (P) (her benyttes tillige (5)), og endda en optimal lgsning ifplge (8). Men
antallet af koordinater > 0 for denne nye optimale lgsning er mindre end for den
givne optimale lgsning x, i strid med valget af x. O
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§3. Farkas’ alternativ

DEFINITION 3.1. En delmaengde I' af R™ kaldes som bekendt (Konveksitet, Defini-
tion 7.1) en kegle, hvis

VAe[0,4+00[ Vbel : XbeTl.

Enhver ikke tom kegle indeholder o, som man ser ved at veelge en vilkarlig vektor
b € I' og tage A = 0. En kegle, som tillige er en konveks maengde, kaldes naturligvis
en konveks kegle.

Vi benytter betegnelsen

En =[0,400[" = {x e R" | x > 0}

for den positive “ortant” i R™. Denne er abenbart en afsluttet konveks kegle i R”.

Ethvert seet (ai,...,a,) af vektorer i R™ frembringer jo en konveks kegle I' =
cone(ay, . ..,a,), bestaende af alle positive kombinationer (dvs. linearkombinationer
med koefficienter > 0) af aj, ..., a,:

I'={ma;+...+zpa, |x€ E,} ={Ax|x € E,},

se Konveksitet, Seetning 7.2. Og I er afsluttet, fordi den frembringes af endelig mange
vektorer ay,...,a,, se Konveksitet, Seetning 7.4.

Ved at kombinere dette med en af separationssaetningerne for konvekse maengder
kan vi nu udlede det afggrende hjelpemiddel i dualitetsteorien for lineser optimering

(jE. 6):

SETNING 3.2. (J. Farkas, 1902). For ethvert linezert ligningssystem Ax = b (jf. §1)
indtraeffer netop ét af folgende to tilfaelde:

1°. Ax = b har mindst én lgsning x > o (altsa x € E,,), eller

2. Ay >0 Ably <0 har mindst én lgsning y (€ R™).

Bemeerk, at ulighederne i 2° ved transponering antager den sekvivalente form
y'A > o' Ay'b <0 (jf. LD, s. 6.2.1).
Bevis. Fgrst bemeerkes, at 1° og 2° ikke begge kan indtreeffe, thiaf b = Ax A y'A >
ol Ax>o ville folge
y'b =y"(Ax) = (y'A)x >0

i strid med sidste ulighed i 2°. — Vi har her benyttet, at produktet af to matricer
(som y*A og x), der begge har alle elementer > 0, ligeledes har lutter elementer > 0.

Tilbage star at indse, at hvis 1° ikke indtreeffer, sa geelder til gengeeld 2°. At 1°
ikke indtreeffer, er ensbetydende med, at b ikke tilhgrer den afsluttede konvekse kegle

I'={Ax|x € E,} (CR™)
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som vi betragtede ovenfor. Men sa kan b og I' ifglge Konveksitet, Ssetning 9.3
separeres staerkt ved en hyperplan H i R™. Der eksisterer derfor en vektor y € R™
(normalvektor til H) og et tal § € R sa at

(12) yiz > for z €T,
(13) y'z < 3 for z=b.
For enhver vektor x € F,, gxlder Ax € T ifglge definitionen af I'. Og da I" er en

kegle, geelder ogsa AAx € T for ethvert A € R ifglge Definition 3.1. Vi kan derfor
indsaette z = AAx i (12) og slutte, at

Ny Ax =y'(AAx) >3 for Ae Ry, x € E,.
Efter division med A og greenseovergang A — +oo fas heraf
(14) y'Ax>0 for x € E,.

Dette viser, at y*A > of. (Thi det j’te element i reekkematricen y*A er jo (y*A)e; >
0 ifglge (14) anvendt pa x = e;, den j’te naturlige basisvektor i R™.)

Endelig viser (13), at y'b < 8 og dermed y'b < 0; thi der geelder 3 < 0 ifplge
(12) anvendt pa z = o € T'. Talt er hermed pavist, at hvis 19 ikke indtrzeffer, sa er 29
opfyldt. O
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§4. Det generelle lineaxre program og dets duale

Et lineaert program i dets generelle skikkelse er en opgave, der bestar i at mak-
simere eller minimere en linezer funktion x —— c'x defineret pa R™ under hensyn
til visse linezere bibetingelser. Hver af disse udtrykker enten, at en lineser funktion
skal veere < en konstant eller at en lineser funktion skal veere = en konstant. Det
kan specielt kraeves, at visse af de variable z1,...,x, skal veere > 0. Et sadant krav
x; > 0 er jo ensbetydende med en bibetingelse —x; < 0 af den allerede nesevnte art;
men man plejer alligevel at holde sadanne fortegnskrav for sig.

I tilfeelde af en maksimeringsopgave kan det ovenstaende konkretiseres saledes:

T1
DEFINITION 4.1. Et linesert program i den variable x = : er en opgave af

Tn
formen:

(P) Maksimér c'x = ¢121+...+¢px, under hensyn til folgende m bibetingelser
< b; for i€lI*

15 i inTn
(15) a;1r1 + +ax{:b¢ for ic I\ "

samt et antal fortegnskrav
(16) xz; >0 for jeJ".
Her betegner I* en given delmaengde af
I={1,...,m},
medens J* er en given delmaengde af
J=A{1,...,n}.

Koefficienterne c;, a;; og hgjresiderne b; er givne reelle tal. De variable z; med
j € J\ J* er saledes frie variable (ikke underkastet fortegnskrav). Mulighederne
I* = ) eller I* = I kan forekomme, og ligesa mulighederne J* = () eller J* = J.
Undertiden kalder vi betingelserne (15) for de egentlige bibetingelser for at skelne
dem fra fortegnskravene (16).

Ved en tilladt (eller mulig) lgsning til (P) forstas en vektor x € R™ som opfylder
bibetingelserne (15) og fortegnskravene (16).

Den optimale vaerdi af (P) defineres som supremum af objektfunktionen x — ¢'x
over alle tilladte lgsninger x, og betegnes kort med sup(P). (Er opgaven i stedet at
minimere ¢’x under hensyn til (15), (16) bliver der naturligvis tale om infimum i
stedet for supremum.)

Ved en optimal lgsning til (P) forstas en tilladt lgsning x, for hvilken c'x er lig
med den optimale veerdi.

Meangden af alle tilladte lgsninger til (P) er abenbart et konvekst polyeder, og
ligesa maengden af alle optimale lgsninger, jf. Lineser optimering, s. 2.1.

Matricen (a;;) (hvor ¢ gennemlgber I = {1,...,m} og j gennemlgber J = {1,...,n})
vil i det fglgende blive betegnet med A.
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EKSEMPEL 4.2. Betragt det linesere program

(P) Maksimér x7 + 5zo — 2x3 under hensyn til bibetingelserne

—2x1+3x92 <3

r1+2x9—1x3 = 4
samt fortegnskravene r1 > 0, x5 > 0.
Her er saledes m =2, n =3,

' =(1,5,-2), b'=(3,4), A_< Ly 1)

I={1,2}, I*={1}, J={1,2,3}, J*={1,2}.

Da I'\ I* = {2} kan vi lgse den 2. bibetingelse f.eks. m.h.t. 3 og indsaette resultatet
x3 = o1 + 2x9 — 4 i objektfunktionen (og i den 1. bibetingelse, som dog her ikke
indeholder x3). Herved omformes (P) til et sekvivalent program:

Maksimér — x; + x2 + 8 under hensyn til —2x; 4+ 322 <3 og z1 >0, o > 0.

Dette program kan let lgses elementeert, f.eks. ved at indtegne maengden af tilladte
lgsninger i x1, xo-planen og desuden et par niveaulinier for objektfunktionen, eller
lige sa gerne for funktionen —z1 + x2; f.eks. niveaulinierne gennem (0,0) og (0,1)
med ligningerne —x1 + 22 = 0, hhv. —z; + 29 = 1.

TITT IS
N

°<
&

Det ses heraf, at (z1,22) = (0,1) er den eneste optimale lgsning til det omformede
program, og derfor er (x1,x2,23) = (0,1, —2) eneste optimale lgsning til det oprinde-
lige program. Den optimale veerdi er fglgelig sup(P) = 9.
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DEFINITION 4.3. Til det linesere program (P) i Definition 4.1 knyttes folgende duale
Y1
program (P’) i den variable y = [
Ym
(P’) Minimér b'y =b1y1 + ...+ bymym under hensyn til bibetingelserne
>c; for jeJ*

(a7 UYL E oo gy {:cj for jeJ\J%,

samt fortegnskravene
(18) y; >0 for iel".

Bemzerk, at der er lige sa mange duale variable yi,..., 4, som der er egentlige
bibetingelser i (P). Det er nyttigt at opfatte y; som knyttet til den i’te bibetingelse
(15) for (P).

EKSEMPEL 4.4. Det duale program (P’) til programmet (P) i Eksempel 4.2 er:

(P") Minimér 3y; + 4y2 under hensyn til bibetingelserne

=21+ y2 >
3y1+2y2 > 5
gy =2

samt fortegnskravet y; > 0.

Bemeerk, at koefficientmatricen i bibetingelserne i (P’) er den transponerede til
koefficientmatricen A i bibetingelserne i (P). Bemsaerk i gvrigt, at nar (P) som
her er en maksimeringsopgave, bliver (P’) en minimeringsopgave (og vice versa), og
at ulighedstegnene i bibetingelserne i de to programmer vender modsat. Alt dette
gaelder abenbart generelt.

Vi kan let lgse ovenstaende program (P’) ved at indsaette bibetingelsen med lig-
hedstegn: —yo = —2 i det gvrige. Herved omformes (P’) til at minimere 3y; + 8
under hensyn til —2y; > —1 og 3y; > 1 (samt y; > 0). Eneste optimale lgsning til
(P') bliver (y1,y2) = (3,2), og den optimale veerdi af (P’) bliver inf(P’) = 9.

I dette eksempel har saledes (P) og (P’) samme optimale veerdi: sup(P) = inf(P’).
Vi skal senere se, at dette altid geelder (blot enten (P) eller (P’) har en tilladt lgsning).

Det kan vaere bekvemt at opstille et program (P) og dets duale (P’) skematisk pa
folgende made, der lader forbindelsen mellem dem i henhold til Definition 4.3 traede
anskueligt frem. Vi opskriver kun koefficienterne, ikke de variable. Det er prak-
tisk at skrive koefficienterne til objektfunktionen nederst (altsa under den vandrette
streg). Hgjresidekonstanterne star til hgjre for den lodrette streg. (I det tomme felt
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i nederste hgjre hjorne i hvert af skemaerne kan man skrive et eventuelt konstantled
i objektfunktionen for (P) og dermed for (P’), hvis man veelger at tillade et sadant)
— I eksemplerne 4.2 og 4.4 fas saledes folgende skemaer for (P) og (P’):

(P) Max, < (P") Min, >
* % *
x —2 3 0 3 -2 L
1 2 -1 4 3 2 b
0 -1 =2
1 5 =2 3 4

En stjerne til venstre for en rackke angiver, at raeckkens nummer tilhgrer I* (ved (P)),
hhv. J* (ved (P')), altsa at der skal sta ulighedstegn i den tilsvarende bibetingelse
(nemlig < ved (P) og > ved (P')), saledes som det er anfort over skemaerne. — En
stjerne over en af sgjlerne angiver fortegnskravet, at den tilhgrende variable (i (P)
eller (P’)) skal vaere > 0, svarende til at sgjlens nummer tilhgrer J*, hhv. I*.
Herefter ses, at skemaet for (P’) simpelthen fas ved at transponere hele skemaet
for (P) (inklusive stjernerne) og erstatte Max med Min og < med [ >. Tilsvarende
fremkommer skemaet for (P) ved at transponere skemaet for (P’) og erstatte Min
med Max og > med <. Hermed har vi i realiteten bevist Saetning 4.5 nedenfor.

Der er tradition for at kalde (P) for det primale program. Heri ligger der dog
ingen skelnen mellem arten af (P) og (P’), som det netop ses af

SETNING 4.5. Det duale til det duale program er det primale program.

En mere tungtvejende begrundelse for den valgte definition af det duale program
(P') haves i fglgende lemma, hvis bevis beror pa alle enkeltheder i Definition 4.3.

LEMMA 4.6. For enhver tilladt lgsning x til (P) i Definition 4.1 og enhver tilladt
lpsning y til (P") geelder

(19) c'x < y'Ax < y'b,
og derfor
(20) c'x < sup(P) < inf(P') <y'b.

Bevis. For at vise den sidste ulighed i (19) skriver vi Ax =u (€ R™). Vi finder

YAx=yu=> yui=> yui+ > yu

il iel* ieI\I*

< D yibi+ > wibi=> yibi =y'b.

iel* ieI\I* iel
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Ad uligheden maerket 1: For i € I'* er u; < b; ifplge (15) og y; > 0 ifplge (18), derfor
yiu; < y;b;. Fori e I\ I* er u; =b; ifplge (15), derfor y;u; = y;b;.
Den fgrste ulighed i (19) vises analogt, idet vi skriver Ay = v (€ R"):

yiAX = vix = Zvjxj = Z vjTj + Z Vi

jeJ jeJx JEI\T*

_ ot
E cjxj + E cjxj—g CjTj = C'X.

jeJx JEJI\J* jeJ

Vo

Ad uligheden meerket 2: For j € J* er v; > ¢; ifplge (17) og z; > 0 ifplge (16), derfor
vjxj > cjx;. For j € J\ J* er v; = ¢; ifplge (18), derfor vjz; = c;x;.

Af (19) folger (20) ud fra definitionen pa sup(P) og inf(P’). Man benytter, at hvis
det om to ikke-tomme mangder A, B C R* galder, at ethvert a € A er < ethvert
be B,saer supA <inf B. — Hvad er A og B i den foreliggende sammenhaeng? O

Sporgsmalet melder sig, hvornar der galder lighedstegn i Lemma 4.6.
SAETNING 4.7. For enhver tilladt lgsning x til (P) og enhver tilladt lgsning'y til (P’)
er fplgende tre udsagn ensbetydende
a) x er en optimal lgsning til (P) og 'y er en optimal lgsning til (P’) [og de
optimale veerdier er ens: sup(P) = inf(P’)].
B) c'x = y'b (derfor ogsa = y'Ax ifplge Lemma 4.6).
v) Der gelder lighedstegn i (15) for ethvert i € I* med y; > 0, og der gaelder
lighedstegn i (17) for ethvert j € J* med x; > 0.

Kommentar. Vi har anbragt sidste del af «) i klammer, fordi denne del af «) kan
slettes, idet sup(P) = inf(P’) er automatisk opfyldt her, som vi senere skal se
(Seetning 6.1).

Bewis for Setning 4.7. ) = 3) er oplagt, idet ¢'x = sup(P) og y'b = inf(P’), nar
x og y er optimale for hhv. (P) og (P’).

B) = v): Af 3) folger ved Lemma 4.6: c'x = y*Ax = y'b, og der ma derfor geelde
lighedstegn i ulighederne maerkede 1 og 2 i beviset for lemmaet.
Lighedstegnet i uligheden maerket 1 viser, at

Z yi(bi —u;) =0,

eI~

fordi
> wiuwi= > yibs
i€\ i€\

ifolge (15) (husk, at u = Ax). Og da der for i € I'* geelder bade y; > 0 ifplge (18) og
bi —u; > 0 ifplge (15), sa er y;(b; — u;) > 0 og dermed = 0, da summen over I* er
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= 0. For ethvert ¢ € I med y; > 0 ma der derfor geelde b; — u; = 0, altsa lighedstegn
i(15), idet u= Ax.
Lighedstegnet i uligheden meerket 2 viser tilsvarende, at

> (v = ¢j)x; =0,

jeJ*

og igen er hvert led i summen > 0 og derfor = 0. For ethvert j € J* med z; > 0 ma
der derfor geelde v; = ¢;, altsa lighedstegn i (17), idet jo v = Aly.

v) = (). Ved tilbageslutning ses ud fra =), at der pany gelder lighedstegn i
ulighederne maerkede 1 og 2, hvoraf c¢'x = y’!Ax = y'b, altsa lighedstegn i (19) i
Lemma 4.6 og derfor ogsa i (20). Det betyder, at x er optimal for (P) og y for (P’),
og at sup(P) = inf(P"). O
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§5. Omformning til kanonisk form eller standardform

I §2 betragtede vi et kanonisk linesert program, dvs. specialtilfeeldet I* = (), J* =
J (altsa lighedstegn i alle de egentlige bibetingelser, og alle variable skal vaere > 0).

Ved lgsning af et linesert program pa datamat er det ofte fordelagtigt forst at
bringe programmet pa kanonisk form. Dette kan let lade sig ggre, f.eks. saledes:

19. For hver ulighed (15), altsa for i € I'*, indfgres en restvariabel (slack variable)
zi, og vi omskriver uligheden til en ligning:

i1 X1+ ...+ QinTn + 2, = b; (’iEI*),
idet vi samtidig stiller fortegnskravet
2z >0 (1€1I7).

Pa denne made kan alle ulighederne i (15) erstattes med ligninger.

20. For hver fri variabel z;, altsd for j € J \ J*, indferes to nye variable
x;zo, 1;9’20 (jeJ\J"),

og vi erstatter r; med x; — 27 alle steder, hvor x; forekommer, altsa dels i objekt-
funktionen c1z1 + ... + ¢z, og dels i hver af de egentlige bibetingelser (15). At vi
ikke herved taber nogen tilladt eller optimal lgsning, beror simpelthen pa, at ethvert
reelt tal (som z;) kan skrives (pa mange mader) som differens mellem to tal > 0.
EKSEMPEL 5.1. Vi bringer programmet i Eksempel 4.2 pa kanonisk form saledes:

19. Vi tilfajer en restvariabel z; > 0 for at omforme uligheden —2x; + 3z < 3 til
ligningen —2x1 + 3z2 + 21 = 3.

20, Vi erstatter overalt den frie variabel 3 med x4 — 24, hvor x5 > 0, z4§ > 0.
I alt omformes det givne program herved til folgende kanoniske program:

Maksimér x; + 5xy — 225 4+ 224 under hensyn til
—2x14+3x2 +z1 =3

x1+2w0 — sy =4

med alle fem variable x1, zo, 25, 2%, 21 > 0.

Af hensyn til beviset for dualitetsssetningen i §6 skal vi betragte endnu en speciel
form for et linesert program — den sakaldte standardform.



MAT H2, 198990 Lineger optimering 5.2

DEFINITION 5.2. Et linesert program (P) har standardform, hvis der geelder uligheds-
tegn i alle bibetingelser og hvis alle de variable skal vaere > 0.

Med betegnelserne fra Definition 4.1 kraeves altsa I* = I, J* = J. Et standard-
program har saledes formen

(P) Maksimér c'x under hensyn til Ax <b og x > o.
Det duale hertil er abenbart

(P’) Minimér b’y under hensyn til A'y > ¢ og y > o,
altsa pany et standardprogram. (Det tilsvarende geelder ikke om kanoniske program-
mer.)

Bemeerkning 5.3. Ethvert linesert program kan omformes til et standardprogram
saledes:

19. Hver ligning i (15), altsé for i € I \ I*, erstattes med de to uligheder
a1 + ...+ ainn < b,

—Ai1x1 — ... — Aindnp < —bi.

20. Hver fri variabel z; (j € J\J*) erstattes overalt med 'y —z, hvor z; > 0, z >0,
ganske som ved omformning til et kanonisk program.

LEMMA 5.4. Nar to indbyrdes duale lineare programmer bringes pa standardform
pa den ovenfor beskrevne made, er de fremkomne standardprogrammer ligeledes hin-
andens duale.

Beviset er i princippet sare ligetil, men lidt besveerligt at skrive op. Vi ngjes derfor
med at verificere pastanden i et eksempel, der indeholder alle forngdne ingredienser
til et generelt bevis.

EKSEMPEL 5.5. Vi bringer programmet (P) i Eksempel 4.2 pa standardform saledes:
19, Ligningen 1 + 229 — 23 = 4 erstattes med to uligheder, og 2°. Den frie vari-
abel x3 erstattes med x4 — %, hvor a5 > 0, 2§ > 0. Herved omformes (P) til
standardprogrammet

(Q) Maksimér xy + bxg — 2x%5 + 225 under hensyn til

Y1 —2x1+3x2 < 3
Yh r1+2w0—ah+ay < 4
Yo —x1 2o+ xh—wy <—4

med alle fire variable 1, zo, 24, 2% > 0. Til venstre for hver bibetingelse er til orien-
tering anfgrt den tilhgrende duale variabel, henholdsvis y1, ¥4, ¥4 .

Pa lignende made kan vi bringe (P’) i Eksempel 4.4 pa standardformen (Q')
nedenfor, der ses at veere dual til (Q):
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(Q') Minimér 3y; + 4y, — 4y4 under hensyn til

1 =24 yo— Yy > 1
o 3y1+ 2ys—2y5 > 5
s Yot Yy >—2
xy Yo— Yy > 2

med alle tre variable y1, 95, y5 > 0. Igen er de duale variable anfgrt foran de respek-
tive bibetingelser. Bemaerk, at koefficientmatricen i (@) faktisk er transponeret til
koefficientmatricen i (@), og tilsvarende ses at geelde for de fuldsteendige skemaer for
(Q) og (Q"), hvori objektfunktionerne medtages, ganske som i skemaerne pa side 4.4.

Bemaerkning 5.6. Ved omformning af et linesert program (P) til enten kano-
nisk form eller standardform er det nye program (Q) ekvivalent med (P) i folgende
forstand:

1) Hvis et af de to programmer har en tilladt, hhv. optimal lgsning, da ogsa det
andet.

2) Veerdimaengden for objektfunktionen betragtet pa tilladte lgsninger er den
samme for (P) som for (Q).

3) (P) og (Q) har derfor samme optimale vaerdi:

Her er en naermere begrundelse for alt dette. Lad ¢ veere antallet af variable i (Q), og
lad u € R? betegne den variable vektor i (@Q). Saer ¢ > n. Den foretagne substitution
(= variabelskift) er givet ved en (linezer) afbildning ¢ : R? — R™. Definitionen af (Q)
er netop lavet sadan, at ¢ atbilder maengden af tilladte lgsninger u til (Q)) pa meengden
af tilladte lpsninger x til (P), og sa at objekt- funktionen for (@), udregnet i en tilladt
lgsning til (@), er lig med objektfunktionen for (P) udregnet i den tilsvarende tilladte
lgsning x = @(u) til (P). Det fplger umiddelbart af disse egenskaber ved ¢, at ¢
afbilder maengden af optimale lgsninger til (Q)) pa maengden af optimale lgsninger til
(P). Selv om der maske kun er én optimal lgsning til (P), vil der ofte vaere uendelig
mange optimale lgsninger til (Q)). — De anforte betragtninger medfgrer specielt 1),
2) og 3).
Laeseren opfordres til at ga ovenstaende igennem i tilknytning til Eksempel 5.5.
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§6. Dualitetsssetningen

Denne lyder i sin fuldsteendige skikkelse saledes:

SAETNING 6.1. For et lineaert program (P) (som i Definition 4.1) og dets duale pro-
gram (P') indtraeffer preecis ét af folgende fire tilfaelde:
1. (Hovedtilfzeldet) Savel (P) som (P') har mindst én optimal lgsning, og (P)
og (P') har samme optimale veerdi: sup(P) = inf(P’) € R.
2. (P), men ikke (P'), har tilladte lgsninger, og den optimale veerdi af (P) (og
af (P")) er sup(P) = +oo.
3. (P'), men ikke (P), har tilladte lgsninger, og den optimale veerdi af (P') (og
af (P)) er inf(P')) = —o0.
4. Hverken (P) eller (P') har tilladte lpsninger.

Saledes har (P) og (P’) altid samme optimale veerdi, undtagen i Tilfzelde 4., hvor
der trivielt geelder sup(P) = —oo, inf(P’) = 400 (fordi vi har defineret sup ) = —oo
og inf() = +o0). Bemeerk, at Hovedtilfeeldet 1. indtreefler preecis nar (P) og (P')
hver har mindst én tilladt Igsning.

Som forberedelse til beviset for Seetning 6.1 udleder vi en variant af Farkas’ ssetning
(Seetning 3.2). Matricen A er fortsat m x n, b er m x 1, og x er n x 1.

LEMMA 6.2. Der indtraeffer netop ét af folgende to tilfaelde:
i) Ax < b har mindst én lgsning x > o, eller
ii) y'A > o' A y'b <0 har mindst én lgsning'y > 0.

Bevis. Vi omformer uligheden Ax < b til ligningen
Ax+z=Db

ved indfgrelse af en restvektor z € R™, som forlanges at vaere > 0. Herved kan i)
omskrives til

i’) (A E) *) —b  har mindst én lgsning x > o,
zZ z

hvor E er m x m enhedsmatrix, og de optraedende blokmatricer naeppe kraever naer-
mere forklaring.
Ifplge Seetning 3.3 er negationen til i’) (eller til 1)) ensbetydende med, at
ii’) y'(A,E) > 0" A y'b <0 har mindst én lgsning y € R™.
Ved udregningen y*(A,E) = (y'A,y") omskrives ii’) til

y'A>0" A y>0 A y'b <0 har mindst én lgsning y,
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hvilket abenbart er ensbetydende med ii). O

Beuis for Setning 6.1. Det er klart, at de fire tilfselde parvis udelukker hinanden. Vi
skal derfor blot vise, at mindst ét af tilfseldene indtreeffer.

Forst omformer vi (P) og (P’) til standardprogrammer (@) og (Q'), jf. Bemaerk-
ning 5.3. Saer (Q) og (Q') hinandens duale ifglge Lemma 5.4. Hvis nu et af tilfeeldene
1.—4. indtraeffer for parret (@), (Q'), sa indtraeffer det samme tilfeelde for (P), (P’)
ifslge Bemeaerkning 5.6.

Det er derfor tilstrackkeligt at bevise Saetning 6.1 for et standardprogram (P) og
dettes duale (P’):

(P) Maksimér c'x under hensyn til Ax <b A x > o,
(P’) Minimér b’y under hensyn til A'y > ¢ A y > o.

I denne situation vil beviset besta i en anvendelse af Lemma 6.2 pa visse blokmatricer.
Lad os se pa de enkelte udsagn, der tilsammen udggr Tilfeelde 1. i Seetning 6.1.

For det forste kraeves, at (P) overhovedet har en tilladt lgsning x, altsa en vektor
x € R” som opfylder

(21) Ax <b,

(22) X > o.

For det andet krzeves tilsvarende, at (P’) har en tilladt lgsning y € R™:
(23) —-A'y < —c,

(24) y = o.

For det tredie krzeves, at x og y kan veelges optimale for hhv. (P) og (P’), og at de
optimale veerdier er ens. Ifplge Seetning 4.7, o) <= ), kommer dette ud pa, at x
og y foruden (21), (22), (23), (24) skal opfylde

(25) b'y — c'x <0,
nemlig i forste omgang b'y = c'x, men der galder jo ifglge Lemma 4.6 automatisk
bly > c¢'x for tilladte lgsninger x,y til hhv. (P) og (P').
De tre uligheder (21), (23), (25) kan sammenfattes til
A O < b
o -A! ( ) < | —c
y

—ct  b? 0
Blokmatricerne
R A 0] R b <
A= O -—At], b=| —-c |, T = ( )
_Ct bt 0 y



MAT H2, 198990 Lineger optimering 6.3

har abenbart god mening. (De to nulmatricer i A er hhv. m x m (i pverste hgjre
hjorne) og nxn. Ogialter A : (m+n+1)x(m+n), b: (m+n+1)x1, x: (m+n)x1).
Vi har hermed set, at (21)—(25) kan sammenfattes til

Ax < b A % > o,
og Tilfeelde 1. er saledes ensbetydende med fglgende udsagn:
i) A% < b har mindst én lgsning x > o (i R™™™).
Negationen til Tilfeelde 1. er derfor ifglge Lemma 6.2
ii) y'A > o' A y'b <0 har mindst én lgsning ¥ > o (i R™*"H1).

Beviset er herefter reduceret til at pavise, at hvis vort par af duale standardprogram-
mer (P), (P’) opfylder ii), sa indtraeffer mindst ét af tilfeeldene 2., 3. eller 4. I det
folgende antager vi derfor, at ii) gaelder.

Vi navngiver koordinaterne til y (> o i R™*"*1) saledes:

V= (v1,. .., Ui ut, ..U a) = (v ut a),
hvor
U1 U1l
v=1{ : > o, u=| : > o, a > 0.
Um Un

Herefter kan ulighederne y*A > of og y'b < 0 i ii) skrives:
viA — act > o, —u’Al + ab’ > of, vtb — ulc < 0.

Den mellemste ulighed overfgres ved transponeringi Au < ab, og i den tredie ulig-
hed er u’c = c'u. Nu lyder ii) saledes:

(26) Au<ab A viA>act A clu>vlb
har mindst én lgsning (u,v,a) medu>0iR", v>0iR™ oga>0iR.

Her kan « > 0 imidlertid ikke forekomme, thi efter division med « og diverse trans-
poneringer ville det fgre til

Alc”'u)<b A Alla'v)>c A c(a"tu) > Dbi(atv).

De to forste uligheder udtrykker, at a=tu (> o) og a~!v (> o) skulle veere tilladte
lgsninger til hhv. (P) og (P’), men sa ville den tredie ulighed stride mod Lemma 4.6.
Da saledes o = 0, simplificeres (26) til

(27)

Au<o A VviA>o! A clu>vb
har mindst én lgsning (u,v) med u >0iR", v>o0iR™.

Uligheden c'u > v'b medfgrer, at enten er c'u > 0 eller v'b < 0 (eller begge dele).
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Antag forst, at ctu > 0.

Da kan (P’) ikke have nogen tilladt lgsning y, thi for en sadan ville geelde ¢! < y*A
og derfor (da u > o)

c'u< (y'A)u = y'(Au) <0 (modstrid),

hvor vi har benyttet, at y > o, og at Au < 0 ifplge (27).

Hvis (P) heller ikke har nogen tilladt lgsning, er vi i Tilfselde 4. Hvis derimod (P)
har en tilladt lgsning x, sa er for ethvert tal A > 0 ogsa x + Au en tilladt lgsning til
(P), idet der ifglge (27) geelder

Ax+Au) =Ax+ M Au<b+Xo=b,
X+ Au> o+ Ao —=o.

Den tilhgrende veerdi af objektfunktionen for (P) er
c'(x+ Au) = c'x + Ac'u — +oo for A — +o0

ifslge antagelsen c’u > 0. Den optimale veerdi af (P) er saledes sup(P) = +oo, og
vi er i Tilfeelde 2.
Antag derpa, at vib < 0.

Dette tilfeelde kan fores tilbage til tilfeeldet ¢’u > 0 ved ombytning af (P) og (P’).
Vi giver dog et direkte bevis ganske analogt med for:
Nu kan (P) ikke have en tilladt lgsning x, thi da var b > Ax og derfor (da v > o)

vib > vl(Ax) = (VI A)x > 0,
idet x > 0, og v!A > o! ifplge (27).
Hvis (P’) heller ikke har nogen tilladt lgsning, er vi i Tilfselde 4. Hvis derimod

(P’) har en tilladt lgsning y, sa er for ethvert A > 0 ogsa y + Av en tilladt lgsning
til (P’), idet (27) giver

(y + AV)'A =y"A + WA >c' + \o' =,
y+ Av >0+ Ao =o0.

Den tilhgrende veerdi af objektfunktionen for (P’) er
(y + )b =y'b+Iv'b - —c0 for A\ — 400,
ifplge antagelsen v'b < 0. Saledes er inf(P’) = —o0, og vi er i Tilfzelde 3.

[alt er hermed bevist, at hvis Tilfeelde 1. ikke indtreeffer, sa indtraeffer til gengaeld
et af tilfeeldene 2., 3. eller 4. O
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Bemaerkning 6.3 Efter saledes at have udledt Seetning 6.1 kan vi vende tilbage
til Seetning 4.7 og i udsagnet «) slette det i den kantede parentes anfgrte om, at de
optimale veerdier er lige store; thi dette folger nu af Seetning 6.1 (fordi vi er i Tilfeelde
1.), og denne saetning viser tillige, at der eksisterer optimale lgsninger til (P) og (P’),
d.v.s. Seetning 4.7 er ikke et tomt udsagn.

Det vil ses, at Seetning 4.7 minder om Konvekse funktioner, Korollar 6.7 ved-
rgrende Kuhn-Tucker vektorer. Dette er ingenlunde tilfseldigt, som det fremgar af
folgende resultat, der er elementeert, idet det ikke beror pa Farkas’ seetning.

For at vort linesere program (P) skal vaere et specialtilfaelde af det konvekse pro-
gram i Konveksitet, Korollar 6.7, ma vi abenbart antage, at (P) har standardform,
og desuden ma vi omskrive (P) til en minimeringsopgave.

SAETNING 6.4. Lad (P) vaere et linezert standardprogram, som har mindst én optimal
lpsning. En optimal lpsning til det duale program (P') er da det samme som en
Kuhn-Tucker vektor for (P) (efter af (P) er omskrevet til en minimeringsopgave).

Bevis. Omskrevet til en minimeringsopgave lyder (P):
(28) Minimér — c¢’x under hensyn til Ax —b <o A x> 0.
Dette er et konvekst program som i Konvekse funktioner, Korollar 6.7 med p = m og

91(x)
f(x) = —c'x, = Ax —b.

gm(X)

Lad x* betegne en optimal lgsning til (P). For enhver vektor u = (\1,...,A\)" € By
seetter vi som i Konvekse funktioner, §6

o) h(x) = f(x) + ; Aigi(x)
= —c'x+u(Ax—-b), xeC=E,.

Antag ferst, at u er en optimal lgsning til (P’). For ethvert x € E,, geelder da,
idet u’(Ax) = (u*A)x,
1
h(x) = (WA — c")x —u'b > —u'b 2 _clx*

2 _cix* + uf(Ax* — b) = h(x*).

Her fremgar uligheden meerket 1 af, at u specielt er en tilladt lgsning til (P’) og
at x > o; ligningen maerket 2 fglger af, at x* og u er optimale lgsninger til hhv.
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(P) og (P'); og endelig fremgar uligheden meerket 3 af Seetning 4.7, ) = ~). Da
Lagrangefunktionen h saledes opfylder

(30) h(x) > h(x*) = f(x*) = den optimale veerdi

for ethvert x € E,,, er vektoren u = (\1,..., ;)" en Kuhn-Tucker vektor for (P) i
henhold til Konvekse funktioner, Definition 6.1.

Antag dernaest omvendt, at u er en Kuhn-Tucker vektor for programmet (28). For
ethvert x € C' = E,, geelder sa (30), og ved addition af u'b fas under benyttelse af
(29)

(31) (u*A —c')x > u'b - c'x*, x € E,.
Lad os heri indsaette x = pe;, hvor p € N og e; er den j’'te naturlige basisvektor for
R™. Efter division med p og greenseovergang p — +oo sluttes, at den j’te koordinat
afu!A —cter >0, j=1,...,n, altsa

u’A > ct.
Séaledes er u (> o) en tilladt lgsning til (P’). — Indseettes i stedet x = o i (31),

fas c!x* > u'b, og derfor endda c'x* = u’b ifglge Lemma 4.6. Ved anvendelse af
Seetning 4.7, 3) = «), ses at u er en optimal lgsning til (P’). O
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