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Forord

Gennem en sarlig aftale varetages undervisningen i matematik pa erhvervsgkonomi-
matematikstudiet ved Handelshgjskolen i Kgbenhavn af Matematisk Afdeling, Institut
for Matematiske Fag, Kgbenhavns Universitet. Denne undervisning bestar af to kurser,
Matematik H1 og Matematik H2, der fglges pa henholdsvis fgrste og andet ar af studiet.

Matematik H1 er opdelt i to dele, nemlig et kursus i lineser algebra og et kursus
i matematisk analyse. Naervaerende noteset udger det skriftlige materiale til kurset i
lineser algebra. Det er beregnet til et halvt ars studier med 2 x 2 forelsesningstimer, 2 x 2
gvelsestimer samt en skriftlig aflevering om ugen. Saettet bestar af forelaesningsnoter, 35
hjemmeopgaver, 146 gvelsesopgaver og en samling af blandede opgaver.

I forelaesningsnoterne er der lagt vaegt pa en stringent gennemgang af matematikken.
Det betyder, at alle definitioner er omhyggeligt og preecist givet, og der bliver fort bevis
(argumenteret) for langt de fleste pastande. Formalet med at give disse beviser er fgrst og
fremmest, at det er gennem arbejdet med dem (naturligvis forenet med gvelsesregning),
at den dybe forstaelse nas. Men formalet er ogsa at preesentere den videnskabelige mate-
matiske metode. Det er formalet med de fleste videnskaber at finde frem til “sandheder”,
men matematik adskiller sig ved at kraeve absolut sandhed. I matematik kan et udsagn
ikke veere nogenlunde rigtigt. I andre teorier, som f.eks. gkonomi, ville et sadant krav
veere absurd; hvis bare virkeligheden beskrives godt (efter en given malestok) betragtes
teorien som veerende “sand”. Det er efter min mening vigtigt, nar man arbejder med
matematisk gkonomi, at man behersker metoderne fra begge omrader, saledes at man
kan overskue hvad der er “sandt” i hvilken forstand.

Som regel praesenteres beviserne med mange detaljer, men det er, som med al mate-
matisk laesning, alligevel ngdvendigt at laeseren hele tiden stopper op og teenker hvert
enkelt skridt igennem, for det naeste tages. Den matematiske sprogbrug er tit meget
kortfattet, og der bruges en rackke faste vendinger, som det er helt afggrende at forsta
den praecise betydning af (f.eks. er “hvis” ikke det samme som “hvis og kun hvis”). Det
kan veere en langsommelig, og af og til maske kedelig, proces, og det kan undervejs blive
sveert at se skoven for bare traeer. Forhabentlig kan gvelser og foreleesninger her bidrage
til at fremhaeve de centrale (og smukke!) punkter i teorien.

I denne udgave af forelaesningsnoterne er der foretaget en hel del rettelser i forhold til
tidligere, ligesom opgavesamlingerne er let reviderede. Afsnittene 1.4, 2.5-2.6, 3.3, 3.5-3.7
er omskrevet, og der er tilfgjet en samling af blandede opgaver.

Forfatteren til noteseettet, Niels Vigand Pedersen, afgik alt for tidligt ved dgden i 1995.
Da det ikke har vaeret muligt at finde filen med kildeteksten, har det veeret ngdvendigt at
genskabe kildeteksten (i LATEX) pa grundlag af den seneste udgave (1998) ved Henrik
Schlichtkrull. Overassistent Dita Andersen har ydet en forbilledlig indsats ved skrivning
af manuskriptet.

Kgbenhavn, juli 2000 Asmus L. Schmidt
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1 Lineaere afbildninger og matricer

1.1 Talrummene R".

De naturlige tal betegnes med N og de reelle tal betegnes med R (jvf. A.1). Lad n veere
et naturligt tal. Meengden af alle n-talsaet

L= ('Tl?"' 7'1771)7
hvor xq,--- ,x, er reelle tal, betegnes med R". Vi kalder ogsa x for en vektor i R".
Tallene x4, --- ,z, kaldes koordinaterne for vektoren z. Det er ofte bekvemt at skrive
z = (1, -+ ,x,) som en n-talsgjle
T
& =
Ty

Denne — dobbelttydige — skrivemade er kendt fra regning med (koordinater for) vektorer
i planen, der jo betegnes bade med f.eks. (x,y) og (;j)
For en vektor
T
Ty

i R" og et tal A € R defineres vektoren Az (“z multipliceret med \”) ved

)\ZEl
AL = :
ALy,
Med —z betegner vi vektoren (—1)z, altsa
_g —



1 Linere atbildninger og matricer

For to vektorer
Xy U1

S
I
<
I

b

i R" defineres vektoren x 4y (“summen af z og ved

)
x1+y1
T+y=

:En+yn

Med z — y betegner vi vektoren z + ( , altsa

1 — U

1=
|
i<
I

— Yn

Med disse definitioner af —x og x —y opnas, at vi kan regne med minustegn pa seedvanlig
made. Et udtryk af formen Az + py kaldes en linearkombination af x og y.

Eksempel 1.1.1. Hvis vektorerne x og y er givet ved

1 3
| -3 B 5
L = 2 ) g - _1
4 -2
er
1 3 2 3 5
%+ — 2 -3 n 51 | —6 n 5 1 | -1
LTd= 2 17| 4 1|7 3
4 -2 8 -2 6
Nulvektoren o i R" defineres ved
0
o= |:
0

En vektor z € R", der ikke er nulvektoren, kaldes en egentlig vektor.

Vi har nu defineret to operationer pa vektorer i R", nemlig multiplikation af en vektor
med et tal (skalarmultiplikation) og dannelse af to vektorers sum (addition). Om disse
operationer geelder folgende regneregler, der i tilfeeldet n = 2 er bekendte fra regning
med (koordinater for) vektorer i planen.



1.1 Talrummene R™.

Seetning 1.1.2 (Regneregler for vektorer i R"). For vilkdarlige vektorer x, y, z i R" og
vilkarlige tal X\, p i R gelder:

V1 (z+y)+z=2+(y+2)

V2: 2 +o0==zx
V3: z+ (—z) =0
Vi z+y=y+z

V5 Az +y) =z + Ny
V6: (A +p)z =z + pz
V7 (Aw)z = Apz)

V& lx ==z

Bewis. Disse regneregler fglger let af de tilsvarende regneregler for de reelle tal. Vi ngjes
med et par eksempler. Lad

Iy Y1 21

T+ 21 rtyit 2
@ty +z=| = |[+]i]|= :
Tn + Yn “n Tn + Yn + 2n
og
Ty 1+ 2 Tty + 2
zt(y+rz)=(: [+ ¢ |= :
Ty, Yn + Zn Tn + Yn + Zn
Heraf ses, at (z +y) +2 =2+ (y + 2), altsa er V1 opfyldt. For f.eks. at indse, at V5 er

opfyldt skriver vi

1+ Y1 )\(Il + yl) A + /\y1
Mz +y)=A : = : = :
Ty + Yn M2y + Yn) Az, + Ay,



1 Linere atbildninger og matricer

og
)\331 )\yl )\.Tl + )\yl
Mtay=| |+ | = s :
ALy AYn An + Ay

hvoraf gyldigheden af V5 aflaeses. De gvrige regneregler bevises efter et tilsvarende
mgnster. U

Den feelles veerdi af (2 +y) +2 og  + (y +2) (regneregel V1) betegnes z +y + z. Den
feelles veerdi af (Au)z og A(uz) (regneregel VT7) betegnes Auz.

Eksempel 1.1.3. Hvis vektorerne z, y, z er givet ved

1 3 2
_ -3 _ 5 _ 0
L= 2 Y= -1 y &= 1
4 -2 —1
er
1 3 2 -1
-3 5) 0 -1
20 +y—32=2 9 + 1 -3 ] = 0
4 -2 -1 9
For to vektorer
X1 U1
T = sy Yy=1 :
Lp Yn

i R" defineres skalarproduktet x -y ved
E'g:xlyl+"'+xnyna

ogsa betegnet Z?Zl x;y;. Om skalarproduktet gaelder fglgende regneregler, der i tilfeeldet
n = 2 er bekendte fra regning med skalarprodukt af vektorer i planen.

Saetning 1.1.4 (Regneregler for skalarprodukt). For wvilkarlige vektorer z, y, z i R" og
vilkarlige tal A € R gelder:



1.1 Talrummene R™.

S4: x -

=
v

0

Shrzrx=0=zx=0

I8

Beuvis. Regnereglerne S1, S2 og S3 folger let af de tilsvarende regneregler for de reelle
tal. Vi ngjes derfor med et enkelt eksempel. Lad

T1 Y1 21

S
I
<
I
[
I

veere vektorer i R". Der geelder da:
1+ 21
(z+y) z= : :
Tn + Yn Zn
= (v +y)zr+ -+ (00 + Yn)2n
=T121 + Y121+t Tpln T Ynn

og
r-z4y-z= (1214 p2) + (121 o+ Yn2n)
=121 + Y121 + ot xpz, + YnZn-

Heraf ses, at (z + g) z=z-z+yY-z, altsa er S1 opfyldt. Beviset for regnereglerne S2
og S3 folger et tilsvarende mgnster.
Gyldigheden af S4 og S5 felger umiddelbart af, at

2 2

For en vektor x € R" defineres [engden af vektoren x som tallet

- VI'L

Denne definition giver mening da z -z > 0 (S4). Vi bemeerker, at |z| = 0 netop hvis
x =0, 0g at [\x| = |\||z| for A € R, z € R".

En vektor z € R" for hvilken |z| = 1 kaldes en enhedsvektor. Hvis z € R" er en
egentlig vektor, da er vektoren

I8

en enhedsvektor. Vektoren y siges at veere fremgaet af z ved normering.
To vektorer z og y i R" siges at veere ortogonale, hvis

z-y=0.



1 Linere atbildninger og matricer

Eksempel 1.1.5. Hvis z, y er givet ved

2 7
L = -3 y Y= 1
6 -2
er
roy=2-7T+(-3)-1+6-(-2)=—-1
0og
2] = /22 + (32 + 62 =VA9 =7, |yl = VT2 + 12+ (-2)2 = V54 = 3V6.
Vektorerne
1 0 0
0 : :
€ = ; ) agj_ 1 <_j7 y € =
: 0
0 0 1

kaldes standard enhedsvektorerne i R"™. Der geelder, at |e;| =1 og ¢, - e; =0 for i # j.
Hvis
T

Tn

er en vektor i R" geelder, at

og at

1.2 Matricer

En matriz er et rektanguleert talskema af formen

a1 a2 ... Qip

921 A22 ... QA2p
A=

Am1 Am2 .. Qmp



1.2 Matricer
Den i'te raekke i A, der ogsa betegnes Ali, x, er

(ail Ce am),

og den j'te sgjle i A, der ogsa betegnes A[x, jl, er
Q15

Clmj

Tallet a;; star i den i'te reekke og den j'te sgjle og betegnes ogsa Ali, j]. Matricen A
har m raekker og n sgjler, og bestar saledes af mn reelle tal. Vi kalder ogsa A for en

m X n-matrix.
Vi kan opfatte A som opbygget af n m-talsgjler, og omtaler

11 Q1n

Am1 Amn

som matricens sgjlevektorer. Den j’te sgjlevektor er

alj

Clmj

En matrix, hvori alle elementer er lig 0 kaldes en nulmatriz. Nulmatricer betegnes 0

eller an
Eksempel 1.2.1. En 3 x 2-matrix ser saledes ud
ann  ai2

Q21 Q22
a3; a3z

0 -1 4 =7 3
-5 5 0 8 10
har to raekker og fem sgjler, og er altsd en 2 x 5-matrix. Her er A1, *| = (0 -1 4 -7 3),

Alx,2] = ( _é > A[2,4] = 8.

Eksempel 1.2.2. Matricen



1 Linere atbildninger og matricer

[ stedet for at opskrive matricen A i et skema bruges ogsa den kortere skrivemade

[N

= (aij)1<icmi<j<n-
Som en forkortelse af dette udtryk skriver vi ofte kun

A= (aij)m,n

og fremheever, at dette sidste udtryk altsa er ensbetydende med

ay ... Qip
A=
aml -+ Qmn
En n x n matrix
aiyp ... QAip
ap1 ... Qpp

kaldes ogsa en kvadratisk matrix. I en kvadratisk matrix siges a;; at sta i diagonalen
dersom i = 7, og uden for diagonalen dersom 7 # j.

En kvadratisk matrix, hvori alle elementer uden for diagonalen er lig 0 kaldes en dia-
gonalmatriz. En diagonalmatrix hvori alle diagonalelementer er lig 1 kaldes en enheds-
matriz. Enhedsmatricer betegnes E eller £, ,,, dersom man gnsker at fremheeve reekke-

og sogjleantal. Enhedsmatricer har altsd formen

1 0 0
0 1

E:
: 1 0
0O ... ... 0 1

Det ses, at den j’te sgjlevektor i E' netop er den j'te standard enhedsvektor i R".

Eksempel 1.2.3. De folgende matricer er eksempler pa diagonalmatricer:

o

o O o=
o O OO
O ot O O
o O O

o O =
O = O
_ o O

Den sidste af disse matricer er en enhedsmatrix.



1.2 Matricer

En kvadratisk matrix
ay; ... QAip

apl ... Qpp

kaldes en nedre trekantsmatriz hhv. gvre trekantsmatriz dersom a;; = 0 for alle ¢ og j
med ¢ < j hhv. ¢ > j. En nedre trekantsmatrix hhv. gvre trekantsmatrix er altsa en
matrix af formen

a1 0 .. 0 a1 Q12 ... Qip

ao21 Q99 e 0 a929 ... Q9pn
,  hhv. : ' ‘ :

Qp1 Ap2 ... Qnpp 0 ce 0 Qpn

Eksempel 1.2.4. De fglgende matricer er eksempler pa nedre trekantsmatricer:

2 00 Lo 0o 2 0 0
30 00
1 -3 0 |, , 00 0 |,
-4 01 Lo s 00 3
02 -2 0
og de folgende matricer er eksempler pa gvre trekantsmatricer:
-1 3 _(1) 8 8 (1) 2 00
0o -3 2|, , 0 00
0 01 005 ~1 00 3
000 O
En m x 1-matrix har formen
aii ai
eller blot
Am1 Qm,

og kaldes en sgjlematriz, og en 1 X n-matrix har formen
(a1 -..a1,) eller blot (a .. .a,)

og kaldes en rekkematrix.

Det ses, at vi nu har to mader pa hvilken vi kan navngive en n-talsgjle

X1

Tn



1 Linere atbildninger og matricer

nemlig
I I

z=|: og

Il <
I

Iy Iy

I forste tilfaelde kalder vi sgjlen for en vektor, og i andet tilfeelde kalder vi sgjlen for en
(sojle-)matrix. Det er bekvemt at have disse to muligheder for navngivning af en sgjle;
det athaenger af sammenhaengen hvilken man bruger, men vi vil i gvrigt ikke skelne skarpt
mellem de to muligheder. Pa samme made som vi taler om en matrices sgjlevektorer,
taler vi om en matrices sgjlematricer.
Matricerne
1 0
Ey=|: :
- 0 1
kaldes for standard enhedssgjlematricerne.
Er der givet en m x n-matrix A og en m X p-matrix B kan man danne en m X (n + p)-

matrix C' ud fra A og B’s sgjler ved at opskrive B’s s&jler efter A’s sgjler. Matricen C
kaldes en blokmatriz med blokkene A og B og man skriver

c=(4 B).

Tilsvarende kan man sla flere matricer sammen og opna blokmatricer af formen

g= (0 ),
Er specielt lel, e ’én sgjlematricer med m elementer, er
A= (ﬁh §n>
en m X n-matrix, hvis j'te sgjlematrix er A;. Er tilsvarende ay,-- -, a, vektorer i R™

kan disse opfattes som sg@jlematricer, og vi l;enytter da ogsa betegnelsen
A= (gl .oa )
for den m x n-matrix A, hvis j’te sgjlevektor er a;.

Eksempel 1.2.5. Hvis

2 -1 0 0 2
A= -3 -2 2 og B=| -8 4],
a 1 0 -1 a 3 3

10



1.3 Linegere afbildninger

er
2 -1 0 0 2
(4 B)={ -3 —2 2 -84],
1 0 -1 3 3
og hvis
2 -3 0 1
a; = -1 y Qg = 0 y Ag = —4 y Ay = 1 )
0 2 4 1
er
2 -3 01
(a1 ay G Q4) = -1 0 -4 1
0o 2 41
1.3 Lineaere afbildninger
Lad
a1 a2 ... Qip
4: Qg1 A2 ... Q2q
m1 Gm2 ... Amnp

veere en m X n-matrix. Til A knyttes en afbildning f : R" — R™ ved fastseattelsen
x 11Ty + -+ A1pTy

Tn Am1T1 + -+ QmnTn

Definition 1.3.1. En afbildning f : R" — R™, der pa denne made er knyttet til en
m x n-matrix A, kaldes lineer.

Eksempel 1.3.2. En linezer afbildning f : R* — R® har formen

1171 + a12%2

X1
f( ) = | @211 + a2222

X2
a31T1 + azaTo

Eksempel 1.3.3. Afbildningen f : R® — R? givet ved

Xy
f iz - —X9 +4x3 — Txs + 325
; =Bz + bxy + 8y + 105
4
Ts

11



1 Linere atbildninger og matricer

er lineeer, idet den er givet ved matricen
0 -1 4 -7 3
-5 5 0 8 10 )°
Eksempel 1.3.4. En fabrik fremstiller to varer X; og X5 under anvendelse af tre ravarer
Y1, Y5 og Ys. Hvis der dagligt fremstilles x; enheder af X; og x5 enheder af X, siger vi,
at fabrikkens produktionsset er (x1,x5). Hvis fabrikken dagligt forbruger y; enheder af

Y1, yo enheder af Y3 og y3 enheder af Y3 siger vi, at fabrikkens forbrugsset er (yi, yo, y3).
Om den pagaldende produktion geelder, at

3 enheder af Y}
produktion af en enhed af X; kreever 2 enheder af Y5
1 enhed af Y;3

0g
5 enheder af Y]

produktion af en enhed af X, kraever < 5 enheder af Y,
3 enheder af Y3

Der er da folgende sammenhaeng mellem forbrugsseet og produktionssaet:
Y1 = 31’1 + 51’2

Yo = 2x1+ dxo
Yys = X1+ 3xo.

Lader vi f : R*> — R? betegne den afbildning, der til et produktionsseet (a1, x5) knytter
det tilsvarende forbrugsseet (y1,ys2,ys) ser vi, at

T U1 31’1 + 51’2
f< 1> =|v2| = 221+522 |,
4p)

Ys T1 + 32

og dermed, at f er en lineser afbildning givet ved 3 x 2-matricen

3 5
2 5
1 3

Til en given m X n-matrix A = (a;;)mn» knytter vi altsa en lineser afbildning f : R" —
R™. Vi ser at

1 a1 0 A1n

0 921 0 Ao
f - » T f -

0 Am1 1 Amn

12



1.3 Linegere afbildninger

Med andre ord har vi:

Seetning 1.3.5 (Sgjlereglen). Den j'te sgjlevektor i A er lig med billedet ved f af den

j’te standard enhedsvektor.

Af denne seetning fas umiddelbart:

Saetning 1.3.6. En lineer afbildning f : R" — R™ er knyttet til netop en m X n-matriz
A.

Eksempel 1.3.7. Lad afbildningen f : R? — R? veere givet ved

T T+ y?
1(0)- ()
Y r—y
Vi vil undersgge, om denne afbildning er lineser. Er f lineser, ma den tilhgrende matrix
ifglge sgjlereglen vaere
1 1
A= < 1 -1 > |

Men den til A hgrende linezere afbildning g : R? — R? er sa

o(;)=(1)

Det ses umiddelbart, at afbildningerne f og g er forskellige, og derfor er f ikke linezer.
Idet a; betegner den j’te sgjlevektor i A

kan Seetning 1.3.5 udtrykkes:
f(gj):Qja I1<j<n.

For en vektor
X1

15
Il

Tn

13



1 Linere atbildninger og matricer

i R" finder vi sa fglgende udtryk for f(z):

1 1171 + -+ a1y
Tn, Am1T1 +--+ ApnTn
a1121 A1n Ty
Am1T1 Amyndn
ai A1p
= I + - + L, )
Qm1 Amn

altsa
flz) =z10y + - - - + 24,

Eksempel 1.3.8. Den lineare afbildning f fra Eksempel 1.2.2 kan skrives

Den identiske afbildning pa R", dvs. den afbildning e : R"™ — R" for hvilken e(z) = =
for alle z € R", er linezer, idet den er givet ved n X n-enhedsmatricen E.

Saetning 1.3.9. Lad f : R" — R™ vere en lineer afbildning. Da gelder
L1: f(Ax) = Af(x) for allex € R", A € R.
L2: f(z+y) = f(z)+ f(y) for allez,y € R™.

Hvis omvendt f : R" — R™ er en afbildning, sa L1 og L2 er opfyldt, da er f en lineer
afbildning.

Bevis. Antag forst, at f er lineeer, og lad A vere den tilhgrende m X n-matrix. Idet

ay, -+ ,a, betegner sgjlevektorerne i A gaeld_er for en vilkarlig vektor
T
g =
Ty,

14



1.3 Linegere afbildninger

i R", at
flz) =ma; + -+ 70,
Men da
Axq
Az =
ALy,
geelder

fz) = Ariay + -+ A\zpa,
= Mz + - +20a,) = Af(2).

Dette viser, at L1 er opfyldt. For at vise at L2 er opfyldt bemeerker vi, at der for vilkarlige
vektorer

T Y
T = Y=
In Yn
geelder, at
1+
T+Yy= : ;
Ty + Yn

og derfor er
flz+y) = (v1+y)a +- + (20 +yn)a,
= 214y + Y18y + -+ TpQy, + Ynly,
= (T1ay + -+ 2na,) + (Y10 + -+ + Yna,)
= flz)+ f(y).

Dette viser, at L2 er opfyldt.
Antag nu omvendt at f : R" — R™ er en afbildning, sa L1 og L2 er opfyldt. Seet
a; = f(e;), lad A veere m x n-matricen

A= - 5,
og lad g : R" — R™ vaere den lineeere afbildning, der er knyttet til A. Der gaelder

9(@) = may+--+ g,
= nfle) +---+aafle,)
= f(xie) + -+ f(zne,) (her benyttes L1)
= f(xiey+ -+ 2ne,) (her benyttes L2)

= f(x).

Dette viser, at afbildningen f er lig med afbildningen ¢, og dermed at f er lineser. [

15



1 Linere atbildninger og matricer

Vi slutter med fglgende

Seetning 1.3.10. Hvis f : R" — R™ er en lineer afbildning knyttet til matricen A =

(az’j)mm geelder, at
a; = fle;) e, 1<i<m,1<j<n

Bewvis. Hvis

ayj
d; =
Qg
er den j’'te spjlevektor i A geelder, at
Qij = a; - €;.
Men da a; = f(¢;) fas heraf, at a;; = f(¢;) - ¢ O

1.4 Matrix algebra

For matricer er der 3 regneoperationer: multiplikation med skalar, addition og multipli-
kation.

For
a1 ... Qin
A= = (ai;)
Ami -+ Qmn
defineres
A1 ... Aaip
A = : = (Aa;))
- A1 A,
For
a1l Q1n b1 bin
A= , B= : ,
- A1 Qrmn - b1 brn

hvor A og B begge er m x n matricer, defineres

a1 + b11 e A1p + bln

(e
+

[Hey
I

= (aij + bl])

Qm1 + bml coo Omp + bmn

16



1.4 Matrix algebra

ay; ... Q1p bll . bln

[
I
Il 33
I

m1 -« OGmp, bpl . bpn

hvor A er en m X p-matrix, og B er en p X n-matrix, defineres

e

= AB, som den

m X n-matrix

for hvilken
Cij = aitbyj + -+ apby, 1<i<m,1<75<n,
eller anderledes udtrykt

P
Cijzzaikbkj7 I<i<m,1<j5<n.
k=1
Som det ses, er ¢;; lig med skalarproduktet af den i’te raekke i A med den j’te sgjle i B,
altsa c;; = (AB)[i, j] = Ali, %] - Blx, j]. Dette gor, at det er meget nemt at huske reglen

for matrixmultiplikation.
Bemeerk, at for at produktet AB skal vaere defineret skal antallet af sgjler i A veere

lig med antallet af reekker i B.

Eksempel 1.4.1. Hvis
2 3 1 1 4 -1
_(4—1 —2)’ 1—3_(21 3)’

6 9 3 28 -2 s 17 1
34:(12 -3 —6)’ 25:(4 2 6>’ 34”5:(16 -1 o>'

Eksempel 1.4.2. Hvis

[

er

11 a2 by b
021 O22 08 1:3: (b21 bm)

aszy as2

(e
I

er en 3 X 2-matrix hhv. 2 x 2-matrix er

a11011 + a12b21  a11b12 + ai2b2
AB = | anbi1 + axaba  a2bia + aznby
a31011 + asebor  azibia + asebas

17



1 Linere atbildninger og matricer

Eksempel 1.4.3. Vi udregner et produkt af en 2 x 3-matrix og en 3 x 4-matrix. Den
resulterende matrix bliver en 2 X 4-matrix.

9 3 5 1 -1 0 1
10 9 2 0 21
0 5 31
B 8 23 21 10
S\ -1 11 6 1 )°
Seetning 1.4.4. For matrizregning gelder folgende regneregler:
ML: (A+B)+C=A+(B+C)
M2: A+0=A

M3 A+ (-4) =0

Miz A+ 5= B+ A

M5: M(A+ B) = A\ + \B

M6: (A4 p)A = A+ pA

M7: (Ap)A = A(pA)

M8: 1A= A

M9: M(AB) = (AA)B = A(AB)
M10: A(B +C) = AB + AC
Mi1l: (A+ B)C = AC +
M12: (AB)C = A(BC)

Her er 0 nulmatricen, og —A = (—~1)A den matrix, der fremgar af A ved at skifte
fortegn for alle elementer i A. Sidstneevnte matrix kaldes A’s modsatte matrix.

Bemeerk, at det er et kra\z at operationerne i M1-M12 skal veere definerede.
Reglerne bevirker, at man stort set kan regne med matricer som med tal, men med
en betydningsfuld forskel. Der gaelder normalt ikke

Derfor ma man ikke @endre pa raekkefglgen af faktorerne i et matrixprodukt. Derimod
kan man udelade parenteser ved produkt af 3 eller flere matricer, hvilket er en konsekvens
af den vigtige regel M12, den sakaldte associative regel for matrixmultiplikation.

18



1.4 Matrix algebra

Beuvis. De forste 11 regneregler er alle simple at vise. For at vise M12 indfgrer vi ele-
mentere matricer

00 ..0
=01 0],
00 ..0

hvor der er 1 pa plads (j, k) og 0 ellers. En vilkarlig m x n-matrix A kan derfor skrives

A=Y aplp,
j7k

hvor alle de indgaende elementaere matricer er m x n.
Der geelder abenbart for 2 elementeere matricer (der kan multipliceres)

1 kE=m

IirIomn = S im s IVOT By =
ZkZm, km ZJ, Vo Ok {0 ellers

(Om defineret pa denne made kaldes ofte Kroneckers delta.)
Det folger nu, at

(45)@ = <Z ajkij,k Z bmn{m,n) Z Crsir,s = Z Z Z ajkbmncrs (ij,kim,n) £T‘,S7
7.k m,n r,s

ik mmn s

(Eg) = Zajkij,k (Z bmnim,n ZQ‘Sir,s) = Z Z Z ajkbmncrsij,k (im,nir,s) >
7.k

73,k mmn rs

I

og derfor er (AB)C = A(BC), safremt

Lnalrs)

<£j,k£m,n> ]r,s - {j,k (_

Af reglen for produkt af 2 elementaere matricer folger, at

<Ij,k£m,n> {r,s = 5km£j,n£r,s = 5km5nr£j,sv

{j,k ({m,n{r,s) =

og det viser det gnskede. O

[l '~

j,k(sm"zm,s = 5nr£j,k£m,s = 5nr5km£j,sv

Lad f: R" — R™ vere en linezer afbildning knyttet til m x n-matricen
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1 Linere atbildninger og matricer

Der geelder da
1 a11T1 + -+ a1y

Tn Am1T1 +--+ AmpnTn

Hvis vi skriver vektorer i R" som sgjlematricer

T1
)_(:

Tn

kan (x) udtrykkes ved hjeelp af matrix multiplikation pa fplgende made:

f(X) = AX,
eller mere udferligt
T a1 ... Qip Ty
f =
T Am1 .. Amn Tn

Vi skal nu se, at matrix multiplikation heenger ngje sammen med sammensatning af
linezere afbildninger. Forst et eksempel:

Eksempel 1.4.5. Lad de linezre afbildninger f : R* — R? hhv. ¢ : R? — R? veere
givet ved matricerne

I

1 -2
=2 o], nhhw B:(_fi).
3 3

Vi vil beregne den sammensatte afbildning h = f o g : R*> — R?. Der geelder

T 1 T 2ZE1 + i)
(@) = e ()= Gp=r (2050

1- (2%1 + 1’2) —2- (—Il + 1’2) 41’1 — T
= 2- (2331 + .172) +0- (—331 + .172) = 4.171 + 2272
3- (2331 + .172) +3- (—331 + .172) 3.271 + 6272

Vi ser altsa at den sammensatte afbildning h = f o g er linezr, og at den er givet ved
3 X 2-matricen

Ved udregning ses, at C' = AB.
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1.4 Matrix algebra

Saetning 1.4.6. Lad f : RP — R™ og g : R" — R? were lineere afbildninger. Den
sammensatte afbildning h = fog: R" — R™ er da ligeledes lineer. Hvis f svarer til
m X p-matricen A og g svarer til p x n-matricen B, da svarer h = fog til m x n-matricen

¢ - 4B.

Bevis. Da f: Y — AY, g: X — BX er fog: X — A(BX) = (AB)X, idet vi benyt-

ter den associative reéel forimatriixgrodukt. Men heraf folger, at f o g er den linesere
afbildning, der svarer til matricen AB. O

Seetning 1.4.7. Idet A er en m X n-matriz gelder

m,m

(W)
[FS
I

E_?n,n =

[

Beuvis. Dette ses ved en simpel udregning, men fglger ogsa umiddelbart ved at opfatte
zil og E_Z’mm hhv. Einn som matricer for linesere afbildninger. O

For en n x n-matrix A og et naturligt tal & defineres den k’te potens af {lk af A ved

AP =A_. A (k faktorer ).

Specielt bemeerkes, at éll = A.

Vi bemeerker, at mat_rixprozduktet tkke er kommutativt, idet der for to n X n-matricer
A og B i almindelighed geelder, at AB # BA.

For_diagonalmatricer er matrixmalt_iplikgt_ion seerlig overskuelig. Hvis
/\1 241

An FHn

er

Anfln

Eksempel 1.4.8. Vi ser igen pa fabrikken fra Eksempel 1.3.4. Ravarerne Y7, Y5 og Y3
fremstilles af fabrikken selv ud fra to andre ravarer Z; og Z,. Om denne produktion
geelder, at

1 enhed af Z;
1 enhed af 75

Y

produktion af en enhed af Y] kraever {
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1 Linere atbildninger og matricer

0g
4 enheder af Z;
3 enheder af Z,

Y

produktion af en enhed af Y5 kreever {

0g
10 enheder af Z;

produktion af en enhed af Y3 kreever
0 enheder af Z,

Ved denne produktion beskrives den fremstillede maengde af varerne Y, Y5 og Y3 ved
produktionssaettet (y1,ys,y3) og den hertil forbrugte meengde af Z; og Z, beskrives ved
forbrugsseettet (21, 2z2). Mellem disse to szt geelder folgende sammenhzeng:

21 = y1+4y2 + 10y3
29 = Y1+ 3y

Hvis ¢ : R® — R? betegner den afbildning, der til saettet (y1,y2,ys) knytter det
tilhgrende saet (21, 22), ser vi, at

; Z; _ (= _ ([ +dys + 10y
&) Y1+ 3y2 ’
Ys
og dermed, at g er en lineser afbildning knyttet til 2 x 3-matricen
1 4 10
13 0)°
Idet vi stadig benytter betegnelserne fra Eksempel 1.3.4 ser vi, at den sammensatte
afbildning g o f : R* — R? knytter produktionsseettet (21, 25) for varerne X; og X til

forbrugssaettet (21, z2) for ravarerne Z; og Z. Ifplge Seetning 1.4.4 er den sammensatte
afbildning g o f lineger, og den er knyttet til produktmatricen

(1410> i _<21 55>
13 o0) |70 9 20
21\ 21 55 T
%)=\ 920 ) \u)

21 = 21x1—|—55x2
29 = 9331"‘20272

Heraf sluttes

eller
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1.5 Invers matrix

1.5 Invers matrix

Vi ser fgrst pa den omvendte til en bijektiv linezer afbildning. Der geelder:

Saetning 1.5.1. Lad f : R" — R" vere en bijektiv lineer afbildning. Den omwvendte
afbildning f~1 : R" — R" er ligeledes linecr.

Bewvis. Vi viser, at f~! opfylder L1 og L2 fra Saetning 1.3.9. Fgrst L1: Lad A € R og
y € R", og st x = f~(y), hvoraf y = f(z). Der geelder sa f~'(\y) = f1(\f(z)) =
FUfOx) = dz = /\f_l_(g), altsa geelder L1. Dernsest L2: Lad vy, 92 € R", og seet
z; = [ ), 22 = f71(y2), hvoraf y; = f(z1), y2 = f(x2). Der geelder f~'(y1 + y2) =
FHf (@) + fz2) = fH(f (21 + 22)) = 21 + 29 = [ (y1) + f7 (y2), altsa geelder L2,
Undervejs har vi adskillige gange benyttet at f er lineeer. O

Definition 1.5.2. En nxn-matrix A kaldes reguler (eller invertibel), hvis den tilhgrende

linezere afbildning f : R™ — R™ er bijektiv. I givet fald kaldes den til f~! hgrende n x n-
matrix for den inverse til A og betegnes 4_1.

Eksempel 1.5.3. Vi betragter afbildningen f : R* — R? givet ved

X1 1+ T3
f i) = | r1+ 22
T3 Ty — X3

Denne afbildning er linezer, idet den er givet ved matricen

10 1
A=111
B 1 0 -1

At f er bijektiv vil sige, at ligningen f(z) = y har netop en lgsning z € R? for hvert
AS R?’. I koordinater betyder denne ligning

T1+ T3 = Y1
T1+Te = Yo
Ty — T3 = Ys.

Ved addition af forste og sidste ligning efterfulgt af division med 2 ses, at
x1 = 5(y1 + us),
der ved indsaettelse i fgrste og anden ligning giver

Ty = —3y1+ Y2 — 5Ys

1 1
T3 = 3Y1 — 3Ys.
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1 Linere atbildninger og matricer

Det ses heraf (samt ved at ggre prove), at der for hvert y € R? findes netop et z € R?
sa y = f(z), altsa er f bijektiv og dermed er matricen A reguleer. Af de fundne udtryk

for x1, x9, x3 ses, at

) (% Ty %?ﬂ + %93
Uil | = o2 | = | =30+ v — 503
Y3 T3 %?Jl - %?Js

Den tilhgrende matrix 4_1 kan herefter nedskrives:

I
L
I
|
N[0 [ =D [
O = O
|
DR [0 [ —

Det bemeerkes, at vi senere vil finde mere effektive metoder til at afggre om en kvadratisk
matrix er reguleer, og i givet fald finde dens inverse.

Saetning 1.5.4. Der gelder folgende:

(1) Enhedsmatricen E er reguler, og

=
Il
[Wes!

(2) Hvis A er reguler, er f_l_l requleer, og

(é_l)_l —_

HE]>

(3) Hwvis A er reguler er

||::>|
||b:
[

AT —E

(4) Hvis A og B er regulere, da er AB reguler, og

Bevis. (1) folger umiddelbart af, at den identiske afbildning er bijektiv, og har sig selv til
invers. (2) fglger af, at hvis en afbildning f er bijektiv, da er f~! bijektiv, og (=)~ = f.
(3) folger af, at hvis f er en bijektiv afbildning, da er f~'o f og f o f~! begge lig med
den identiske afbildning. (4) folger af, at hvis afbildningerne f og g er bijektive, da er
fog bijektive, og (fog)™t =g tof1 jvf. A.2. for en naermere omtale af disse ting. [
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1.5 Invers matrix

Lad os herefter se pa hvornar diagonalmatricer er reguleere. Lad

veere en diagonalmatrix. Den til A hgrende linezere afbildning er

T A1T1
f =
Tn A
Det ses umiddelbart, at f er bijektiv netop nar tallene A, --- A, alle er forskellige fra
0, og i givet fald er den omvendte afbildning givet ved
1
Y1 INEA
f—l : — .
Yn ﬁyn

Af dette slutter vi umiddelbart folgende:

Saetning 1.5.5. En diagonalmatrix

A
An
er requler netop nar alle diagonalelementerne er forskellige fra nul. I givet fald er
-1
M v
A o

An
For en n x n-matrix A har vi defineret den k’te potens for hvert naturligt tal k. Hvis

A er reguleer definerer vi for hvert naturligt tal k den negative potens él_k ved

4—]6 — (4—1)k7
og Vi saetter endvidere
A" =F.

Herved har vi opnaet, at élk er defineret for alle hele tal k. Det er ikke sveert at se, at
A/ﬂAk2 — Ak1+k2

for alle hele tal kq, k».
Vislutter med en nyttig seetning, som vi senere (Szetning 2.6.6) skal bevise en forbedret
udgave af.
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1 Linere atbildninger og matricer

Seetning 1.5.6. Hvis A og B er n x n-matricer, sdaledes at
AB=F og BA=E,
da er A (og B) reguler, og A" = B (og B' = A).

Bewvis. Lad f,g: R" — R" vaere de linesere afbildninger der hgrer til A, hhv. B. Da er
fog=idr» og go f = idrn, hvoraf fas (A.2), at f (og g) er bijektiv, og f~ = g (og

g~ = f). Dette viser, at A er reguleer, og {1_1 = B. O
1.6 Transponeret matrix

For en given m x n-matrix

ay ... Qip

A1 --- Amn

definerer vi den transponerede matriz A' som den n x m-matrix

/ /
Clll N Cllm

hvorom det geaelder, at

Vi har altsa

A1y .. Amn
Matricen f_lt opstar ud fra A ved at skrive forste raekke i A som forste sgjle i flt, anden

raekke i 4;0m anden sgjle ;4157 0.8.v. Der gaelder derfor gt[i,j] = Alj,1].

Eksempel 1.6.1. Hvis A er 3 X 2-matricen

11 Q12
4 = | Q21 Q22
a3; a3z

er A' givet ved 2 x 3-matricen
At — 11 A21 a3z
= Q12 Q22 432
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1.6 Transponeret matrix

Eksempel 1.6.2. Hvis

-5 5 0 8 10

(e
I
N

0 —1 4 -7 3>

er
0 =5
-1 5
Al = 4 0
- -7 8
3 10
Hvis
Xy
x—|
2 .

er en sgjlematrix, er X ! reekkematricen givet ved

)_(t = (7 Ty,)
Hvis
X1 U1
x=|:] vr=|:
o\

z-y=XY.

Om transponering af matricer geelder:

Seetning 1.6.3. For en vilkarlig m X n matriz A gelder

Beuis. Dette folger af udregningen

(AY'[i, ] = A'lj, ) = Ali, ).

Seetning 1.6.4. Idet A og B er vilkdrlige m x p- hhv. p X n-matricer gelder

(AB)' = B'A"

27



1 Linere atbildninger og matricer

Beuvis. Dette folger af udregningerne

O

Seetning 1.6.5. Hvis A er en requler n X n-matriz, da er den transponerede zilt ligeledes

requler, og der gaelderi

Bewis. Idet

fas af Seetning 1.6.4 at

AATNY =(ATA)! =E'=E og (A)A' =44 =E =E.

Herefter fglger resultatet af Seetning 1.5.6. U

Definition 1.6.6. Lad f : R" — R™ vere en linezer afbildning hgrende til m x n-
matricen A. Ved den transponerede lineere afbildning til f forstas den lineeere afbildning

ft:R™ — R", der horer til den transponerede matrix flt.

Om transponeret lineser afbildning gaelder folgende vigtige seetning:

Saetning 1.6.7. Lad f : R" — R™ vere en lineer afbildning. Der gelder da

fl@)-y=z-f(y) (*)

for alle vektorer x € R" og alle vektorer y € R™. Er endvidere g : R™ — R" en
afbildning for hvilken

fl@) - y=2 9y (%)
for alle vektorer x € R" og alle vektorer y € R™, da er g = f*.

Beuvis. Idet vi skriver vektorerne z og y som sgjlematricer X og Y fas

@)y =(AX)Y = (XA = X(4Y) =z ['(y).

Dette viser at (%) er opfyldt. Antag at g : R™ — R" er en lineser afbildning, der opfylder
(xx) for alle vektorer z € R" og alle vektorer y € R™. Daer 0 = f(z) -y — f(z) -y =
z-g9(y) —z- fiy) =z (9(y) — fi(y)) for alle vektorer € R" og alle vektorer y € R™.
Specielt for z = g(y) — f*(y) fas 0 = |g(y) — f*(y)|*, hvoraf g(y) = f*(y) for alle y € R™,
og det viser, at g = f*. B - B - - O
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1.6 Transponeret matrix

En matrix A = (ay;)m, kaldes symmetrisk, hvis f_lt = A. Dette er ensbetydende med

at m = n, og a;; = a;; for alle 1 <4,j7 < n. En linezer a?bildning f kaldes symmetrisk
hvis den tilhgrende matrix er symmetrisk. Dette er ensbetydende med at f* = f.

Eksempel 1.6.8. Fglgende matricer er symmetriske

0 -1 2 000
(? il,)) , -1 3 5], (010
2 5 A4 0 01

Af Seetning 1.6.7 fas umiddelbart

Saetning 1.6.9. For en symmetrisk lineer afbildning f : R — R" gelder

flz)-y=z-f(y)

for alle vektorer x € R" og alle vektorer y € R™.
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2 Raxkke- og sgjleoperationer Lineare
ligningssystemer

2.1 Rakke- og sd@jleoperationer

En given m X n-matrix
ay; ... Qip

aml -+ Qmn

kan omformes til en ny m x n-matrix ved hjalp af de sakaldte rackke- og sgjleoperationer.
Vi ser forst pa rekkeoperationer. Af sadanne er der tre typer, nemlig

Type M: Multiplikation af en raekke med et tal ¢ # 0.

Type B: Ombytning af to rekker.

Type S: Addition af et multiplum af en rekke til en anden rekke.
(Her hentyder M til “multiplikation”, B til “byt” og S til “sum”.)

Eksempel 2.1.1. Vi viser nu eksempler pa de tre typer reekkeoperationer, og demon-
strerer samtidig hvorledes raekkeoperationer angives. Fgrst multipliceres forste reekke i
den nedenfor givne matrix med %, dernzest ombyttes fgrste og anden raekke og endelig
adderes den anden raekke multipliceret med —2 til fgrste raekke:

-2 -2 4\ x5 (-1 -1 2 9—
1 -2 3 1 -2 3

1 -2 3 —2R2_) 3 0 -1
-1 -1 2 -1 -1 2 )

Eksempel 2.1.2. To (eller flere) operationer, der ikke influerer pa hinanden (d.v.s. er
ombyttelige) kan udfgres i samme skridt:
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2.2 Trappematricer

Til hver raekkeoperation svarer en omwvendt reckkeoperation:

Den omvendte til den rekkeoperation, der bestar i at multiplicere den raekke med en
konstant ¢ # 0, er den raekkeoperation, der bestar i at multiplicere samme rekke med %

Den rekkeoperation, der bestar i at ombytte to rekker, har sig selv til omvendt rek-
keoperation.

Den omvendte til den raekkeoperation, der bestar i at multiplicere en raekke med en
konstant ¢ og addere den til en anden rakke, er den rekkeoperation, der bestar i at
multiplicere den samme raekke med —c og addere den til samme anden rakke.

Hvis man udferer en rsekkeoperation pa en matrix, og pa den fremkomne matrix
dernzest udferer den omvendte raekkeoperation, kommer man tilbage til den oprindelige
matrix.

Eksempel 2.1.3. Vi udfgrer de omvendte til de i Eksempel 2.1.1 udferte rackkeopera-
tioner, og kommer herved tilbage til den oprindelige matrix:

30 —1\42R, (1 =2 3\«
-1 -1 2 -1 -1 2 )«

-1 -1 2 ><2_> -2 =2 4
1 -2 3 1 -2 3 )

Tilsvarende er der tre typer sgjleoperationer, nemlig

Type M: Multiplikation af en sgjle med et tal ¢ # 0.

Type B: Ombytning af to sgjler.

Type S: Addition af et multiplum af en sgjle til en anden sgjle.

Eksempel 2.1.4. Vi viser nu eksempler pa de tre typer sgjleoperationer, og demonstre-
rer samtidig hvorledes sgjleoperationer angives:

22—2_}21—2_}12—2_}121
12 3 11 3 11 3 116/

x 11 +38,

N[=

2.2 Trappematricer
Lad A = (aij)mn veere en m x n-matrix.

Definition 2.2.1. Matricen A kaldes en trin-1 matriz, hvis den har formen

0 0 a = *
0 0 0 = *

4 - . b
0 0 0 = *
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

hvor a # 0, og hvor x betyder, at der pa de pagzldende pladser kan sta vilkarlige tal.
Tallet a kaldes da for matricens forste trin. Positionen (i, j) for forste trin i en trin-1
matrix er (1,7;) for 1 < j; < n. Matricen Al, der fremkommer af A ved at slette forste

reekke kaldes restmatricen for trin-1 matricen A. Hvis restmatricen Al ogsa er en trin-1
matrix kaldes A for en trin-2 matriz. I givet fald kaldes forste trin i A1 for andet trini A.

Positionen (4, j) for andet trin i en trin-2 matrix er (2, jp) for j; < jo < n. Restmatricen
AQ for trin-1 matricen Al kaldes ogsa restmatricen for trin-2 matricen A Tilsvarende

defineres trin-3, trin-4, ... matricer.
Matricen A kaldes en tmppematrix, hvis den er en trin-d matrix for et d =1,2,3, ..,

og hvis den tilsvarende restmatrix enten er tom (dvs uden elementer) eller en nulmatrix.
Hvis A er en trappematrix kaldes tallene j; < --- < jg for trinpositionerne for A

Vi definerer nulmatricen til at veere en trappematrix.

Eksempel 2.2.2. Fglgende matricer er trin-1 matricer. Forste trin er indrammet. Det
ses, at 71 = 1, hhv. j; = 2.

32 0 45 -6 0 300 40
O57 1 -32 0 0O 001O0 =30
003 2 26 2 ’ 0O 0101 20
01 4 =2 1 4 ) 0 00 21 3 1
De tilhgrende restmatricer er
057 1 -3 20 00010 —-320
00 3 2 2 6 2 , 00101 2 0
014 -2 1 4 5 000 21 3 1

Eksempel 2.2.3. Fglgende matricer er trin-2 matricer. Trinnene er indrammet. Det
ses, at j1 = 1 og jo = 3, hhv. j1 =2 og jo = 4.

2] 3 2 0 45 —6 013 00 40
0017 1 -32 0 0 00 /(1] 0o =30
00 0 2 6 2] 1o o0 01 20
00 0 -2 14 5 0 00 01 31

Eksempel 2.2.4. Fglgende matricer er (trin-3 hhv. trin-4) trappematricer. Trinnene er
indrammet. Det ses, at j; =1, jo =3 0og j3 =6, hhv. j1 =2, jo =4, j3=50g j4 = 7.

2] 3 20 4 5 -6 013 o o 4 o0
00f[7] 1 -3 2 0 0 00Tf[1] 0o -3 o0
00 00 o] 2 |lo o0 of1] 2 o
00 00 0 0 0 0 00 0 0 0 [1]
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2.2 Trappematricer

For at afggre om en given matrix er en trin-1 matrix opsgger man altsa forste sgjle,
a

der ikke er nulsgjlen. Har denne sgjle formen | . | er matricen en trin-1 matrix. Man
0

kan sa danne restmatricen, og undersgge om den er en trin-1 matrix. Er dette tilfacldet
kan man fortseette, og ender man til sidst med en nulmatrix eller den tomme matrix, er
den givne matrix en trappematrix.

Nedenstaende Saetning 2.2.7 siger, at enhver matrix ved hjaelp af reekkeoperationer kan
omformes til en trappematrix. Vi giver fgrst et par eksempler pa, at det er tilfeeldet. Som
det vil fremga af det fglgende, er man normalt interesseret i, at trinnene i en trappematrix

har veerdien 1, og det kan man naturligvis altid opna (ved hjelp af reekkeoperationer af
Type M).

Eksempel 2.2.5. En matrix omdannes til en (trin-2) trappematrix ved hjelp af rack-
keoperationer:

00 -1 1Y) « 12 41
24 55 — 24 55 |-2R —
12 41)« 00 -1 1
12 41 12 4 1
00 -33|x-t—[00 1 -1 —
00 —1 1 00 -1 1) +Ry
124 1
001 —1
000 0

Eksempel 2.2.6. En matrix omdannes til en (trin-4) trappematrix ved hjeelp af raek-
keoperationer:

1 -2 2 -2 1 -2 2 -9
-2 4 -3 6 |+2R__ [0 0 1 2 3—>
1 -3 0 0] -R 0 -1 -2 2
0 -1 1 10 0 —1 10
1 -2 2 -9 1 -2 2 -9
0 -1 -2 2 0 -1 -2 2
o 0 1 2 1o o0 1 2 —
0 -1 1 10 ) —Ry 0 0 3 8/ 3Ry
1 -2 2 -9 1 -2 2 -9
0 -1 -2 2 |x-1_ [0 12 -2
o 0 1 2 o 01 2|
0o 0 0 2/ x! 0 00 1
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Seetning 2.2.7. Enhver m x n-matriz kan ved hjelp af rekkeoperationer omformes til
en trappematriz.

Bevis. Lad A = (aj)m,n veere den givne matrix. Vi kan antage, at A ikke er nulmatricen.

Lad j; veere det mindste tal, sa den j;’te sgjle ikke er nulsgjlen. Vi sgrger forst for, at
aij, # 0, ved om ngdvendigt at foretage en reekkeombytning. Det kan lade sig gore, da
den j;’te sgjle ikke er nul. Derneest skaffer vi nuller under ay;, ved at addere 1. reekke
multipliceret med — 2“ til 2. reekke, 1. rackke multipliceret med — 321 til 3. reekke etc.

Pa denne made bhver A omdannet til en trin-1 matrix. Idet reekkeoperationer, der ikke

involverer 1. raekke, i en trin-1 matrix ikke gdelaegger, at matricen er en trin-1 matrix,
kan vi nu behandle restmatricen A; pa samme made, og nar herved frem til en trin-2

matrix. Saledes fortseettes, indtil restmatricen enten er tom eller en nulmatrix, og den
fremkomne matrix er en trappematrix. O

For at omdanne en given matrix til en trappematrix opsgges altsa den forste sgjle
forskellig fra nul, og ved hjalp af reekkeoperationer omdannes matricen til en matrix,
der har nuller i denne sgjle, undtagen pa forste plads. Herved er fremkommet en trin-1
matrix. Restmatricen behandles nu pa samme made, og fortsettes pa den made frem-
kommer til sidst en trappematrix.

Bemeaerk, at antallet d af trin i en m X n-matrix trappematrix naturligvis altid er
mindre end eller lig med bade raekke- og sgjleantallet. Der geelder, at m = d netop hvis
sidste rackke ikke er en nulraekke, og d = n netop hvis der om trinpositionerne geelder,
atjlzl,j2:2,--- ,jd:n:d.

Definition 2.2.8. En reduceret trappematrix er en trappematrix, saledes at trinnene
alle har veerdien 1, og saledes, at der er nuller ikke blot under, men ogsa over trinnene.

Seetning 2.2.9. Enhver m x n-matrixz kan ved hjelp af rekkeoperationer omformes til
en reduceret trappematrix.

Beuis. Det drejser sig om at vise, at en trappematrix kan omformes til en reduceret
trappematrix (Seetning 2.2.7). Ferst skaffes 1-taller i trinnene ved raekkeoperationer af
type M. Dernaest begynder vi bagfra, idet der forst skaffes nuller over sidste trin ved hjeaelp
af raeekkeoperationer af Type S. Dette influerer ikke pa de sgjler, der star til venstre for den
sojle, der indeholder sidste trin, og de reekker der star under den reekke, der indeholder
sidste trin. Herefter fortseettes pa samme made med naestsidste trin, og vi ender til slut
med en reduceret trappematrix. O

Eksempel 2.2.10. Matricen fra Eksempel 2.2.5 videreomformes til en reduceret trap-
pematrix:

1 2 4 1\ —4R, 120 5
001 -1 — 1 001 -1
000 O 000 O
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2.3 Lineere ligningssystemer

Eksempel 2.2.11. Matricen fra Eksempel 2.2.6 videreomformes til en reduceret trap-
pematrix:

1 -2 2 -2\ +2R, 1 -2 2 0\ —2Rs
0 12 -2 |42R __ [0 1 20 |—2Ry
0 01 2 |-2R 0 010
0 00 1 0 00 1

1 —2 0 0\ +2R, 1000

0 100 o100

0 010 0010 |"

0 00 1 000 1

2.3 Lineare ligningssystemer

Et linezert ligningssystem med m ligninger og n ubekendte har formen

a1 + 199 + -+ ATy = b1
A21T1 + Q2279 + -+ AonTy — bg

A1 X1 + AmaTe + - -+ + ATy = bm

En lgsning til ligningssystemet er et talseet (x1, 9, -+ ,x,), som tilfredsstiller alle lig-
ningssystemets ligninger. Maengden af alle lgsninger kaldes lgsningsmaengden.

Hvis alle b;-erne er lig med 0 kaldes ligningssystemet homogent, ellers kaldes det in-
homogent. Et homogent ligningssystem har altid lgsningen (z1,--- ,z,) = (0,---,0).

Eksempel 2.3.1. Ligningssystemet
21’1—3[1)2+l’3 = —1
—X1 + To — T3 = 2,
3.(171 + 2.172 + 2333 =

der bestar af 3 ligninger med 3 ubekendte, er inhomogent. Det tilhgrende homogene
ligningssystem er
2%1 — 3.172 +x3 =
—T1+ Ty — T3 =
3ZL’1 + 2ZL’2 + 21’3 = 0

Matricen
a1 a12 e A1p
21 929 e Aon
A=
Am1 Am2 .. Qmp
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

kaldes for ligningssystemets koefficientmatriz. Tilfojes spjlematricen

der kaldes ligningssystemets konstantsgjle efter sidste sgjle i A, fas ligningssystemets

totalmatriz
a1 12 Ce Q1n bl

Aml Qmo -+ Qmn Om

der er en m x (n + 1)-matrix. Bemeerk, at C' kan skrives som blokmatricen

- (4 B).

Det er klart, at enhver m x (n + 1)-matrix C' kan opfattes som totalmatrix for et linezert

e

ligningssystem med m ligninger og n ubekendte.

Eksempel 2.3.2. Totalmatricen for det inhomogene ligningssystem fra Eksempel 2.3.1
er

Af hensyn til overskueligheden er der her sat en skillelinie mellem ligningssystemets
koefficientmatrix og dets konstantsgjle.

Seetter vi
T
X = )
In
ser vi, at ligningssystemet kan skrives

(oS
Il <

|
[ley

Seetning 2.3.3. Huis det om totalmatricerne for to lineere ligningssystemer gelder, at
den ene fremgar af den anden ved udforelse af rekkeoperationer, da har de to lineere
ligningssystemer samme lgsningsmaengde.
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2.3 Lineere ligningssystemer

Bevis. Vi illustrerer ssetningen pa et ligningssystem bestaende af 3 ligninger med 4
ubekendte. Vi skriver totalmatricen under ligningssystemet:

a1171 + a12%2 + a1373 + a1ary = by
2171 + A22%2 + A23T3 + A4y = by
a31T1 + A3a%2 + a33T3 + a3qxy = b

a1 a2 a3z ag by
a1 Qoo Qg3 G4 Do
asi sy sz asq b

Hvis vi udfgrer en reekkeoperation af type M pa totalmatricen, f.eks. multiplicerer vi
tredie raekke med ¢ # 0, far vi fglgende ligningssystem og totalmatrix

1171 + a12%2 + a13T3 + a1473 = by
2171 + G22T2 + 373 + A4z = by

CA31°1 + CA32T2 + CA33T3 + CA34T3 = Cbg

a1 G A3 Ay by
caz; Casggy Caszy Cazq Cbg

Det er klart, at de to ligningssystemer (%) og (%) har samme lgsningsmeengde; ligningen
(#%) fremkommer jo fra ligningen (*) ved multiplikation af tredie ligning med c.

Hvis vi udfgrer en rackkeoperation af type B pa totalmatricen, svarer det til at to af
ligningerne ombyttes, og det sendrer naturligvis ikke pa lgsningsmeaengden.

Hvis vi udferer en raekkeoperation af type S pa totalmatricen, f.eks. multiplicerer vi
tredie reekke med ¢ # 0 og adderer den til fgrste raekke, far vi folgende ligningssystem
og totalmatrix

(a11 + cagl)azl + (CL12 + CCL32)332 + (alg + Cagg).il?g + (CL14 + CCL34)334 = bl + Cb3
2171 + A22%2 + A23T3 + A24T4 = by
a31%1 + azaT2 + a33%3 + Az474 = b3

(% * %)
a1 +casy ap +casy agz+cass ayy + casy by + cbs
a1 @22 23 Q24 )
asi 32 a33 34 b3

Igen er det klart, at en lgsning til ligningen (x) ogsa er lgsning til ligningen (* * %);
den sidste ligning i (%) er jo blot multipliceret med ¢ og adderet til den forste ligning.
Omvendt er en lgsning til ( % %) ogsa lgsning til (x), idet (%) jo fremkommer fra (s )
ved at multiplicere tredie ligning med ¢ og traekke den fra fgrste ligning. O
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Vi vil nu give en rackke eksempler pa, hvorledes man ved hjelp af Seetning 2.3.3 pa be-
heendig made kan Igse linezere ligningssystemer. Fremgangsmaden er, at man omdanner
det givne lineaere ligningssystems totalmatrix til en trappematrix.

Eksempel 2.3.4. Vi vil bestemme lgsningsmangden til det linesere ligningssystem

2ZE1 — 31’2 +x3 = -1
—T1+ Ty — Tz = 2.
31’1 + 21’2 + 2$3 = 3

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappematrix
ved hjeelp af reekkeoperationer:

2 -3 1|-1)\ < -1 1 -1
1 1 -1 2 |« —| 2 =3 1|-1 |+2R —
3 2 2| 3 3 2 2| 3 ) 43R
1 1 -1]2 1 1 —1] 2\ x-1
0 -1 —13 — | 0 -1 1] 3 |x-1—
0 5 —1|9 ) +5R, 0 0 —6|24 ) x-1
1 -1 1] -2
0 1 1|-3
0 0 1|4

Vi opskriver herefter ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til to-
talmatrix:

T1 — T+ T3 = —2
To + X3 = -3 .
T3 = —4
Heraf afleeses, at x3 = —4. Dette indseettes sa i den anden ligning, og vi finder x5 — 4 =
—3, hvoraf x5 = 1, og indsaettes sa endelig i den forste ligning fas z; —1—4 = —2, hvoraf

x1 = 3. Vi slutter altsa, at ligningssystemet har netop en lgsning, nemlig (x;, o, z3) =
(3,1, —4).

Eksempel 2.3.5. Vi vil bestemme lgsningsmeengden til det lineaere ligningssystem

—x1 — 219 — D3 = —3
2x1 + 319 + 83 = 4 .
2rx1 + 629+ 14223 = 10

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappematrix
ved hjeelp af reekkeoperationer:

-1 -2 —5|-3 -1 -2 -5]-3
2 3 8| 4 |42R — | 0 -1 —2|-2 .
2 6 14| 10 ) +2R, 0 2 4| 4 /) +2R,
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2.3 Lineere ligningssystemer

-1 -2 -5|-3\x-1 1 )
0 -1 -2|-2 |x=-1—10 2
0 0 0 0 0 0 0]0

Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:

2 3
1 2

131+2132+5l’3 = 3
332—|—2333 = 2

Her har vi kun nedskrevet ligningerne, der kommer fra de to ferste raekker; den sidste
raekke giver jo ligningen 0 = 0, og den kan vi derfor se bort fra. Det ses, at for hvert valg
af en veerdi ¢ af x3 har systemet en lgsning (z1, z9, x3), nemlig xo = 2 — 23 = 2 — 2t og
r1 =3 — 2wy — brg =3 — 2(2 — 2t) — 5t = —1 — t. Lgsningsmaengden er altsa

T —1—t
T2 | = 2—2t |t€R

Vi siger, at lgsningsmeengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parameter
t. Bemeerk, at en lgsning ogsa kan skrives

T —1 —1
XT3 0 1

Eksempel 2.3.6. Vi vil bestemme lgsningsmangden til det linesere ligningssystem

—x1 — 229 — bx3 = —3
21’1 + 31’2 + 81’3 = 4 .
2rx1 + 619 + 1423 = 5

Dette ligningssystem har samme koefficientmatrix som ligningssystemet i Eksempel
2.3.5, men konstantsgjlen er en anden. Vi opskriver igen totalmatricen for ligningssyste-
met, og omdanner denne til en trappematrix ved hjzlp af de samme raekkeoperationer
som i Eksempel 2.3.5:

-1 -2 -5]-3 -1 -2 —5]-3
2 3 8| 4 |+2R — 0 —1 -2/ -2 —
2 6 14| 5 ) +2R, 0 2 4|-1)+2R,

-1 -2 —5|-3\x-1 1 2 5| 3
0 -1 —2|-2 |x—1—1]01 2] 2

0 0 0}]-5 0 0 0]-5

Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:

x|+ 2.272 + 5273 = 3
0 = -5
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Da den sidste ligning aldrig er opfyldt, idet venstresiden altid er 0, har ligningssystemet
ingen lgsninger.

Eksempel 2.3.7. Vi vil bestemme lgsningsmangden til det linesere ligningssystem

dor —6y+2z = =2
2r—3y+z2z = —1°

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet, og omdanner denne til en trappematrix:
(4—6 2‘—2)@_}(2—31‘—1) _)(2—3 1‘—1)
2 -3 1|-1 2 -3 1|-1)-R 0O 0 0 0)°
Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:
20 -3y +z=—1.

Seetter vi her z =t ogy = s fas 2o —3s+t = —1, hvoraf x = —% + %s = %t. Der geelder
altsa, at der for hvert valg af en veerdi ¢t af z og en veerdi af s af y findes en lgsning
(2,9, 2), nemlig

1 3 1 1 3 1
T —3tas— 3t 3 2 3
yl = 5 = O | +s|1]|+t 0
z t 0 0 1

Vi siger, at lgsningsmaengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parametrene

(s,1).

Eksempel 2.3.8. Vi vil bestemme lgsningsmangden til det linesere ligningssystem

21’3 — X4+ 8ZE5 = —13
1 —2x9 + 323+ 204 + x5 = 10.
3?1)1 — GIQ + 101’3 + 6%4 + 5ZE5 = 27

Vi opskriver totalmatricen for ligningssystemet og omdanner denne til en trappematrix
ved hjeelp af reekkeoperationer:

0 0 2 -1 8|-13 3 1 -2 3 2 1 10
1 -2 3 2 1 10 — | 0 0 2 -1 8|-13 —
3 —6 10 6 5 27 3 —6 10 6 5 27 | =3R,
1 -2 3 2 1 10 1 -2 3 2 1 10
0 0 2 -1 8|-13 j — | 0 0 1 0 2| =3 —
0 0 1 0 2| =3 0 0 2 -1 8|-13 /] —2R,
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2.3 Lineere ligningssystemer

1 -2 3 2 1| 10 1 -2 3 2 1] 10
0 0 1 0 21|-3 — 0 0 1 0 21 -3
0O 0 0 -1 4|-7 ) x-1 O O 0 1 -4\ 7
Vi opskriver sa ligningssystemet, der har den herved fremkomne matrix til totalmatrix:
1 — 29 +3x3+2x4+25 = 10
x3 + 21’5 = =3
T4 —4dxs = 7
Seetter vi her x5 = 9, ses at x4 = 7+ 4ty og x3 = —3 — 2t,. Seetter vi videre xy = t; ses,

at 1 — 2ty + 3(—3 — 2t9) + 2(7 + 4t3) + to = 10, hvoraf zy = 5 + 2t; — 3ts. Der geelder
altsa, at der for hvert valg af en veerdi t, af x5 og en veerdi ¢; af x5 findes en lgsning
(1, o, T3, T4, T5), nemlig

T 5+ 2t — 3ts 5 2 -3
T t 0 1 0
T3 == -3 - 2t2 = -3 + tl 0 —+ tQ —2
T4 7+ 4tq 7 0 4
T5 t2 0 0 1

Det ses, at lgsningsmaengden er beskrevet ved en parameterfremstilling med parametrene
(t1,ts).

Den i eksemplerne illustrerede metode, der bestar i at omdanne totalmatricen for et
givet linesert ligningssystem til en trappematrix, og hermed opna et simplere lignings-
system, der har de samme lgsninger som det oprindelige, kaldes Gauss-elimination. Af
og til gar man videre og benytter Gauss-Jordan elimination, der bestar i at omdanne
totalmatricen til en reduceret trappematrix. Herved opnar man, at lgsningsmaengden
umiddelbart kan opskrives. Nar man alligevel normalt foretraekker at ngjes med Gauss-
elimination heenger det sammen med, at det samlede skrive- og regnearbejde i reglen
er mindre end nar der benyttes Gauss-Jordan elimination. Eliminationsmetoderne er
opkaldt efter den store tyske matematiker C.F. Gauss (1777-1855), og den tyske geodaet
W. Jordan (1842-1899).

Eksempel 2.3.9. Vi ser pa ligningssystemet i Eksempel 2.3.4. Dets totalmatrix blev i
naevnte eksempel omformet til en trappematrix. Vi gar nu videre og omformer det til en
reduceret trappematrix:

1 -1 1]-2\ —Rj 1 -1 0 2\ +Re 1 0 0 3
0 1 1| -3 |-Rs— | O 1 0 1 — | 0 1 0 1
0 0 1|4 0 0 1|4 0 0 1|4
Det hertil hgrende ligningssystem er
T = 3
ro = 1,
133:—4
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

der netop angiver lgsningen.

Eksempel 2.3.10. Vi ser pa ligningssystemet i Eksempel 2.3.8. Dets totalmatrix blev
i neevnte eksempel omformet til en trappematrix. Vi gar nu videre og omformer den til
en reduceret trappematrix:

1 -2 3 2 1] 10 \ —2R; 1 -2 3 0 9| -4\ —3R>
0 01 0 2|1 -3 — 0 0 1 0 2| =3
0 0 01 —4 7 0 0 01 —4 7
1 -2 0 0 3 5
0 0 1 0 2| -3
0 0 01 —4 7
Det hertil hgrende ligningssystem nedskrives:
rK — 21’2 + 31’5 = 5
T3+ 2x5 = —3 .
T4 —4dxs = 7
Indsaettes heri xo = t1, x5 = 15 fas
Try — 2t1 + 3t2 = 5
T3+ 2t2 = -3 >
Ty — 4t2 == 7
hvoraf vi finder, som ovenfor
T 5 + 2t1 - 3t2
x t
Ty 7 + 4t2
Ty tg

Vi kan opsummere den beskrevne lgsningsmetode for linesere ligningssystemer pa
folgende made:
(1) For et givet lineaert ligningssystem

[N
Il <

I
I 33

, (%)
hvor le er en m X n-matrix og 5 er en sgjlematrix, opskrives totalmatricen

c=(4 B).
Denne omdannes ved hjeelp af rackkeoperationer til en trappematrix

o= (2 )
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2.3 Lineere ligningssystemer

Det hertil hgrende lineare ligningssystem
AX =D (%)

har de samme lpsninger som det oprindelige system (x).
(2) Betragt sa det tilfeelde, hvor totalmatricen C for ligningssystemet (%) er en trap-

pematrix med d trin og med trinpositioner j; < --- < jg. Hvis sidste trin star i sidste
sajle af C' er der ingen losninger (jvf. Eksempel 2.3.6). Antag sa, at sidste trin ikke star

i sidste ;lee. Hvis antallet af trin er lig antallet af sgjler i A, altsa n = d, er der netop
en lgsning (jvf. Eksempel 2.3.4), og hvis antallet af sajler i A er storre end antallet af

trin, altsa n > d, seettes de variable x;, hvor j ikke er en af triﬂposjtionerne 1,0, Ja lig
med parametrene ty,- - - ,t,_q4, og dernaest udtrykkes de variable x;,,--- , x;, svarende til
trinpositioner, ved parametrene ty,--- ,t,_q (jvf. Eksempel 2.3.5, 2.3.8).

Seetning 2.3.11. Lad A veere en m X n-matriz, og antag at A ved hjelp af rekkeopera-

tioner er omdannet til en trappematrix A med d trin. Der gaelder da:

(1) Hvis m > d findes der en sgjle B, sa ligningssystemet AX = B ingen lgsninger

har.

(2) Hvis n > d har ligningen AX = 0 en losningsmaengde givet ved parameterfremstil-

ling med n — d pammetre 0g lzgnmgen har altsa uendeligt mange lgsninger.

(3) Hvis m = n = d har ligningssystemet AX = B netop en lgsning for hvert valg af
B. -

Bevis. (1): Hvis m > d setter vi B' = ¢4y, hvor eqqq er den (d + 1)’te standard

enhedsvektor. Ligningssystemet A’X = B’ har da ingen lgsninger, idet totalmatricen

C’ <A/ 1:3/) er en trappematrix, der har sidste trin i sidste sgjle. Udfgrer vi nu pa

C’ de omvendte til raekkeoperationer, der fgrte A over i A vil C’ blive overfgrt i en

matrix C' = (é E) og det ligningssystem AX = B, der har C' til totalmatrix, har da

heller in_gen lgsninger. Dette viser, at (1) gaelder (2 ) g (3): Dette folger umiddelbart af
ovenstaende opsummering af lgsningsmetoden for hneaere ligningssystemer. O

Eksempel 2.3.12. Vi betragter 3 x 3-matricen (jvf. Eksempel 2.3.5 og 2.3.6)

-1 -2 -5
A=| 2 3 8
- 2 6 14
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Denne omdannes ved hjlp af reckkeoperationer til en trappematrix:

-1 -2 =5 -1 -2 -5
2 3 8 |+2R — 0 -1 -2 —
2 6 14 ) +2Ry 0 2 4 ) 42R,
-1 -2 =5\ x—-1 1 25
0 -1 -2 | x—-1— 1101 2
0 0 O 000
Idet antallet af trin er mindre end antallet af raekker i matricen findes ifglge Seetning
b
2.3.11 en sgjle B = | by |, sa ligningen AX = B ingen lgsninger har. Vi vil finde en
= by —= =
sadan sgjle B. Ligningssystemet, der har totalmatricen
1 2 5|0
0 1 210
0 0 01
har ingen lgsninger. Vi udfgrer nu de omwvendte raekkeoperationer pa denne matrix.
1 2 5|0\ x-1 -1 -2 —-510
01 2|0 |x—-1— 0 -1 —-210 —
0 0 01 0 0 0|1 /) —2Ry
-1 -2 —-510 -1 -2 —-510
0 -1 -2|0 | —2R, — 2 3 810
0 2 411 ) —2R, 2 6 141
Ligningssystemet, der har denne matrix til totalmatrix, har heller ingen lgsninger. Som
0
sojlen B kan vi da bruge | 0
B 1

Seetning 2.3.13. Lad A vere en m X n-matriz, og antag at A ved hjelp af rekkeopera-

tioner er omdannet til en trappematrix fl' med d trin. Der g;alder da:
(1) Hvis ligningssystemet AX = B har mindst en losning for hvert valg af B, da er
d=m.
(2) Hwvis ligningssystemet AX = 0 kun har en lgsning (nemlig 0), da er d = n.
(3) Huis ligningssystemet AX = B har netop en lgsning for hvert valg af B, da er
d=m=n.

Bewis. (1) og (2) folger umiddelbart af (1) og (2) i den foregaende seetning. (3) folger af
(1) og (2). 0
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2.4 Linere ligningssystemer og lineacre afbildninger

2.4 Linezre ligningssystemer og linexre afbildninger

Vi skal nu drage nogle konklusioner om linesere afbildninger pa baggrund af den viden
om linezre ligningssystemer vi har opnaet i afsnit 2.3.
Lad A veere en m x n-matrix. Et linezert ligningssystem med A som koefficientmatrix

har formen

(e
I <
ey

, (*)

hvor B er en given sgjlematrix, og det drejer sig om at finde de sgjler X, der tilfredsstiller
ligningen. Lader vi sa f : R" — R™ veere den linezre afbildning der hgrer til A, og

skriver vi x = X, b = B lyder ligningen

At ligningen () har en lgsning for hvert valg af B betyder derfor, at f er surjektiv, og
at ligningen (*) har hgjst en lgsning for hvert valg af B betyder at f er injektiv. Endelig
er f bijektiv nar ligningen (*) har netop en lgsning for hvert valg af B.

Om injektivitet af linesere afbildninger gaelder fglgende

Saetning 2.4.1. En lineer afbildning f : R" — R™ er injektiv netop nar ligningen
f(z) = o kun har losningen z = o.

Beuvis. For en lineeer afbildning geelder altid, at f(o) = o. Hvis f er injektiv er det derfor
klart, at f(z) = o medfgrer at = 0. Antag omvendt at f(z) = o medforer at z = o.
Hvis 21 og xo er lgsninger til ligningen f(x) = b, geelder at f(z1) = b = f(z2), hvoraf
0= f(z1)— f(z2) = f(x1 —x2). Men sa er z1 — 25 = o ifplge forudseetningen, og dermed
er 1 = . Vi har hermed vist, at f er injektiv. Bemeerk, at vi undervejs benyttede at
f er lineeer. O

Saetning 2.4.2. Lad [ : R" — R™ vere en lineer afbildning. Der gelder
(1) Huvis f er surjektiv er m < n.
(2) Huvis f er injektiv er m > n.
(3) Huis f er bijektiv er m = n.

Beuvis. Lad A veere den m X n-matrix der er knyttet til f. Vi omdanner A til en trappe-
matrix él’ med d trin. (1): Hvis f er surjektiv folger det af Seetning 2.3.13, at m = d < n.

(2): Hvis f er injektiv folger det af Seetning 2.3.13, at n = d < m. (3): Hvis f er bijektiv
er den surjektiv og injektiv, hvoraf m = n (= d) ifslge (1) og (2). O
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

2.5 Operationsmatricer

Definition 2.5.1. Ved en operationsmatriz forstas en matrix, der fremkommer ud fra
enhedsmatricen ved udfgrelse af en rackkeoperation.

Svarende til de tre typer reckkeoperationer er der tre typer operationsmatricer.

(1) Type M: Matricerne M;(c)(c # 0), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved
multiplikation af i’te reekke med ¢ # 0. De tilsvarende rackkeoperationer betegnes
M,L(C)

(2) Type B: Matricerne By;(i # j), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved om-
bytning af i'te og j'te reekke (i # j). De tilsvarende raekkeoperationer betegnes
Bij-

(3) Type S: Matricerne Si;(c)(i # j), der fremkommer ud fra enhedsmatricen ved
addition af j’te reekke multipliceret med c til i’te raekke. De tilsvarende raekkeope-

rationer betegnes S;;(c).

Disse matricer er alle n xn matricer for et eller andet n. Det vil fremga af sammenhaengen
hvilket n der i en given situation er tale om.

Eksempel 2.5.2. Betragter vi 4 x 4-matricer er f.eks.

1000
0 ¢c 00
%2(6):00107
0001
1000
0001
524_0010’
0100
1000
01 0 ¢
Suld) =1y g 1 0
0001

Operationsmatricerne kan pa simpel made udtrykkes ved de i afsnit 1.4 indfgrte ele-
mentaere matricer:

]_W,L(C) = E‘F(C—l){fw,
By = E—1i;— 1+ 1i;+ 1
Si(c) = E+clyy
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2.5 Operationsmatricer

Seetning 2.5.3. Lad A vere en m x n-matriz. Hvis A ved raekkeoperationen P (som er
M;(c), Bij eller Sij(c)) omdannes til B = P(A), da er B = PA, hvor P er den til P

svarende operationsmatriz (som er m x m).

Beuvis. Da
0o --- 0
5 sfil = | @s1 Qsp | < T,
0o --- 0

0 0
Mi(c)A=A+(c—1) | an Ain | 1= M;(c)(A),
0 0
0 0 0 0 0 0
ByA=A—-1an -+ awm|<—i—=|apn - ap|—J+|apg - ap|—1
0 0 0 0 0 0
0 0
+lanx - ap <—j:Bij<4)a
0 0
0 --- 0
‘Sij(c)é:é‘i‘c aj51 ajn | < i = Si(c)(A)
0 --- 0

O

Seetning 2.5.4. Lad A vere en m X n-matriz. Hvis A ved successive rekkeoperationer
Py, -+, B, omdannes til B, da er B = Py---P1A, hvor Py,---, Py er de tilsvarende

operationsmatricer (alle m x m).
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Bevis. Gentagen anvendelse af Seetning 2.5.3. O

Saetning 2.5.5. Operationsmatricerne er requlere, og

Bevis. Enhver m x n-matrix A omdannes ved hver af operationerne M; (%) o M;(c)

og M;(c) o M; ( ) til A. If@lge Seetning 2.5.4 er derfor A = PA = P'A, hvor P =

M; (%) M(c), P' = M; (c)]\_4 (£).DaA= PA = PAfor enhver mxn- matrle (spe(nelt
g: E_?m_m) 1_3 ]_3 er uafheengige af A, er P P' Emm Altsa er M; ( )Ml(c) =
]_\_/[Z(c)_]\_iZ %) _11? _m, (1) folger derfor af Saetmng 1.5.6. Tilsvarende vises (2) og
(3). O

Vi skal kort omtale sgjleoperationer og de dertil svarende operationsmatricer.

Saetning 2.5.6. Idet M;(c)®, B;;, Si;j(c)® betegner de tre typer af sojleoperationer (altsa

1]7

f-eks. Sij(c)® den sgjleoperation, der bestar i til i’te sojle i A at addere j'te sgjle i A

multipliceret med c) gelder:

(1) Matricen, der fas ud fra enhedsmatricen ved at anvende M;(c)®, er M;(c)" = M;(c).

(2) Matricen, der fas ud fra enhedsmatricen ved at anvende Bj; er Bt = Bi;.
(3) Matricen, der fas ud fra enhedsmatricen ved at anvende Sy;(c)® er Sy;(c)' = Sji(c).
Bevis. Lad P?® veere en vilkarlig spjleoperation og P den tilsvarende rackkeoperation. Da

er

hvor P er operationsmatricen (jvf. Definition 2.5.1) der svarer til raekkeoperationen P.
B O

Seetning 2.5.7. Lad A vere en m X n-matriz. Hvis A ved successive sgjleoperationer

Q, -, Q omdannes til B da er B = AQ1 Qk, hvor Ql, -, Qr er de tilsvarende

operationsmatricer 1 henhold til Saetmng 2.5.6 (alle nxmn).
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2.6 Regulsere matricer. Matrixinversion

Bevis. Vi lader Py, --- | P, veere de tilsvarende rackkeoperationer. Ifglge Seetning 2.5.4
vil successive reekkeoperationer Py, --- , P, omdanne {lt til @t, hvor

@tzgk"'ljlétzg}tc”'gtlét:(égl'ngk)t'

Altsa er B = AQy -+~ Q. O

12 4
§:<257>

omdannes ved rakkeoperationerne Py = So1(—2), P» = Si5(—2) til

10 6
b= ( 01 -1 ) |
Dette stemmer med at

rnascasca- (2 4) (39 (1Y)

(G2 Ye

Tilsvarende omdannes f_l ved sgjleoperationerne Q1 = S32(—2)%, Q2 = S21(—2)° til

(10 0
~\2 1 =3 /)"
Dette stemmer med at
AQiQ: = ASn(~2)S (-2

Eksempel 2.5.8. Matricen

(@)

1 0 0 1 =2 0
(e ) (o0 1

0 0 01

1 =2 0
(ot 2) e

0 1 B

2.6 Regul®re matricer. Matrixinversion

Vi har i afsnit 2.4 set, at hvis f : R" — R™ er en bijektiv, lineer atbildning, da er
m = n. (Her finder vi forklaringen pa, at vi i afsnit 1.5 kun betragtede bijektive, linesere
afbildninger fra R™ til R" og ikke fra R" til R™ for m # n.)

Vi skal i dette afsnit se pa hvordan man afggr om en given lineser afbildning f : R" —
R" er bijektiv, eller, eekvivalent hermed, om en given n X n-matrix er reguleer (jvf. afsnit
1.5). Desuden skal vi se pa, hvorledes man finder den inverse til en regulaer matrix.
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Seetning 2.6.1. At en n X n-matriz A er requler betyder, at ligningen AX Y har
netop en lgsning X for hvert valg af sﬂjle Y

Bevis. Lad f veere den til A hgrende linezere afbildning. At A er reguleer betyder ifglge

definitionen, at f er bijekti_v. Men at f er bijektiv betyder at ligningen f(z) = y har
netop en lgsning x for hvert valg af y. Men hvis z = X ogy =Y betyder f(z) = y netop

at AX =Y. O
Bemeerk, at hvis A er reguleer, da er den entydigt bestemte lgsning X til ligningen
AX =Y

givet ved

thi AX = A(A7'Y) = (A47)Y = BY =Y.

Seetning 2.6.2. Hvis A og A er n X n-matricer, og A fremgar af A ved udforelse af

rekkeoperationer, da er A regulasr netop nar A er regulaar

Bevis. Da zil' fremgar af A ved k raekkeoperationer, er

-
I
-
I '*U
I :|>
I '*U

4,

hvor Py, - -+, Pj, er operationsmatricer. Da en operationsmatrix er reguleer ifglge Seetning
2.5.5, er ogsa P = Pj--- Py reguleer ifglge Seetning 1.5.4. At A og A er samtidigt
reguleere folger derfor af Saetmng 1.5.4. O

Seetning 2.6.3. En n x n-trappematrixz er requler netop hvis den har n trin.
Beuvis. Det fglger umiddelbart af afsnit 2.3 (Seetning 2.3.11 og 2.3.13). O

Saetning 2.6.4. En n X n-matrix er requler netop nar den ved udforelse af rakkeope-
rationer kan overfores i enhedsmatricen.

Bewvis. Hvis den givne matrix kan overfgres i enhedsmatricen er den regulaer ifslge Saet-
ning 2.6.2. Hvis omvendt den givne matrix antages reguleer, kan den overfgres i en
trappematrix, der ifglge Saetning 2.6.2 og Saetning 2.6.3 ma have n trin. Men det ses u-
middelbart at hvis man omdanner en sadan trappematrix til en reduceret trappematrix,
da nar man netop frem til enhedsmatricen. O

Saetning 2.6.5. Lad f : R" — R" vere en lineer afbildning. Folgende betingelser er
ekvivalente:
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2.6 Regulsere matricer. Matrixinversion

(1) f er bijektiv,
(2) f er surjektiv.
(3) f er injektiv.
Bevis. Lad A veere matricen knyttet til f. Vi omformer fl’ til en trappematrix med d

trin. Det fremgér af Saetning 2.3.11 og 2.3.13 at de tre betingelser (1), (2) og (3) alle er
ensbetydende med, at d = n. Hermed er seetningen vist. O

Vi udnytter nu Seetning 2.6.5 til at vise fglgende skeerpelse af Seetning 1.5.6:

Seetning 2.6.6. Lad A og B veere n X n-matricer og antag, at

AB=E.

Da er A (og B) reguler, og f_l_l =B (og @‘1 =A).

Bevis. Lad f og g veere de lineaere afbildninger der hgrer til A hhv. B. Der gelder da,
at f o g = idr» hvoraf vi slutter, at f er surjektiv. Men da er f bijektiv ifglge Seetning

2.6.5 og dermed er A reguleer. O
Seetning 2.6.7. Hvis A og B er n x n-matricer sdledes at AB er requler, da er A (og
B) requler.

Bevis. Idet E = AB(AB)™" = A(B(AB)™") slutter vi af Seetning 2.6.6, at A er reguleer.

O
Vi vil beskrive hvordan man i praksis kan bestemme den inverse A~! til en regulser
matrix A. Ifglge Seetning 2.6.4 findes raekkeoperationer og tilhgrende o:perationsmatricer
Py, ,:Ek, sa at PA = Pj---P1A = FE. Anvendes disse rakkeoperationer pa blok-
r;atricen_(A]E), omdannes den til ZPA]I_DE) = (E|A™"), hvoraf A™! kan aflaeses. Til-
svarende k;n:man finde s@jleoperatio:nzrzog tilh@rzn?ie operations?natricer Q1,- -, Qy,
sa at AQ = AQ,---Q; = E. Anvendes disse sgjleoperationer pa blokmatri?zen (4@)7
omdannes den til (élé |EQ) = (E|A™"), hvoraf A™" ligeledes kan aflaeses.

Det er pa sin pladg at advare mod at sammenblande rakke- og sgjleoperationer ved
denne metode. Antag, at der er rsekkeoperationer og tilsvarende operationsmatricer
Py, -+, Py samt sgjleoperationer og tilsvarende operationsmatricer Qy, - -, Qy, sa at

PAQ= PiPiAGy Qo=
Anvendes disse operationer pa blokmatricen (A|E), omdannes den til (PAQ|PEQ) =
(E|PQ). Her er PAQ = E, hvorfor A = 1_3_162:1 = (QZ_D)_I, altsa f_l_;:i :QI:D:njen i
rr;at;i:en (E \]_DQ)iaiﬂ;ser \:i PQ, som} almgndgighed ik:k; er QP = 15_1. o
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

Eksempel 2.6.8. Lad os igen se pa matricen

10 1
A=111 0
- 1 0 —1

fra Eksempel 1.5.3. Forst omdanner vi A til en trappematrix

10 1 10 1
A=|11 0|-Ri— |01 -1 |,
- 10 -1)-R 00 —2

der er en trappematrix med 3 trin. Vi ser altsa pany, at A er reguleer. Vi vil sa finde
den inverse: Vi opskriver blokmatricen (f_l\l_?), og omdanner den ved hjelp af reekkeope-

rationer til matricen (E|A™"):

10 111 0 0 1 0 1 1 0 0
11 o001 0)-RR—|O0O1 —-1]-1 10 —
1 0 —-1/0 0 1) —-R 00 —2|-101)x-1
10 1| 1.0 0\ -—Rs 100 30 3
01 -1|-1 1 0 |4Rs— | 0 1 0|—5 1 —3
00 1] 2 0 -2 00 1] 53 0 —3
Heraf afleeses, at
L9 1
2 2
== ).
fo-d
i overensstemmelse hvad vi fandt tidligere.
Vi ser sa pa det linezere ligningssystem
T +x3 = —1
T + X2 = 2.
T —x3 = 3

Dette kan naturligvis lgses ved som seedvanligt at omdanne dets totalmatrix til en trap-
pematrix. Men bemeerker vi at koefficientmatricen netop er den givne matrix A kan vi

— med vores kendskab til él_l — umiddelbart skrive lgsningen ned:

a -1 0 2 -1 1
x| =A™ 2 = -3 1 —3 2 | = 1
x3) 3 5 0 —3 3 —2
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2.6 Regulsere matricer. Matrixinversion

Eksempel 2.6.9. Vi ser pa matricen

[
I
SRS TN
ol oy w
CIJCRIN

og vi vil undersgge om den er reguleer, og i givet fald finde dens inverse. Vi gar direkte
lgs pa at finde den inverse; hvis den alligevel ikke findes viser det sig under vejs (ved at
vi nar frem til en trappematrix med mindre end 3 trin):

4 3 2|1 0 0\ —Rjs 1 =2 01 0 -1
5 6 30 1 0 — | 5 6 3|0 1 0 | -5k —
35 210 0 1 3 5 210 0 1 ) =3
1 =2 0 1 0 -1 1 -2 0 1 0 -1
0 16 3|-5 1 5 | -Rs— | O 5 1]1-2 1 1 —
0 11 2|-3 0 4 0 11 2|-3 O 4 | —2R,
1 =2 0 1 0 -1 1 =2 0 1 0 -1
0 5 1] -2 1 1 j — | 0 1 0 1 -2 —
0 1 0 1 =2 2 0 5 1| =2 1 1 ) —5R,
1 =2 0 1 0 -1\ +2R, 1 0 0 3 —4 3
0 1 0 1 =2 2 — |1 0 1 0 1 =2 2
0 0 1|-7 11 -9 0O 0 1}-7 11 -9

Heraf afleses, at A er reguleer og

3 -4 3
Al = 1 -2 2
- -7 11 -9

Eksempel 2.6.10. Vi vil undersgge om matricen

11 11
1 3 1 2
12 -11
59 16

er reguleer. Vi omdanner den til en trappematrix ved hjeelp af raekkeoperationer:

11 11 11 11
13 12| =R __ |02 01|<__
12 -1 1| -R 01 -2 0 |«
59 16)-5R 04 —4 1
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2 Rekke- og sojleoperationer Lineare ligningssystemer

11 11 11 11 11 11
01 -2 0 01 -2 0 01 —2 0
02 01|=2rR" |00 41 ““loo0o 41
0 4 —4 1) —4R, 00 4 1) Ry 00 00

Dette er en 4 x4-matrix med 3 trin; en sadan er ikke reguleer, og dermed er den oprindelige
matrix heller ikke reguleer.

Antag, at A er en reguleer n X n-matrix og antag, at der er givet en n X p-matrix B.

Vi gnsker at finde en n x p-matrix X saledes at
AX = B.
Det ses umiddelbart, at der findes netop en sadan matrix X, nemlig

-1

)_(:

[
||_b3
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3 Determinanter

3.1 Determinant af 2 x 2-matrix

For en 2 x 2-matrix

[[sS
I
N

11 Q12
Q21 Q22
defineres determinanten af A som tallet

det A = a11Q22 — A12a921 -

For determinanten af A benyttes ogsa betegnelserne |A| og

11 Q12

Q21 A22

3.2 Determinant af 3 x 3-matrix

For en 3 x 3-matrix
a;i; aiz2 Az
= | Q21 Q22 Q23

[

a3 daszz2 33

defineres determinanten det A af A som tallet
det 4 = (11022033 + Q12023031 + 13021032 — A13022031 — 411023032 — (A12021033-
For determinanten af A benyttes ogsa betegnelserne |A| og

11 a2 13
a21 Ag2 A3
a31 dazz (33
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3 Determinanter

3.3 Permutationer

Med henblik pa definition af determinant af en vilkarlig n x n-matrix, behandles i dette
afsnit de sakaldte permutationer.

Definition 3.3.1. Ved en permutation (af tallene 1,--- n) forstas en bijektiv afbild-
ning af meengden {1,--- ,n} pa sig selv. Meengden af samtlige permutationer af tallene
1,---,n betegnes S,.

Hvis o : {1,--- ,n} — {1,--- ,n} er en permutation, angiver vi o pa fglgende made:
1 2 -+ n . .
co=1|. .|, hvor j; =0o(7).
(J1 J2 ]n) J (9)
Da o er bijektiv, er tallene ji, j2,- -+, j, en omordning af tallene 1,2,---  n.

Eksempel 3.3.2. Fgrst angives en permutation ¢ med n = 3 og dernaest angives en
permutation 7 med n = 6:

(1 2 3 (1 2 3 45 6
°=\312)0 7" \43165 2)
Idet den omvendte til en bijektiv afbildning igen er en bijektiv afbildning ses, at hvis

o er en permutation, da er ogsa c~! en permutation.

Eksempel 3.3.3. Den omvendte til permutationen
(1 2 3 45 6
=4 316 5 2

1 123 456
o= :
36 215 4
Idet sammensaetning af bijektive afbildninger igen giver en bijektiv afbildning ses, at

hvis o og 7 er permutationer i S,,, da er ogsa o o 7 en permutation i S,. Ved udregning
af o o 7 skal man (jvf. A.2) forst udfere permutationen 7 og derngest o.

er permutationen

Eksempel 3.3.4. Den sammensatte permutation af permutationerne
(1 2 3 45 (1 2 3 45
7T\B34251) ®7T74 351 2
o — 1 2 3 45
7°T=\s 21 3 4)°

Den identiske afbildning af {1,---,n} pa sig selv kaldes den identiske permutation
eller enhedspermutationen, og betegnes e. Den er givet ved skemaet

(1)

er permutationen
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3.3 Permutationer

Definition 3.3.5. Lad der vaere givet en permutation o af {1,--- n}. Et talpar (¢, j),
hvor 1 < i < j < n, siges at svare til en inversion i o, hvis (i) > o(j). Antallet af
inversioner kaldes I(o). Hvis I(0) er lige kaldes o for en lige permutation, og hvis I(o)
er ulige kaldes o for en ulige permutation.

Definition 3.3.6. Fortegnet sign o for en permutation o er tallet +1, hvis o er en lige
permutation, og tallet —1, hvis o er en ulige permutation. Altsa er sign o = (—1)7(@).

Eksempel 3.3.7. Vi betragter permutationen
(1 2 3 45
=\3 45 2 1)

Vi ser, at talparrene (1,4), (1,5), (2,4), (2,5), (3,4), (3,5) og (4, 5) svarer til inversioner,
altsa er I(0) = 7, og dermed er o ulige, og sign 0 = —1.
Definition 3.3.8. Ved en naboombytning forstas en permutation af formen

o 1 .- i 1+1 - n)

o\l - i+l 0 e n))

med andre ord er o(k) =k for alle k # ¢, k # i+ 1, medens 0(i) =i+ 1ogo(i+1) =1i.
For naboombytninger benytter vi ogsa betegnelsen

i it
“litl i |

Det ses umiddelbart, at hvis ¢ er en naboombytning, da er I(c) = 1, og dermed at o
er en ulige permutation. Endvidere er o o 0 = e, hvoraf o~! = 0.

Setning 3.3.9. Enhver permutation o fremkommer ved sammensetning af et antal
naboombytninger.

Beuvis. Lad (j jn) veere en given permutation. Lad i veere tallet sa o (i) = j; = n,
Lo e
. t 1+1
og lad 71 veere naboombytningen | . . |. Daer
t+1
1 -+ i i+l - om
ogoT = . . . .
Juoc Jiwmomo e n

Pa denne made har vi opnaet en ny permutation o; = o o 71, hvor n (i anden raekke)
er rykket en plads til hgjre. Saledes fortsaettes indtil vi efter n — i skridt har opnaet
en permutation o,_; = g o7 o0 7,_; saledes at o,_;(n) = n. Herefter fortsaettes
med at bringe n — 1 pa plads, dernaest n — 2 etc. indtil vi har fundet naboombytninger
Ty, Ta, -+ ,Tp saledes at

OOTIO-+-0T)=¢.

Men sa er

f— _l _l_ .« ..
O=7T, 0:+-0T;  =T,0---0Ty.
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3 Determinanter

Eksempel 3.3.10. Vi ser pa permutationen o fra Eksempel 3.3.3, og omdanner den
skridt for skridt til enhedspermutationen ved multiplikation fra hgjre med naboomskriv-

ninger:
1 23456\ [4 5 1 23 456\ [5 6
o — o} —
43165 2) |5 4 43156 2) |6 5
1 23456\ [4 5 1 23456\ [1 2
o I o} —
4 315 26 5 4 431256) |2 1]
1 23456 2 3] 1 23 45 6\ [3 4]
o I o} —
341256 3 2 314256) |4 3]
1 23456 1 2] 1 23 45 6\ [2 3
(@] e () e
312456 2 1 132456 |32
1 23456
1 23456

Heraf sluttes, at

o R I K R P R R R R

Seetning 3.3.11. Hvis permutationen o er sammensat af p naboombytninger, da er sign
o = (—1)?; med andre ord, o er lige hvis p er lige, og o er ulige hvis p er ulige.

: . 1 - . . I+ 1
Beuvis. Hvis o = | . " og hvis 7 er naboombytningen | . Lot + er coT =
G da i+1
1 - 7 i+1 -+ n .
. . . . |. Heraf fremgar I(c o7) = I(0) £ 1; men heraf folger, at
Jioc Jitl Ji o Jn
sign (0 o7) = — sign 0. Er nu 0 = 7, 0 --- o 7y sammensat af p naboombytninger, er
coTio---0T, = e, og ved gentagen anvendelse af bevisets indledende bemaerkninger fas
=sign e =sign (como---07,) = —sign(com o---07,_1) = (—1)? sign o, hvoraf
sign 0 = (—1)?. Dette viser seetningen. O
Saetning 3.3.12. Lad
iy .,
0= |:j Z:| ) ? 7& ]7
veere en transposition, dvs. en permutation i S, der ombytter 2 tali,j € {1,2,--- ,n},
og lader de gvrige urorte. Da er sign o = —1.

Bewvis. For en transposition med j =i+ 1 eller j = ¢ — 1 folger dette af Seetning 3.3.11
(med p = 1). For en vilkarlig transposition henvises til gvelsesopgave 61. O

Seetning 3.3.13. Hvis 0 og T er permutationer er

sign (o o 7) = sign o - sign 7.
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3.4 Determinant af n X n-matrix

Bevis. Skriv o = 0, 0---007 som en sammensetning af naboombytninger, og skriv 7 =
7,0- - -omy ligesa; daer sign 0 = (—1)? ogsign 7 = (—1)9. Men oot = g,0- - -00y07,0- - -0TY,
hvoraf sign (o o7) = (—1)P*7 = (—1)P(—1)7 = sign o- sign 7. O
Seetning 3.3.14. Hvis o er en permutation, da er
sign o = sign (071).
Bevis. Da 1 = sign e = sign(o o 071) = sign - sign(c™!) folger ssetningen. O
S=etning 3.3.15. Afbildningen o — o~ er en bijektiv afbildning af S,. For ethvert
(fast) T € S, er afbildningen o — 7 o o en bijektiv afbildning af S,. For n > 2 er der
lige mange (= %n') lige og ulige permutationer i S,,.

Bevis. Da S, er en endelig maengde, er det tilstraekkeligt at vise, at afbildningerne
o — oY og 0 — 7 oo er injektive. Dette folger af at
o' =0y = or=(o7")" = (o))" =0,
Too,=To0y =0, =co0o,=(T"'oT)oo, =7 'o(ro0y)
=7 lo(rog)= (1" 0oT)o0oy =e00y = 0s.

Antag n > 2, og lad o0y, -+ ,0, vaere de lige permutationer i S,, og opt1,- -, 0, Veere
de ulige permutationer i S,. Lad 7 vere en (fast) ulige permutation i S, f.eks. en
transposition. Da er

Tooy, - ,To0, alleulige permutationer,

T OOpy1, -, T 00y, alle lige permutationer

ifplge Seetning 3.3.13. Men det medfgrer netop, at der ma veere lige mange lige og ulige
permutationer i S,,. O

3.4 Determinant af n X n-matrix

Til enhver n x n-matrix A knyttes et bestemt tal, determinanten af A, der betegnes
det A eller [A.

Definition 3.4.1. Determinanten af n X n-matricen A = (ay;)n,, defineres som

det é = Z sign o (15(1)A20(2) * * * Qno(n)-

O'ESTL

For n = 2 og n = 3 genfindes determinanten som den er defineret i afsnit 3.1 og 3.2.

Seetning 3.4.2. For en vilkarlig n x n-matriz A gelder, at

det él = det zﬁlt.
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3 Determinanter

/
]
skyld antager vi nu, at n = 3. Det generelle tilfeelde behandles efter samme mgnster.
Determinanten af A er givet ved

Bewvis. Viskriver A = (a;)nn 08 f_lt = (a};)nn, 0g der geelder sa a;; = a;;. For simpelheds

det le = Z sign o A10(1)020(2)A30(3) -
c€S3

Ordner vi nu faktorerne i produktet ai,(1)a20(2)@3+(3) efter andet indeks i stedet for efter
forste indeks, fas

A15(1)20(2) A30(3) = Ao—1(1)1A6-1(2)206-1(3)3 = alla—l(l)a/20_1(3)aga_l(3)’
og da sign o = sign (o7!), finder vi sa
det A = Z sign (071)a 5111y A1 () Tp-1 (3)-

oES3

1

Idet nu 0 — o~ ! er en bijektiv afbildning af S3 pa sig selv, (jvf. Seetning 3.3.15) finder

vi endelig
det A = Z SISN 0 @) 5 (1) Uy (2) U3 (z) = det AL
oES3
Hermed er seetningen vist. O
Vi skal nu se, hvad der sker med determinanten for en matrix nar vi udfgrer raekkeo-
perationer pa matricen. Ved hjeelp af Seetning 3.4.2 udleder vi tilsvarende resultater for
sojleoperationer.

Seetning 3.4.3. Lad A vere en n x n-matriz. Antag, at B er en matriz der er dannet

ud fra A ved -
(1) multiplikation af en rekke (sgjle) i A med et tal ¢; da er det B = cdet A;

(2) ombytning af 2 rakker (sojler); da er det B = — det A;

(3) addition af et multiplum af en rakke (spjle) til en anden rakke (spjle); da er
det B = det A.

Bevis. Vi skriver El = (aij)nn 08 B = (bij)nn- Vi illustrerer beviset pa en 3 X 3-matrix.

Det generelle tilfaelde behandles efter samme mgnster. (1): Hvis f.eks. den anden rakke
i f_l multipliceres med ¢ geelder for 1 < j < 3 at by; = cag; medens b;; = a;; for i # 2.
Men sa er

det B = Z sign 0 biy(1)b20(2)b30(3)

oES3

= Z SIZN 0 A14(1)CA25(2) A30(3)
0ES3

=c Z SigN 0 (1) A20(2)A30(3) = cdet il
o€S3

60



3.4 Determinant af n X n-matrix

(2): Vi ser pa ombytning af to sgjler. Hvis f.eks. anden og tredie sgjle ombyttes geelder

for 1 < i < 3 at by = a1, bis = a;3 0g bis = ajp, altsa at bj; = air(), hvor 7 er
naboombytningen 7 = (} ; ;) Men sa er

det § = Z sign 0 bis(1)b20(2)b30(3)

o€S3

= g SIgN 0 A1700(1) A2r00(2) U300 (3)
oc€Ss3

= — Z Sign (T o U)alroo(l)a2roo(2)a3700(3)
o€S3

= - Z SIgN 0 14(1)020(2) A30(3) = — det A,
oES3 N

idet afbildningen ¢ — 7o0 er en bijektiv afbildning af S3 pa sig selv, jvf. Seetning 3.3.15.
(3): Antag nu, at den tredie rackke er multipliceret med ¢ og adderet til den anden raekke.
Da geelder for 1 < j < 3, at bi; = ayj, byj = agj + cas; og bs; = asj, og dermed

det 5 = Z sign Obla(l)b20(2)b30(3)

oES3

= Z Sign 0 a15(1)(A20(2) + CA30(2))A30(3)

oES3

= Z SIgN 0 A15(1)A20(2)A30(3) T C Z SIgN 0 A14(1)A30(2)U30(3)

0'653 O'ES3

=det A+ cdet C,

hvor
air Qi as
Q = | @1 az2 ass
- asy Gaz2 ass
Der geelder imidlertid det C' = —det C, da C' fremgar af sig selv ved ombytning af to
raekker; men sa er det C' = 0, og dermed er det B = det A. O

Seetning 3.4.4. Lad A vere en gure (nedre) trekantsmatriz (specielt en diagonalmatriz);

determinanten for A er lrg med produktet af diagonalelementerne.

Bevis. Antag f.eks. at A = (a;j)nn er en nedre trekantsmatrix. Da er a;; = 0 for i < j.

Hvis sa o er en permutation i S,,, der ikke er den identiske permutation, findes der
1 <i < n,sai < o(i); men det betyder, at produktet 51y Gno@m) er nul, thi det
indeholder faktoren a;,;y = 0. Konklusionen er, at det eneste led i summen

det é = Z sign 0Q15(1) * * * Gno(n),

O'ESTL
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3 Determinanter
der eventuelt ikke er nul, kommer fra den identiske permutation; altsa er
detél = a1 Qpn-

Resultatet for en gvre trekantsmatrix fglger nu af Seetning 3.4.2. O

Seetning 3.4.5. Lad A vere en n x n-matriz af formen

@11 A1z - QAip

0

[[sS
I
IS

0
hvor B er en (n — 1) x (n — 1)-matriz. Da er
det A = ay; det B.

Beuvis. Ved hjeelp af reekkeoperationer af type S overfgrer vi B til en gvre trekantsmatrix

B;. Vi udfgrer sa de samme raekkeoperationer pa A, hvorved A overfores i en gvre

trekantsmatrix
apip aiz -+ Qip
0
A= : B,
0
Idet raekkeoperationer af type S ikke sendrer determinanten skal vi blot vise, at det A; =
ayp det @1. Men det er klart ifglge Seetning 3.4.4. O

Eksempel 3.4.6. Vi beregner determinanten

2 5 -3 -2« 1 3 -2 2
-2 -3 2 -5 | -2 =3 2 =5 |42Ry _
1 3 =2 2| 2 5 —3 —2|—-2R;
-1 -6 4 3 -1 =6 4 3| +R
é;:;_? 3 -2 -1 3 -2 -1
1o -1 1 —el|=—|1L 1 -6 =—|-1 1 —6|=—(12-8) =—4.
0 -3 2 = -3 2 5 |+R 0 0 4

Vi har undervejs anvendt Seetning 3.4.3 og 3.4.5.

Seetning 3.4.7. Lad A vere en n X n-matriz. Da er A reguler netop hvis det A # 0.
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3.5 Cramers formler

Beuvis. Matricen A kan ved hjeelp af reekkeoperationer overfgres i en trappematrix B,
og der geelder (dgtf_l # 0 < det B # 0) ifglge Seetning 3.4.3. Men der geelder oggé
at (A reguler < B reguleer) if@lg; Seetning 2.6.2. Vi kan derfor ngjes med at se pa
tilfaeret, hvor A er:en trappematrix. Men en kvadratisk trappematrix er specielt en gvre

trekantsmatrixj og derfor er dens determinant lig med produktet af diagonalelementerne.
Men dette produkt er forskellig fra nul netop hvis alle diagonalelementer er forskellige
fra nul, der netop er betingelsen for at en gvre trekantsmatrix er reguleer. O

Seetning 3.4.8. Lad A og B vere n X n-matricer. Der gelder
det(AB) = det Adet B.

Beuvis. Antag fgrst, at A er en operationsmatrix. Det ses da umiddelbart ved hjeelp af
Seetning 3.4.3, at identiteten er opfyldt. Antag dernaest, at A ikke er reguleer. Da er AB
heller ikke reguleer ifglge Seetning 2.6.7, og dermed er h@jresi_de og venstreside i identite-
ten begge lig med nul. Antag sa endelig, at A er reguleer. Da kan A skrives som et produkt
af operationsmatricer A = Py --- Py, og under anvendelse af forste del af beviset fas s&
det A = det P, det(]_Dgi- . Ek) — det Py---det Py, og det(AB) = det(Py---PiB) =

det(j?l) det(l?g - PpB) = det Py - - det P det B = det éldgtig Hermed er ssetningen

vist. ]

Seetning 3.4.9. For en reguler matriz A gelder, at

. 1
det(A™) = G A

Bevis. Da 4{1_1 =FE, er detéldet(A_l) = det & = 1 ifplge den foregaende satning.

Heraf fremgé; setningen. O

3.5 Cramers formler

Vi ser pa et lineaert ligningssystem bestaende af n ligninger med n ubekendte

axr1+ -+ apT, = bl

Ap1T1 + -+ AppTy, = bn

Idet A betegner ligningssystemets koefficientmatrix kan (1) skrives
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3 Determinanter

Vi antager nu, at A er reguler. Ligningssystemet har da netop en lgsning, nemlig

L1 by
.
Tn ~\b
Vi vil finde en formel for z;, j = 1,---,n. Med henblik herpa bemeaerker vi, at
1 Ty
apy cr Qip _ ) apg -0 b an,
l’j =
Qp1 = Qnn J;n 1 Qp1 bn o Qpn
T T
J J
Af Seetning 3.4.5 (anvendt j — 1 gange) og Seetning 3.4.4 fas
1 T
L
1 1
L = =
1
, 1
Ty, 1
T

Af Seetning 3.4.8 fas sa, at determinanten af venstresiden i (3) er lig med det A -

og dermed er

a].]. ) b]. .. a].n
detA-z; =
anl ) bn .. ann
J
hvoraf
11 by Q1n
an1 bn Ann .
x] - ? j - ]'7 7n7
11 - Aip
0 Ann
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3.5 Cramers formler

hvor altsa b’erne er skrevet i den j’te sgjle. Disse udtryk for xy,--- , x, kaldes Cramers
formler, efter den schweiziske matematiker G. Cramer (1704-1752).
For n = 2 lyder ligningssystemet

11Ty + ajprs = by

a21T1 + ary = b,

og Cramers formler giver de velkendte udtryk

b1 a a; by

by ag as  bo
€T = , Lo =

Q11 A12 Q11 A12

Q21 A22 Q21 A22

For n = 3 lyder ligningssystemet

a1171 + a2 + @133 = by

A21T1 + Qoa%o + Ag3T3 = bo,

a31T1 + Az + aszrz = b3

og Cramers formler giver
b1 a @13 a; by @13 a; aiz by
by ag @23 as  bo @23 as Gz by
bs asp ass as; bs ass as; asy b
T = y, Lo = , L3 =

11 Aaiz2 13 11 Aaiz2 13 11 a2 13
Q21 Q22 (23 Q21 Q22 (23 Q21 Ag22 (23
31 Aaz2 a33 31 Aaz2 a33 a31 dazz G33

Eksempel 3.5.1. Vi betragter ligningssystemet

2331—332+3333 =
—$1+2$2+l’3 = 0.

1+ T = -1

Determinanten for koefficientmatricen er

2 -1
-1 2 —12.
1 1

o = w
I
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3 Determinanter

Ligningssystemet kan altsa lgses ved hjeelp af Cramers formler; vi finder

1 -1 3
0 2 1
1 10 6
I = = =5
12 12 2
2 13
1 01
1 -1 0 6 1
2= 19 T 12T Ty
2 —1 1
1 2 0
1 1 -1 6 1
3= 19 T 12 o

3.6 Determinant og invers matrix

Vi skal i dette afsnit udlede en formel for den inverse til en reguleer matrix.
Lad A = (@jj)nn veere en n x n-matrix. Ved komplementet til a;; forstas tallet

all DY O DY aln
Ai;=1 0 1 0
J i
aTLl DY O DY ann
!
J

Ajj er altsa determinanten af matricen, der fremkommer af A ved at skrive 1 pa pladsen

(1,7) og 0 pa de gvrige pladser i i'te reekke og j'te sgjle. For hvert 1 < 1,7 < n defineres
matricen A;; som matricen der fremkommer af A ved at slette i’te reekke og j’te sgjle.

Saetning 3.6.1. Der gelder
Aij = (—1)i+j det /ill]

Bevis. Ved (i — 1) reekkeombytninger efterfulgt af (j — 1) sgjleombytninger overfgres
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3.6 Determinant og invers matrix

matricen
all DY O DY aln
0 1 - 0
—1
anl DY O DY ann
T
J
1 matricen
10 0
0
Aij
0
Men sa er
10 0
. 0 »
Ay = (1) =1y = (=1)"" det 4
Aij =
0
ifglge Seetning 3.4.3 og Seetning 3.4.5. Hermed er ssetningen vist. O

Seetning 3.6.2. For enhver n x n-matriz A gelder

det 4 = ailAil + -4 amAim
0= Clleil + -+ ajnAi'ru j 7é i

Bevis. Af definitionen pa determinant

det zil = Z sign o A15(1) * * * Qno(n)

O'GSn
fremgar, at
det 4 = CLﬂA; + -+ aijA;}- + -+ ainA:n; (4)
hvor A7), ---, Aj, ikke atheenger af elementerne i i'te reekke af A. Endrer vi A, saledes
at
Qg =+ =Qij-1 = Qij1 =" =0, =0, a;=1,
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3 Determinanter

fas derfor

apr o 0 - ag, a; - ay cc- A
JS S I IR S N
an1 0 Ann a;l pj QAnn
7
J J

idet overensstemmelsen mellem de 2 determinanter fremgar ved n — 1 rackkeoperationer.
Den fgrste formel folger derfor af (4). Endrer vi derimod A, saledes at i'te reekke i A

erstattes af j'te reekke i A, fas

ay -t Qip
ajir cr Qin |«
. . * *
0=\ : : =an Ay + -+ ap Ay, = apAn + o+ an A,
aj1 Qjn —J
An1 Qnn,

idet en m X n-matrix med 2 ens raekker har determinant 0, og vi benytter det tidligere
viste resultat A7, = A;;. O

Saetning 3.6.3. For komplementmatricen

horende til en n x n-matriz A gelder

éK(f:l)t = (det é)fz?

Bevis. Af Seetning 3.6.2 fas
AK(A)[i,j] = Ali,#] - K(A)'[x,j] = Ali,«] - K(A)]j, #]

= andji+ -+ andj,
{det{l for j=1

?

0 for j#1i

og det viser pastanden. O
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3.7 Udvikling af determinant

Seetning 3.6.4. For en reguler matriz A gelder

A D7,
= det A N det A ’

I

d.v.s. den inverse matriz til A er givet ved formlen

1
= K(A).
detf_l <=)

-1

I

Bevis. Nar A er reguleer viser Seetning 3.6.3, at

1
A KA | =E.
() -
1
Af Sezetning 2.6.6 folger heraf, at A™' = K(A).
Seetning 2.6.6 folger heraf, at A dot A (:)
Eksempel 3.6.5. Vi betragter matricen
10 1
A= 11 0
B 1 0 -1

Vi udregner det A = —2, og dermed er A reguleer. Vi udregner sa

det 411 = —]., det 412 = —]., det Alg =-1
det 421 = 07 det 422 = —2, det 423 =0
det 431 = —1, det 432 = —1, det 433 = 1,

hvoraf (idet fortegnsfaktorerne (—1)"*/ skal huskes)

[
L
I
|
DN [ D0 [ =D [ =
oS = O
(.
DO [0 [ =00 [ =

3.7 Udvikling af determinant

Seetning 3.7.1. Lad A vere en n x n-matriz. Da gelder for hvert 1 <i <n, at

det A= a;;Ain + -+ ainAin = (=1)"*a; det An+-+ (—1)""a;, det Ain,
det 4 = CLMAM + -+ (Im'Am' = (—1)1+i(11i det 411' + -+ (—1)"+iam det 47”
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3 Determinanter

Bewvis. Den forste formel blev vist i Seetning 3.6.2, og den alternative version folger af
Seetning 3.6.1. Den anden formel fas af den fgrste formel anvendt pa {lt, idet vi benytter,

at det A = det A" (jvf. Seetning 3.4.2). O

Disse formler kaldes for udviklingen af det A efter i’te rackke hhv. i’te sgjle. Vi har pa
denne made udtrykt det A ved determinanter af lavere orden. For i = 1 fas specielt
det A = ay; det Ay — arpdet Ajp + -+ + (—=1)""ay, det A
det 4 = a1 det 411 — 921 det 421 + -+ (—1)"+1an1 det 4711.

Normalt vil man veelge at udvikle efter reekker eller sgjler med mange nuller. Eventuelt
ma man forst ved raekke- eller sgjleoperationer skaffe nuller (jvf. Eksempel 3.7.3).

Eksempel 3.7.2. Vi beregner en determinant ved udvikling efter forste raekke:

(2)_(1)8_3 -1.0 0 0 -1 0
=2 435 |—(=3)| 7 4 3|=

rods 2 2 4 -6 2 2

-6 22 4

35

[ ‘ = (~2)(12 — 10) + 3(14 + 18) = 92,

2(_1)‘2 4‘_3(_1)‘ —6 2

Til sammenligning giver udvikling efter 2. rackke:

2 00 -3 5 0 _3
0 =L 0 0F_ el 73 5
7 43 5 69 4

-6 22 4

:—(2(—1)1+1 ‘;’ i‘+(—3)(—1)1+3 _g ‘;’D = —(2(12 — 10) — 3(14 + 18)) = 92.

Eksempel 3.7.3. Vi beregner en determinant ved forst at udfgre reckkeoperationer, og
dernzest udvikle efter forste sgjle

5 4 2 1|-5Ry 0 14 7 -19

2 3 1 —=2|-2R, [0 7 3 —10|_ 1‘71 ;jg _ag
~5 -7 =3 9 |+5R, |0 —17 -8 29 17 s 99

1 -2 -1 4 1 -2 -1 4

Bemeaerk, at Seetning 3.4.5, der blev benyttet pa afggrende made ved udledning af tidli-
gere szetninger, er et specialtilfaelde af Seetning 3.7.1 (udvikling efter 1. sgjle).
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4 Vektorrum

4.1 Definition af vektorrum; eksempler

Lad V' vere en maengde, hvori der er givet to operationer, nemlig multiplikation af et
element med en skalar og dannelse af to elementers sum; dette betyder, at der til et reelt
tal A € R og et element x € V' er knyttet et nyt element Az € V kaldet x multipliceret
med A, og til to elementer x,y € V er der knyttet et nyt element x + y € V kaldet
summen af r og y. - -

Definition 4.1.1. (Regneregler i et vektorrum) Meaengden V' udstyret med de to givne
operationer siges at veere et vektorrum, hvis folgende regneregler er opfyldt: For vilkarlige
vektorer z,y,z 1V og vilkarlige tal A, i R geelder

VI (z+y)+z=z+ (y+2z)
V2: x4+o0=2x
V3 z+(—z) =0

Vi z+y=y+z

V5: Mz +y) =z + Ny
V6: (A +p)z = Az + px
VT (Aw)z = Mpz)

V& lx ==z

Elementerne i et vektorrum kaldes ogsa for wvektorer. Regnereglen V2 skal forstas
saledes, at der findes en vektor o, kaldet nulvektoren, sa V2 er opfyldt. Det ses let,
at der kun findes en nulvektor i et vektorrum. Regnereglen V3 skal forstas saledes, at
der for hver vektor z € V findes en vektor y € V sa z + y = 0. Det ses let, at der kun
findes et sadant element y. Dette element kaldes sa —z. Det ses let, at —z = (—1)z og at
0z = o for alle vektorer i vektorrummet V. For to vektorer x,ysettesz—y =+ (—1)y.
Det ses let, at hvisz +y=zerx =2 —y. B B B

Vi indfgrer betegnelsen R = {0}. Dette er et eksempel pa et vektorrum, der kun
indeholder et element, nemlig nulvektoren o = 0.
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4 Vektorrum

Eksempel 4.1.2. Talrummet R", n =0,1,2,... er et vektorrum. Det fglger af Seetning
1.1.2. Bemeerk udseendet af o og —z.

Eksempel 4.1.3. Med M,, ,, betegnes meengden af alle m x n-matricer. Med de i af-
snit 1.4 indfgrte matrixoperationer multiplikation med skalar og addition, er M, ,, et
vektorrum, jvf. regnereglerne M1-MS8 i Seetning 1.4.4.

Eksempel 4.1.4. Lad Pol (R) betegne maengden af polynomier i en variabel, dvs. funk-
tioner p af formen

p(z) = ap + ayx + agx® + - -+ a,2", v € R,

hvor ag, ay,aq, -+ ,a, € R, og n € Ny. Vi udstyrer Pol (R) med szdvanlig addition
og med saedvanlig multiplikation med skalarer. Herved bliver Pol (R) et vektorrum med
nulpolynomiet som nulvektor. Hvis f.eks. p og ¢ er polynomierne givet ved

p(r) = 3—ax+a" - 525
qz) = x+22°5+2",

er p + q givet ved
(p+q)(z) =3 +a*—32% + 2"

4.2 Linezre afbildninger; isomorfi

Lad U og V veere vektorrum.

Definition 4.2.1. Ved en lineer afbildning f fra U til V forstas en afbildning f : U — V|
sa

L1: f(Ax) = \f(x) for allex € U, A € R.
L2: f(z+y) = f(z)+ f(y) for alle z,y € U.

En lineser afbildning kaldes ogsa for en homomorfi.

Tilsammen kaldes L1 og L2 for linearitetsbetingelserne. Hvis U = R" og V = R™, ses,
at der er overensstemmelse med vores tidligere betegnelser (Seetning 1.3.9).

Bemeerk, at vi for U = R" og V= R™ har to mader pa hvilken vi kan udtrykke at
en afbildning f : U — V er lineger, nemlig dels at f er givet ved en matrix, og dels at f
opfylder linearitetsbetingelserne L1 og L2. Hvis U og V er vilkarlige vektorrum kan vi
ikke umiddelbart definere linearitet af en afbildning f : U — V ved hjeelp af matricer,
men ma benytte L1 og L2. Det ses let, at der for en lineser afbildning f : U — V geelder,
at f(o) = o.

Lad U,V og W vaere vektorrum.

Seetning 4.2.2. Hvis f : W — V og g : U — W er lineere afbildninger, da er den
sammensatte afbildning f o g : U — V ligeledes lineer.
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4.2 Linezre atbildninger; isomortfi

Bewvis. Det vises uden komplikationer, at f og opfylder L1 og L2, nar f og g gor det. [

Lad V vere et vektorrum. Vi vil et gjeblik se pa linezre afbildninger f : R" — V.
Idet vi saetter a; = f(ej), j = 1,--- ,n hvor ey, - , e, er standard enhedsvektorerne i
R", far vi for en vektor

T
T = =x1e1+ -+ Tpep,
Ty,
at
= zif(e) + -+ anflen) =v1a1 + - + Tpan,
altsa

f(z) =z1a1 + - + Tpan. (*)

Hvis V' = R™ genfinder vi udtrykket fra afsnit 1.3, og i dette tilfaelde er a; den j'te
sojlevektor for matricen A hgrende til f.

Saetning 4.2.3. Lad ay, - - - , a, vere vektorer ¢ vektorrummet V. Afbildningen f : R" —
V' givet ved
L1
1| =na+- -+ xea,
Tn

er lineer, og alle lineere afbildninger f : R" — V har denne form. Der gelder a; =

f(e5)-

Bevis. Hvis f er lineszer har vi ovenfor set, at f har formen (x), og det er klart, at

a; = f(e;). Antag nu omvendt, at aj, - - - , a, er givne vektorer i V', og definer afbildningen
f:R" — V ved formlen (x). Det eftervises sa umiddelbart, at f opfylder L1 og L2, og
dermed er f lineser. O

Lad U og V veere vektorrum.

Definition 4.2.4. En bijektiv lineser afbildning f : U — V kaldes for en isomorfi fra U
til V.

To vektorrum U og V kaldes isomorfe, hvis der findes en isomorfi fra U til V.
Seetning 4.2.5. Lad U, V og W wvere vektorrum.

(1) Den identiske afbildning idy : U — U er en isomorfi.
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4 Vektorrum

(2) Hvis f:U — V er en isomorfi, er f~1:V — U en isomorfi.
(3) Hvis f : W —V o9 g:U — W erisomorfier, er fog:U — V en isomorfi.

Bevis. (1): Den identiske afbildning er oplagt lineser og bijektiv, altsa en isomorfi. (2):
Hvis f : U — V er bijektiv, er f~1 : V — U bijektiv. At yderligere f~! er lineser, hvis f
er det, ses ved at vise, at f~! opfylder L1 og L2; dette ggres pa ngjagtigt samme made
som i beviset for Seetning 1.5.1. (3): Hvis f : W — V og g : U — W er isomorfier,
da er f o g bijektiv og lineser, da sammensaetning af to bijektive afbildninger igen er
bijektiv (A.2), og da sammenseatning af to linesere afbildninger igen er lineser (Saetning
1.2.2). 0

4.3 Endeligdimensionale vektorrum; basis

Saetning 4.3.1. Hvis R™ er isomorft med R", da er m = n.
Bevis. Hvis f: R" — R™ er bijektiv og lineser, da er m = n ifglge Seetning 2.4.2. [

Definition 4.3.2. Et vektorrum V kaldes endeligdimensionalt, hvis det er isomorft med
et talrum R", n=0,1,2,... . Dimensionen dimV settes i givet fald til n.

Bemaerk, at hvis et vektorrum er isomorft med R™ og med R", da er R™ og R"
isomorfe ifglge Seetning 4.2.5, og dermed er m = n ifglge Seetning 4.3.1. Dimensionen
dim V' af et endeligdimensionalt vektorrum er derfor veldefineret. Bemaerk ogsa, at hvis
dimV =0, daer V = {o}.

Lad V veere et vektorrum.

Definition 4.3.3. Et st af vektorer aq, - - -a, i V kaldes en basis for V', hvis hver vektor
a iV pa netop en made kan skrives pa formen

a =210 + -+ Tpay,

hvor (z1,---,z,) € R".
Antag, at aq, -+ ,a, er en basis i V. Skrives en vektor a € V pa formen a = x1a1 +
- -+x,a, kaldes tallene x4, - - -, x,, for koordinaterne for vektoren a med hensyn til basen
T
ay, -, ay; tilsvarende taler vi om koordinatsettet (xq,- - -, x,) og koordinatsgjlen
Tn
for a.
Lad ey, --- ,e, veere standardenhedsvektorerne i R". Idet det geelder
T
e+ F T =1 |,
Iy
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4.3 Endeligdimensionale vektorrum; basis

ses, at er, -+, e, er en basis for det n-dimensionale vektorrum R". Denne basis kaldes
for den naturlige basis i R". Koordinatsgjlen for vektoren

I
x =
Tn
med hensyn til den naturlige basis er vektoren x selv.

Eksempel 4.3.4. Vektorrummet M, ,, af m X n-matricer er et mn-dimensionalt vek-
torrum. I specialtilfeeldet m = 2, n = 3 ses, at en isomorfi f : R® — M 3 er givet

ved
xy

. r1 T2 T3

f=1:1—- :
) Ty Ty g
Te

Tilsvarende opskrives let en isomorfi fra R™" til M,, ,, for vilkarlige m og n.

En basis for My 3 er
0 (0 1.0 (0 1
0 , dg = 00 0 , a3z = 0 0 )

0 /000 /000
07@5_0 07@6_0 1/

I M,, ,, udggr de elementaere matricer {iyj, 1<i<m,1<j5<n en basis.

o O O O
o O O O

—_

Seetning 4.3.5. Lad a4, - - ,a, vere et set af vektorer © vektorrummet V. Den lineare
afbildning f : R" — V givet ved
I
f =101+ -+ Tply
Ty,
er en isomorfi netop nar a,,- -+ ,a, er en basis.

Bevis. At f er en isomorfi betyder, at f er bijektiv, altsa, at der for hver vektor a € V
findes netop en vektor x € R", sa f(z) = a. Men det betyder netop, at ay,---a, er en
basis. 0

Seetning 4.3.6. Et vektorrum V' har en basis netop hvis det er endeligdimensionalt. 1
givet fald indeholder enhver basis for V netop dim V' elementer.

Bevis. Antag, at V' er endeligdimensionalt med dim V' = n. Der findes da en isomorfi
f:R"™ — V, og denne har formen

T
fl:|=na+-+z.0, (%)

Tn
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ifglge Seetning 4.2.3. Men da f er en isomorfi, er aq, - - - , a, en basis ifolge Seetning 4.3.5.
Hvis omvendt aq,--- ,a, er en basis for V', er den linesre afbildning givet ved formlen
(%) en isomorfi ogsa ifplge Saetning 4.3.5, og dermed er V' isomorft med R", og dermed
endeligdimensionalt med dim V' = n. U
Saetning 4.3.7. Et set aq,--- ,a, af n vektorer i R" er en basis netop hvis n X n-
matricen
A= (a @)

er requler.
Bevis. Seettet aq, - - -, a, er en basis netop nar den linezre afbildning f : R" — R" givet
ved

Xy

fl i ]=na+ - +za, (*)
Ty

er bijektiv. Men f er den linezre afbildning givet ved matricen A, og f er bijektiv netop

nar A er reguler. O

Eksempel 4.3.8. I R? er der givet vektorerne

1 2 1
a =3, a=|(8], a=|T7
2 7 9
Vi gnsker at undersgge om a1, as, az er en basis i R3. Vi opskriver matricen
1 21
A=13 8 7],
B 2 79

og finder, at det A = 2. Matricen A er altsa reguleer, og dermed er a;, as, a3 en basis.
Der er sa yderligere givet vektoren

4

a= |20

23
Vi gnsker at finde koordinaterne for ¢ med hensyn til basen ay, as, as. Vi skal altsa lgse
ligningen

a = 714 + T2l + T3ag3,

altsa ligningen

12 1\ /(o 4
38 7| [2]=120
2 7 9) \u; 23

Dette ggres pa ssedvanlig made, og man finder at det sggte koordinatseaet er (z1, g, x3) =
(5,—2,3).
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4.4 Underrum

Lad V veere et vektorrum.

Definition 4.4.1. En ikke-tom delmaengde U C V kaldes for et underrum hvis fglgende
to betingelser er opfyldt

Ul: Hvisz € U og A € R geelder Az € U.

U2: Hvis z,y € U geelder z +y € U.

Bemaerk, at hvis U er et underrum er o € U; hvis nemlig z er et element i U er ifglge
Ul ogsa vektoren 0x = o et element i U.

Vi udtrykker Ul og U2 ved at sige, at et underrum er stabilt ved vektorrumsopera-
tionerne. I et underrum U af vektorrummet V' geaelder naturligvis regnereglerne V1-V8
(Definition 4.1.1), sa U er i sig selv et vektorrum. Vi kan derfor specielt tale om, at et
underrum kan have endelig dimension, og i givet fald om dets dimension samt om baser
herfor.

Bemeerk specielt, at {o} og V begge er underrum i vektorrummet V. Disse to underrum
kaldes trivielle.

Eksempel 4.4.2. I R? betragtes maengden

I
N = Ty | |lx1+ 20+ 23=0
T3

Det verificeres let at Ul og U2 er opfyldt for NV, og dermed at /N er et underrum. Derimod
er mangden

T
M = To ’$1+$2—|—$3:1
xs3
1
ikke et underrum; faktisk er hverken U1 eller U2 opfyldt for M, idet f.eks. 2 = |0 | e M
0
2 0 1
medens 2z = (0 ) ¢ Mogy=|1| € Mmedensz+y= 1] ¢ M.
0 0 0
Definition 4.4.3. Lad V vere et vektorrum, og lad a4, - - - ,a, veere et set af vektorer
i V. En vektor a af formen
a=Aai+ -+ Ann,
hvor Ay,---, A\, € R, siges at veere en linearkombination af vektorerne ay,--- , a,.
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Bemaerk, at et st af vektorer aq,---,a, i vektorrummet V er en basis netop nar
enhver vektor a € V' pa entydig made kan skrives som linearkombination af aq, - - - , a,.

Eksempel 4.4.4. I R? er der givet vektorerne

3 2
ay = 0 0g as = -1
-2 )
Idet
3 2 5
3@1 - 2@2 =3 0 -2 -1 = 2 ,
-2 -5 4
5
ses, at | 2 | er en linearkombination af a; og as. Vi betragter sa vektoren
4
1
a = -2 ’
k

hvor k € R. Vi gnsker at undersgge, for hvilke veerdier af k vektoren a er en linearkom-
bination af ai, as. Det drejer sig altsa om at finde 1, xo sa

a4 = T101 + Taao,

altsa sa
3 2 1
Ty 0 + 29 -1 = -2 s
-2 -5 k

hvilket igen betyder, at vi skal lgse ligningssystemet

3 2 1
0 -1 (“’1> = -2
—2 -5 )\ k
Dette ggres pa sedvanlig made, og man finder at dette ligningssystem kan lgses netop

nar k = —8. For denne veerdi af k er lgsningen (x1,x9) = (—1,2). For k # —8 er a altsa
tkke en linearkombination af vektorerne a; og as. For k = —8 er derimod a = —ay + 2as.

Saetning 4.4.5. Lad M vere en ikke-tom delmengde af V. Mengden af alle linearkom-
binationer af vektorer i M wudgor et underrum 1 V. Det kaldes det af M frembragte
underrum, og betegnes span M .
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Beuvis. Hvis
= Aag + -+ Man,

hvor Ay,---, A, € Rogay,---,a, € M, gelder for A € R at
Aa = A\aq + -+ A\an,
der er i span M; dette viser, at span M opfylder Ul. Antag sa, at
a = Aai+ -+ Aln,

0g
bzﬂlbl++ﬂmbma

hvor Ay,--- ;A\, € Rogay,---,a, € M, p1,--- ,um € Rog by, ,b,, € M; da er
Q+b:/\IQI+"'+/\ngn+/~blb1+"'+/~bmbm7

der eri span M; dette viser at U2 er opfyldt. Hermed er vist, at span M er et underrum.
O

Hvis U er et underrum i vektorrummet V', og M er en delmaengde af U ses det let, at
span M C U. Endvidere ses let, at M er et underrum netop hvis span M = M.
Lad U og V veere vektorrum, og lad f : U — V veere en lineger afbildning.

Definition 4.4.6. Ved kernen ker f for f forstas maengden

ker f={x e U] f(z) =0}

Saetning 4.4.7. Kernen ker f for den lineere afbildning f : U — V er et underrum i
U. Ligeledes er billedet f(U) af U ved f et underrum i V.

Beuvis. Forst ser vi pa kernen K = ker f. Hvisz € K og A € Rer f(Az) = Af(z) = Ao =
o; dette viser, at Ul er opfyldt. Hvis z,y € K er f(z+y) = f(z)+ f(y) = o+0 = o; dette
viser, at U2 er opfyldt. Hermed er vist, at K er et underrum. Dernaest ser vi pa f(U). Hvis
)\GRogyEf( )ﬁndesgeUsay—f(_),ogdermeder)\y—/\f(_) f(Az) € f(U);
dette viser, at Ul er opfyldt. Hvis_gl,gz € f(U) findes x, 20 € U, sa f(zy) = Y1 0g
f(z2) = ya, og dermed er yy +yo = f(z1) + f(22) = f(z1 + 22) € f(U); dette viser, at
U2 er opfyldt. Hermed er vist, at f(U) er et underrum. O

Saetning 4.4.8. Den lineere afbildning f : U — V er injektiv netop nar ker f = {o}.

Bewvis. Dette bevises ngjagtigt som Seetning 2.4.1. O
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Lad f: R" — R™ vaere en linezer afbildning, og lad A = (ai;)m,n veere den tilhgrende

matrix. Idet
X1 aix - Aip X1

ses, at kernen for f netop er lgsningsmaengden til ligningssystemet

a3 - Qip Xy 0
Am1 * Amn Tp 0
Hvis aq,- - - , a, er sgjlevektorerne i A, er
X1
fl1: | =ma+ -+,
Ty,

hvoraf ses, at f(U) = span {ay,- - ,a,}.
Eksempel 4.4.9. En linezr afbildning f : R® — R? er givet ved matricen

0 0 2 -138
A=|1 -2 3 21
- \3 610 65

Vi vil bestemme kernen K = ker f for f. Vi skal altsa lgse ligningssystemet AX = 0,

hvor X € R’. Dette ggres pa ssedvanlig made, og vi finder at lgsningsmeengden beskrives

ved parameterfremstillingen

T 2t1 — 3t2 2 -3
i) tl 1 0
xr3 | = —2ty =t | 0| 4+t —2 , t1,t € R.
Ty 4t2 0 4
T5 t2 0 1
Hermed har vi fundet K. Seetter vi
2 -3
1 0
ar= |0 0g as = —2 )
0 4
0 1

ses, at enhver vektor x i K kan skrives pa netop en made pa formen x = t1a; + toas,
altsa er a, as en basis for K.
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4.5 Linezer afhaengighed; linexer uafthaengighed

Lad V veere et vektorrum.

Definition 4.5.1. Et seet af vektorer a1, ---,a, 1 V kaldes lineert uafhengigt, hvis
ligningen

101 + -+ XTp8n =0
kun har lgsningen (z1,---,z,) = (0,---,0). Hvis seettet ikke er linesert uatheengigt
kaldes det lineert afhengigt.

Bemaerk, at en basis for V' (eller for et underrum heraf) bestar af linesert uathaengige
vektorer.

Eksempel 4.5.2. I R* er der givet vektorerne

—_
\)
-~ o0 W

ot

Vi vil undersgge om seettet aq, as, az er linesert uathaengigt. Vi skal lgse ligningen xqa; +
Tolo + 303 = 0, altsa ligningssystemet

1 2 3 0
2 3 8| (“) (o
2 4 71 ("] 7 o
11 5) \" 0

Dette gores pa seedvanlig made, og man finder at der kun er lgsningen (zq, 2, x3) =
(0,0,0). Det givne set er altsa linesert uathengigt.

Saetning 4.5.3. Et set a1,--- ,a, af vektorer i vektorrummet V' er lineert afhengigt
netop huvis en af seettets vektorer kan skrives som linearkombination af de gurige.

Bevis. Antag, at en af seettets vektorer, f.eks. a,, kan skrives som linearkombination af
de gvrige. Der findes da zq,--- ,2,_1 € R sa

Ap = 2101+ + Ty 10p-1;

men sa er
a1+ F Tp1Qp-1 — Ay = 0,

og dette viser, at seettet er linesert afheengigt. Antag omvendt, at ssttet er linesert
atheengigt. Da findes et seet (21, ,2,) # (0,---,0), sa

r1a1 + -+ Tpa, = 0.
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Ikke alle tallene xq, - - -, x, kan veere nul. Hvis f.eks. x,, # 0 far vi
x T
Qn:__lQ1+"'+_len—17
Ty Tp
og altsa er a, en linearkombination af de gvrige. O

Eksempel 4.5.4. I R? er der givet vektorerne

1 1 1
a=1], a=|1], a= 1
0 1 —1

Det ses umiddelbart, at a3 = 2a; — as, og dermed er det givne st af vektorer linesert
atheengigt.

Et seet bestaende af en vektor a; er linesert uafhengigt netop hvis a; # 0. Et set
bestaende af to vektorer a;, as er linesert uafhaengigt netop hvis de to vektorer ikke er
proportionale.

Saetning 4.5.5. Etl set af vektorer ay,--- ,a, @ vektorrummet V' er lineert uafhengigt
netop hvis den lineere afbildning f : R" — V givet ved

T
f =161 + -+ Tpay,

Tn
er injektiv.

Beuvis. Lgsningsmaengden for ligningen xya; + - - -+ x,a, = o er netop kernen ker f for f.
Derfor geelder, at szettet ay,--- ,a, er linesert uafhengigt netop hvis ker f = {o}; men
det er tilfeeldet netop hvis f er injektiv (Seetning 4.4.8). O

Saetning 4.5.6. Etl set af vektorer ay,--- ,a, © vektorrummet V' er lineert uafhengigt
netop hvis det udgor en basis for span {ay, - ,a,}.

Bevis. Seet U = span {ay,- -+ ,a,}. Det er klart, at hvis saettet a;,- -+, a, er en basis i
U, da er det linesert uafhaengigt. Antag sa, at seettet er linesert uafhengigt. Da er den
lineaere afbildning f : R" — U givet ved

L1
i =na+-+awa,

Tn

injektiv; da f ifplge definitionen af U er surjektiv, er f bijektiv og altsa en isomorfi. Men
sa er aj,-- - ,a, en basis i U (Seetning 4.3.5). O
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Seetning 4.5.7. Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad aq,--- ,a, vere
et set af lineert uafhengige vektorer i V. Der gelder da, at n < dimV, og a1, - ,a,
er en basis netop narn = dimV.

Bevis. Seet m = dimV, og lad ¢ : R™ — V veere en isomorfi. Lad f : R" — V vaere
den linezere afbildning givet ved

1
Tn
Denne afbildning er injektiv, da aq, - - - , a,, er linezert uatheengige. Men sa er afbildningen

e lof:R" — R™ ogsa injektiv, hvorfor n < m (Seetning 2.4.2). Videre geelder, at
¢~ 1o f er bijektiv netop nar n = m (jvf. Ssetningerne 2.3.11, 2.3.13(2) og 2.4.2), og da

@ Lo f er bijektiv netop nar f er det, er ssetningen vist. O
Seetning 4.5.8. Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad aq,--- ,a, vere
et set af vektorer 1V, der frembringer V. Der geelder da, at n > dimV', og ay,--- ,a,

er en basis netop narn = dimV.

Bevis. Seet m = dim V', og lad ¢ : R™ — V vere en isomorfi. Lad f : R" — V vaere
den linezere afbildning givet ved

T
Tn
Denne afbildning er surjektiv, da ay, - - - , a, frembringer V. Men s& er afbildningen ¢~'o

f:R" — R"™ ogsa surjektiv, hvorfor n > m (Seetning 2.4.2). Videre geelder, at ¢! o f
er bijektiv nar n = m, og da ¢ ~'o f er bijektiv netop nar f er det, er seetningen vist. [J

Seetning 4.5.9. Lad ay,--- ,a, vere et set af lineert uafhengige vektorer v vektorrum-

met V', og lad a, 1 vere yderligere en vektor i V. Da er a,+1 € span {aq,- - ,a,} netop
hvis seettet ai,- -, an,a, ., er lineert afhaengigt.

Beuvis. Antag, at seettet a1, - - ,a,41 er linezert athengigt. Da findes et talsaet
(3717' o ,an,33n+1) 7é (07 ’ 7070) sa
T1a1 + -+ + Tpln + Tnt1Gns1 = O.
Hvis 41 =0, er
141 + -+ TpQp = 0,

og dermed er (zq,---,x,) = (0,---,0), da ay, -, a, er linegert uathengige. Men det
giver modstrid; altsa geelder, at x, 11 # 0, og dermed er

Xy Tn

Ql —_ . s e —
Ln+1 xn+1

Apy1 = —
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4 Vektorrum

Heraf ses, at a,+1 € span {aj,- - ,a,}. Hvis omvendt a,+1 € span {a;,---,a,} er det
klart, at seettet ai,- - - , @y, ans1 er linesert atheengigt. Hermed er ssetningen vist. O

Definition 4.5.10. Lad M vere en delmeengde af vektorrummet V. Ved et maksi-
malt lineert uafhengigt seet af vektorer fra M forstas et seet af linesert uafheengige
vektorer ai,---,a, € M, der ikke kan udvides til et stgrre linesert uafheengigt seet
a1, Oy Any1 € M.

Eksempel 4.5.11. Vi betragter delmeengden M = {a,, as,as, a4} € R?, hvor
1 2 0 -1

Idet a3 = o ikke kan veere indeholdt i et linesert uathaengigt seet af vektorer ma et linesert
uafheengigt delsaet af M veere indeholdt i {aq, as, a4}. Idet a3 og as er linesert atheengige
kan disse ikke samtidigt veere indeholdt i et linesert uathaengigt seet af vektorer fra M.
Derfor er der to maksimalt linesert uatheengige delsset af M, nemlig {a;, a4} og {az, as}.

Saetning 4.5.12. Lad M vere en delmengde af det endeligdimensionale vektorrum V.
Ethvert lineert uafhengigt set af vektorer fra M (specielt det tomme set) kan udvides
til et maksimalt lineert vafhengigt set af vektorer fra M.

Bevis. Lad a1, -- ,a, veere det givne sat af linesert uatheengige vektorer fra M. Hvis
ikke allerede dette saet selv er maksimalt, findes der en vektor a,+; € M, saledes at ogsa
seettet ay,- -+ ,ap, apt1 er linesert uafheengigt; hvis heller ikke dette seet er maksimalt
tilfgjes pa samme made endnu en vektor etc. Til sidst nar vi frem til et maksimalt linesert
uafheengigt saet, da et linesert uathaengigt seet af vektorer fra V' hgjst kan indeholde dim V'
linesert uafhaengige vektorer (Seetning 4.5.7). O

Saetning 4.5.13. Lad M vere en delmengde af det endeligdimensionale vektorrum V.
Ethvert maksimalt lineert uafhaengigt set af vektorer fra M er en basis for span M.

Bewis. Lad ay,---,a, vere et maksimalt linesert uathasengigt saet af vektorer fra M,
og a € M. Idet s=ttet ai,--- ,an,a ikke er linesert uathengigt, altsa linesert afheen-
gigt, er a € span {ay,---,a,} ifolge Seetning 4.5.9. Hermed har vi vist, at M C
span {aj, - ,a,};mensaer span M C span {ay,---,a,},altsaer span {a, -+ ,a,} =
span M, og det viser, at a;,--- ,a, er en basis for span M (Seetning 4.5.6). O

Seetning 4.5.14. Et underrum U af et endeligdimensionalt vektorrum V' er endeligdi-
mensionalt og dim U < dim V.

Bewvis. Et maksimalt linesert uafheengigt seet af vektorer fra det givne underrum U er en
basis for span U = U. O

Seetning 4.5.15. Et lineert uafhengigt set af vektorer i det endeligdimensionale vek-
torrum V' kan udvides til en basis for V.

Bevis. Det fglger af Seetning 4.5.12. O
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4.6 Udtyndingsalgoritmen; udvidelsesalgoritmen

Lad ay,--- ,a, veere et seet af vektorer i et endeligdimensionalt vektorrum. Der findes
da et delset af aq,- - ,a,, der er en basis for span {a;,---,a,} (nemlig et maksimalt
linesert uathengigt seet af vektorer i {aj,--- ,a,} ifolge Seetning 4.5.13). Vi skal nu se
pa hvorledes man i praksis finder et sadant delseet i tilfeeldet V' = R™.

Lad aqy,---,a, veere et set af vektorer fra R™. Vi opskriver matricen A der har

ay,- -+ ,a, til sgjlevektorer:
A=(a - a).

Udfgrer vi nu reekkeoperationer pa A, sa der herved fremkommer en ny matrix

A=(d - d).
geelder, at delsaettet a;,,---,a;, svarende til sgjlenumrene ji,---,jq i matricen A er
linezert uafheengigt netop nar delsaettet o ,-- -, a; svarende til de samme sgjlenumre i

matricen 4/ , er linezert uafheengigt; thi ligningen
1@ + -+ 2905, = 0
har samme lgsningsmeengde som ligningen

/ r
r1a; + -+ xaa;, = 0,

og dermed har de specielt samtidigt lgsningsmeengden (z1, -+ ,x4) = (0,---,0).
Omdanner vi specielt A til en trappematrix f_l’ ses, at hvis vi veelger j1,-- -, jq til at
veere trinpositionerne i 4/, da er aj,---,a; en basis for span {aj,---,a,}, altsa et
maksimalt linesert uatheengigt delseet af a4, - - -, a,. Men sa er a;,, - - - , a;, et maksimalt
linesert uatheengigt delseet af aq, - - - , a,, altsa en basis for span {aj, - ,a,}. Den angiv-
ne metode til at finde et delset af aq, - - , a,, der udger en basis for span {ai,---,a,},

kalder vi her for udtyndingsalgoritmen.

Eksempel 4.6.1. I R* er der givet vektorerne

1 2 1 3 2
3 4 9 0 7
ap = 2 3 as = 3 ) as = 5 ) as = 1 ) as = 8
2 2 8 -3 )

Vi vil finde en basis for underrummet frembragt af disse vektorer ved hjeelp af udtyn-
dingsalgoritmen. Vi opskriver matricen, der har de givne vektorer til sgjlevektorer:

121 3 2
349 07
235 18
2 28 =35
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4 Vektorrum

Denne omdannes ved hjalp af reckkeoperationer til en trappematrix:

12 13 2
01 -3 5 —4
00 01 -7
00 00 O

Det ses heraf, at aj,as,a4 er en basis for span {ai,---,a5}. Onsker vi at udtrykke
vektorerne az og as som linearkombination af den fundne basis, er det bekvemt at ga
videre og omdanne den fundne trappematrix til en reduceret trappematrix:

10 70 -39

01 -3 0 31
o0 01 =7
00 00 0

Heraf aflaeses umiddelbart, at
a3 = Ta; — 3az og a5 = —3%a; + 3las — Tay.

Lad aq,--- ,a, veere et lineert uafhengigt set af vektorer i et endeligdimensionalt
vektorrum. Dette seet kan udvides til en basis for V' (Seetning 4.5.15). Vi skal nu se pa,
hvorledes man i praksis finder en sadan udvidelse i tilfeeldet V' = R™: Vi opskriver vek-
torsaettet ai, -+, an, €1,- -, em, hvor e; betegner den j’te standardenhedsvektor. Dette
st frembringer V', da allerede vektorerne ey, - - - , e, gor det. Udtyndingsalgoritmen an-
vendt pa sattet ay, -, an, €1, - ,en giver derfor en basis for V', hvis forste elementer
er ay,- -+ ,a,, altsa den sggte udvidelse af det linezert uatheengige seet aq,--- ,a, til en
basis for V. Vi kalder her denne procedure for udvidelsesalgoritmen.

Eksempel 4.6.2. I R? er der givet vektorerne

-1

_— N W

Disse ses let at veere linesert uathaengige. Vi vil udvide saettet aq, as til en basis for R
Vi opskriver matricen

211000
-1 30100
020010
01 0001
og omdanner denne til en trappematrix
14110 0
01 000 1
00120 =7
00001 -2

Heraf aflacses, at aq, as, €1, €5 er en basis for R*.
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4.7 Direkte sum af underrum

Lad V veere et vektorrum, og lad U; og U, veere to underrum i V.

Definition 4.7.1. Vektorrummet V siges at veere direkte sum af underrummene U; og
Us, hvis hver vektor v € V' pa netop en made kan skrives pa formen

V= U + U,
hvor u; € Uy og uy € Us; er dette tilfeeldet skrives
V=U ®Us.

Vektoren u; kaldes projektionen af v pa Uy langs Us, og vektoren us kaldes projektionen
af v pa Uy langs Uy.

At V er direkte sum af U; og U, udtrykkes ogsa ved at sige, at de to underrum er
komplementaerei V.

Eksempel 4.7.2. I R? er der givet vektorerne

1 1 0
ap=10|, a=|(1], a=10
0 0 1

Lad U; veere underrummet udspaendt af aq, og lad Us veere underrummet udspaendt af
as, az. Vi har

131 to
tiar = 0| og teas +tzaz = | t2
0 ts
Iy
Det ses, at enhver vektor z = | x5 | pa netop en made kan skrives pa formen
T3
1 131 12 t1 + 1o
i) = 0 + tQ = tQ s
T3 0 t3 t3

idet nemlig t3 = x3, to = x5 0g t; = x1 — x9. Det aflaeses heraf, at projektionen u; af x
pa U; langs U, hhv. projektionen uy af x pa U, langs U er

Ty — T2 T2
Uy = 0 hhv. U9 = i)
0 I3

Lad V veere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad U; og U, veere to underrum i
V.
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4 Vektorrum

Seetning 4.7.3. Hvis a1, ,a,, er en basis for Uy og by, - - ,b, er en basis for Us, da
er Uy og Uy komplementere netop hvis aq, - -+ , Gm, b1, -+, b, er en basis for V.

Bevis. Antag at aq,--- ,am, b1, ,b, er en basis for V. En vektor v € V kan da skrives
y:)\lgl++)\mgm+ﬂlbl++ﬂnbna
0og saettes

up = Map+ -+ A,
Uo = ,ulbl"i_"'"i_,unbm

er u; € Uy og us € Uy, 0g v = uy + us. Er nu v = w) + u), med u) € Uy og u), € Us kan
vi skrive

! ! !
U = ANag+ o+ NG,

wy, = piby+ -+ plhby,

hvorfor
v=Nar+ -+ A+ phb - b,

og dermed er \j = N, for 1 <j <m, p; = pj for 1 <j<m,daay, - ,am by, - by er
en basis. Men sa er u; = u} og us = wj. Alt i alt har vi vist, at v pa entydig made kan
skrives v = uy + us, hvor uy € Uy og uy € Us.

Antag sa omvendt at U; og Us er komplementeere. Hvis v er en vektor i V' kan vi
skrive v = uy + us, hvor u; € Uy og us € Us. Vi skriver sa

ur = Mar+ -+ A,
Uz = Mlbl++,unbn7

hvoraf
Q:)\IQI+"'+)\mgm+/~blb1+"'+/~bnbn

Hvis sa ogsa
U= Nar + o N+ 101 A b,

er

uy = Nai+---+ N, a, €U,
uy, = piby+ -+ plb, € Us,

hvoraf u; = u) og uy = uy, da U; og Us er komplementzaere. Men sa er ogsa \; = A, for
1<j<m,puj=yp;forl <j<n ,daa, -, a, erenbasisilU ogby, b, er en
basis i Us. Men vi har sa vist, at enhver vektor v € V' pa entydig made kan skrives pa
formen v = \jay +- - -+ Ao + p1b1 + - - - + by, og dette viser, at aq, -+, A, b1, -0, by
er en basisi V. ]
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4.7 Direkte sum af underrum

Lad V veere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad U; og U, veere to underrum i
V.

Saetning 4.7.4. Underrummene Uy og Uy er komplementere netop hvis folgende to
betingelser er opfyldt:

(1) U1 N U2 = {Q}
(2) dimU; +dim U, = dim V.

Bevis. Lad ay,--- ,a,, veere en basis i U; og lad by,--- ,b, veere en basis i U;. Antag
forst, at de to underrum er komplementaere. Der geelder da, at ay, -, am, b1, -+ , b, er
en basis i V, og dermed er dimU; + dimU; = n +m = dimV, altsa er (2) opfyldt.
Hvis v € Uy N U, geelder, at 0 = v + (—v), og v € Uy og —v € Us, hvoraf v = o
ifplge definitionen af direkte sum. Hermed er vist at (1) er opfyldt. Antag sa omvendt at
betingelserne (1) og (2) er opfyldt. Hvis vi kan vise at a1, -+, am, b1, - , by, er et linesert
uafheengigt saet, folger det af (2) at det er en basis (jvf. Seetning 4.5.7), og dermed er de
to underrum komplementeere ifglge Seetning 4.7.3. Lad sa

Aar + -+ Al + by + -+ b, = 0.

Da er
/\1Q1 +--+ )\QO = _(,ulbl + -+ Mnbn)a
og da venstresiden er i U; og hgjresiden i Us er de begge indeholdt i U; N Uy = {0}, og
dermed er
Aay + -+ Al = 0,
Hlbl"“",unbn = 0,
hvoraf (A1, -+, A\pn) = (0,---,0) og (u1,--,pn) = (0,---,0). Dette viser, at seettet

ay, - ,QAm,b1, -, b, er en basis i V, og dermed er de to underrum komplementaere
ifolge Seetning 4.7.3. 0

Eksempel 4.7.5. I R* er der givet vektorerne

2 1 1 0

-1 3 0 0

ay = 0 3 as = 9 3 as = 0 ) as = 1
0 1 0 0

Vi saetter Uy = span {a;, a0} og Uy = span {as,as}. Idet matricen

2 110
-1 3 0 0
(w1 a2 a5 )= 09 0 1
01 00
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4 Vektorrum

ses at veere reguleer (den har determinant 1), finder vi, at underrummene U; og U,
danner direkte sum. Vi vil finde projektionen af vektoren

N O

pa U; langs Us. Hertil opskriver vi ligningen
T1a1 + Tas + T3a3 + T4a4 = 0. (%)

Dette er et linesert ligningssystem med totalmatrix

21 10 1
-1 3 0 0 0
2 01 2
01 0 0]-1

Heraf finder vi pa sedvanlig made, at ligningen (x) har lgsningen (xi, s, x3,24) =
(—3,—1,8,4). Herefter kan projektionen u; af v pa U; langs U, nedskrives:

2 1 -7

-1 3 0

U = 7101 + Taas = (—3) o | T (—1) ol = | Zo
0 1 —1

Tilsvarende kan projektionen wus af v pa Us langs Uy beregnes:

Uy = X303 + T4a4 = 8 +4

oo o
o= oo
|
oS B O

Som kontrol verificerer vi, at
V= Uyt U

4.8 Rang; dimensionssatningen

Lad U og V vere endeligdimensionale vektorrum.

Definition 4.8.1. Ved rangenrgf af en lineser afbildning f : U — V forstas dimensionen
af billedrummet f(U), altsa
rgf = dim f(U).
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4.8 Rang; dimensionsszetningen

Definition 4.8.2. Ved rangen rgA af en m X n-matrix A forstas rangen af den til A

hgrende linesere afbildning f : R" — R™.

Hvis A er en m x n-matrix med sgjlevektorer ay,--- ,a, og f: R" — R™ den til A

h@rende:lineaere afbildning geelder, at f(U) = span {ay,--- ,a,}, idet jo

T
fl: | =na+ - +z,0a,,
L,

Altsa er
rgél = dim( span {ai,--- ,an}),

og dermed har vi (Seetning 4.5.13):

Seetning 4.8.3. Rangen af m X n-matricen

AZ(Q1 Qn)

er lig med antallet af vektorer i et maksimalt lineert uafhengigt set af vektorer fra
{Qla e 7@71}-

Det ses umiddelbart, at hvis A er en trappematrix, da er rangen af A lig med antallet
af trin i A.

Eksempel 4.8.4. Matricen

12 13 2
01 -3 5 4
o0 01 -7
00 00 O

er en trappematrix med 3 trin, og dens rang er altsa 3.
Saetning 4.8.5. Rangen af en matrix endres ikke ved udforelse af rekke- og sgjleoperationer.

Bevis. Hvis A = (Ql e Qn> og él’ = (Qll e Q;L), og él’ fremgar af A ved udferelse
af sgjleoperationer, er span {ai,---,a,} = span {aj,---,a,}, og dermed er rgA =

rgf_l’. Hvis 1_4’ fremgar af A ved udferelse af reekkeoperationer, har vi i indledningen

af afsnit 4.6iset7 at et delszt aj,, - ,aj, af {a1, -+, a,} er linesert uafheengigt netop
hvis delseettet @} ,---,a; af aj,---a, er linesert uathaengigt. Heraf fas, at rgé = rgil’
(Saetning 4.8.3). O
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4 Vektorrum

Eksempel 4.8.6. Vi betragter matricen

3
0
1
-3

I
I
[CRNCRRICRYS
[CRCEINGI N
0 Ol O =
Tt 00~ N

Denne omformes ved hjelp af reekkeoperationer til trappematricen

12 13 2

, o1 35 4
A=too o1 27|
00 00 0

da rg{l' = 3 er dermed ogsa rgA = 3.
Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum.
Satning 4.8.7. (Dimensionssaetningen) For en lineer afbildning f: U — V gelder
rgf + dim(ker f) = dim U.

Bevis. Idet U hhv. V' er isomorft med R"™ hhv. R™ ses, at vi kan ngjes med at se
pa tilfeldet, hvor f : R" — R™ er den linezre afbildning knyttet til matricen A. Vi

omdanner A ved hjelp af raekkeoperationer til trappematricen él’ med d trin. Der gaglder,

at
(
Xy
ker f = =X [AX =0
( \*n
(
Xy
= =X[AX =0,
Ty - -
\

og dette er et underrum af dimension n — d (jvf. kapitel 2). Endvidere er rgf = rgA =
rgA" = d, sa rgf + dim(ker f) = d + (n — d) = n = dimR". Dette viser saetningen. [
Eksempel 4.8.8. Vi betragter matricen A fra Eksempel 4.8.6. Vi sa, at rgA = 3. Vi vil

nu bestemme kernen for den linesere afbild;ing f: R®> — R* hgrende til A. Vi omdanner

A til trappematricen

12 13 2
01 -3 5 —4
o0 01 =7 |’
o0 00 O
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vi skal sa lgse ligningssystemet
131+2132+ZE3+3ZE4+2ZE5 =0
To —3x3+bry —4xs = 0.
zqs—Txs = 0

Vi indfgrer parametrene t; = x3 og ty = x5 og far x4 = Tty, x9 = 3t; — 3lto, 1 =
—Tt1 + 3915, altsa

T =Tty + 39ty =7 39
T2 3ty — 31ts 3 —31
Z3 = tl = tl 1 + t2 0
Ty Tto 0 7
T5 t2 0 1

Det ses heraf, at en basis for ker f er a;, as, hvor

-7 39

3 —-31

a, = 1 0g a2 = 0
0 7

0 1

Hermed har vi verificeret at rgf + dim(ker f) = dim R”.

Seetning 4.8.9. For en m X n-matriz A gelder, at A har samme rang som den trans-

ponerede zilt, altsa
rgA = rgélt.

Bevis. Setningen ses umiddelbart at geelde, hvis A er en trappematrix (brug Saetning

4.8.3; rangen er antallet af trin). Hvis A er en vilkarlig matrix, omdannes A til trappe-

matricen zil' ved hjeelp af reekkeoperationer; udferes sa pa zilt de analoge sgjleoperationer

fremkommer matricen (A')". Men sa har vi rgA = rgA’ = rg(4')" = rgA". O
Bemeerk specielt fglgende konsekvens af dimensionssaetningen:

Saetning 4.8.10. For en lineer afbildning f : U — V', hvor dimU = dim V', er folgende
tre udsagn ekvivalente:

(1) f er surjektiv.

(2) f er injektiv.

(3) f er bijektiv.

Dette folger ogsa af Ssetningerne 2.3.11, 2.3.13 og 2.4.2.
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5 Vektorrum og matricer

5.1 Koordinattransformationer

Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum med dim V' = n, og lad a4, - - ,a, veere
en basis i V. Den linegere afbildning ¢ : R" — V' givet ved

T
¥ =2101 + -+ Tpan
Ty,
er da en isomorfi, den sakaldte koordinatafbildning. Antag nu, at a,--- ,a, er en anden

basis i V. Denne anden basis giver da ogsa anledning til en isomorfi ¢ : R" — V givet
ved

T
ol | =T+ -+ Tpdy.
Zn,
T
Lad sa v veere en vektor i V', og antag at v har koordinaterne | : | med hensyn til
Tn
T
basen ai,---,a, (“den gamle basis”), og koordinaterne : med hensyn til basen
Ty,
a, -+ ,a, (“den nye basis”). Vi skal se pa sammenhengen mellem de to koordinatsaet
x, T
0g
Ty Tn
Idet
T T
9 =v=y
Tn T
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5.1 Koordinattransformationer

geelder, at

Seetter vi 7 = @ 1oy : R® — R" er 7 en isomorfi. Men sa er 7 givet ved en regulser
matrix S, og der geelder

X =5X, ()

hvor vi har sat

Tn Tn

Indseetter vi for X den j’te enhedssgjle £; i formlen (%), er )i( den j’te spjle i S. Men
vektoren a; har koordinatsgjlen E; med hensyn til den gamle basis, altsa er den j'te
sajle 1 S koordinatsgjlen for vektoren a; med hensyn til den nye basis.

Matricen S kaldes for koordinattransformationsmatricen for overgang fra basen

ap, - ,0n tﬂ_basen éb e 7@n-
Af (%) fas, at
X =57X,
hvoraf ses, at S ~! er koordinattransformationsmatricen for overgang fra basen @y, - - - , an

til basen ay, - - - a,, dvs. den j'te sgjle i §_1 er koordinatsgjlen for vektoren a; m.h.t. basen
ai, - ,0n. a
Alt i alt har vi vist:

Seetning 5.1.1. Hvis X hho. X er koordinatsgjlen for vektoren v € V' med hensyn til

den gamle hhv. nye basz'_s, er

Y

Il <
|

(RO

Il <

hvor S er den requleere n X n-matriz, hvis sgjlevektorer er koordinatsgjler for vektorerne

v den gamle basis med hensyn til den nye basis. Endvidere er sgjlevektorerne 1 §’_1 lig

med koordinatsgjlerne for vektorerne i den nye basis med hensyn til den gamle basis.

Hvis a1, - ,a, er en basis i R", og ey, - , e, betegner den naturlige basis i R" er
koordinattransformationsmatricen for overgang fra aq,--- ,a, til ey, - - , e, ifglge Seet-
ning 5.1.1 lig med matricen 4 = (Ql Qn); koordinattransformationsmatricen for

overgang fra e, - - ,e, til ai,-- - ,a, er derfor lig med matricen A~
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5 Vektorrum og matricer

Eksempel 5.1.2. I R? er givet basen

e=(3) =)
o). 5=(7)

Vi vil finde koordinattransformationsmatricen é’ for overgang fra ai, as til a;, as. Idet

og basen

a; = aj + 2ao,

as = —a; + 30,

s=(5 73)-

Koordinattransformationsmatricen for overgang fra ay, as til a;, as er

5.2 Linezre afbildninger og matricer

er

G =T =

Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum med dimU = n, dimV = m. Lad
ai, - ,a, veere en basis i U og lad by, -+ , b, veere en basis i V', og lad ¢ : R" — U og
1 : R™ — V veere de tilsvarende koordinatafbildninger, altsa

I
ol | =rna+ -+ xpan,
L,
U1
Ym

For en given linezer afbildning f : U — V definerer vi afbildningen o : R" — R™ ved

diagrammet:
R" 4> U

LD

R" —— V
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5.2 Linegre afbildninger og matricer

vl seetter altsa

a=ylofop.
Vi ser, at a : R" — R™ er lineer, altsa er den givet ved en m X n-matrix A. Hvis
T
X = betegner koordinatsgjlen for vektoren z med hensyn til basen ai,- - , a,,
Tn
hn
og YV = : betegner koordinaterne for vektoren y = f(z) med hensyn til basen
Ym
by, -+, b, kan vi nedskrive fglgende diagram
x
| =z
Tn
‘| s
U1
. E—
: " Yy
Ym

Med andre ord har vi

altsa

Indseetter vi i dette udtryk for X den j’te enhedssgjle E;, er Y den j’te sgjle i A. Men
vektoren a; har koordinatsgjlen F; med hensyn til basen ay,--- ,a,, altsa er den j'te
sdjle i A koordinatsgjlen for vektoren f(a;) med hensyn til basen by, - - -, by,. Matricen A

siges at_repraesentere f ibaserne ay,--- ,a,,b1, -, by.
Alt i alt har vi vist den generelle sgjleregel:

Seetning 5.2.1. Hvis X hhv. Y er koordinatsgjlerne for vektoren x hhv. y = f(x), er
Y =AX,

hvor A er den m X n-matriz, hvis sdjlevektorer er koordinatsdjlerne for vektorerne
f(gl)J e 7f(gn) med hensyn til basen bla U 7bm-

97



5 Vektorrum og matricer

Bemaerkning 1. Lad U veere et n-dimensionalt vektorrum med gammel basis a4, - - - , ay,
og ny basis @y, - - , dn, 0g lad S veere koordinattransformationsmatricen for overgang fra
gammel til ny basis. Da er S ogsa er den matrix der repreesenterer idy : U — U i baserne

ai, - ,0p; A1, ,An.

Bemaerkning 2. Lad U, V', W veere endeligdimensionale vektorrum med baser ay, - - - , a,;
bi, - bmsci,-o . Lad f: W — Voogg: U— W veere lineaere afbildninger, og antag
at f ved de givne baser i W og V' reprasenteres ved m X p-matricen A, og at g ved de

givne baser i U og W reprasenteres ved p X n-matricen B. Da vil den linesere afbildning
Jfog:U — V vere reprasenteret ved m X n-matricen C'= AB ved de givne baser i U

og V. Jeevnfgr Seetning 1.4.6 og beviset for denne, som overfgres uzendret til den mere
generelle situation.

Eksempel 5.2.2. [ det todimensionale vektorrum U er der givet basen a;,as og i det
tredimensionale vektorrum V' er der givet basen by, by, b3. Om den linezere afbildning
f:U — V vides, at

f(Q1) = 2by — by,
f(aa) = by + by — 2bs.

I de givne baser repraesenteres f sa ved matricen

1
A= -1 1
- 0 -2

Vi vil f.eks. beregne billedet af vektoren z = —a; + a2 ved f. Idet (y1,y2,y3) betegner
koordinaterne for y = f(x) fas

Dette stemmer med at f(z) = f(—a1+a2) = —f(a1)+ f(a2) = —2b1 +bo+ b1+ by —2b5 =
—by + 20y — 20s.

Hvis f : V — V er en linezer afbildning fra et vektorrum ind i sig selv, og hvis der
er givet en basis ai,---,a, 1 V taler vi om at f er repreesenteret ved matricen A i

basen ai,- - ,a,. . Det er da underforstaet, at basen aq,- - ,a, anvendes i V' bade nar
V' anvendes som definitionsmangde for f og som dispositionsmeengde for f.
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5.3 Linegre afbildninger og koordinattransformationer

5.3 Linezre afbildninger og koordinattransformationer

Lad U og V veere endeligdimensionale vektorrum med dimU = n, dimV = m. Lad
ai, - ,ap hhv. by, -+ by, veere baser (“de gamle”) i U hhv. V. Vi teenker os nu, at der
i U hhv. V er givet andre baser (“de nye”) @y, - ,a, hhv. by, -+, by,. Vi lader S hhv. T

betegne koordinattransformationsmatricerne for overgang fra basen ai,-- -, a, til basen
aip,--- ,a, hhv. fra basen by, - - - b,, til basen by, -, by,.

Saetning 5.3.1. Huvis den lineere afbildning f : U — V' er representeret ved matricen
A hhv. A i de gamle baser hhv. de nye baser, er

A=TAS™
Bewvis. Vi har diagrammet
£.A
U o %
ay, -, 0n by, b
lidU,é’ lidv,z
1A

Qy, -, an bi, b
Ifplge bemeerkningerne til Seetning 5.2.1 er f =idy o f: U — V repraesenteret ved T'A,
og f= foidy : U — V er repraesenteret ved glé’, i begge tilfaelde mht. basen ay, - - _,;n
i U og basen él, e ,ém i V. Derfor er Y_Dil = Z{é eller gl =TAS™L. ]

Lad f : V — V veere en lineaer afbildning og lad der i V' veere givet en “gammel” basis
ap, -+ ,a, og en “ny” basis ai,- - - ,d,. Idet A hhv. A betegner matricen, der repraesen-

terer f 1 den gamle hhv. nye basis, og S bet?egner koordinattransformtionsmatricen for
overgang fra ay,--- ,a, til ai,--- ,a,, gelder ifslge Seetning 5.2.1, at

A=S5457"

Eksempel 5.3.2. I det tredimensionale vektorrum U er der givet baserne aq, as, as og
ay, s, as, hvor

a; = 2a; — ao,
as = a1 + 2as + 3as

as = aj + as — 2as,
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5 Vektorrum og matricer

og i det todimensionale vektorrum V' er der givet baserne by, by og 51, 52, hvor

by = 5b; — 2b,,
by = —2by + b,.

12 3
é‘(z 0 1)'

Vi vil finde den matrix zz{, der repraesenterer f i baserne as, as,ds, bi, bs (de nye). Vi

ved matricen

aflaeser umiddelbart, at koordinattransformationsmatricerne S hhv. T' for overgang fra

gamle til nye baser opfylder, at

2 1 1
St=[-12 1
- 03 -2

Idet Zl = TAS™! udregner vi

1
I
1
=

I

Il
7N

|
[NCRNSy
|
— N
~__
I

I
OUR
O
(SN
N

og vi finder sa
;1_(1 2)(1 2 3) _f ; 1 _( 8 24 —3>
i 2 5/\2 01 03 -9 20 53 —6
Bemeerk, at det er ungdvendigt at udregne S.

5.4 Determinant af endomorfi

Lad V veere et vektorrum. En lineser afbildning f af V' ind i sig selv kaldes ogsa for en
endomorfi.

Antag nu, at vektorrummet V' er endeligdimensionalt, og at aq,- - - ,a, er en basis for
V.

Definition 5.4.1. Ved determinanten det f af endomorfien f : V — V forstas determi-
nanten det A af den matrix A, der repraesenterer f i den givne basis.
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5.4 Determinant af endomorfi

Den netop givne definition af det f afheenger ikke af den valgte basis. Er nemlig

a,- -+ ,a, en ny basis, og er S koordinattransformationsmatricen for overgang fra basen
ap, -+ ,a, til basen ay,- - -, a,, og repraesenteres f i den nye basis ved matricen A, er
A=SAS™!

Il T

ifplge Seetning 5.3.1. Men sa er
det A = det(SAS™")
= det S det A det é’_l
= det S det A(det §) "
= det A,

hvor vi har anvendt Saetning 3.4.8 og 3.4.9.
Saetning 5.4.2. Den lineere afbildning f 'V — V er bijektiv netop nar det f # 0.

Beuvis. Veelg en basis a1, -+ ,a, 1V, og lad f veere repraesenteret ved matricen A i denne

basis. Da er f bijektiv netop nar A er reguleer, dvs. netop nar det f = det A 7[0. O

Hvis A er en n x n-matrix, og f : R" — R" den tilhgrende linezere afbildning (endo-

morfi), r_epraesenteres J ved A1 den naturlige basis, og dermed er det f = det A.
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6 Diagonalisering af matricer

6.1 Diagonaliserbare matricer; egenvaerdier og
egenvektorer

Lad f: R" — R" veere en lineer afbildning hgrende til n X n-matricen A. Dersom A er

en diagonalmatrix, altsa
A1

[+ S
Il

An

hvor alle elementerne i A uden for diagonalen er lig med nul, er virkningen af f serlig
simpel, idet nemlig
T )\1271

Tn, Ay,

Hvis nu V er et endeligdimensionalt vektorrum, og f : V' — V er en lineser afbildning
(endomorfi af V') er vi derfor interesserede i at finde en basis a4, - - - , a, for V| saledes at
f 1 denne basis repraesenteres af en diagonalmatrix. Herved far vi et seerligt godt overblik
over virkningen af f.

Lad V veere et endeligdimensionalt vektorrum.

Definition 6.1.1. En lineeer afbildning f : V' — V kaldes diagonaliserbar, hvis der
findes en basis ay, - - - , a, saledes at f i denne basis repraesenteres af en diagonalmatrix.

Hvis f : V — V er diagonaliserbar, og a1, --,a, er en basis for V i hvilken f
repraesenteres af en diagonalmatrix

At

e
Il

An

geelder, at f(a1) = Maq, -, f(an) = Anan. Der geelder med andre ord, at f(a;) er
proportional med a;, og proportionalitetsfaktoren er A;.
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6.1 Diagonaliserbare matricer; egenveerdier og egenvektorer

Definition 6.1.2. Ved en egenvektor for den linesere afbildning f : V' — V forstas en
vektor x € V, sa x # o0 og sa f(x) er proportional med z. Proportionalitetsfaktoren
kaldes den til egenvektoren x hgrende egenverd:.

At z er egenvektor for f med tilhgrende egenveerdi A betyder altsa, at

z#o0 og f(z) =)z
Med disse betegnelser fas sa:

Seetning 6.1.3. Den lineere afbildning f : V. — V er diagonaliserbar netop hvis der
findes en basis for V bestaende af egenvektorer for f.

Vi indfgrer nu yderligere nogle betegnelser. Lad f : V' — V veere en lineger atbildning.

Definition 6.1.4. Ved egenrummet V) hgrende til A € R forstas underrummet

Vi = {E‘ f(&) :/\ﬁ}a

og ved egenverdimultipliciteten em X hgrende til A € R forstas tallet

em \ = dim V).

Lad e : V — V betegne den identiske afbildning e : £ — z; denne er klart lineser. For
hvert A € R lader vi f — Ae betegne den lineeere afbildning af V' ind i sig selv defineret
ved, at

(f = Ae)(z) = f(z) — Ae(z) = f(z) — Az

Med denne betegnelse har vi
Saetning 6.1.5. For A € R gelder
(1) V\ = ker(f — Xe).
(2) em A+ rg(f — de) =dim V.

Bewvis. Idet f(z) = Az & f(z) — Az = 0 & z € ker(f — Xe) ses, at (1) er opfyldt. Af
dimenssionssaetningen (Saetning 4.8.7) fas, at

rg(f — Ae) + dimker(f — Ae) = dim V,

hvoraf
em A +rg(f — Ae) =dimV,

og hermed er (2) vist. O

Saetning 6.1.6. Lad A € R. Da er folgende betingelser ensbetydende
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6 Diagonalisering af matricer

(1) A er egenveerdi for f.
(2) Vi # {o}.

(3) em A > 0.

(4) f — Xe er ikke bijektiv.
(5) det(f — Ae) = 0.

Bevis. Der geelder A egenvaerdi < V), # {0} & dimV), > 0 < em A > 0, og det(f —
Ae) =0 < f — Xe ikke bijektiv < ker(f — Ae) # {o} & V) # {o}. Hermed er seetningen
vist. U

Definition 6.1.7. Det karakteristiske polynomium Py hgrende til den linesere atbildning
f 'V — V defineres ved

Pr(X\) = det(f — Xe).

Nedenfor ggres rede for, at Py faktisk er et polynomium.
Af Seetning 6.1.6 fremgar umiddelbart:

Saetning 6.1.8. Egenverdierne for den lineere afbildning f : V' — V' er netop rodderne
i det karakteristiske polynomium Py(\).

Hvis A er en n X n-matrix og f : R" — R" den tilhgrende linezre afbildning, taler vi
idet f@léende om egenverdier for A, egenvektorer for A, det karakteristiske polynomium
Py for A, om at A er diagonalis;rbar etc. Hermed menes naturligvis de tilsvarende
b(;greber_ defineret som ovenfor for f. Specielt er

Pa(A) = det(A — AE).

Endvidere er egenrummet V) givet ved
Vi={X €R"|(4-2E)X =0},

og der geelder
em A +r1g(A — \E) = n.

Hvis f : V — V er en endomorfi, og aq,--- ,a, er en basis for V, og hvis f repraesen-
teres ved matricen A i basen ay, -+, a,, da er Pr(A) = det(A — AE) = Pa(A) (se afsnit

5.4), og det fremgar heraf, at P¢(\) er et polynomium i A.
Vi vil nu et gjeblik se specielt pa linesere afbildninger fra R™ til R".
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6.1 Diagonaliserbare matricer; egenveerdier og egenvektorer

Seetning 6.1.9. En n X n-matriz A er diagonaliserbar netop hvis der findes en requler
n X n-matriz S, sd

g
Il W

As™

er en diagonalmatriz. I givet fald er den j’te sgjle i §_1 en egenvektor for A med

tilhgrende egenveerdi lig med det j’te diagonalelement ¢ D.

Bevis. Lad f: R" — R" veere den linezre afbildning der hgrer til matricen A.

Antag forst, at S er en reguleer n X n-matrix, sa D = SAS ~! er en diagonalmatrix.

Skriver vi 7' = (a1 --- ay)eray,---,a,en basisi R™, og S er koordinattransforma-
=1 ) = 7

tionsmatricen for overgang fra naturlig basis til basen ag, - - - , a,. Men sa repraesenteres
f ved matricen D = é’élé’_l i basen ay,- - ,a, (Seetning 5.3.1). Skrives

A1

lw
I

An

er derfor f(a;) = A\;ja;. Dette viser den ene halvdel af ssetningen.
Antag dernsest at f_l er diagonaliserbar. Da findes en basis ay, - - - , a,, for R" bestaende

af egenvektorer for f .1 denne basis repraesenteres f af en diagonalmatrix D, og der geelder

D = é’élé’_l, hvor S er koordinattransformationsmatricen for overgang fra naturlig basis

til basen a, - ,Qn_. Dette viser den anden halvdel af saetningen. O

Eksempel 6.1.10. En lineser afbildning f : R*> — R? er givet ved matricen

(=)

Vi vil finde egenveerdierne og de tilhgrende egenvektorer for f. Forst opskrives det ka-
rakteristiske polynomium

Pr(\) = Pa()\) = det(A — \E)

5—A 7
:det< > _4_)\>:(5—)\)(—4—/\)+14:/\2—/\—6,

og rgdderne i ligningen P;(A) = 0 findes; rgdderne er A = 3 og A = —2.

Vi finder sa egenvektorerne hgrende til A = —2: Vi skal Igse ligningen

(A-ABX =0
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6 Diagonalisering af matricer

Vi opskriver matricen

T 7
aap-ava-( ] 1)

denne matrix omformes ved hjelp af rackkeoperationer til trappematricen
11
0 0)°

hvoraf aflaeses, at en basis for egenrummet V_5 er

()

Vi finder dernaest egenvektorerne hgrende til A = 3. Vi opskriver

2 7
~ap=a-se=( 3 7).

[

der ved hjeelp af reckkeoperationer omformes til trappematricen

(6 0)

hvoraf aflaeses, at en basis for egenrummet V3 er
-7
5 |-
1 -7
-1 )’ 2

udger en basis i R?, ses, at f og dermed A er diagonaliserbar. Koordinattransforma-

Idet seettet

tionsmatricen for overgang fra naturlig basis til denne basis bestaende af egenvektorer

opfylder, at
1 1 -7
5= < 12 )

og dermed er
Der gelder sa, at

20\ e
<o3)_§4§7

hvilket ogsa ses ved direkte udregning.
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6.1 Diagonaliserbare matricer; egenveerdier og egenvektorer
Eksempel 6.1.11. Det karakteristiske polynomium for matricen
3 5
A= ( 5 -3 )

Pi(\) = (3__; _35_ A) = (3= A)(=3—X\)+25= )\ +16,

der ingen rgdder har (inden for de reelle tal R). Altsa har A ingen egenveerdier. Vi

er

slutter specielt, at matricen A ikke er diagonaliserbar.

Eksempel 6.1.12. Det karakteristiske polynomium for matricen

a5 3)

PA(/\):det<2_)\ 3 >:(2—)\)2,

er

0 2-=2A
der har (dobbelt-) roden A\ = 2. Matricen A har altsa kun den ene egenvaerdi A = 2. For

at finde det tilhgrende egenrum V5 opskrives matricen

0 3
T ]

(o)

Vi slutter, at matricen A ikke er diagonaliserbar.

og Vi ser, at en basis for V5 er

Eksempel 6.1.13. Vi vil finde egenveerdier og tilhgrende egenvektorer for matricen

4 -2 1
A=|2 01
- \2 23

Fgrst opskrives det karakteristiske polynomium:

4—X =2 1 4—N =2 1
Pp(X) = det(A — AE) = det 2 =) 1 =det| —2+X 2—-X 0
- - 2 -2 33—\ 2 -2 3—-2\

4—X =2 1 4—)X =2 1

= (2= \)det -1 1 0 = (2 — \)det -1 1 0

2 -2 3—-) 0 0 3—2)\

— (2= A)(3 = A)det ( A ) — (2= A3 ).
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6 Diagonalisering af matricer

Rgdderne er altsa A =2 og A = 3.
Forst findes egenrummet V, hgrende til A = 2. Matricen A — AE opskrives:

4-2 -2 1 2 -2 1
A-AE=A-2EB=( 2 -2 1 |=[2 -2 1];
- T T T 2 -2 3-2 2 -2 1

denne omdannes ved hjelp af raekkeoperationer til trappematricen

2 =21
0 00
0 00

Vi skal sa lgse ligningen 2x; — 2x5 + x3 = 0. Saettes 19 = s og w3 = 2t fas

T s—t 1 —1
To | = S =s|1]+¢ 0],
T3 2t 0 2

hvoraf fremgar, at seettet

1 -1
a= |1 , Q9 = 0
0 2

udggr en basis for V5.
Derneest findes egenrummet V3 hgrende til A = 3. Matricen A — AE opskrives:

4-3 -2 1 1 -2 1
A-NE=A-3B=| 2 -3 1 |=[2-31];
- - T 2 -2 3-3 2 -2 0

denne omdannes ved hjalp af raekkeoperationer til trappematricen:

1 -2 1
0o 1 -1
0O 0 0
Vi skal sa lgse ligningssystemet
rT — 2$2 +x3 = 0 .
To — T3 =
Seettet vz =t fas
T t 1
ol =t =t 1 s
T3 t 1
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6.2 Betydningen af rodmultipliciteterne

hvoraf fremgar, at vektoren

udggr en basis for V3.
Seettet aq, as, a3 udggr en basis i R?, og koordinattransformationsmatricen § for over-

gang fra naturlig basis til denne nye basis opfylder, at

1 -1 1
St=11 o01],
- 0 21
hvoraf
1 -1 1\ 2 3 -1
S=11 01 = -1 1 0
- 0 21 2 —2 1

Der geelder, at

6.2 Betydningen af rodmultipliciteterne

Lad © — P(x) veere et polynomium. Vi siger som bekendt, at et reelt tal xy er rod i P
hvis P(xg) = 0. I givet fald er P deleligt med (x — zg), dvs. der findes et polynomium
Q, sa P(x) = (z —x¢)Q(x). Vi siger, at en rod xo har (rod-)-multipliciteten k, hvis P er
deleligt med (z — z0)*, men ikke med (x — zo)"™!. Eksempelvis gaelder for polynomiet
2% — 32° + 62° — 322 — 3z + 2, at det kan skrives (z + 1)*(z — 1)3(x — 2). Derfor er
zo = —1 rod med multiplicitet to (ogsa kaldet dobbeltrod), xy = 1 er rod med multiplicitet
tre, og g = 2 er rod med multiplicitet én. Rodmultipliciteten af en rod zy i et givet
polynomium betegnes rm xy. At skrive et polynomium som produkt af led af formen
(v — x0)* kalder man at faktorisere polynomiet fuldsteendigt. En sadan fuldstendig
faktorisering er entydig (bortset selvfglgelig fra faktorernes raekkefplge). Imidlertid er
det ikke alle polynomier der lader sig fuldsteendigt faktorisere. F.eks. kan polynomiet
23 — 2?2 + x — 1 skrives (z — 1)(2® + 1), men leddet z* 4+ 1 har ingen reelle rgdder og kan
derfor ikke faktoriseres. I dette polynomium er xq = 1 altsa den eneste rod, og den har
multiplicitet rm zy = 1.

Der geelder for ethvert polynomium, at summen af rodmultipliciteterne er mindre end
eller lig med graden af polynomiet. Summen er lig med graden netop nar polynomiet kan
faktoriseres fuldsteendigt. I praksis bestemmes rodmultipliciteterne for et polynomium
ved hjalp af rodbestemmelse samt polynomiers division, jvf. nedenstaende eksempel.
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6 Diagonalisering af matricer

Eksempel 6.2.1. For polynomiet P(z) = 2° +4x*+ 723+ 122% + 122 finder vi, at 2y = 0
og ¥ = —2 er rgdder. Ved division med x og z+2 fas P(x) = x(z+2) (2% +22%+ 32 +6).
Den sidste faktor heri har roden xy = —2 og kan skrives z3+22%+3x+6 = (z+2)(2*+3).
Leddet z2+3 har ingen rodder. Altsa er P(z) = z(x+2)?*(2*43), og dermed er rm 0 = 1,
rm (—2) = 2.

Lad V veere et endeligdimensionalt vektorrum.

Saetning 6.2.2. Lad f : V — V vere en lineer afbildning. For hvert reelt tal Ay geelder,
at
em A\g < rm A,

hvor Tm Ao er rodmultipliciteten af Ao @ det karakteristiske polynomium Py for f.

Bevis. Lad Ay € R, og lad V), veere egenrummet hgrende til A\g. Lad p = em \g =
dim V), og lad a1,--- ,a, veere en basis for V),. Udvid denne til en basis a4,--- ,a, for
V. Idet de forste p vektorer i basen er egenvektorer for f med egenveerdi g, har matricen
A, der repraesenterer f i denne basis, fglgende form:

D B
27 o )

hvor D = A\E er p X p-diagonalmatricen med A i diagonalen, og 0 er (n —p) X p-
nulmatricen. Matricerne B og C' har dimension p x (n —p), henholdsvis (n—p) x (n—p).
Der geelder sa (Saetning 3.4.5)

Py(A) = det(A — AE) = det(D — AE) det(C' — AE) = (Ao — A det(C — AE).

Heraf fremgar, at A har multiplicitet mindst p som rod i P;. Bemeerk, at E indretter
sin stgrrelse efter behov. O
Saetning 6.2.3. Hvis summen af rodmultipliciteterne for den lineere afbildning f : V —

V' er (skarpt) mindre end dim V', eller hvis der findes en egenverdi Ao med em Xy <
rm Ao, da er f ikke diagonaliserbar.

Bevis. Antag f er diagonaliserbar. Lad ay,---,a, veere en basis for V bestaende af
egenvektorer med tilhgrende egenveerdier Ay, --- , A\,. I denne basis repraesenteres f ved
diagonalmatricen D med diagonalelementerne Ay, - -, A,, og derfor er

Pr(\) =det(D = AE) = (A = A) -+ (A — A)
Herved er P; fuldstaendigt faktoriseret. For ethvert tal Ay geelder altsa, at rodmultipli-

citeten rm A er lig det antal gange A\g optreeder blandt tallene Ay, --- | A,. Summen af
alle disse rodmultipliciteter er netop n.
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6.3 Betydningen af egenveerdimultipliciteterne

Hvis A\g optraeder p gange blandt Aq,--- , \,, findes der p basisvektorer som tilhgrer
egenrummet V), og der ma derfor gaelde p < dim V), = em Ag. Vi kan altsa konkludere
at rm g < em ). Ifglge Seetning 6.2.1 geelder sa endda rm A\g = em .

Sammenfattende har vi vist, at hvis f er diagonaliserbar er summen af rodmultipli-
citeterne n, og der geelder rm A\g = em A for alle egenveerdier \y. Seetningens udsagn
fas umiddelbart heraf ved kontraponering. O

Eksempel 6.2.4. I Eksempel 6.1.11 har det karakteristiske polynomium slet ingen
rgdder, derfor er summen af rodmultipliciteterne 0. I Eksempel 6.1.12 er \y = 2 dobbelt-
rod, og summen af rodmultipliciteterne er dermed lig n, som er 2. Men egenvaerdimul-
tipliciteten af Ay er kun 1, altsa geelder em A\g < rm Ag. I begge tilfeelde konkluderede
vi at f ikke er diagonaliserbar. Dette er i overensstemmelse med Seetning 6.2.3.

6.3 Betydningen af egenvardimultipliciteterne

Lad V vere et endeligdimensionalt vektorrum, og lad f : V — V veere en lineser
afbildning.

Seetning 6.3.1. Hvis summen af rodmultipliciteterne for f ern = dimV, og der gelder
em A\g = rm A for alle g, da er f diagonaliserbar. En diagonaliserende basis fas i sa
fald ved at veelge en basis for hvert af egenrummene og sammenstille disse baser.

Bewvis. Vi veelger en basis for hvert egenrum og sammenstiller disse. Det fglger af anta-
gelserne om f, at det fremkomne st af egenvektorer har praecis n = dim V' elementer.
Vi betegner seettet aq,---,a,, og de tilhgrende egenveerdier Aq,---,\,. Vi skal vise,
at dette sat er linesert uafheengigt, idet det sa udger en basis ifglge Seetning 4.5.7, og
dermed diagonaliserer f.

Antag saettet er linesert atheengigt. Der findes da et tal & < n saledes at sattet
ai,- -+ ,a er linesert uathengigt, mens saettet aq,--- ,ar1 er linesert athaengigt. Da er
ar+1 € span {aj,---,ax} ifolge Setning 4.5.9, altsa

A1 = T1Q1 + -+ TpQy-
Vi anvender f, og far dels
flahi1) = Mes1Gr1 = M1y + - -+ Apg1Zras
(fordi ax,; er egenvektor), og dels
flag1) = 21 flar) + -+ o flan) = vihiar + -+ - + TpAiay,

(fordi f er lineser og ai,--- ,ax er egenvektorer). Vektoren f(axs1) er nu pa to mader
fremstillet som linearkombination af seettet ay, - - - , ax; da dette seet er linesert uafheengigt
ma koefficienterne i de to udtryk stemme overens, dvs. A\pi12; = x;\; fori = 1,--- k.
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6 Diagonalisering af matricer

Dette er kun muligt hvis x; = 0 hver gang \; # A\;11. Fjerner man nullerne i ligningen
Apy1 = T1071 + - - - + xpag, udtrykkes axyq altsa som linearkombination af andre basisvek-
torer fra det samme egenrum V), . Dette strider mod at seettet var sammensat af baser
for de enkelte egenrum: vektorer fra ssettet som tilhgrer samme egenrum er pa forhand
lineart uafheengige. Vi har dermed naet en modstrid og kan konkludere, at antagelsen
at saettet er linesert afhaengigt, var forkert. O

Eksempel 6.3.2. I Eksempel 6.1.13 fandt vi basen ai, as for egenrummet V5 og basen
a3 for egenrummet V. Ifglge Saetning 6.3.1 er sa aq, as, as en basis for V = R3. 1 det
naevnte eksempel blev dette verificeret ved direkte udregning: det nyttige ved Seetning
6.3.1 er netop, at man kan udelade denne verificering.

Seetning 6.3.3. Huis det karakteristiske polynomium Py for f harn = dim V' forskellige
rodder A\, ,\,, da er f diagonaliserbar. En diagonaliserende basis ay,--- ,a, fas i
dette tilfelde ved for hver rod \; at veaelge en egenvektor a; med egenvaerdien \;.

Bevis. For hver af rgdderne Aj,--- .\, geelder ngdvendigvis rm \; = 1 (ellers ville
summen af rodmultipliciteterne jo overstige n). Ifglge Seetning 6.2.1 geelder dermed
em \; < 1, og da hver rod ifglge Seetning 6.1.8 er egenveerdi, er em \; # 0. Altsa
er em \; = rm )\, = 1. Det folger nu af Seetning 6.3.1, at f diagonaliseres af den
omtalte basis aq, -, a,. O

6.4 Potensoplgftning af matricer; anvendelser

Lad A veere en n x n-matrix. Af og til har man brug for at udregne potensen élk for
k=1,2,3,---. Hvis A er diagonaliserbar kan potensoplgftning bekvemt ggres ved at

diagonalisere A forst. Hvis nemlig S er en reguleer matrix, sa matricen

er en diagonalmatrix geelder, at

(thi D* = (SAS™")(SAS™) = SA?S™! etc) og dermed er

Ak =

nn

_1Qk

nn

Man udnytter sa, at l_?k er meget let at udregne.

Eksempel 6.4.1. Vi betragter matricen

4 =21
A=12 01
a 2 =2 3
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6.4 Potensoploftning af matricer; anvendelser

fra Eksempel 6.1.13. Vi vil finde 45. Naturligvis kan vi udregne den direkte; men vi kan

ogsa bemeerke, at

A =571D%S,
hvor
2 00 -2 3 -1 1 -1 1
D=(020|,S= -1 1 o0f|,5'=(1 01],
N 003/ ~ 2 -2 1 N 0 21
ifolge Eksempel 6.1.13. Men sa er
1 -1 1 32 0 0 -2 3 -1
A=[1 01 032 0 -1 1 0
- 0 21 0 0 243 2 -2 1
454 —422 211
=422 —390 211
422 —422 243

Eksempel 6.4.2. Lad os antage at Kgbenhavns befolkningstal (gennem en arraekke)
konstant er 1 million. Byen opdeles i to dele, city og forsteederne. Lad C,, betegne be-
folkningstallet i city, og lad F,, betegne befolkningstallet i forsteederne efter n ar (regnet
i millioner). Befolkningsfordelingen mellem city og forsteederne angives ved en befolk-

ningsvektor
Cy
2= (32)

Antag, at 15% af befolkningen i city flytter til forstaederne, og at 10% af befolkningen i
forsteederne flytter til city hvert ar. Der ma geelde, at

Ci1 = 0.85C, + 0.10F,
Fpp1 = 0.15C, + 0.90F, (+)

Dette gaelder for n = 0,1, 2, --. Denne sammenhaeng kan skrives
Chy1) _ (085 0.10) (Cy,
F,.1) \0.15 090/ \F, )"
7
e 0.85 0.10 _ é—o
= \0.15 0.90 :

20

Matricen

Sles|-

kaldes overgangsmatricen. Vi kan skrive formlen (*) som

Bn+1 = 4@71
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6 Diagonalisering af matricer

Specielt far vi, at By = ABy, By = AB; = {12@) etc., saledes at

n

[Rey)
I

ngo'

Vi vil undersgge, hvorledes befolkningsfordelingen udvikler sig efter et stort antal ar. Vi
har altsa brug for at beregne A" for store veerdier af n. Vi forsgger at diagonalisere A:

Det karakteristiske polynomiur_n skrives op:

17y 1 7 3
Py = det(A — \E) = det (203 913)\> :)\2_1)\4_

2 10 4

Rgdderne heri er A =1 og A = %. Matricen A er altsa diagonaliserbar.

Vi finder egenrummet hgrende til egenvae;dien A=1:

T
10
_ 1 )
10
der ved hjeelp af reekkeoperationer omdannes til
-3 2
00 )’

(2
Q]. - 3
er en basis for V.

Dernaest finder vi egenrummet hgrende til egenveerdien \ =

11
A—)\E = (130 130)7
- = 20 20

der ved hjeelp af reekkeoperationer omdannes til
11
0 0)”

B 1
Q2 - _1
er en basis for Vs.

Om koordinattransformationsmatricen S for overgang fra naturlig basis til basen a1, as

Lo (2 1
st (5 1),

1oas -

8ledS|es

hvoraf vi finder, at vektoren

3
4

hvoraf vi finder, at vektoren

gaelder sa, at
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)

hvoraf

I
I
Ot =
VR
|
wW =

|
[N
N——
I
VR
ST out |
|
G DU =

og dermed er

hvor

Men sa er

—1

o) (52

3

_l’_
(SIS

—

~—

[

3

I

I O;I

g

3

Il T

I

I O;I
+  —
O =
SO

3
[Nl v

Il T

I

|
| —
VR
W DN
—_
~
VR

~—"— Ut
3 3
N————

EN[RINR,
SN—"
3

NIRSY

Hvis nu f.eks. n = 20 er (%)n tilnegermelsesvis lig med 0.00317 (lommeregner), hvorefter
vi finder fglgende tilnszermede veerdi for 420:

A20:<

SN—

Vi finder sa, idet M er 1 million,

2(Co+ Fy) 0.40

_ 5 0 0 _ _

(s i) =20 (1) = (i)

Efter et antal ar vil befolkningsfordelingen altsa veere stabil, og 40% af befolkningen vil
bo i city, og 60% vil bo i forsteederne.
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7 Vektorrum med skalarprodukt

7.1 Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Lad V veere et vektorrum.

Definition 7.1.1. Ved et skalarprodukt (eller indre produkt iV forstas en forskrift hvor-
ved der til hvert par af vektorer z,y i V' knyttes et tal z - y, skalarproduktet af z og y,
saledes at der for vilkarlige vektorer z,y,z i V' og vilkarlige tal A € R geelder:

Sl: (z+y)-z=2-2+y-z
S2: (Az) -y = Az y).
S z-y=y-x

S4: -2 >0

Sh: z-x2=0=x=0

Vektorrummet V' udstyret med et skalarprodukt kaldes for et euklidisk vektorrum.

Eksempel 7.1.2. I talrummet R" defineres et skalarprodukt ved for to vektorer

X1 Y1

3
I
<
I

Tn Yn

i R" at sactte

Ty =a1Y1+ o Tpln
Det fglger af Seetning 1.1.4. Dette skalarprodukt kaldes for det sedvanlige skalarprodukt
pa R".

Lad V veere et euklidisk vektorrum. For en vektor x € V defineres lengden af vektoren
x som tallet
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7.1 Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Denne definition giver mening, da z -z > 0 ifglge S4. Vi bemeerker, at |z| = 0 netop hvis
z=o0,0gat |\z| =|\|z| for \e R,z € V.
En vektor € V for hvilken |z| = 1 kaldes en enhedsvektor. Hvis x € V er en egentlig

vektor, da er vektoren

1
Y=z
=zl
en enhedsvektor. Vektoren y siges at vaere fremgaet af z ved normering.
To vektorer z og y siges at veere ortogonale hvis x - y = 0. Dette skrives ogsa z Ly.

Definition 7.1.3. Et seet af vektorer aq,---,a, i V kaldes et ortogonalseet, hvis hver af
vektorerne er forskelligt fra nulvektoren, og hvis de er indbyrdes ortogonale, altsa hvis
a; #oforl <i<noga;-a; =0forl <i,j <n,i#j. Settet kaldes et ortonormalset,

hvis der yderligere geelder, at alle vektorerne er enhedsvektorer, altsa |a;| = 1 for alle
1<i<n.
Definition 7.1.4. En basis a4, - - ,a, for V kaldes for en ortonormalbasis hvis sattet
ai, -+ ,a, er et ortonormalsaet.
En basis aq,---,a, er altsa en ortonormalbasis, hvis a; - a; = 1 for 1 < ¢ < n og
a;i-a;j=0forallel <i,j <n,i#j.
Det ses umiddelbart, at den naturlige basis ey, -+ ,e, 1 R" er en ortonormalbasis i
R".
Seetning 7.1.5. Hvis aq,--- ,a, er en ortonormalbasis for det euklidiske vektorrum V,
T Y1
og hvis vektoren x hhv. y har koordinatsgjlen | hhv. - | med hensyn til basen
In Yn
ai, - ,An, da er

Ty =1y 4+ T

Bewvis. Vi ser pa tilfeeldet n = 2. Der gaelder sa

Ty = (T101 + T202) - (Y101 + Y202)

= T1Y1Q1 - Q1 + T1Y201 * A2 + ToY1Qo + Q1 + T2Y20o - A2 = T1Y1 + TaYo.

O
Seetning 7.1.6. Lad aq, - - - , a, vere et ortogonalseet i det euklidiske vektorrum V. Set-
tet ay, -+ ,a, er lineert uafhangigt, og for a € span {ay,- - ,a,} gelder
a-aq a-ap
a=———a1+ "+ ———0n.
a - a Ap -« Anp
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7 Vektorrum med skalarprodukt

Bevis. Hvis a € span {ay,--- ,a,} findes tal Ay, --\,, sa
a=Aay+ -+ A\,
Heraf fas ved at multiplicere skalaert med a;, at

a-aj = \a; - aj,

idet vektorerne ay, - - - ,a, er indbyrdes ortogonale. Idet a;-a; # 0 er sa \; = =< Dette
=] =]

viser formlen for a. Hvis en linearkombination a = Aja;+- - -+ \,a, er o, viser formlen at

A= 5]2’] =0 for 1 < j < n, og det viser at szttet aj,- - ,a, er linesert uafhaengigt. [

Saetning 7.1.7. Lad by, --- ,b, vere et ortogonalset i det euklidiske vektorrum V', og
lad an1 € V vere yderligere en vektor 1 V. Settes

bnt1 = apy1 — %bl — = %bn7

er bor1 # o netop hvis settet by, --- by, any1 er lineert uafhaengigt; endvidere er
b, ortogonal pa by,...,b,. Under alle omstendigheder er span {bi, - ,bn,any1} =

Span {bl? T 7bn7bn+l}'

n-

Bevis. Hvis b,11 = o har vi klart, at a,1 € {b1, - ,b,}, og dermed er by, - , by, ani1
linezert atheengigt. Hvis omvendt by, - - - , by, aniq er linesert afheengigt, er b, 1 = o ifolge
Seetning 7.1.6. Antag sa, at b,+1 7# 0. Ved skaleer multiplikation af b, med b;, 1 < j <mn,
fas

Anat - b;
boi1 by = Gy - by — =—=b; - b; = 0.
b b,
Det er klart, at span {by, -+ ,b,,an+1} = span {by, -+, by, byr1}. Hermed er ssetningen
vist. U
Hvis a1, -+ ,a, er et set af lineszert uafhengige vektorer i vektorrummet V', og vi

saetter by = a1, og dernaest danner vektoren by ud fra seettet by, as som i Ssetning 7.1.7,
og dernaest danner vektoren bs ud fra seettet by, bo, a3 som i denne seetning etc; opstar der

herved et ortogonalsaet by, -+ ,b,, med span {by,---,b,} = span {a,---,a,}. Seettet
b1, -+, by, siges at fremga af seettet aq,-- -, a, ved Gram-Schmidt ortogonalisering. Hvis
vi ydermere normerer vektorerne by, - - - , b, taler vi om Gram-Schmidt ortonormalisering.

Metoden er opkaldt efter J.P. Gram (1850-1916), dansk forsikringsmatematiker og E.
Schmidt (1845-1921), tysk matematiker.

Saetning 7.1.8. Ethvert endeligdimensionalt euklidisk vektorrum V' har en ortonormal-
bastis.

Bews. Lad ay,---,a, veere en basis for V. Ved Gram-Schmidt ortonormalisering af
denne basis opstar en ortonormalbasis by, - , b, for V. O
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7.1 Skalarprodukt; Gram-Schmidt ortogonalisering

Eksempel 7.1.9. I R* er der givet de tre vektorer

2 2 1
1 2 2
a; = 2 3 as = 1 ) as = 1
1 0 0

Vi udfgrer Gram-Schmidt ortogonalisering pa dette saet: Vi begynder med at seatte
b1 = a;. Dernaest seettes

2 2 2
b—a—@'blb— 21 8 1] _1 6
S T 1 10 | 2 -3
0 1 —4

For nemheds skyld omdefinerer vi nu by idet vi fjerner faktoren é, og vi saetter altsa

2

6

b= _,

—4

Herefter findes bs:
1 2 2 -7
b Q:s'blb Q:s'be 2 6 |1 11 6 1 5
= Q —_ —_ g _—— _ = —

= bi- by - by - by - 1 10 | 2 65 | —3 13 4
0 1 —4 1

Hermed har vi fundet en ortogonalbasis for underrummet udspaendt af aq, as, ag, nemlig

2 2 =7
1 6 )
bl = 2 ) b2 = -3 ) bd = 4
1 —4 1

Onsker vi at finde en ortonormalbasis normerer vi blot disse vektorer, og far

2 2 -7
1 |1 1 6 1 5)
vio (2] Ves | s | var| 4

1 —4 1
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7 Vektorrum med skalarprodukt

7.2 Ortogonale matricer

Definition 7.2.1. En n X n-matrix S kaldes ortogonal, hvis dens sgjler udger en orto-

1 _ 3
— | 2 2
R YE 1

2 2

ses umiddelbart at veere en ortogonal matrix.

normalbasis 1 R".

Eksempel 7.2.2. Matricen

I

Seetning 7.2.3. For en n X n-matriz S er folgende betingelser ensbetydende

(1) S er ortogonal.

t

(2)
(3)

Beuvis. Forst (1) < (2): Da

Il T
Il T”n
I
[Wey

1T

er requler, og é’_l = é’t.

(StS)[Z,j] = ‘gt[i’*] ’ g[*a]] = ‘g[*’z] ’ ‘g[*a]]a

udggr sgjlerne 1.5 et ortonormalseet hvis og kun hvis

1 fori=j
'S)i, ] = 0
0 for i # j

II/C-Q\
Il CQ

og det er ensbetydende med S'S = E. Dette viser (1) < (2). Dernaest (2) < (3): Hvis
StS = E er S reguleer, og S =

é_l St rStS S” 1S E. Dette viser (2) & (3). O

S ifglge Seetning 2.6.6. Hvis omvendt S er reguleer, og

Eksempel 7.2.4. Idet matricen S fra Eksempel 7.2.2 er ortogonal, finder vi umiddelbart
den inverse é’_l = §t til S:

Lad V veere et euklidisk vektorrum.

Seetning 7.2.5. Koordinattransformationsmatricen S for overgang fra en ortonormal-

basis ay, - -+ ,a, til en anden ortonormalbasis a,- -+ ,a, er en ortogonal matriz.
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7.3 Ortogonalprojektion

Bewis. Skriver vi matricen

S11 * Sin
§= = (&1 5n)
Spl " Snn
er
Slj
Snj

koordinatsgjlen for vektoren a; med hensyn til basen a;,- - -
ap,--- ,a, er ortonormalbaser fas sa, at

2

_ 2

+Snj:Qj'Qj:17

08
Si+8j = 8117 T+ SpiSng = ;- a; =0

for ¢ # 7. Her har vi anvendt Saetning 7.1.5. Dette viser saetningen.

7.3 Ortogonalprojektion

Lad V veere et euklidisk vektorrum

Definition 7.3.1. For en delmaengde M C V sattes

Mt={zeV |z -y=0 foralle yec M} ={z €V |zLly foralley € M}.

Det ses umiddelbart, at M+ er et underrum i V, og at

M+ = ( span M)*.

,dn. Men da ay, -+

y An OF

Szetning 7.3.2. Lad U vere et underrum i V. Underrummet UL er komplementert til

U, altsa
V=UaU

endvidere er
(UH*t=U.

Hvis dimV =n, dimU = p, sd er dim U+ =n — p.
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7 Vektorrum med skalarprodukt

Bevis. Lad a1, - -, a, veere en ortonormalbasis for U og udvid a4, - - - , a, til en ortonor-
malbasis aq, - ,a, for V. Idet a € V' skrives

Q:)\IQ1++)\nQn

geelder, at a - a; = \;, hvoraf ses, at @ € U™ netop hvis \; = 0 for j = 1,---,p. Men

det betyder, at U+ = span {a,41, - ,a,}, hvoraf fas, at U og Ut er komplementae-
re (Seetning 4.7.3). P4 samme made ses, at (U+)Y = span {a;, - ,a,}, der viser, at
(UhHt =U. O

Definition 7.3.3. Lad U vere et underrum i V. Ved ortogonalprojektionen af vektoren
a pa U forstas projektionen af a pa U langs U+.

Underrummet U+ kaldes for det ortogonale komplement til U.

Bemeerk, at ortogonalprojektionen af a pa underrummet U er den entydigt bestemte
vektor & € U for hvilken vektoren y = a — z tilhgrer UL. Af beviset for Saetning 7.3.2
fremgar folgende seetning: -

Seetning 7.3.4. Hvis a1,--- ,a, er en ortonormalbasis for underrummet U ¢V er or-
togonalprojektionen x af vektoren a pa U givet ved

z=(a-a)as + -+ (a-ap)a,.

Er der i et underrum U givet en ortonormalbasis kan man direkte nedskrive ortogonal-
projektionen af en vektor a pa U ved hjelp af den foregaende satning. Er der derimod
blot givet en basis ai, - - - ,a,, der (maske) ikke er en ortonormalbasis, kan man ga frem
pa folgende made: Idet ortogonalprojektionen af a pa U kaldes z skrives

szlgl"i_"'"i_xpgp-

Det bemaerkes sa, at @ —z € U+, hvoraf (a —z)-a; = 0 for 1 < j < p. Men dette

betyder, at a; - z = a; - a, hvoraf
T8 a1+ Tply Gy = 45 a

for 1 < j < p. Dette kan ogsa skrives

(@1 -a1)z1+--+ (a1 -ap)rp, =a1-a

(ap-ar)zr + -+ (ap - ap)Tp = 0y - a,

eller
a1-ap -+ di-dy Xy a-ap

. =1 | (*)

- a

Qp'gl Qp'gp xp a,

IS

Af dette ligningssystem kan sa tallene xy, - - - , z, bestemmes, og dermed kan ortogonal-
projektionen x bestemmes. Bemaerk, at den kvadratiske matrix der figurerer i formlen
(%) er symmetrisk. Den kaldes i gvrigt Gram-matricen hgrende til basen ay, - - , a,.
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7.4 Diagonalisering af symmetriske matricer

Eksempel 7.3.5. I R? er der givet vektorerne

1 0
ag=|(2], a= -1
0 1

Vi vil bestemme ortogonalprojektionen af vektoren

IS
I
W N =

pa underrummet U udspeendt af aq, as. Idet vektorerne aq, as klart er linesert uafheen-
gige, udger de en basis for U. Vi opskriver sa ligningssystemet (x) svarende til den

forhandenveaerende situation:
5 =2 A
2 92 ) \x) " 1)

()= ()

Ortogonalprojektionen z af a pa U er da

der har Igsningen

1 5 0 2
T = 2101 + Toa2 =2 | 2 —1—5 —1] = %
5
0 1 2
Som kontrol verificerer vi, at vektoren
—1
a—x= z
1
2

er ortogonal til a; og as.

7.4 Diagonalisering af symmetriske matricer

Lad A veere en mXn-matrix, og lad f : R" — R™ vaere den tilhgrende linezere afbildning.

Vi har i afsnit 1.6 set, at hvis f': R™ — R" er den linezere afbildning, der hgrer til den
transponerede matrix élt, da geelder
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7 Vektorrum med skalarprodukt

for alle z € R", y € R™. Er nu A en symmetrisk n X n-matrix, gaelder zilt = A, og

dermed geelder for den linezere afbil_dning f:R"— R" at

fz)-y=z-f(y)
for alle z,y € R".

Lad V veere et euklidisk vektorrum.

Definition 7.4.1. En lineger afbildning f : V' — V kaldes symmetrisk hvis

fz)-y=z-f(y)
for alle z,y € V.

Saetning 7.4.2. En symmetrisk lineer afbildning f : V' — V representeres i en orto-
normalbasis af en symmetrisk matrix.

Bewvis. Lad ay,- -, a, vaere den givne ortonormalbasis, og lad A = (a;;)y,, veere matricen

der repraesenterer f i denne basis. Der gaelder sa:
aiy = f(a;) @ = a; - fla) = fla) - a; = aj;.
Her har vi anvendt Seetning 5.2.1, og at f er symmetrisk. O

Seetning 7.4.3. Hvis x og y er egenvektorer for den symmetriske lineere afbildning
J V=V hgrende til forskellige egenveerdier, er x og y ortogonale.

Bevis. Der gaelder, at f(z) = Az og f(y) = puy, hvor A # p. Men saer \z-y = (\z) -y =
f(@)y=z-fly) =z (ny) = pz-y. Heraf ses, at (A\—p)z-y = 0, og dermed er z-y = 0,
da A # pu. O

Symmetriske matricer har en afggrende egenskab, givet i den folgende seetning. Beviset
anfores i appendiks, idet det benytter et resultat fra analysen.

Seetning 7.4.4. Det karakteristiske polynomium for en symmetrisk matriz har (mindst)
én rod.

Af Seetning 7.4.4 fas, at hvis f : V' — V er en symmetrisk lineser afbildning, da har f
en egenvaerdi (medmindre V' = {o}). I en ortonormalbasis repreesenteres f nemlig ved
en symmetrisk matrix A, og da Py = Py, har Py en rod, som sa er egenveerdi for f ifplge

Seetning 6.1.8.

Saetning 7.4.5. Lad f : V — V vere en symmetrisk lineer afbildning. Da er f diago-
naliserbar. En diagonaliserende ortonormalbasis fas ved at velge en ortonormalbasis for
hvert egenrum og sammenstille disse baser.
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Bewvis. Lad M vare maengden af samtlige egenvektorer for f og seet U = M=, Vi pastar,
at underrummet U er invariant ved f, hvilket vil sige at y € U medfgrer f(y) € U. Lad
x € M. Da er z egenvektor, altsa f(x) = Az for et tal A\. Dermed gaelder for yeU

fly-z=y- fla)=y-rAz=Ay z)=0.

Altsa er f(y) L x for alle z € M, dvs. f(y) € M+ = U. Dette viser pastanden. Lad
nu g : U — U betegne restriktionen af f til U. Da ses fra Definition 7.4.1 at g ogsa er
symmetrisk. Ifglge bemaerkningerne efter Seetning 7.4.4 har g en egenvektor, medmindre
U = {o}. Men en egenvektor for g er ogsa egenvektor for f og vil derfor tilhgre M. Da
MNU = () er dette udelukket. Altsa ma U = {o}. Altsa udspeender M hele V (Seetning
7.3.2). Heraf sluttes, at vi kan finde en basis bestaende af egenvektorer, og dermed er f
diagonaliserbar.

At fremgangsmaden anfert til sidst i seetningen forer til en diagonaliserende ortonor-
malbasis, fglger af ssetningerne 6.3.1 og 7.4.3. U

Af den netop viste saetning fas sa folgende saetning om symmetriske matricer:

Seetning 7.4.6. En symmetrisk n X n-matriz A er diagonaliserbar, og der findes en

ortogonal n X n-matriz S sa

g
Il Tn

Ag™
er en diagonalmatriz.

Bevis. Lad f: R" — R" veere den linexre afbildning der hgrer til A. Der findes da en

ortonormalbasis aq, - - - , a,, for R" bestaende af egenvektorer for f (Sagtning 7.4.5). Koor-
dinattransformationsmatricen .S for overgang fra naturlig basis til basen a;, - - - , @, er da

en ortogonal matrix (Seetning %2.5), og der geelder, at D = SAS™! hvor D er matricen,

der repraesenterer f i basen ay,- -+, a, (Seetning 5.3.1). Men D er en diag(;nalmatrix, da

vektorerne aq, - - - ,a, er egenvektorer for f. Dette viser seetningen. O

Bemaerkning. Omvendt til Seetning 7.4.6 geelder: Huvis en n x n-matriz A er diagona-

liserbar m.h.t. en ortogonal matriz S, si er A symmetrisk.
Af D = SAS™! fas A= é’_ll_?é’, og heraf ses at

A= S'D(ST) = $7DS = 4,

hvoraf symmetrien af A fremgar.

Eksempel 7.4.7. Der er givet den symmetriske matrix

8§ =2 4
A=1 -2 11 2
a 4 28
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7 Vektorrum med skalarprodukt

Vi vil finde en basis for R? bestaende af egenvektorer for A, og en ortogonal matrix S

sa D =SAS ~!er en diagonalmatrix.

Vi opskriver forst det karakteristiske polynomium:

88—\ -2 4 12—-X 0 12-)
PyA)=det(A—AE)=| =2 11—-X 2 |=| -2 11—\ 2
B - 4 2 8- 4 2 8-
1 0 1 1 0 0
=(12=XN)|-2 11—\ 2 |=(12-X)|-2 11—-) 4
4 2 8- 4 24—
= (12-)) 112_A 4f/\:(12—)\)(/\2—15/\+36):(12—/\)2(3—)\).

Det karakteristiske polynomium har altsa rgdderne A = 3 og A = 12 (dobbeltrod).
Vi finder dernaest de tilhgrende egenrum.
For A = 3 fas:

[

|

>
[Wes!
I
ot on

9 4
8 2 |,
2 5

der ved hjeelp af reckkeoperationer omdannes til matricen

1 -4 -1
0o 2 1
0O 0 0

Vi opskriver sa ligningssystemet hgrende hertil:

xry — 4332 — T3 = 0
2332 +x3 = 0.
Dette lgses, og vi finder
T —2t —2
To | = —t | =t -1 , teR.
Vektoren
-2
ay = -1
2

er altsa en basis for egenrummet V3 hgrende til egenveerdien A = 3.
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7.4 Diagonalisering af symmetriske matricer

For \ = 12 fas:

4 -2 4
A-AE=| -2 -1 2|,
-7 4 2 —4

der ved hjeelp af reekkeoperationer omdannes til matricen

21 =2
00 O
00 O

Vi opskriver sa ligningssystemet hgrende hertil:
21’1 + Ty — 21’3 =0.

Dette lgses, og vi finder

T —s+t -1 1
To | = 2s =35 2 |+t|0], s teR.
Z3 t 0 1
Vektorerne
1 -1
a= |0, a= 2
1 0

er altsa en basis for egenrummet V}, hgrende til egenveerdien \ = 12.
Vi har nu fundet en basis a1, as, as for R® bestaende af egenvektorer for A. Vi skal

sa finde en ortonormalbasis bestaende af egenvektorer for A. Vi bemeerker, at vektoren

a; er ortogonal pa vektorerne as, as i overensstemmelse med Saetning 7.4.3. Ved hjealp
af Gram-Schmidt omdanner vi sa sattet as, az til en ortonormalbasis for Vis: Vi saetter
QQ = G2, 08

-1 1 -1
3-b -1 1
Qs—as—% _292_ 2 | —— 10| == 4
Vi omdefinerer sa bs til
-1
93 = 4 )
1

og seetter by = a;. Hermed har vi opnaet et ortogonalsaet

—2 1 —1
b= -1 |, b=|0], b= 4
2 1 1
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bestaende af egenvektorer for A. Den sggte ortonormalbasis fas nu ved normering af
dette seet:

2 1 __1
AN e
— 0 =

3 ) ) 3v/2

2 1 \1/_

3 V2 3v2

Om koordinattransformationsmatricen S for overgang fra naturlig basis til denne nye
ortonormalbasis gaelder:

2 1 _ 1
Sl 0 osa |
2 1 1
3 V2 3v2
og dermed er
~2 01 1\t _2 _1 2
—1\—1 —1\t V23 P’ O
g=E=Ey =g ) oy =y ¥
3 V2 32 C3V2 O 3V2 32
Der gelder sa, at
D= 5457
hvor
3 0 0
D=1012 0
a 0 0 12

7.5 Kvadratiske former

Lad @ = (bij)n,n veere en symmetrisk n x n-matrix. For z = )_( € R" sattes

KB<33) = :t§

Il <

Funktionen K5 : R" — R kaldes den til B hgrende kvadratiske form.

Forn=2er
bir bi2
B =
= (bm b22> ’

bii b
Koo = 0 2 (37 37) (1)

= bn[B% + bQQZL'g + 2b12$1$2.

0g
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7.5 Kvadratiske former

Forn=3er

bii bz bis
B=|by by by,
- b1z boz  bss
og
bii bz bis I
K@(whi’fz,iﬂs) = (21 @2 x3) [ b1z by bos T2
- b1z ba3 b33 T3

= bll.CE% + bggwg + b33$§ + 2b12331332 + 2b13331.273 + 2b23$2$3.

Generelt geelder

=1

i<j
Eksempel 7.5.1. a. Funktionen K : R? — R givet ved

K (w1, 75) = 207 — 4xy29 + 25

2 =2
5‘(-2 1>
eI‘K:Kg.

b. Funkgionen K :R?® — R givet ved

er en kvadratisk form; thi seettes

2 2 2
K (21,29, 23) = =327 + x5 — x5 — 2103 + 20223

er en kvadratisk form; thi seettes

[Res]

I
D= O W
= O
I N

eI‘K:Kg.

Definition 7.5.2. Lad Kp veere den kvadratiske form hgrende til den symmetriske
matrix B. Vi siger, at

(1) Kp er positivt definit, hvis Kp(z) > 0 for alle x # o.

(2) Kp er positivt semidefinit, hvis Kg(z) > 0 for alle .
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(3) Kp er negativt definit, hvis KB( ) < 0 for alle z # o.

(4) Kp er negativt semidefinit, hvis Kp(z) < 0 for alle z.
Hvis ingen af disse betingelser er opfyldt siges K'p at veere indefinit.

Hvis en kvadratisk form Kp er positivt definit er den ogsa positivt semidefinit. At
Kp er indefinit betyder, at der findes en vektor z, s K B(z) > 0 og en vektor y, sa
K B( ) < 0.

Hvis K B er negativt definit er — K B positivt definit.

Hvis Kp B er positivt definit siges matricen B at veere positivt definit etc.

Vi er interesserede i at kunne afggre om en given kvadratisk form er positivt (se-
mi)definit, negativt (semi)definit eller indefinit.
Fgrst ser vi pa tilfeldet, hvor B er en diagonalmatrix, altsa

At

&g
I

An

da er

Heraf fremgar klart, at Kp er positivt definit netop hvis A; > 0 for alle 1 < j < n,

positivt semidefinit netop hvis A\; > 0 for alle 1 < j < n, negativt definit netop hvis
Aj <0 for alle 1 < 5 < n, negativt semidefinit netop hvis \; < 0 for alle 1 < j < n og
indefinit netop hvis der findes et j, sa A\; > 0 og et k (# j) sa A\x < 0.

Antag sa, at B er en vilkarlig symmetrisk n x n-matrix. Der findes da en ortogonal

matrix S sa matricen D SBS™! er en diagonalmatrix:

A

g
Il

An

her er A\q,---, A\, egenveerdierne for B.

For en vektor z = X skriver vi Z = X = SX (jvf. Seetning 5.1.1). Idet X = S~
gaelder sa:

u><

Heraf fas
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Seetning 7.5.3. Den kvadratiske form Kpg horende til en symmetrisk matriz B er po-

sitivt definit (hhv. positivt semidefinit, hhw. negativt definit, hhv. negativt sem_ideﬁnit)
netop huvis samtlige egenverdier for B er positive (hhv. positive eller nul, hhv. negative,

hhv. negative eller nul), og den er indefinit netop hvis der findes bade positive og negative
egenveerdier.

Eksempel 7.5.4. En kvadratisk form K : R® — R er givet ved
K (1,79, x3) = 822 + 1122 + 822 — 4w109 + 8123 + 42973

Den tilhgrende symmetriske matrix er

8 -2 4
B=| -2 11 2
- 4 28

Denne matrix blev i Eksempel 7.4.7 vist at have egenveerdierne 3 og 12, altsa er den
kvadratiske form K positivt definit.

Hvis B er en symmetrisk matrix, og S er en ortogonal matrix, sa D = SBS ~!eren

diagonafmatrix, da er det D = det B. Hvis derfor B er positivt deﬁnit,?er det B > 0, idet
jo sd alle diagonalelementerne i D er positive, og determinanten for D er produktet af

egenveaerdierne.
Lad B = (bij)nn veere en symmetrisk matrix. Ved den i'te ledende undermatriz forstas

den i x i-matrix B; der fremgar ved sletning af de sidste n — i reekker og sgjler. Altsa er

51 = by
(b b
Ba = (b21 b22> :
bii -+ by
Bi=1": :
- bil bzz

Specielt er B, = B.

Det er klafrt, at_KE;i (z1,+,23) = Kp(wy,- -+ ,14,0,---,0). Hvis derfor B er positivt
definit er B; positivt aeﬁnit, og dermed er ogsa den ledende underdeterminant det B; >0
for alle 1 < i < n. Dette viser den ene halvdel af fglgende saetning. Den anden del af

seetningen beviser vi ikke her.

Saetning 7.5.5. En symmetrisk matriz er positivt definit netop hvis alle dens ledende
underdeterminanter er positive.
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Eksempel 7.5.6. Vi betragter igen matricen

8§ -2 4
B=| -2 11 2
- 4 28

fra Eksempel 7.5.4. De ledende underdeterminanter beregnes til det By = 8, det By = 84,
det B3 = det B = 432. Idet disse alle er positive, fas igen at B er positivt definit.
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Mangder

De grundleggende begreber fra maengdelseren forudseettes bekendt. Her indskreenker vi
os til at minde om fglgende standardbetegnelser:

N betegner de naturlige tal, dvs. tallene 1,2,3,---.
Ny betegner de naturlige tal med tilfgjelse af 0, dvs. tallene 0,1,2,3,---.

Z betegner de hele tal, dvs. tallene --- , -3, -2, —1,0,1,2,3,---.

Q betegner de rationale tal, dvs. maengden af alle brgker §7 hvor p og q er hele tal,

q# 0.

R betegner de reelle tal. Disse tal svarer til meengden af punkter pa en tallinie.

Afbildninger

Ved en afbildning af en maengde af X ind ¢ en maengde Y, eller en funktion fra X til
Y, forstas en forskrift, hvorved der til hvert element x € X knyttes et bestemt element
yey.

En afbildning betegnes i reglen ved et enkelt bogstav. Af f er en afbildning af X ind
1Y skrives
f:X—=Y.

Mengden X kaldes afbildningens definitionsmaengde og meengden Y kaldes dens disposi-
tionsmangde. Det til et element = € X svarende element af Y betegnes f(x). Det kaldes
billedet af x ved f eller den til x hgrende funktionsverdi. At f(x) svarer til = skrives

hyppigt

For en vilkarlig delmaengde A af X udger billederne af alle x € A en delmaengde af
Y, der kaldes billedet af A ved f og betegnes f(A), altsa

f(A) ={f(x) | = € A}.
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Bemeerk, at medens f(x) for z € X er et element i Y, er f(A) for A C X en delmaengde
af Y. Billedet f(X) kaldes billedmengden eller verdimaengden for f.

En afbildning f : X — Y kaldes surjektiveller en atbildning af X pa Y, hvis f(X) =Y.
Den kaldes injektiv, hvis der for vilkarlige indbyrdes forskellige z1, x5 € X geelder f(x1) #
f(z2). Sagt anderledes er f injektiv, hvis f(z1) = f(x2) = x1 = x9. Afbildningen kaldes
bijektiv, hvis den bade er surjektiv og injektiv, altsa hvis ethvert y € Y er billede af et
og kun et z € X.

Er der givet en afbildning f : X — Y kan vi for givet y € Y betragte ligningen
y = f(z). Der geelder da:

a. Ligningen har mindst en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er surjektiv.
b. Ligningen har hgjst en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er injektiv.
c. Ligningen har netop en lgsning for hvert valg af y netop hvis f er bijektiv.

Til en bijektiv afbildning f : X — Y hgrer en omvendt afbildning f~! : ¥ — X.
Denne er defineret ved, at billedet af y € Y ved f~! er det (entydigt bestemte) element
r € X for hvilket y = f(x). Sagt anderledes er f~'(y) den entydigt bestemte lgsning
z til ligningen y = f(z). Den omvendte afbildning til den bijektive afbildning f kaldes
ogsa for den inverse afbildning til f. Det er klart, at hvis f : X — Y er en bijektiv
afbildning, da er den omvendte afbildning f~!: Y — X ogsa bijektiv, og (f~1)7! = f.

Lad X,Y, Z veere meengder oglad f: X — Y og g : Y — Z veere afbildninger. Den
sammensatte afbildning g o f : X — Z defineres da som den afbildning, der til hvert
element = € X lader svare elementet g(f(z)) i Z, altsa

go f(z) =g(f(z)).

For sammenseetning af afbildninger geelder den associative regel: Hvis X, Y, Z, W er
meengder og f: X =Y, g:Y — Z h:Z — W er afbildninger, er

ho(goef)=(hog)of.

Der geelder nemlig, at ho (go f) og (hog)o f begge er atbildninger af X ind i W, og pa
ethvert element x € X har begge disse afbildninger veerdien h(g(f(x))). Man kan derfor
udelade parenteserne og simpelthen skrive h o go f.

Lad f : X — Y ogg:Y — Z veere atbildninger. Da geelder: Hvis f og g begge er
surjektive, er g o f surjektiv. Hvis f og g begge er injektive, da er g o f injektiv. Hvis f
og g begge er bijektive, da er g o f bijektiv, og da er (go f)™' = f~log

En speciel afbildning af en meengde X ind i sig selv er den identiske afbildning idy :

X — X, der lader ethvert element x € X svare til sig selv: idx : * — x. For enhver
bijektiv afbildning f: X — Y geelder f~'o f =idx og fo f~! =idy.
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Hvis X og Y er meengder og f: X — Y og g:Y — X er atbildninger, sa go f = idx
og fog = idy, da gelder at f er bijektiv, og f~! = ¢. For at indse det bemserker vi,
at g(f(x)) = « for alle z € X og f(g(y)) = y for alle y € Y. Heraf ses umiddelbart,
at f er henholdsvis injektiv og surjektiv, altsa bijektiv; og da f(g(y)) = y slutter vi, at
fHy) =g(y) for alley € Y, altsa f~! = g.

Eksempel. Afbildningen
Cpr: X =Y,

hvor X er maengden af danske statsborgere (og udleendinge pa lsengerevarende ophold
i Danmark) og Y er maengden af 10-cifrede naturlige tal, har stor praktisk betydning.
Det er vigtigt, at denne afbildning er injektiv, altsa at forskellige personer har forskellige
Cpr-numre. Derimod er afbildningen ikke surjektiv. For det forste kan ikke alle 4-cifrede
naturlige tal forekomme som de 4 fgrste cifre i et Cpr-nummer men kun 366 af i alt
10000 muligheder. Men derudover har man for ethvert Cpr-nummer af formen

CoCyCrCeC5CaCsCaC1Co = Co+C1 - 10+ 9 - 102 4+ -+ -+ ¢q - 109, 0 <¢; <10,
forlangt, at tallet
4dcg + 3cg + 2¢7 + Teg + 6¢5 + bey + 4esg + 3co + 2¢1 + ¢

er deleligt med 11. Dette har den gode virkning, at ombytning af to nabocifre i et lovligt
Cpr-nummer ggr det til et ulovligt Cpr-nummer. Prgv at teste dit eget Cpr-nummer for
denne betingelse!

Bevis for Satning 7.4.4.

I beviset benyttes Lagranges multiplikatorsaetning. Vi minder forst om hvad den siger,
idet vi henholder os til den uprzecise formulering givet i K. Sydsaeter, Matematisk Analyse
I, afsnit 9.9.

Der er givet en funktion f : R"™ — R. Der er endvidere givet et antal m < n,
bibetingelser af formen g;(z) = b;, hvor g; : R® = Rog b; € R for j =1,---,m. Om
funktionerne f og g; skal ggres nogle antagelser, som vi ikke kommer naermere ind pa (se
K. Sydseeter, Matematisk Analyse II, Afsnit 8.4; i nedenstaende anvendelse er det let at
konstatere, at disse betingelser faktisk er opfyldt). Problemet bestar i at finde (lokalt)
ekstremum for f blandt de punkter z € R", som opfylder bibetingelserne.

Til dette problem er knyttet den sakaldte Lagrangefunktion L. For hver bibetingelse
indfgres en hjaelpevariabel A;, som kaldes en Lagrangemultiplikator. Funktionen L er
givet ved

£<x17"' 717717)\17"' 7/\77Z) :f<l'1,"' 7xn)_z)\j<gj(x17 7xn)_b])

Jj=1
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Appendiks

Lagranges saetning siger, at hvis x = (1, ,x,) er en lgsning til det ovennsevnte
problem, da findes Ay, - - -, A\, saledes, at (z1,- -+ ,xp, A1, -+, A\p) er et stationsert punkt
for £, hvilket vil sige 0L/0x; =0 fori=1,--- ,nog dL/ON; =0for j=1,--- ,m (de
sidstneevnte ligninger betyder blot at z opfylder bibetingelserne).

Vi vil anvende denne seetning til at bevise Seetning 7.4.4. Lad A veere en symmetrisk

matrix, og lad K4 : R" — R vaere den til A hgrende kvadratiske form (se side 129),

altsa o
Ké<x17 e 71:71) = ZZazkxzxk

i=1 k=1

Meaengden S = {x € R" | |z| = 1} er afsluttet (fordi 2 — |z| er kontinuert) og
begraenset (fordi [z| < 1forallez € S). Idet K4 er kontinuert, antager den et ekstremum

pa S (den antager naturligvis bade minimum 6g maksimum). Ifplge Lagranges ssetning,
med f = Ka, m =1 og gi(z) = |z]* = x -z, by = 1 eksisterer der derfor et stationsert

punkt (z,A) € S x R for funktionen

L(x,\) = Ka(z) — Mz -z —1).

De partielle afledede af £ beregnes som fglger. Lad os bestemme 0L/0x;. Idet

n n n n
K — 2 T T
ATy, xn) = anzy + ) apriry + ) anTi g + AikTiTk,
=2 k=2

=2 k=2

ses (under anvendelse af symmetrien af A), at

8KA n n n
ax: = 2a1171 + E a1 T; + E Ty = 2 E AT,
1 i=2 k=2 k=1

hvilket netop er fgrstekoordinaten af 2Az. Idet 9(x - x)/0x1 = 2z, folger det, at IL/0x,
er forstekoordinaten af 2( Az — Ax). Tilsvarende fas, at 0L/0x; er i-koordinaten af 2(Az —
Azr). At punktet (z,\) € S x R er stationzert for £ betyder altsa at Ar — Az = o, dvs.

at z er egenvektor for A med egenveerdien A. Dermed folger cksistensen af en egenvektor

og en egenveerdi for A af Lagranges s@tning. Da egenveerdien er rod i det karakteristiske

polynomium, har dette dermed en rod. O
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Det graeske alfabet

A, a: alfa B, 3: beta I', v: gamma A, 0: delta
E,e, e: epsilon 7, (: zeta H, n: eta O, 0, ¥: theta
I, ¢ iota K, x: kappa A, A\: lambda M, p: my

N, v: ny =, & ksi II, 7, w: pi R, p, 0: ro

Y, 0, ¢: sigma T, 7: tau T, v: ypsilon D 0, p: fi

X, x: ki W, 1) psi Q, w: omega
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Hjemmeopgaver

1. Afggr hvilke af folgende afbildninger der er linesere, og angiv i givet fald den tilhgrende

matrix.
. z+1
f’<y> = Yy
Tr+y

a.

r+y

r— =z

G)-(08)

2. Om den linesere afbildning f : R?* — R? vides at

~2 —4
1 3 -1 -3
f@>: 14 ’f( 3): 10
1 5

Bestem matricen for f.

3. Der er givet matricerne

1 a ¢ 1 d f
A=10 1 b, B=101 e]|,
- 001 - 001

1 00 1 00
C=1|r 101, D=|u 10
- t s 1 - w v 1
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4. En fabrik producerer tre varer X;, X, og X3 ud fra de to ravarer Y; og Ys. De
tilhgrende produktionsseet hhv. forbrugsseet betegnes (z1, o, x3) hhv. (y1,y2).
Om den pageeldende produktion geelder, at

2 enheder af Y}

produktion af en enhed af X; kreever
5 enheder af Y5

0g
3 enheder af V)

produktion af en enhed af X5 kraever
6 enheder af Y5

og
4 enheder af Y;

produktion af en enhed af X3 kreever
7 enheder af Y5
a. Opskriv sammenhaengen mellem forbrugsseet og produktionssaet.

b. Idet f : R* — R? betegner den afbildning, der til produktionsseettet (a1, 22, z3)
knytter det tilsvarende forbrugsseet (y1,y2) skal der redeggres for, at f er lineeer,
og matricen A for f skal opskrives.

5. Den linezere afbildning f : R®* — R? er givet ved
T T+ 2z
flv|=1 2y—=
z r+3y+z
a. Gor rede for, at f er bijektiv.
b. Bestem den inverse afbildning f~' : R®* — R3 til f.

c. Angiv matricerne for f, f~! og f~2, samt produktet af de to fgrstneevnte matricer.

6. Vis, at den linesere afbildning ¢ : R* — R? som er givet ved

¥

IS IS
I
w

hverken er injektiv eller surjektiv. Anfor matricen C' for ¢, og find Q’?’.

7. Der er givet en gvre trekantsmatrix af formen

[

1
=10
0

S = Q2
= S0
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hvor a, b, ¢ er vilkarlige relle tal. Ggr rede for, at en sadan matrix er reguleer, og find et
udtryk for f_l_l.

8. Lgs det lineaere ligningssystem

T1 — 2209 + 223 — 224 =
—2x1 +4x9 — 313+ 624 =
T — 3% =
—xo + 23+ 1024 =

= W N =

9. Lgs det linesere ligningssystem

31’1 — GIQ + T3 + 13$4 = 15
3271 - 6332 + 3333 + 21.274 = 21.
2x1 — 4xy 4+ by + 26, = 23

10. For ethvert a € R betegner L, lgsningsmeengden til det linesere ligningssystem:

1+ To + 5$3 = 7
—1.
321 —2w0 + (a® +a)rs = a+1

1 — T — T3

a. Bestem L_; og L.

b. Bestem L, for ethvert a € R.

11. En afbildning f : R* — R* er givet ved

T 41 4+ x5+ 24

f i) o 3331 + xo + 3.273 + x4
T3 Ty + 223
Ty 311 + 229 + 4x3 + 24

Gor rede for, at f er lineser og undersgg om f er bijektiv. Find i givet fald f~!, idet
dennes matrix angives.

12. Der er givet matricerne

10 -1 100
A=[21 o], B=[020
- \o1 3/ = \oo3
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Gor rede for, at der findes netop én lgsning til matrixligningen

AXA =B,
og find denne.
13. Givet matricen
1 0 —a 0
0 1 0 2
A=14 o 10
0 1+a 01

Omform A ved hjeelp af raekkeoperationer til en gvre trekantsmatrix og afggr herved, for

hvilke veerdier af a den givne matrix er reguleer.

14. Der er givet permutationerne

(12345 (12
T=\2 451 3) 77 \4 1

a. Find fortegnet for o hhv. 7.

3
3

4 5
5 2/

b. Find permutationerne o o7 og T o 0.

c. Find permutationen o~ *.

15. Givet matricen

1 0 —a 0
0 1 0 2
A=1_1 0o 10
0 1+a 01
Find det fl for enhver veerdi af a.
16. Der er givet matricen
1 -1 a
zil = 1 a+1 4
B a 2 4

a. Bestem de veerdier a € R for hvilke matricen er regulaer.

b. Idet

1 0 -2

1 a+2 0 , a€R
a a+2 1—a

I &g
Il
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skal man bestemme de veerdier af a € R for hvilke matrixligningen
AX =5

har mindst en lgsning. (Vink: T det tilfeelde hvor A ikke er reguleer, underspg da

determinanten pa begge sider af ligningstegnet).

c. Lgs ligningen for a = —1.

17. Lgs folgende ligningssystem ved hjeelp af Cramers formler:

3I1 — L9 — 5$3 = 3
dry — 4y — 33 = —4.
I - 5$3 = -3

18. Find den inverse til matricen

-3 -2 3
A= 0o 3 2
- 2 3 -5

ved hjeelp af determinantformlen for invers matrix.

19. Udregn veerdien af determinanten

St 2 2
Q@ ot 2
Q@2 o
2 Q2 2 o

(Vink: Begynd eventuelt med at traekke sidste raekke fra de gvrige raekker.)

20. I R? er der givet vektorerne

1 2
a; = 7 , 3 -5
—14 4
For hvilke veerdier af k er vektoren
1
a= |k
5

142



Hjemmeopgaver

indeholdt i span{a;,as}?

21. Vis at vektorerne

1 3 2 2
2 I 14 |9
ay = 3 , A2 = 5 , asz = 1 , A4 = 0
4 2 2 7
udgoer en basis i R*, og fremstil vektoren
2
14
“= 11
3
som linearkombination af disse vektorer.
22. Vis at vektorerne
1 3 2 2
2 I 4 9
ay = 3 , QA2 = 5 , asz = 1 , A4 0
4 2 2 6

i R er linezert afhaengige, og fremstil o0 som en linearkombination af disse vektorer med
koefficienter der ikke alle er nul.

23. I R* er der givet vektorerne

, U3z =

O = O O
S O =N

a. Vis, at uq, us, ug er linezert uafthaengige.

b. Udvid seettet (uy,us,us) til en basis for R* ved tilfgjelse af en af vektorerne fra
den naturlige basis eq, e, €3, e4. Find ogsa en der ikke kan bruges.

c. Find projektionen v af e; pa span {u;, us, us} langs span {e,}, idet v angives som
linearkombination af uy, us, us, og derefter udregnes som talseet i R?.

24. Lad U; og U, veere komplementaere underrum i vektorrummet V. Vi definerer en
atbildning P, : V' — V pa fglgende made: Vi skriver z € V' (entydigt!) som z = uy + us,
hvor uy € Uy og us € Us. Vi definerer sa

Pl(&) = Us.

143



Hjemmeopgaver

a. Vis, at P; er en homomorfi.
b. Vis, at P2 = P, (altsa PLo P, = P).

c. Vis, at P (V) = U;.
25. Find et maksimalt linesert uafhaengigt seet fra saettet (A;, Az, Az, A4) hvor

1 0 0 —1 2 1 0 1
ih:(o —1>7 §2:<1 0>7 §3:(—1 2>’ i“‘:(o 0)’

idet éll, 427 43, 44 betragtes som elementer i vektorrummet My 5.

26. Idet a og b er reelle tal, er der givet matricen

(B

I
= Q =
W N W N
N W N W

[ N T EN

Udregn det A, og angiv rangen rg A for ethvert saet (a,b) € R?.

27. 1 det tredimensionale vektorrum U er der givet basen (a1, a,,as), og i det todimen-
sionale vektorrum V' er der givet basen (b1, by).

a. Homomorfien f : U — V er fastlagt ved at f(a;) = by + ba, f(az) = 2b; — by og
f(a3) = 3bs. Bestem den matrix él der repraesenterer f i de navnte baser.

b. Bestem en basis for ker f.
c. Gor rede for, at f er surjektiv.
d. T U og V indfgres nye baser (ai, as, as) og (El,ég) saledes:

a; = 2a; + as, s = 3a1 + as + as, as = 2ay + ao;
by = by + by, by = 20y + b,

Bestem koordinattransformationsmatricerne T', hhv. S fra gammel til ny basis i U
hhv. V. B B

e. Bestem nye koordinatsgjler for vektorerne u = a; — as hhv. v = b; — by i U hhv. V.

f. Find den matrix gl, der i de nye baser repraesenterer homomorfien f fra punkt a.
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g. Bestem den nye koordinatsgjle for f(u).
h. En homomorfi g : V' — U er givet ved

g(y1b1 + yaba) = (2y1 — 3ya2)ar + (Y1 + y2)as + (Y1 — 2y2)as.

Find den matrix B der repreaesenterer g i de gamle baser.

28. Afggr i hvert af fglgende tilfeelde, om den angivne matrix er diagonaliserbar, og find
i bekraeftende fald en diagonaliserende koordinattransformationsmatrix.

a.
-2 =2
-5 1)
b.
8§ —1
4 4 )
c.
7T =2 -4
3 0 =2
6 -2 -3

29. En lineser afbildning f : R* — R* er givet ved matricen

1 00 -3
2 30 3
A=1 5 1 9 3
0 00 4

a. Gor rede for, at ker f har dimensionen 0.

b. Bestem egenvaerdier og egenvektorer for A.

c¢. Angiv en basis for R* i hvilken den til A hgrende homomorfi repraesenteres ved en

diagonalmatrix, og angiv en sadan diagonalmatrix.

30. I vektorrummet R? er givet de linezert uafheengige vektorer

1 1 0
a = 1 ) Q: -1 y C= 1
1 0 1

En endomorfi f : R®* — R? er fastlagt ved
fla)=0b, fb)=a, fld=c
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a. Opskriv den matrix der repraesenterer f i basen (a, b, ¢).

b. Gor rede for at f er diagonaliserbar.

c. Find den matrix der repraesenterer f i den naturlige basis for R®.
31. Find i det euklidiske vektorrum R* en ortonormalbasis for lgsningsrummet til lig-
ningssystemet:

3271-.172-333"‘.274 =0

1+ 209 —3x3 — x4 =

32. Find i hvert af fglgende to tilfeelde ortogonalprojektionen af x pa underrummet U:

a.
1
3
T = -1 ) U: Spal {Q17Q2}7
3
hvor
1 5
—1 1
a; = 1 ; do = _3
1 3
b.
2
2
z=| _| |, U= span{a, a0},
1
hvor
1 —1 1
_ —1 2 10
ay = 1 , a2 3 , a3z = 5
1 1 3

33. I det euklidiske vektorrum R? er der givet vektorerne
Ql = (]'7 _172)7 QQ - (17272)7 £: (27 ]-72)
a. Gor rede for, at a; og as er linezert uafhengige.

b. Find ortogonalprojektionen af x pa underrummet U = span {a;,as}.
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c. Ortonormer saettet aq, as til en ortonormalbasis by, by for U.

d. Suppler by, b, op til en ortonormalbasis by, by, b for R?.

34. Lad f : R®* — R?® vaere den linezere afbildning som er knyttet til matricen

2v2

4
§O3
4:020
0 3

= 22

3
a. Find dimensionen af f(R?), og angiv en basis for f(R?).
b. Find dimensionen af ker f, og find en basis for ker f.

c. Begrund, at der findes en ortonormalbasis (a1, as, as) som diagonaliserer f, og find
en sadan.

d. Angiv en diagonalmatrix D og en ortogonal matrix 7" siledes at D = TAT™.

35. En lineser afbildning f : R* — R? er givet ved matricen

0 5 —4 -2
-5 0 =2 4
4 2 0 -4
2 -4 4 0

a. Find kernen ker f for f, og eftervis at dimensionen af ker f er 2.
b. Find en ortonormalbasis a;, as for ker f.

c. Suppler den fundne ortonormalbasis ai, as op til en basis for R* ved at udveelge
to passende vektorer fra den naturlige basis ey, ez, €3, €4 i R*.

d. Ortonormer den i punkt c. fundne basis for R? til en ortonormalbasis for R?.

e. Find ortogonalprojektionen af

18
I
ORI

pa ker f og pa (ker f)*.
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1. Idet
2 -3 0
L = =7 Y= 0 y &= i)
1 4 -8

skal man beregne
a. 3z — 4y.
b. 2z + 3y — 5z

c.z-y z-(z2+y).

2. Find de reelle tal z, y og z, nar

1 1 1 2
x|l | +y 1] +2]0] =] -3
1 0 0 4

1 2

a. r = kEl, y=1| -5
-3 - 4

2 6

3k -1

b.z=| -4 |, y= 3
1 B 7

5 2k

4. De linezere afbildninger f,¢: R* — R? hgrer til matricerne

1 -1 0 2 =2 1
A=11 01 hhv. B = 1 -2 1
B 1 2 2 a -2 3 -1
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1 2 0 1
Bestem f O], f|1]ogg|O0],g]1
0 0 1 1

5. Gor i hvert af fglgende tilfeelde rede for, at den angivne afbildning f er lineser, idet
den tilhgrende matrix angives:

L1 L2
b. f D) = T3
xT3 T

6. Der er givet en linezer afbildning f : R* — R? med den egenskab, at

-3 3
0-(3) =0
0 9
Find matricen A for f.

7. Lad afbildningerne f : R* — R? og g : R® — R? vaere givet ved
I
X1+ Ty — Ty
i) .
/ = L2 — T4

T3
- 331+$2+333+£E4
4

08

X
g 2 X1+ X9 + T3

xy
B (x% + 23 + :cg)
€3

a. Gor rede for, at f er lineser idet den tilhgrende matrix angives.

b. Gor rede for, at g ikke er lineeer. (Vink: Benyt Seetning 1.3.9).

8. Findes der en linezer afbildning f : R* — R? saledes at

2

2 - 1
1 1 2
1 2 -1 -2 0 1
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9. Angiv samtlige linesere afbildninger f : R* — R? med den egenskab, at

0
1 0
)= )- )

ved at angive de tilhgrende matricer.
10. Idet aq,as er vektorer i R" og by, by er vektorer i R™ defineres en afbildning f :
R" — R™ ved
f(@) = (a1 - 2)br + (a2 - 2)bo.
a. Gor rede for at f opfylder linearitstsbetingelserne L1 og 1.2, og at f er lineser.
b. Idet nu

skal man opskrive matricen for f.

11. Der er givet tre matricer

1 0 10 3 -9
a={oa o) s={ 0 o) e=(; 1)
B 00 1 B -1 3 a
Udregn matrixprodukterne AB, CA, BC, CB, CBC.

12. Betragt matricerne

a. Hvilke matrixprodukter XY kan dannes, hvor X og Y er en af matricerne A, B
eller C'? o - -

b. Udregn alle sadanne matrixprodukter.

13. Udregn fglgende matrixprodukter

1 2 3)

W N =
o
o

W N =
—~
—
[\
w
~—
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14. Lgs matrixligningerne

@ (7 5)x= (o
(5 o) %= (o )

Bestem altsa for hver matrixligning meengden af matricer X, der opfylder ligningen.

)
o w
N————
—~
S
N—
N
— o
o
N————
Il <
I
w O =

N O OO

O N
o W
~__
=
R
o O
O =
~—____
[
I
N\
O =

15. Denne gvelse viser, at multiplikationen af reelle tal har nogle egenskaber som ikke
deles af matrixmultiplikation. Kommenter i hvert tilfselde resultatet set i lyset af de

reelle tals egenskaber:
2 1 10
4—(—1 o) Ogl?—(s 1>

skal man udregne AB og BA.

a. Idet

b. Idet

skal man udregne AB.

c. Idet

skal man udregne 42.

d. Idet

(S
Il
AN

DO [0 [ =

skal man udregne 42.

e. Idet

[
I
7N
)
O =
N

skal man udregne 42.
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16. Idet f: R" — R™ er en lineaer afbildning skal man ggre rede for, at
a. f(Az+py) = M(z) +puf(y) for z,y € R", A, € R.

b. f(Mz1+Aeza+As3x3) = A f(z1) +Aaf (22) F Asf(z3) for 21, 2o, 25 € R™, A1, Ao, A3 €
R.

c. fazi+- -+ ar) = Af(z)+- -+ e f(zg) foray, -,z € R", A, -+, A € R

17. Udregn folgende to matrixprodukter, idet der redeggres for den anvendte strategi:

17 231 100 23 546 0 0 00
91 640 77 —-19 -34 1 000
—11 1003 1 22 1001 O 0 01
0 00 670 546 45 17 231 100
010 1 0 0 91 640 77
0 00O 22 1001 99 —11 1003 1
18. Idet
1 11
b (37) m-( e (b3
B B B 0 0 3

skal man udregne
a. 427 437 42437 45‘
b. BY.
c. g?’.
19. Afggr i hvert af folgende tilfselde om den angivne afbildning f er injektiv, surjektiv,

bijektiv, og angiv billedmaengden ved f. I de tilfelde hvor den angivne afbildning er
bijektiv, skal man angive den omvendte afbildning.

a. f:R—R, f(z) =22

b. f:R—R, f(z) = 2®

c. f:R—=R, f(z)=2%— 22,
() = e® — e,

f
d. f:R—=R, f(x)
f

e. f:R\{0} =R, f(z)=1.
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¢ f:R\{0} = R\ {0}, f(z) = ;.

. f:R2 =R, f(z,y) = zy.

g [:R*=R? f(z,y) = (x+y,x—y)
h. f:R2—>R2 f(z,y) = (y + 22,1 — 2).

i. f:R> =R f(z,y) = (2 + % 2% — y?).

20. Der er givet en afbildning ¢ : R* — R? ved

u—+v
0- (4
v U+ 2v

og en afbildning h : R®* — R? ved
L Z _ (m —i—y)
. y+z)°
a. Gor rede for, at g er injektiv men ikke surjektiv.
b. Gor rede for, at h er surjektiv men ikke injektiv.
c. Gor rede for, at g og h er linesere afbildninger, idet de tilsvarende matricer anfgres.

d. Ggr rede for, at de sammensatte afbildninger g o h og h o g er linezre og anfgr de
tilsvarende matricer.

21. Lad X, Y og Z veere maengder, oglad f: X — Y og g: Y — Z veere afbildninger.
a. Gor rede for, at hvis f og g er injektive, da er ogsa g o f injektiv.

b. Gor rede for, at hvis f og g er surjektive, da er ogsa g o f surjektiv.

c. Gor rede for, at hvis f og g er bijektive, da er ogsa g o f bijektiv, og (go f)™! =
fltog™h

d. Gor rede for, at hvis g o f er injektiv, da er ogsa f injektiv.

e. Gor rede for, at hvis g o f er surjektiv, da er ogsa g surjektiv.
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22. Gor rede for, at den linesere afbildning f : R* — R? som er givet ved

L L
f T o T+ X2
T3 - T+ T2+ X3
Ty 1+ X2+ 23+ x4

er bijektiv, og find matricen for den omvendte afbildning.

23. De linezre afbildninger f, ¢ : R* — R? er givet ved

T T+ T2 T 1+ X9 + 21’3
flo| =2tz ], glx] = To + X3
I3 T+ X3 XT3 T+ x3

a. Gor rede for, at f er bijektiv, og at g ikke er bijektiv.
b. Angiv den inverse afbildning til f.

c. Angiv matricerne for f, f=1.

24. Givet matricerne

(0 2 1 1 01 1 00
44_§0—23,45_3—10,46_3—10,
- 8 —2 —1 - 2 20 - 2 20

1 -1
2 1 —1
A7(111)’A8(1 1

0 -1 '
= F).

For hvilke veerdier af i og j er A; = fl]_l ? (Undersgg om A;A;

[Mey

25. Der er givet matricen

-1 -19 10
c= 1 6 -2
- 1 11 -5

Eftervis, at Q‘S = F, og gor rede for at dette medfgrer, at C' er reguleer med Q’_l = Q’Q.

26. Der er givet matricerne

1 2 cost —sint
_<3 4>’§_<sint cost)’tER'

[N
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a. Find determinanten og den inverse matrix til hver af matricerne A og B.
b. Find den inverse til hver af afbildningerne f, ¢ : R* — R?, hvor
f T\ T + 225 x1\ [ ricost— xgsint
xo) \ 3wy +4xy )7 g x9) \ xysint+axzycost )
c. Bestem {12, @2 og 1_33. (Vedrgrende @2, @3: Benyt additionsformlerne

cos(u+v) = cosucosv — sinusinv

sin(u +v) = sinwcosv + cosusinv.)

27. Afger om fglgende er rigtigt eller forkert:

a. Nar AB og BA begge eksisterer er bade A og B kvadratiske.

b. A(BC) = (A

e. Hvis A er reguleer og AB er reguleer, sa er B reguleer.

28. Der er givet matricen

[
I

w O O
|
[\]

O ==

0 0

Gor rede for, at den til A hgrende linezre afbildning f er bijektiv, og find f —1. Find
herved 4_1.

29. Der er givet matricen

0 0 X
A={0 X 0
-\ oo

Undersgg hvornar den til A hgrende linezere afbildning er bijektiv, og find i de fundne
tilfeelde f~1. Gor herefter rede for, hvornar A er reguleer, og find i de fundne tilfeelde
AL
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30. Der er givet tre matricer

1 0 10 3 -9
A= 01 0|, B= 00,@2(8%8)
a 00 1 B -1 3 B
Opskriv de transponerede matricer til A, B og C.
31. Der er givet matricen
2 5
A= -1 1
B 27

I 5]
fo = (21).
Ggr rede for, at f er lineser idet den tilhgrende matrix opskrives.

32. Der er givet en 3 X 2-matrix él Idet aq,as betegner sgjlevektorerne i 4 defineres

afbildningen f : R® — R? ved
N 4]
flz) = (E'Qz) :

a. Gor rede for, at f er lineser idet den tilhgrende matrix opskrives.

b. Der er nu yderligere givet en 3 x 2-matrix B med sgjlevektorer by, bs. Afbildningen
h: R?® — R? defineres ved

h(z) = (z-a1)bi + (2 - a2)bo.

Gor rede for, at h er linezr og find den tilhgrende matrix. (Vink: Afbildningen h
kan opfattes som den sammensatte afbildning go f, hvor g er den lineaere afbildning
der hgrer til B).

33. Lad fl veaere 2 X 3-matricen

Udregn matricerne élélt og ziltél

34. Lad A veere en m x n-matrix. Gor rede for, at f_ltzil er en symmetrisk n X n-matrix,

og at ébﬁlt er en symmetrisk m X m-matrix.
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35. Der er givet den symmetriske matrix

(e
I

(1)
- )

og den symmetriske matrix

I3

Undersgg under hvilke betingelser matricen AB er symmetrisk.

36. Omform ved hjalp af reekkeoperationer matricen

1 -2 3 2 1 10
2 -4 8 3 10 7
3 —6 10 6 5 27

til en trappematrix.

37. Omform ved hjalp af reekkeoperationer matricen

121 4
3 8 7 20
2 79 23

til en reduceret trappematrix.

Ovelsesopgaver

38. Hvad sker der, nar man ganger en 4 x 4-matrix foran hhv. bagved med en af matri-

cerne
10 00 1000 cgc 0 0
0010 010 ¢ 0 ¢ O
01 001710010 0O 0 cs
0001 0001 0 0 O
39. Logs fglgende 3 linesere ligningssystemer:
a.
2$1—$2+$3 = 3
—$1+2ZE2+4ZE3 = 6 .
131+ZE2+5ZE3 =9
b.
2$1—$2+$3 = 4

—x1 + 229 + 423
T+ o +5£E3 =9

o O O
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21]1 — To + 2x3 =
—x1 + 229 + 423
T+ X9 + 5.273 =9

I
SN

40. Lgs det lineaere ligningssystem

r1—xo+2x3+24 = 1
—4dxy —bxog+ T3 — Ty = =T .

201 + 219 — 23+ 324 = 3

—x1 — 529+ 8x3—3x4 = —3

41. Lgs det lineaere ligningssystem

T+y+2z =
2 —y+4z =
r+3y—2z =
—3r—-2y+z =

S W o W

42. Vis, at ligningssystemet

rT+y—z = 2
2e+y+z =
r+2z2 = 3

ikke har nogen lgsning (z,y, z) hvis a # 5, men derimod uendeligt mange lgsninger hvis
a = 5, idet disse angives.

43. Lgs det lineaere ligningssystem

21]1 + 4$2 — T3 — 2134 + 2$5 = 6
1+ 30+ 223 —Taxa+3x5 = 9.
5$1 + 8$2 - 7133 + 6134 +x5 = 4

44. Der er givet to matricer

O N =
—= ot W
S =
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0g
1 000
0100
2010
03 01

Gor rede for, at begge matricer er reguleere og find deres inverse.

45. Undersgg hvilke af fglgende matricer der er reguleaere:

1 2 3 1 2 =3
11 2], 1 -2 11,

01 2 5 =2 -3
11 11 1 1 11
13 1 2 1 2 -1 2
12 -1 1 |’ 1 -1 21
59 16 1 3 3 2

46. En afbildning f : R* — R? er givet ved
1 T1 + 529 + x3
flaz| = 211 4 Dy
T3 21’1 + 71’2 + 3

Gor rede for, at f er lineser og undersgg, om f er bijektiv. Find i givet fald f~!, idet
dennes matrix angives.

47. Om en linezer afbildning f : R* — R® med matrix X vides, at

1 3 3 4 4 1
fl121=15], fl5l=17], fl7]=12
0 1 1 0 0 0
a. Ggr rede for, at
1 3 4 3 41
X2 5 7|=|5T7 2
“\0 10 100

b. Find X.

c. Gor rede for at X3 = L_?

159



Ovelsesopgaver

48. Betragt matricerne

2 3 1 4 231 1
1101 1100
A=134 1 6| ®B=[3 411
2415 2 4 1 1

(Bemeerk, at a;; = b;; for alle ¢, j, hvor j

< 3). Afggr, om A er invertibel og find zil_l,
hvis A er invertibel. Udfgr det samme for B.

49. Lad A veere en matrix og lad f veere den tilhgrende lineaere afbildning. Ger rede for,
at hvis A indeholder en nulsgjle, da er f ikke injektiv og hvis A indeholder en nulraekke,

daer f ikke surjektiv. Specielt er en matrix, der indeholder en nulraekke eller en nulsgjle
ikke reguleer.

50. Ggr rede for, at en matrix med to ens rackker eller to ens sgjler ikke er reguleer.

51. Der er givet matricerne

10 2 3 0 —4 -2 0 —4
A=102 -1 |, B= L1 1], C= 2 1 1
B 1 3 1 B -1 0 2 B 10 2
Vis ved udregning, at
100 000
AB=13 2 0|, AC=13 20
o 5 3 1 o 5 3 1
Hvad kan heraf sluttes om regularitet af matricerne A, B og C'?
52. Ggr rede for, at hvis blot en af n x n-matricerne Cy, - - -, Cj ikke er reguleer, sa er

produktet Cy - - - Cy heller ikke reguleert.

53. Idet él er matricen

1 -2 3 2 1 10
2 -4 8 3 10 7
3 —6 10 6 5 27

skal man finde en reguleer matrix P, sa PA er en trappematrix. Skriv dernaest P som et

produkt af operationsmatricer.

54. Idet 4 er matricen

1 21 4
3 8 7 20
2 79 23
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skal man finde en regulser matrix P, sa PA er en reduceret trappematrix. Bestem den

inverse matrix til P.

55. Udregn

56. Udregn
. 1 2
“\2 3

1 2
(1
1 2
¢ ly 3

1
ol

[\

5 1 2 -2 3 1 21
‘11,43171\/51
2 01 1 11

57. Find i hvert af folgende tilfeelde antallet af inversioner og fortegnet for den angivne

permutation.

1 2
a g 4

1 2
(L2

w

4 5
2 1)
4 5
5 1)

58. Fremstil i hvert af fglgende tilfaelde den angivne permutation som sammensaetning
af naboombytninger.

1 2
a. | gy

1 2
b (3 5

3
1

3
4

4 5
5 2)
4 5
5 1)

59. Opskriv samtlige permutationer i Sy og S3 og angiv disses fortegn.

60. Vi betragter maengden S; af permutationer af tallene 1,2, 3.
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a. Beskriv afbildningen f : S3 — S3 givet ved f : ¢ — o', idet billedet af hvert
element opskrives. Verificer herved, at afbildningen f er bijektiv.

1 2 3
31 2)°

skal man opskrive afbildningen ¢ : S5 — S3 givet ved g : 0 — o0 o 7, idet billedet
af hvert element opskrives. Verificer herved, at afbildningen g er bijektiv.

b. Idet 7 er permutationen

61. En permutation o, der ombytter to tal ¢ og 7 og lader de gvrige tal urgrte kaldes
en transposition. Der geelder altsa at o(i) = j og o(j) = i medens o(k) = k for k # i,
k# 7.

a. Naboombytninger er transpositioner.

b. Opskriv nogle eksempler pa transpositioner, der ikke er naboombytninger, og find
antallet af inversioner for disse.

c. Gor rede for, at antallet af inversioner i transpositionen o ovenfor er 2(j —i—1)41,
og vis herved, at en transposition altid er ulige.

62. Bestem determinanterne af fglgende matricer:

1 001 1 2 3 4
2 2 2 2 0230
3 3 0 4]’ 0200
4 0 0 8 1 2 4 8
63. Bestem de tal ¢ € R for hvilke matricen
—t 1 1
1 —t 1
1 1 —t

er reguleer.

64. For hvilke veerdier af a har det linesere ligningssystem

ar—y+3z = 0
dr+(a—4)y+6z = 0
r—ay+5z = 0

egentlige lgsninger, dvs. lgsninger (z,y,z) # 0. Angiv for de fundne veerdier af a syste-
mets fuldsteendige 1gsning.

65. Besvar fglgende spgrgsmal:
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a. Hvad kan man sige om veerdien af determinanten af en matrix, der indeholder 2

ens raekker 7

b. Hvad sker der med veerdien af en determinant, nar man skifter fortegn pa alle
elementer i en raekke, og hvad hvis man skifter fortegn pa alle elementer i matricen ?

c. Hvad er forskellen pa en determinant og en matrix ?

o,

66. Er fglgende rigtig eller forkert 7

a.
10 10 10
2 3 2
5 6 7

b.
00
0 b
a d

C.
a 0 0
0 b O
0 0 ¢
0 00

d.
0 0O
0 0 b
0 ¢ 0
d 0 0

67. Vis, at
a’> a 1 bc a 1
> b 1|=|ca b 1
| ab 1
68. Udregn

1 11
=10|2 3 2
5 6 7
= —abc.
0
8 = abcd.
d
a
8 = —abcd.
0
=(a—"0b)(a—c)(b—c).

. Er det rigtigt, at en determinant er # 0, hvis alle elementerne i matricen er # 07

163



Ovelsesopgaver

a.
1 2 3 4
2 3 41
341 2
41 2 3
b.
10 01 O
02 00 O
00 —-10 0
30 01 O
00 00 -1
69. Udregn
a 00 01
0 a 010
005b 00
010 a0
1 00 0 a

70. Find de veerdier af a € R for hvilke matricen givet ved

1 1 2a a
1 a 20 1
é 111 a 2a
1 a a 2a
er reguleer.
71. Givet matricen
—1 2 1
él = 2 10
- 0 -1 2

a. Beregn det A.
b. Ger rede for at A er reguleer.

c. Anvend Cramers formel til at lgse ligningssystemet AX = B, hvor

I &
Il
N O =
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72. Givet matricen

[
Il

O ~+

~ = ok

[ )

a. Beregn det A.
b. Gor rede for, at A er reguleer for alle veerdier af ¢ pa naer + \/g )

¢. Anvend Cramers formel til for hvert ¢ pa neer 4+ \/g at lgse ligningssystemet AX =

B, hvor

¢

5= 0

= \¢

73. Lad

11 2 3 4000
0245 530 0
A=10036| ®%8=167 20
000 4 $ 90 1

a. Udregn det(AB).

b. Udregn det(AB™1).

74. Lad A = (@jj)nn veere en n x n-matrix. Med —A betegnes matricen (—aij)nn-

a. Gor rede for, at det(—A) = (—1)" det A.

Matricen A kaldes skevsymmetrisk hvis f_lt = —A.

b. Gor rede for, at hvis A er skaevsymmetrisk og reguler, da er n lige.

75. Find den inverse til matricen

35 2
A= -2 3 —
- \-50 -5

ved hjeelp af determinantformlen for invers matrix.
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76. For ethvert ¢ € R betragtes matricen:

1 2 1
é*: 1 c+1 1
B 1 2 c+1

Bestem de veerdier af ¢, for hvilke S er invertibel og bestem §_1 for disse veerdier af c.

77. Udregn determinanten

1 2 =3 4
—4 2 1 3
1 0 0 =3
2 0 =2 3
78. Udregn determinanten
0 a 0 b
—a 0 b 0
0 —-b 0 a
b 0 —a O
79. Udregn fplgende determinanter
21 00
2 1 ? ; (1) 1 210
1 21’ 01 9 ’ 0121
001 2
80. Udregn
l1+a -1 -1 1—-a
1 1+a 1—a 1
1 l1—a 14+a 1
1—a -1 -1 1+4a
81. Find de veerdier af A € R for hvilke
1—A 1 1 0
0 1—X 1 1 _ 0
1 0 1—A 1 e
1 1 0 1—A
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82. Angiv for hver veerdi af a den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet:

r1+2x+3x3—24 = 5
T+ 31y — 223 = —6
3x14+ Ty +4x3 — 224 = 4
To—0r3+ T4 = @
83. Der er givet matricerne

1 2 -1 1 -2 3
f_l = -2 0 3 , 1_3 =13 0 -1
B 10 1 h 2 1 2

a. Gor rede for, at A er reguleer og find zil_l.

b. Gor rede for, at der findes netop en Igsning til matrixligningen

AXAT =B
og find denne.
84. Givet matricen
0 a 0O
a 0 a O
M= 0 a0 af’
0 0 a O
hvor a € R, a # 0. Find ]\_4_1.
85. Der er givet matricerne
0 11 a 0 0
A=(11 -1 0|, B=|0a 0
B 1 01 B 0 01

Find de veerdier af a for hvilke matrixligningen
AX =B
har en lgsning, og lgs ligningen for disse veerdier af a.

86. Gor rede for, at matricen

IS
=
ISEES]
w

s
I
OO =
— N

O =
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er reguleer, og find 4_1.

Idet
1 by b3
B=10 1 b
B 0 0 1
skal man beregne
ABA™'B™
87. Lad V veere et vektorrum, og lad ay,--- ,a, veere vektorer i V. Idet afbildningen
f:R"™ — V defineres
T
f = 2101 + -+ Tpln,
Ty

skal man ggre rede for, at f er linezer ved at vise at f opfylder L1 og L2.

88. Lad U og V veere vektorrum. Idet f: U — V er en lineger afbildning skal man ggre
rede for, at

a. f(Az+py) = Af(z) +pf(y) forz,y €U, A, peR.
b. f(Mz1+Aozot+Aszs) = A f(z1)+ Ao f (22)+A3(x3) for 21, 20, 23 € U, A1, Ao, A3 € R.

c. fvzi+-+Mezr) =AM f(xy) 4+ -+ e f(zg) forzg, -,z €U, Ay, -+, A\ € R

89. Lad V vere et vektorrum. Ggr rede for, at fglgende er rigtigt:
a. Der findes kun én nulvektor i V.
b. For hver vektor z € V findes der kun én vektor y € V, sa r + y=o.
c. For hver vektor z € V er Oz = o.
d. For hvert A € R er Ao = o.
e. Hvisxt+y=zerz=2z2—y.
Der er nu givet yderligere et vektorrum U.

f. Gor rede for, at hvis f : U — V er en linezer afbildning da er f(o) = o.
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90. Lad V' = Mj, veere maengden af 2 X 2-matricer udstyret med den i noterne angivne
multiplikation med skalarer og addition.
a. Eftervis, at V er et vektorrum.

b. IV er der givet vektorerne

(21 - -1 2
=1 4) B27 2 -1 )
Find de vektorer z og y i V for hvilke

x+2y=a og 2z—y=">.

91. For ethvert ¢ € R er der i vektorrummet R? givet vektorseettet
Q1:(17071)7 Q2:(07C70)7 Q3:(x7071)'
Bestem de vaerdier af ¢, for hvilke dette saet er en basis i R.

92. Lad V veere meengden af 2-talsgjler R%. Gor i hvert af folgende tilfeelde rede for,
at V' ikke er et vektorrum med hensyn til den angivne multiplikation med skalarer og
addition.

w () ()= () ()= ()
T2 Y2 To + Y2 ) D)
s () ()= () () - G)
T2 Y2 T2 T2 ATy
x (7 T1+ T ANy
() ()= () () G)
93. Undersgg i hvert af folgende tilfelde om den angivne meengde er et underrum i R*.
a. Maengden af alle vektorer hvis forstekoordinat er et helt tal.
b. Meangden af alle vektorer hvis fgrstekoordinat er lig nul.

c. Maengden af alle vektorer hvori mindst en af de to forste koordinater er nul.

d. Maengden af alle vektorer hvori de fgrste to koordinater tilfredsstiller ligningen
T+ 2x9 = 0.

e. Maengden af vektorer hvori de to forste koordinater tilfredsstiller ligningen x; +
2I2 =1.
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94. Undersgg om vektorsaettet
a =(0,1,1,1), ay=(1,0,1,1), a3=(1,1,0,1), a4=(1,1,1,0)
udgoer en basis i R*.

95. Undersgg i hvert af fglgende tilfeelde om det angivne vektorsaet er linesert atheengigt,
linesert uafhaengigt, eller udger en basis i R

a. ap = (]-7 170)7 as = (]-7 17 ]-)
b. ay =(1,0,0), as=(-1,1,0), a3=(0,—1,0).
C. a1 = (17070)7 as = (]-7 170)7 as = (17 ]-7 1)

96. Lad V vare et vektorrum og lad U veere et underrum i V. Gor rede for, at
a. Az +puy €U forz,y €U, \,u€R.
b. AMx1 + Xoxo + A3x3 € U for x1, 29,23 € U, A, A2, A3 € R..
c. Mx1+ -+ M €U foray, - -,z €U, A\, -+, € R.
Antag nu yderligere, at M er en delmaengde af U.
d. Ggr rede for, at hvis M C U da er span M C U.

e. Gor rede for, at M er et underrum netop hvis span M = M.

97. Lad der vaere givet et ligningssystem

1121+ + ATy = 0

amlxl—i_"'—i_amnxnzo-
Gor rede for, at meengden af lgsninger x = (21, -+ ,x,) til dette ligningssystem udger
et underrum i R".
98. Find en basis for lgsningsrummet til ligningssystemet
331—|-3333—334—|-£E5 =0
T3 — x4 —Dx5 = 0.
£1+$2—l’3+21}4+6l’5 =0

99. Undersgg i hvert af fglgende tilfzelde om det angivne vektorseet er linesert afhaen-
gigt, linesert uafheengigt, eller udger en basis i R*. T de tilfeelde hvor seettet er linesert
athaengigt skal man angive en af vektorerne som linearkombination af de gvrige.
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1 1 4 0
a. ay = é, Qs = 8, as = g, a4 = ;
1 2 6 1
1 1 0
b.a; = 1 S 8, as = (1)
1 2 2
1 2 3 2
C. a1 = 1, Qs = ?, as = é, a4 = 1
1 2 1 1
4 6 2
d. a1 = _? y Q2 = _g y a3 = _il))
3 1 )

100. Lad f : U — V veere en homomorfi fra vektorrummet U ind i vektorrummet V.
Lad b € V og lad L veere maengden

L={zeU]| f(z) =1}

Gor rede for, at L ikke er et underrum nar b # o.

Lad zy € U veere en vektor og antag, at f(zg) = b. Idet K betegner kernen for f skal
man ggre rede for, at hvis z € U ogsa opfylder f(z) = b, da findes der en vektor y € K,
sa x = 2o + y. (Dette resultat kan kort udtrykkes saledes: L = x¢ + K.) B

101. Graden af et polynomium
flx)=ax+ - +az", x€R,

i Pol (R) er det storste tal j sa a; # 0. Lad forn =0, 1,2, - - - Pol ,(R) betegne meengden
af polynomier af grad hgjst n.

a. Vis, at Pol ,,(R) er et underrum i Pol (R).
b. Vis, at afbildningen ¢ : R"*!' — Pol ,,(R) givet ved

Qo
OB BRI

Qn

hvor
f(z) =ap+arx+ -+ a,z”,

er en isomorfi. Hvad er dimensionen af Pol ,,(R)?
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c. Gor rede for, at polynomierne z7, j = 0,1,--- ,n er en basis for Pol ,(R).

d. Vis, at maengden af polynomier af grad lig med n ikke er et underrum i Pol (R).

a=(3 1)

4% € span (B, A),

102. Lad fl vaere matricen

Vis ved udregning, at

idet £ betegner 2 x 2-enhedsmatricen. (Vi arbejder her i vektorrummet My 5.) Skriv 42

som linearkombination af £ og A.

103. Underrummet U i R® udspeendes af

(]‘717 )
= (1,4, 5,1,3)
=(3,2,5,2,2),
=(2,-2,10,1,-1),

dvs. U = span (a1, as, a3, aa).
Find et delsaet af a1, as, a3, as der er en basis for U, og skriv de gvrige vektorer som
en linearkombination af vektorer fra den fundne basis.

104. I R* er der givet vektorerne

= (1,0,-1,1),
(0,1,2, 1),
= (2,1,0,1),
=(1,1,1,0),
=(3,2,1,1).

Bestem en basis for U = span (ai, - - ,a5) der indeholder a; og as. Bestem dernzest en
basis for U, der indeholder a3 og a4. Skriv i begge tilfaelde hver af vektorerne aq,--- , as
som linearkombination af de fundne basisvektorer.

105. Lad V veere et vektorrum.

a. Vis, at hvis Uy, Uy er underrum i V', da er ogsa
U=UnNU,

et underrum.
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b. Vis, at hvis Uy, -+ ,U, er underrum i V, da er ogsa
U=Un---NnU,
et underrum.
106. Idet U; og U; er underrum i vektorrummet V' defineres summen Uy, + Uy af Uy og

U; som mangden
U1+U2:{£+Q|QEU1; QEUQ}-

a. Gor rede for, at U; 4+ Us er et underrum i V.

b. Idet (ai, - ,am) er et frembringersaet for Uy og (by,- -+ ,by,) er et frembringersaet
for U, skal man ggre rede for, at (a1, ,am, b1, -+ ,b,) er et frembringersaet for
U +Us.
Lad nu U, veere underrummet i R* frembragt af vektorerne
1 1
|2 | -1
Ql - 1 ) QQ - _1 I
1 1

og lad U, veere underrummet i R* frembragt af vektorerne

1 1
5 1
bl - 3 ) b? - O
1 -1
c. Bestem en basis for U; + U,.
d. Bestem en basis for U; N U,.
107. I R? er der givet vektorerne
1 0 1 0
a; = 0 ) Qa2 = 0 ) as = 1 ) a4 = 1
1 0 1 0

Angiv samtlige maksimalt linesert uafhaengige seet af vektorer fra meengden {ay, as, as, a4 }-

108. I R? er der givet vektorerne

1 0 1 0 1 1
0 0 1 1 0 0
a; = -1 , Ao = 0 , a3 = -1 , A4 = 0 , 5 = 1 , A = 0
0 0 1 1 0 0
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Angiv samtlige maksimalt linesert uathasengige seet af vektorer fra maengden
{a1, a2, a3, as, as, as}-

109.

110.

111.

174

Der er givet folgende vektorer i R:

= (1,1,0,0,0),
=(0,1,1,0,0),
=(0,0,1,1,0),
= (=1,0,0,1,0),
=(0,0,-1,0,1).

Gor rede for, at (ay,as, as, as, as) er en basis for R.

Udregn projektionen af
x=(2,0,0,0,1)

pa span (aj,as) langs span (as, a4, as). Projektionen angives som linearkombina-
tion af vektorerne a; og as, og udregnes derefter som talszet i R®.

I R* er der givet vektorerne

_ o O =
O~ — O

Gor rede for, at U; = span (ai, as) er et to-dimensionalt underrum.

Find et underrum U, i R* der er komplementeert til Uy. (Vink: Som Us kan man
bruge underrummet udspaendt af passende valgte vektorer fra den naturlige basis.)

I R* er der givet vektorerne

1 3 2

—1 —2 —1

a; = 1 , Qo = 9 , a3 = 1
2 4 2

Find en basis for U; = span (a1, as, as).

Find et underrum U, i R* der er komplementeert til U;.
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c. Find projektionen af

15
Il

pa Uy langs Uy .

112. Undersgg om de to vektorer
ay = <1a0717071a0)7 Q2:<07171a1717_1)
udspeender samme underrum i R® som de to vektorer

bl = (47 _57 _17 _57 _175)7 92 = (_3727 _]-727 _17 _2)

113. Bestem rangen af fglgende matricer:

112
1234 00 0
4‘(0123)’5—213’
2 2 4
10 2 2
c=[101 2], (_):(888),
- \20314) °
1250 100
220011’52812
0012

114. Lad f : R* — R* veere den linezere afbildning der hgrer til matricen

1 -2 1 1
1 -2 1 1

A= 1 -2 -1 5
-1 1 1 =5

a. Bestem rgA.

b. Bestem en basis for ker f.

c. Bestem en basis for f(R*"), altsa for billedet af R* ved f.
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d. Bestem en basis a, as, as, ay for R! og en basis by, by, b3, by for R4, saledes at
f(w1ay + w20 + w303 + 1404) = 101 + -+ - + 22Dy,
hvor r = rgA.

115. Lad U og V veere endeligt dimensionale vektorrum, og lad f : U — V veere en
homomorfi. Der er valgt en basis by, - - , b, for f(U).

a. Ger rede for, at der findes vektorer a;,--- ,a, € U, sa f(a1) =by,---, f(a,) = b,
b. Ggr rede for, at ai,--- ,a, er linezert uathengige.

c. Seet Uy = span (ay, - ,a,), og set Uy = ker f. Gor rede for, at U; og Us er
komplementeere underrum.

116. For ethvert ¢ € R er der givet matricen

to2 2
B={0 1-t 1
-\ 1 1t

a. Bestem for ethvert t € R determinanten det @ )
b. Bestem for ethvert ¢ € R rangen af B.

c. Bestem for ethvert ¢t € R lgsningsmaengden til ligningen

0
BX =10
a 0
d. Bestem for ethvert ¢ € {0, 1,2} lgsningsmangden til ligningen
2

BX = (1
o 1

117. I vektorrummet U = R*, hhv. V = R? betragtes den naturlige basis

1 0 0
(o) () (5)) e (). 00):
0 0 1

samt seettet
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a. Gor rede for at «, hhv. 3 er en basis for U, hhv. V. Denne basis kaldes den nye
basis for U, hhv. V.

1
b. Vektoren u € U har den nye koordinatsgjle | 1| (altsa koordinatsgjlen i basen
1
a). Find u.

c. Bestem koordinattransformationsmatricen .S, hhv. 7', for overgang fra naturlig
basis til ny basis i U, hhv. V.

1 3
d. Bestem nye koordinatsgjler for vektorerne z = [ 1] oga’ = [ 5
1 3

e. Den linegere afbildning f : U — V repraesenteres i de naturlige baser af matricen

13 4
é:<o 2 —1)'

Bestem den matrix zl der repraesenterer f i de nye baser.

f. Bestem vektorerne f(u) og f(z)i V.

g. Bestem disse vektorers nye koordinatsgjler pa to mader (dvs. ved benyttelse af
matricen 1" og ved benyttelse af matricen A).

h. Den linezre afbildning g : U — V repraesenteres i de nye baser af matricen
14 18 5
8 6 9 /)

Bestem den matrix B, der repreaesenterer g i de naturlige baser.

118. En linezer afbildning (homomorfi) f : R*> — R? er givet ved matricen

a-(19)

(dette er altsa matricen for f hgrende til den naturlige basis), og vektorerne a; og aq er

givet ved
a; = (172)7 as = (271)

a. Vis, at a1, as er en basis for R%.
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b. Find matricen for f med hensyn til basen ai, as.

119. Lad f : R® — R? veere en linezer afbildning, og lad vektorerne by, bo, by veere givet

ved
bl: (_17171)7 92: (1707_1)7 b3: (07171)

a. Vis, at by, be, b3 udger en basis i R3.

b. Det vides, at den linesere afbildning f har matricen
1 01
110
-1 21
m.h.t. basen by, bs, b3. Find matricen for f m.h.t. den naturlige basis ey, es, e3 for
R

120. Lad f : R® — R? veere den linesere afbildning hvis matrix med hensyn til den

naturlige basis er
1 -2 -1
2 0 2
0o 1 1
3
2
-1

723: 1
-1

0
Lad desuden ¢y = (4], 2 =
1
a. Vis, at seettet Q = (¢1, g2, ¢3) udger en basis for RS
b. Udregn f(g;) (i =1,2,3), og bestem dens koordinatsaet med hensyn til Q.

c. Benyt resultatet i (b) til at bestemme matricen for f med hensyn til Q.

d. Find den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet f(z) = ¢1. (Vink: Det er lettest
at udfere regningerne i Q-koordinater).

121. Find i hvert af folgende tilfeelde eventuelle egenveerdier og tilhgrende egenvektorer
for matricen A. Undersgg endvidere om matricen er diagonaliserbar, og find i givet fald

en basis der diagonaliserer matricen, samt en matrix 7, sd TAT ! er en diagonalmatrix.

a3 1) |

a.
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b.
12
4‘(-43)'
C.
11
4‘(-45)'
d
5 -1 -1
A= -1 5 1
=\ 1 s
122. Lad

6 ¢ 12 2
zil:(_t 6) og B=|0 1t =2 ], teR.
- - 00 ¢

Bestem de veerdier af ¢, for hvilke A hhv. B er diagonaliserbare.

123. Find egenveerdier og egenvektorer for matricen

5 -6 12 —18
9 2 _10 3
=19 o 7 _4
0 0 8 -5

124. Afggr i hvert af fglgende tilfeelde, om den angivne matrix er diagonaliserbar, og
find i bekraeftende fald en diagonaliserende koordinattransformationsmatrix:

a.
2 -1
é:<5-4>'
b.
11 -2
A= -1 2 1
B 01 -1
C.
1 -1 -1
A=|1 -1 0
B 1 0 -1
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125. Lad endomorfierne f og ¢ af talrummet R® have matricerne henholdsvis

111 00 1
A= o010 ) ogB=|00 1
- 00 1 - \0o01

med hensyn til den naturlige basis for R%. Find en basis for R® med hensyn til hvilken
matricerne for f og g begge er diagonalmatricer, og opskriv en matrix 7', sa TAT ! og

7_11_37_1_1 begge er diagonalmatricer.

126. Antag, at z er egenvektor for matricen A med tilhgrende egenveerdi A, og at x er
egenvektor for matricen B med tilhgrende egenveerdi p. Gor rede for, at z er egenvektor

for matricerne A + B og_{ll? , og angiv de tilsvarende egenveerdier.

127. Hvert ar optreeder den frygtede MOK-influenza som man har 40% chance for at
fa, idet chancen dog kun er 20% hvis man har haft den aret for.

I en given stor befolkningsgruppe beskrives sundhedstilstanden (hvad angar MOK-
influenzaen) efter n ar ved en sundhedsvektor

P,
):(n - (Nn) )

hvor P, er antallet der far MO@K-influenzaen, og N, er antallet der ikke far MOK-
influenzaen i ar n.

a. Find en matrix él, sa X1 = 4)_(n

b. Gor rede for, at A er diagonaliserbar, og find en reguleer matrix S sa D = SAS -1

er en diagonalmatrix.

c. Udregn ved hjeelp af punkt b. en tilneermet veerdi for Xy, og find hvorledes syg-

domsfordelingen udvikler sig efter et stort antal ar.

128. I R? er der givet vektorerne

3 2
a=11], a=1]1
2 3

Find en ortonormalbasis for underrummet U i R?® udspaendt af a;,as. Udvid dernaest
den fundne ortonormalbasis til en ortonormalbasis for R?.
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129. I R* er der givet vektorerne
2

a; = Qs =

1
1 y W
0

_ O = W
— = O

Find en ortonormalbasis for underrummet U i R* udspeendt af aq, as, az. Udvid dernsest
den fundne ortonormalbasis til en ortonormalbasis for R?.

130. I R? er givet vektorerne
L _Li
0g a9 = ——=
g = 3\/5 1

1
a =5 |2
3 \2
a. Eftervis, at a; og as er ortogonale enhedsvektorer.

b. Find en vektor as, sa a1, as, as er ortogonale enhedsvektorer.
c. Idet é’ er 3 X 3-matricen (Ql as Qg) skal man eftervise, at §t§ = E, dvs. at é’ er

reguleer med é’_l = §t.

d. Bestem koordinaterne af standardenhedsvektorerne med hensyn til basen (a1, as, as).

131. I R? er der givet vektorerne

1 0 8
1 -2 1 1 1 2

ay = 3 y -~ ) as = —F——
a 0 2 7 | o 3 s 9
2 1 —2

a. Eftervis, at ai, as, as er ortogonale enhedsvektorer.
b. Find en vektor a4 sa a1, as, as, as er ortogonale enhedsvektorer.

c. Idet é’ er 4 x 4-matricen (gl as a3 Q4) skal man eftervise, at é’té‘ =FE, dvs. at

S er ;egulaer med §_1 = é’t.

132. Lad M veere folgende delmaengde af R*:

_ o O
O = ==
NN W
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a. Bestem en basis for span M.
b. Bestem en basis for M*.

c. Bestem ortogonale baser for de to ovennaevnte underrum af R?.

133. Er fglgende udsagn sandt ? Et seet bestaende af n indbyrdes vinkelrette egentlige
vektorer i et n-dimensionalt euklidisk vektorrum, er en basis for vektorrummet.

134. Ggr rede for, at hvis S er en ortogonal matrix, sa er det .S enten +1 eller —1.

135. Gor rede for, at hvis S og T' er ortogonale n x n-matricer, da er ST’ ligeledes en

ortogonal n X n-matrix.

136. I det euklidiske vektorrum R? er givet

4 1 1
a=1|5], ai=12]|, a=
2 2 -1

Bestem ortogonalprojektionen af a pa span {a;,as}.

137. I det euklidiske vektorrum R* er givet

5 2 1
B 2 B 1 1
Q - _2 ) Q]. - 1 9 QQ - 3
2 -1 0
Bestem ortogonalprojektionen af a pa span {a;,as}.
138. I det euklidiske vektorrum R* er givet vektoren
-3
y— 5
- 9
3
samt vektorerne
1 2 2
1 | -1 -7
ay = 1 ’ Qo = ) as = -1
1 1 -1

Bestem ortogonalprojektionen af a pa span {aj, as,as}.

139. En linezer afbildning f : R* — R? er givet ved den symmetriske matrix

31 -1
A= 1 3 -1
I e B B
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a. Bestem egenveerdierne for f.

b. Find en ortonormalbasis by, by, by for R? (med hensyn til det seedvanlige skalarpro-
dukt pa R?) bestaende af egenvektorer for f.

c. Find en ortogonal matrix S saledes at SAS™! er en diagonalmatrix, og opskriv

denne diagonalmatrix.

140. En lineser afbildning f : R®> — R er med hensyn til den naturlige basis i R? givet
ved matricen

5 1 1
A=|1 5 -1
- 1 -1 5

a. Bestem en ortonormalbasis by, by, b3 for R? saledes at f i denne basis repraesenteres
ved en diagonalmatrix, og opskriv denne diagonalmatrix.

b. Opskriv koordinattransformationsmatricen for overgang fra den naturlige basis til
basen b1, by, bs.

141. En linezer afbildning f : R* — R? er givet ved matricen

9 -9 —18
c=0 6 0
- 1 -3 0

a. Undersgg om f er diagonaliserbar, og find i givet fald en basis bestaende af egen-
vektorer.

b. Findes der en ortonormalbasis bestaende af egenvektorer ?

142. Der er givet matricen

—a 24+ 2a
é_ (—a 1—|—2a>’

a. Find samtlige egenveerdier for A.

hvor a betegner et givet reelt tal.

b. Find de veerdier af a for hvilke A er diagonaliserbar.

c. Gor rede for, at hvis a = —%, da findes en ortogonal matrix S, sa SAS™! er en

diagonalmatrix, og find en sadan matrix .
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143. Vi betragter en kvadratisk form & ved

T
ko | = a2+ axs + (a+6)23 + 22120 + S8x1203 + 200973,
T3

Bestem de veerdier af a for hvilke k er positivt definit.

144. Lad B veere den symmetriske 4 X 4-matrix til hvilken der svarer den kvadratiske

form
(21,29, 03, 14) = 23 + 25 + 22 + 23 + 20109 + 20125 + 22903 — 20174 — 20974 — 23Ty,
a. Bestem egenrummet Vy C R? svarende til egenveerdien 0 for B.

b. Bestem en basis for V.

c. Diagonaliser B (vink: benyt a. og b.), og afger definitheden af k.

145. Lad B veere en symmetrisk matrix. Ger rede for, at B er negativt definit hvis og
kun hvis —B er positivt definit. Benyt dette samt Saetning 7.5.5 til at indse gyldigheden

af folgende Ildsagn:
B er negativt definit netop hvis der om de ledende underdeterminanter gelder

det B; <0 for ¢ ulige
det B; > 0 for i lige

Undersgg derneest definitheden af matricen

-3 1 2
B=| 1 -2 1
B 2 1 -5

146. Find et eksempel pa en 2x 2 symmetrisk matrix B, hvis ledende underdeterminanter

det By og det By begge er > 0, uden at B er positivtisemideﬁnit.
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1. Find den fuldsteendige lgsning til folgende linezere ligningssystem

x1 + 429 + 323 + 4y
201 + 19 —x3 =
—2r1+x3+214 = —6
31+ x9 — 223+ 2T4 = 6

2. Find den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet

21’1+ZL’2—1’4 =0
3$1—$2+$3—$4 = 0.
201 —x9 —4x3+ 324 = 0

3. Angiv for hver veerdi af a den fuldsteendige lgsning til ligningssystemet:

r1+205+3x35—24 = 5
T+ 32y — 223 = —6
3rx1+ Txg+ 423 — 224 = 4
To—dx3+ T4 = a
4. Der er givet matricen
5 4 =2
A= -8 =7 4
B -4 -4 3

a. Find samtlige egenvaerdier for A.

b. Find en basis for hvert af egenrummene for A.

c. Undersgg, om der findes en reguleer matrix S, siledes at SAS™! er en diagonal-

matrix, og find i givet fald en sadan matrix S.
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5. I talrummet R?* er der givet vektorerne

1 1 0

—1 0 1

a; = 0 ) as = 0 ) as = 1
0 1 —2

a. Gor rede for, at vektorerne ai, as, a3 er linesert uafhengige.

b. Idet R* udstyres med det ssedvanlige skalarprodukt skal man bestemme ortogo-
nalprojektionen af vektoren

—1

0

7

2

pa span (a1, as, az).
6. En homomorfi f : R® — R? er givet ved
T 4x1 + 23 T
f . T2 — 3$2 y T2 < Rd.

T3 r1 + 4$3 T3

a. Opskriv matricen, der repraesenterer f i den naturlige basis for R®.
b. Ggr rede for, at f er diagonaliserbar i en ortonormalbasis.
c. Bestem egenveerdierne for f.

d. Find en ortonormalbasis i R® (med hensyn til det saedvanlige skalarprodukt)
bestaende af egenvektorer for f.

e. Find en egenvektor, der er vinkelret pa vektoren

2
2
1
7. En funktion & : R® — R er givet ved
T
E:fao | — 2021 + 20 +23)* — (21 — 22)? — (22 — 23)%
T3
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a. Gor rede for, at k er en kvadratisk form, og opskriv den tilhgrende symmetriske
matrix B.

b. Bestem antallet af positive og negative karakteristiske rgdder og rangen af B.

8. Find den fuldsteendige lgsning til folgende linezere ligningssystem
ry + 2$3 = 3
21]1 + To + 3$3 = 06
—I1 + r3 = 0
3

Ty + T2+ T3 =

9. Find den fuldsteendige lgsning til folgende linesere ligningssystem
21’1 + To + 3x3

—X1 + T3

6
0
r1+axy+x3 = 4

10. Find den fuldsteendige lgsning til fglgende linesere ligningssystem
2%1 + xo + 3.273 = 6
3131 + 29 + 5$3 =9
3

331—|-.272+333 =

11. Hilbertmatricen

1 1 1
L5 3 "
T S e 1
H(n)=| 2 3 1 ntl | — '
= i+7-1 1<i,j<n
i1 1 .. 1 -
n n+1 n+2 2n—1

Det kan vises, at H(n) er regulaer for n > 1. Endvidere er (det H(n))™" et naturligt
tal som vokser meget hurtigt med n. Derfor benyttes H (n) ofte til at teste programmer
til brug i linezer algebra. Find H(n)™" for n =1,2,3,4.

12. En cyklisk permutation af laeengde p (en p-cykel) er en permutation i S, (n > p),
hvor @4, - -+ ,z, er forskellige tal i {1,2,---,n} og

Ty > Xy = DTyl Ty, Ty T,

og alle gvrige n — p tal er ubergrte. Den skrives kort (zixs---x,).
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a. Vis, at en p-cykel kan fas ved sammensaetning af en (p — 1)-cykel og en 2-cykel.
b. Vis, at

sign (w129 -+ x,) = (—1)P7L.

13. Skriv permutationen
(1234567 89 10
7 \3 65812910 4 7

som sammensaetninger af cykliske permutationer, der ikke bergrer fealles elementer, og
beregn herved fortegnet for o.

14. Fibonaccitallene er defineret ved
f0:O7 f1:17 f2:17 f3:27 f4:37"'

hvor fn,.1 = fn + fno1 for n > 1.
Vis (ved induktion), at

n_ (1IN L (forr [
le —(1 0) _(f? fn—1> for n > 1.

Find en reguleer 2 x 2-matrix S, sa at

géé—lz(é(lJr\/g) 0 >

0 -vH)

Find herved fglgende formel for f,,:
=g (G () - (1(-9))).

1
fr}“ o 5(1 +/5) for n — cc.

Tallet %(1 ++/5) kaldes det gyldne snit, og er kendt fra den europeaeiske kunsthistorie.

Vis, at

15. I vektorrummet V' = Pol 3(R) betragtes den naturlige basis
<617 €2, €3, 64) = (]-7 z, I‘2, xg)'

Vis, at
(1, 0,03, 04) = (1,1 + 2,1+ 2+ 2% 1+ 2+ 2% + 2%)
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ogsa er en basis for V' og angiv koordinattransformationsmatricerne ved basisskift mellem
de to baser.

16. Idet 1 1
cft) = e+, () = (e — e,
er V = span (c(t), s(t)).
Vis, at dimV = 2.
Lad D = %. Vis, at D : V' — V er en linezer afbildning, og angiv den matrix A, der
repraesenterer D i basen (c(t), s(t)).

Find en basis for V' bestaende af egenvektorer for D, og angiv den matrix, der reprae-
senterer D i en sadan basis.
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