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Aflgsningsopgaver Sat 1

Opgave 1

Lad R C X xY veare en relation fra X til Y og betegn med 7 projektionsatbildningen
X xY — Y. Lad A betegne en delmaengde af X og giv et udfgrligt bevis for formlen

(1) R(A) =n(RN(AxY)).

Vejledning. Besvarelsen kan f.eks. se ud som her skitseret: Vi beviser forst inklusionen
“C”. Antag derfor, at y € ---. Af definitionen (se s.---) folger, at der findes = € -- -,
sa ---. Det er nu klart, at (z,y) € ---, hvorfor y € ---, hvilket skulle bevises. Dernzest
bevises inklusionen “2”. Antag, at y € ---. Sa findes et element (a,b) € ---, sa w(a,b) =
y. Samab=--- oga € ---. Det er nu klart, at y € R(a) C ---, ergo ma ---,
hvilket skulle bevises. Da nu begge inklusionerne hgrende til (1) er vist, folger det (af
ekstentionalitetsaksiomet, hvis vi skal vaere mere formelle og henvise til den aksiomatiske
maengdeleere), at (1) geelder.

Bemerkning. Man behgver ikke at fglge denne vejledning, men for at fa hele saettet
godkendt kreeves det, at denne opgave er korrekt besvaret (samt at vaesentlige dele af de
to folgende opgaver er korrekt besvaret).

Opgave 2

I denne opgave far man brug for fglgende udgave af den distributive lov for maengder:

(2) (G Ak>ﬂ<6 Bk> = |J (4 NnBu,).
k=1

k=1 (K1,k2)ENXN

Dette kraeves ikke vist, men kan uden videre benyttes i det fglgende.

(i) Forklar, hvorledes den simple distributive lov
AN(B1UBy) =(ANBy)U(AN By

kan opfattes som et specialtilfeelde af (2).

(ii) Lad & veere en brolegning af delmaengder af grundmaengden X og antag, at £ er
lukket under endelig faellesmaengdedannelse. Lad £* betegne brolaegningen af teellelige
foreningsmaengder af meengder i £. Bevis, at £* er lukket under endelig faellesmeengde-
dannelse. Vejledning. Det er nok at vise, at for alle meengder F og F med E € £* og
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Fe&  vil ENF € &*. For at vise dette udnyttes det givne, hvoraf det fglger, at E kan
skrives som en tellelig foreningsmaengde af meengder i £ og tilsvarende for F'.

I resten af opgaven antages det, at X = R? og at £ bestar af alle kvadrater i R2,
fraregnet siderne. Dvs. &€ bestar af alle delmzengder af R? af formen E =]a, a+§[X]b, b+
d[, hvor a € R, b € R og § € [0,00[ (bemaerk, at for 6 = 0 fas E = (). Dan nu
brolaegningen £* som beskrevet under (ii).

(iii) Bevis, at @ € £* og at R? € £*.

(iv) Bevis, at enhver maengde i £* er aben (jvf. Ovelse 4.8 i UES).

(v) Bevis, at £* netop er brolegningen af alle abne meengder. Bemerkning. Det
kraeves ikke, at man svarer pa dette for at fa godkendt sin besvarelse af saettet.

Opgave 3

Betragt Ny med den saedvanlige ordning.

(i) Indfer den leksikografiske ordning pa Ny x Ny og vis, at Ny x Ny med denne ordning
er en velordning.

(ii) Mlustrér pa en figur (et Ny x Ny-diagram), hvorledes elementerne i Ny x Ny stilles
op i rackkefglge i den leksikografiske ordning.

(iii) Hvilken ordenstype har Ny x Ny i den leksikografiske ordning ? Vejledning. Hermed
menes, at man skal bestemme et ordinaltal o, saledes, at Ng x Ny i den leksikografiske ord-
ning er ordensisomorf med venstreafsnittet V' («); der skal altsa findes en ordensbevarende
bijektion af Ny x Ny paV (). Man kan f.eks. lede efter det sggte o i NM §6.

(iv) Idet “<” betegner den leksikografiske ordning i Ny x Ny (samt den ssedvanlige
ordning i Ny) indfgres en relation R i Ny x Ny ved

(n1,n2)R(ni,n3) < (max(ny, ne) < max(nj,n3))V

[(max(nl,ng) = max(nf,nS)) A ((711,712) < (nf,ng))]

Bevis, at ogsa R er en velordning i Ny x Ny og bestem ordenstypen for denne velordning.

Bemerkning. For spgrgsmalet om godkendelse eller ikke godkendelse af saettet spiller
det ingen rolle, om man besvarer dette sporgsmal. Det er for de ambitigse, der har tid og
lyst. Det er nu ikke seerlig sveert og i KT (beviset for Seetning 4 s. KT3) benyttes denne
konstruktion (i en mere generel udgave, hvor Ny erstattes med en vilkarlig velordnet
maengde — en generelisation, den ambitigse naturligvis er velkommen til at behandle).



