Kgbenhavns Univer sitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet forar 1994

Matematik X

Skriftlig preve, 11. maj 1994 (1 3/4 time).

Opgave 1 (2 point)

Skriv to af maangderne 0, 1,2, 3 og 4 pa “ potensmaengdeform”, dvs. paformen P(x) for en eller
anden maangde x.

Opgave 2 (1+2 = 3 point)

Lad x,y og z vaae mamngder.

(i). Skriv udsagnet z= {x} pa en form, hvori der alene indgar elementaare udsagn af formen
ac< bellera=b (hvor a og b enten er en af mamgderne x,y eller z eller en maangdevariabel) i
kombination med de logiske konnektiver 7,V og A og akvantorenV.

(ii). Skriv dernaest udsagnet x = y pa samme form som naevnt under (i), men helt uden brug af
elementaare udsagn paformen a= b.

Opgave 3 (1+1+1 = 3 point)
For ethvert n € o betegner vi med 7,(®) mangden af n-delmaengder af ©, altsd maangden af
delmaangder med n elementer. Mere formelt:
Pr(w) ={xX|XxC oA X =n}.

(i). Bestem, for ethvert n € o, kardinaliteten | P,(®)| af maangden P, (). (Husk tilfaddet n = 0.
Se eventuelt patilfaddenen = 1 og n = 2, far et generelt resultat udledes).

(i1). Bestem dernaest kardinaliteten af maangden af endelige delmaangder af .

(iii). Bestem til slut kardinaliteten af maangden af uendelige delmaangder af .

Opgave 4 (1+1+1 = 3 point)

| denne opgave ses pa sum af ordinaltal. Der mindes om den rekursive definition indeholdt i de
treligninger: o+ 0= a, a4+ S(Bo) = S(ot+ Po) 0g, for et gramnseordinaltal B, ligningen o+ =
sup{o+7v|y<PB}. (I sidsteligning er en skrivefejl rettet i forhold til det side AM 65 anfarte).
(i). Bevis, a for dleo € ON og ale B € ON, gadder

o+B>B.
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Vegjledning: Brug definitionsligningerne, og far beviset ved induktioni 3.
(ii). Bevis, at for alleo. € ON og dle3 € ON med 3 > 0, gadder
o+B > o.
(iii). Anfar et eksempel, der viser, at man ikke af o, > 0 kan dlutte, at oo+ 3 > P.

Opgave 5 (2 point)

(). Lad (X, <) veae en ordnet maangde. Bevis, a (X, <) er en velordning, hvis og kun hvis
(X, <) er entotal ordning, for hvilken ethvert venstreafsnit er velordnet. (For en vilkarlig ordnet
maangde (X, <) defineres et venstreafsnit som en maangde af formenV (x) = {y € X|y < x} for et
eller andet x € X).

Opgave 6 (2+1+1+4 = 8 point)

Lad o vage et ordinatal > 0. Definér en brolasgning G pa [0, o[ ved for enhver delmaangde
G C [0, 0 at fastsadte felgende:

Ge G&VPReG (Bgranseordinaltal = Iy < B:]y,B] C G),

med andre ord, G € G betyder, at der for ethvert gramseordinaltal B € G findes et “lille”interval
af typen |y, B] (ievrigt = ]y, B + 1[), helt indeholdt i G.

(i). Bevis, at G fastlaggger en topologi pa [0, o/[.

(ii). Bevis, at for oo < m, er G den diskrete topologi pa [0, o]

(iii). Bevis, at for a. > o, er G ikke den diskrete topologi pa [0, o]

Veiledning: {w} er ikke aben.

(iv). Antag nu, at oo = m1, det farste over-tadlelige ordinaltal. Bevis, at enhver strengt voksende
falge pa [0, 1| er konvergent i topologien G, dvs., for enhver falge (X,)n>1 pa [0, 1] med x; <
Xp < --- findes et x < m; sdedes, at x, — x for n — «. Bemagkning: Resultatet gadder ogsa
under den svagere forudsagning, at x; < X < ---, men det kan vage en lettelse at antage, at
X< X< e,



