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Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prave.

Opgaveseettet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der sagseved bedgmmelsen. Alle skrift-
lige hjeelpemidler samt lommeregner uden kommunikatiomkrinma benyttes. Ved vurderingen
laegges der vaegt pd, at resultaterne fremtraeder klart ogsprag at de er begrundede, med
argumenter eller med ngjagtige henvisninger til undemgsmaterialet. Der kan henvises til
leerebogen [S] (Sydseeter, Bind Il), eller til ugesedlerne.

Opgave 1

Betragt differentialligningssystemet,

X =—x2,  y=2xy,

for par af funktionen(x, y) = (x(¢), y(¢)) defineret i et interval omkring= 0.

(a) Angivden fuldsteendige Igsning til ligningssystem¥ink: Bestem den generelle lgsning
x = x(¢) til den farste ligning, og indsaet denne Igsning i den andgnrig.]

(b) Angiv for hvert par af lgsningdrc, y) det maksimale definitionsinterval, som indeholder
t =0.

(c) Bestem det par af Igsninger, som opfyldéd) = % y(0) = 1.

Opgave 2
Betragt falgende differentialligningssystem:

X = f(x.y), flr.y)=y—x2
: hvor
y=g(x,y), g(x,y) =x(x —y+2).
Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfaddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hgor, y) = 0, og de 2 linier hvor
g(x,y) = 0. Angiv med pilesymbolert(_, _t, osv.) fortegnene fat ogy i de omrader,
som planen deles i af kurven og de 2 linier.

(c) Lad D veere omrédet ky-planen bestemt ved > 0,y > x%, x —y +2 > 0.
Lad (x(z), y(t)) veere en lgsningskurve, som opfylder,(at0), y(0)) € D. Vis, at
(x(1), y(t)) € D fort > 0, og undersgg lgsningskurven for> co.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

af df
J(x,y>=(3i; §,’§>,
9x  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.
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Opgave 3

Betragt felgende differensligningssystem, hiva R er et givet tal:
X1 = 3% +ky — 3(=D'K,
Vi+1 = kx; + %}’t + %(‘Dtkt-

(a) For hvilke veerdier ak er differensligningssystemet asymptotisk stabilt?

(b) Vis, at med fglgerne, = (—1)'k’, y, = (=1t fort =0, 1, 2, ... er parret(x;, y;)

en lgsning.
(c) Antag, atk = 1. Bestem den generelle Igsning til det tilhgrende homogegstem.
(d) Antag stadig, at = 1. Bestem den generelle Igsning til differensligningssysit.

*) forr=0,1,2,....

Opgave 4

Betragt fglgende variationsproblem (hvoe R er konstant):
; ! 2 rt . rt 22 1
(mln)/ (2x“ + (4t — 5e"" ) xx + 12" x°)dt, forx(0) =1, ogx(1l) = e5.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Antagi detfelgende, at= 4. Eulerligningen er da ligningei+ 5 — =x = 0. Bestem
den Igsning til Eulerligningen, som opfylder de givne ragtitigelser.

(c) Gar rede for, stadig for = % at funktionen fra (b) lgser variationsproblemet. [Du kan f
have brug for atvise for& r < 1, at|4t—5e%f| < Se%; i gvrigt ma du bruge vurderingen
4
e3 < 3,8]

Opgave 5

Betragt falgende problem om optimal kontrol:
(max) /3(—u —Dx?dt foroO<u <1, % =—-ux? x(0) =3, x(3 fri.
eller, udferligt: ’
maksimer/o3(—u(t) — Dx()?dt for0 < u(t) <1, %(1) = —u()x ()%, x(0) = 3, x(3) fri.

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som lgser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgémaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).
Man kan vise for alle € [0, 3], atx(z) > 0 og atp(r) > —2. Det kraeves ikke bevist, men det
ma bruges i det fglgende.
(b) Vis, at p(r) er strengt voksende pa intervallet B]. Vis, at der hgijst findes én vaerdi
t* € [0, 3], sdp(t*) = —1. Bestem dernaesit), u(t) og p(¢) for ¢t € [¢*, 3].
(c) Bestem derefter veerdieh og funktionernex(t), u(t) og p(t) for aller € [0, 3].
(d) Begrund, at funktionen = u(¢) bestemti (c) er den optimale kontrol.



