Handelshgjskolen i Kgbenhavn
Eksamen ved HA(mat.), maj 2009

Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prave.

Opgaveseettet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der sagseved bedgmmelsen. Alle skrift-
lige hjeelpemidler samt lommeregner uden kommunikatiomkrinma benyttes. Ved vurderingen
laegges der vaegt pd, at resultaterne fremtraeder klart ogsprag at de er begrundede, med
argumenter eller med ngjagtige henvisninger til undemgsmaterialet. Der kan henvises til
leerebogen [S] (Sydseeter, Bind Il), eller til ugesedlerne.

Opgave 1
Betragt felgende differentialligning:

X —x =¢€ — 2sint.

(a) Bestem den generelle Igsning til ligningen.
(b) Bestem den Igsning(z) til ligningen, som opfyldex (0) = 0, x(0) = 0.

Opgave 2
Betragt falgende differentialligningssystem:

x = fx,y), fx,y) =xy,
: hvor
y =g, ), gx,y) =1+x)1—y).
Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hgor, y) = 0, og kurven hvor
g(x,y) = 0. Angiv med pilesymbolert( , _1, osv.) fortegnene fat og y i de omrader,
som planen deles i af de to kurver. [Bemaerk: Hver af de to oy bestar af to kurver.]

(c) Skitser banen for en kurve i planen, der begynajér i%) og hvis forlgb er i overensstem-
melse med fortegnsbestemmelserne i (b).

(d) Lad M < R? betegne delmangden bestemt ved ulighederse0 og 0< y < 1. Lad
(x(1), y(t)) veere enlgsning, defineret for alle: 1o og med(x (1g), y(t9)) € M. Begrund,
at(x(z), y(t)) € M for allet > r9. Hvad sker der med(¢) og y(¢) for t — o0o?

(e) Bestem Jacobi-matricen,

aof f
J(x,y>=(§; g;),
ox  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.
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Opgave 3
Betragt felgende differensligning:
(*)  Xpa— ixg2t+ 20 =9+, r=012....

(a) Bestem den fuldsteendige Igsning til den tilsvarendedgame ligning. [Vink: For alle
komplekse tat geelder:z* — 322+ & = (z — $)2(z + $)2. ]

(b) Bestem en partikulaer Igsning til (*).

(c) Afger om differensligningen er globalt asymptotiskista

(d) Vis, at hvis falgenx; lgser (*), sa er falgen; konvergent. Bestem graenseveerdien.

Opgave 4

Betragt falgende variationsproblem:
1/3
(min)/ (Btxx + 2x% + %xz) dt, forx(0) =1, ogx(%) fri.
0

(a) Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingeksearende til problemet.

(b) Angiv den fuldsteendige Igsning til Eulerligningen.

(c) Bestem den funktiom = x(¢), som lgser Eulerligningen og opfylder betingelserne i
endepunkterne.

(d) Gar rede for, at funktionen fra (c) lgser variationspeotet.

Opgave 5

Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotubenttion:

In4
(max) —x(nd)+ | Be'x +u)dt for0<u <1, ¥x=—x—u, x(0)=1,
0

eller, udfarligt:

In4
maksimer—x(In4)+ | 8e 'x(t)+u@))dtforO< u(t) <1, x(t) = —x()—u(t), x(0) = 1.
0

(a) Antag, at(x, u) er et tilladt par, som Igser problemet. Opstil de betingeksam ifalge
maksimumprincippet geelder for funktionerne= x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den
adjungerede funktion).

(b) Bestem de funktionet, u og p, som opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne.
[Vink: for at bestemmex () og x () ma du vise, at ligningep(tp) = 1 gaelder, hvis og
kun hvistg = In2.]

(c) Begrund, at funktionen = u(zr) bestemt i (b) er den optimale kontrol.



