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Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prave.

Opgaveseettet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der seegte ved bedgmmelsen. Alle
skriftlige hjaelpemidler ertilladt. Lommeregnere og cortgpa er tilladt, dog skal tradlgse modems
eller andre kommunikationsmidler veere deaktiverede uelsamen. Ved vurderingen laegges
der vaegt pa, at resultaterne fremtraeder klart og preecisit, dg er begrundede, med argumenter
eller med ngjagtige henvisninger til undervisningsmateti Der kan henvises til leerebogen [S]
(Sydseeter, Bind I1), eller til ugesedlerne.

Opgave 1

(a) Bestem den generelle Igsning til differentialligninge— % — x = .

(b) Afgar om differentialligningen i (a) er asymptotisk lsila
(c) Bestem den generelle Igsning til diﬁerensligningm—%xﬂrl—%x, =e, t=0,12,....
(d) Afger om differensligningen i (c) er asymptotisk stabil

Opgave 2

Betragt falgende differentialligningssystem:

X = f(x,y), fx,y)=y—x2
) hvor
y=g(x,y), gx,y)=(x+1DH@E—-y).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfiddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurver, dvs kurven hgor, y) = 0, og kurven (de 2
linier) hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymboler( ,t., .1, osv.) fortegnene fat og
y i de omrader, som planen deles i af de to nulkurver.

(c) Lad D veere omradetiy-planen bestemtved > —1,y > x2, y < 4. Lad(xo, yo) vVeere
et punktiD, og lad(x(z), y(¢)) veere lgsningen, som opfylder,@t0), y(0)) = (xo, yo).
Beskriv, for nogle udvalgte punktéxo, yo) i D, Igsningens bana fer> 0.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

o af
J(x,y>=(§; §§>,
9x  dy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveegtspunkterne.
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Opgave 3

Betragt felgende (inhomogene) differentialligningseysthvork € R er et givet tal:

- 1 1 —kt
) X = 2x—|—ky—|-ze ,
y = kx—%y—%e_kt.

(a) For hvilke veerdier ak er systemet asymptotisk stabilt?

(b) Vis, at med funktionerne = e %, y = —e =k er parret(x, y) en lgsning.

(c) Antag, atk = 1. Bestem den generelle lgsning til det tilhgrende homogegstem.

(d) Antag stadig, at = 1. Bestem den generelle Igsning til differentialigningteynet (*).

Opgave 4

Betragt falgende variationsproblem, hvoog b er positive konstanter:
l .
(min)/ e +h¥ gy for x(0) = 0, ogx(1) = 0.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Gar rede for, at en funktiom = x(z), der tilfredsstiller Eulerligningen og de givne
randbetingelser, vil Igse minimeringsopgaven.

(c) Antag, ata = b = 1, hvor Eulerligningen blivek + x = 1. Lgs minimeringsopgaven.

Opgave 5

Betragt falgende problem om optimal kontreldg k er givne positive konstanter):
2
(max) / (uewrk)t — kxekt) dt forO<u <1, x=ue’, x0) =1, x(2)fri.
0
eller, udfarligt:

2
maksimer / (u(@)e" ™" — kx(t)e*) dr for0 < u(r) <1, %(1) = u(r)e™, x(0) = 1, x(2) fri.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par af funktioner, som Igser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgémaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).

(b) Bestem funktionem(z). Begrund, at der findes et tal e [0,2] sdledes, at () = O for
0<t<t*ogu(t) =1forr* <t < 2 (Deter ikke udelukket, at = 0 eller* = 2).

(c) Antag, atk = In 2, og bestem veerdiefi og funktionernex og u.
(d) Begrund, at funktionen = u(¢) bestemt i (c) er den optimale kontrol.



