CBS, Handelshgjskolen i Kgbenhavn
Eksamen ved HA (mat.), maj 2011

Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prove.

Opgavesattet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der veegtes ens ved bedgmmelsen.
Alle skriftlige hjeelpemidler samt lommeregner uden kommunikationsmodul ma benyttes.
Ved vurderingen laegges der vaegt pa, at resultaterne fremtraeder klart og preecist, og at
de er begrundede, med argumenter eller med ngjagtige henvisninger til undervisningsma-
terialet. Der kan henvises til leerebogen [S] (Sydseeter, Bind II), eller til ugesedlerne.

Opgave 1

Der er givet en differentialligning

&+ 20+ 20 = 4t + 4t

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til den homogene ligning.

(b)

(c) Bestem en partikuleer lgsning til den inhomogene ligning.
)

(d) Bestem den lgsning til den inhomogene ligning som opfylder randbetingelserne
xz(0) =0 og #(0) = —2.

Afggr om differentialligningen er globalt assymptotisk stabil.

Opgave 2
Betragt folgende differentialligningssystem:
'j;:f('%?y)a f(x,y):2x2—y,
. hvor
g =yg(z,y), 9(z,y) = x(2r +y —4).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfglgende spgrgsmal.
(a) Angiv koordinaterne for systemets ligevaegtspunkter (=stationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-me&ngder, dvs maengden hvor f(z,y) = 0, og
mengden hvor g(x,y) = 0. Angiv med pilesymboler (L., _1, osv.) fortegnene for
Z og y i de 8 omrader, som planen deles i af disse maengder.

(¢) Lad (x(t),y(t)) betegne den lgsningskurve til differentialligningssystemet, som
opfylder (:U(O), y(O)) = (—1,4). Vis at maengden af punkter i planen, som er givet
ved {(z(t),y(t)) |t > 0} er en begraenset delmaengde af planen.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

or  of
ren= (% &),
ox Oy

og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.
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Opgave 3
Betragt fglgende linezere system af forste ordens differensligninger.

3

Ti41 = 53% — Yt

3
Yt+1 = 2 — §yt -3

(a) Bestem den konstante lgsning z; = a, y; = b til systemet.
(b) Bestem den fuldsteendige lgsning til systemet.

(c) Vis, at hvis folgerne z; og y; lgser systemet, sa er de begge konvergente. Bestem
graensevardierne.

Opgave 4

Betragt folgende variationsproblem:
1
(max)/ (=922 + 4ai — 2% + 18tx) dt, for (0) =0, og x(1) =e®* —e™? + 1.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den lgsning til Eulerligningen som opfylder de givne randbetingelser.

(¢) Gor rede for, at funktionen fra (b) lgser variationsproblemet.

Opgave 5

Betragt folgende problem om optimal kontrol:
V2
(max) / (2tz + (t —2u)dt for 0 <u<2, &= (2—t)u, z(0)=0, z(v/2) fri.
0

(a) Antag, at (x,u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingelser,
som ifglge maksimumprincippet geelder for funktionerne z = x(t), u = u(t) og
p = p(t), hvor p er den adjungerede funktion.

(b) Bestem de funktioner x, u og p, som opfylder betingelserne i (a) og bibetingelserne.
(c) Begrund, at den fundne tilstandsfunktion z(t) lgser maksimeringsproblemet.

Opgavesattet er slut.



