Copenhagen Business School
Eksamen ved HA(mat.), maj 2010

Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prave.

Opgaveseettet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der sagseved bedgmmelsen. Alle skrift-
lige hjeelpemidler samt lommeregner uden kommunikatiomkrinma benyttes. Ved vurderingen
laegges der vaegt pd, at resultaterne fremtraeder klart ogsprag at de er begrundede, med
argumenter eller med ngjagtige henvisninger til undemgsmaterialet. Der kan henvises til
leerebogen [S] (Sydseeter, Bind Il), eller til ugesedlerne.

Opgave 1

(a) Betragt i omradet af X —planen givet ved(z, x) |t > —1 ogx > 0} fglgende differen-
tialligning:
X =—4x?(1+1)3
Bestem den Igsning til ligningen som opfyldg0) = 1.
(b) Betragt i omradet af X —planen givet ved(z, x) |t > —1} falgende differentialligning:
4 4
140 141
Bestem den Igsning til ligningen som opfyldg0) = 1.

X+

Opgave 2
Betragt falgende differentialligningssystem:
X == ) 2 2 —
* fx,y), hvor f,y)=x"+y -1
y =g, y), g, ) =Cc+y+DHx+y—-1D1.

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfddgspargsmal.
(a) Bestem systemets ligeveegtspunkiestationaere tilstande).

(b) Skitser pa en tegning de to nul-kurven, dvs kurven htfar, y) = 0, og de 2 linier hvor
g(x,y) = 0. Angiv med pilesymbolert( , _1, osv.) fortegnene fat og y i de omrader,
som planen deles i af kurven og de 2 linier.

(c) Visatden Ifasningskurv(ec(t), y(t)) til differentialligningssystemet, som opfylder
(x(0), ¥(0)) = (— %, —3), forlgber indenfor enhedcirklen for> O.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

af of
J(x,y>=(§; §§>,
9x  dy
og undersgg stabilitetsforholdene i ligevaegtspunkterne.

23. april 2010/EC-AT Opgaveseettet fortsaettes pa side 2



Copenhagen Business School Side 2
Eksamen ved HA(mat.), maj 2010
Differentialligninger og optimal kontrolteori

Opgave 3

Betragt felgende differensligningssystem:

Xi41 = —X¢ _yt+1’
forr=0,1,2,....

*) 2 5

Vi+1 = 3X: + §)r-
(a) Bestem de to konstante fglgerog y;, der Ilgser systemet (*).
(b) Afgar om systemet (*) er globalt asymptotisk stabilt.

(c) Antag, at faglgerne; og y; l@ser systemet (*). Begrund, at falgerne er konvergente, og
bestem deres greenseveerdier.

(d) Bestem den fuldsteendige lgsning til systemet (*).

Opgave 4

Betragt falgende variationsproblem:
1
(min) / (2x% 4 X% + 2txx 4 4tx + 2x)dt, forx(0) =1, ogx(1) = 2.
0

(a) Opstil Eulerligningen.
(b) Bestem den Igsning til Eulerligningen som opfylder dengirandbetingelser.
(c) Gar rede for, at funktionen fra (b) lgser variationspeotet.

Opgave 5

Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotviendtion:

(max — %x(n)z +/ xsintdt forO<u <1, x =usint, x(0) =0,
0

eller, udferligt:

T
maksimer — %’x(n)z -+ /x(t) sintdt forO < u(r) <1, x(t) = u(r)sint, x(0) =0.
0

Antag, at(x, u) er et tilladt par, som Igser problemet.
(a) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, somgémaksimumprincippet geelder
for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).

(b) Vis, at funktionenx(z) er voksende og gt(¢) er aftagende pa intervallet,[@]. Vis, at
der findes en veerdi med O< t* < 7 sap(t*) = 0.

(c) Bestem derefter funktionerme?) og x(¢) og veerdien™.
(d) Begrund, at funktionen = u(¢) bestemt i (c) er den optimale kontrol.



