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HisLPEMIDLER. Alle saedvanlige hjeelpemidler er tilladt — inklusive lommeregnere.

ANTAL OPGAVER OG VEGTNING. Der er fem opgaver: 1,2,...,5. Hver af disse bestar
af et antal delopgaver: (a), (b),..., som hver vaegtes med 5% :

Opgave nummer 1 2 3 4 5
Antal delopgaver 3 4 3 4 6
Opgavens vaegt ~ 15% 20% 15% 20% 30%

BED@MMELSE. Der laegges veegt pa, at der gives udfgrlige begrundelser, og at der gi-
ves henvisninger, nar der benyttes resultater fra ugesedlerne (angiv nummer), kuglerne
(angiv nummer) eller bogen (dvs. Sydsaeter bind 2; angiv side eller resultatets navn eller
nummer).

REKKEF@LGE OG NY SIDE. Aflevér besvarelsen af de fem opgaver i raeekkefglge: 1,2,... 5.

Start hver opgave pa en ny side. Aflevér besvarelsen af delspgrgsmalene inden for hver
opgave i rackkefglge: (a), (b),....

Med venlig hilsen
Hans—Bjgrn Foxby

Opgaveszttet starter pa nazste side



DIFFERENTIALLIGNINGER OG OPTIMAL KONTROLTEORI Side 2 af 3
Jurt 2001

OPGAVE 1 (15 %).

(a) Los den homogene differentialligning (HL) 2 —3t~'z =0, t > 0.

(b) Lgs den inhomogene differentialligning (IL) 4 — 3t tx = 3t%, t > 0.

(c) Bestem lgsningen z til Bernoulli-ligningen & =tz +t?x72, ¢t >0 med z(1) = 1.
[Benyt gerne resultatet fra (b).]

OPGAVE 2 (20 %). Betragt differentialligningssystemet

&= flz,y) 1 -y
(**) . def 3
y=g(r,y) =2 —y

def (g—i(%y) %('x?y)> )

og Jacobi—matricen

J(z,y) =
= (zy) F(xy)

(a) Skitsér pa en tegning nulpunktsmaengderne F' og G for henholdsvis f(x,y) og g(z,y),
og bestem samtlige ligeveegtspunkter (dvs. ligeveegtstilstande) for (k).

(b) Udfer en faseplananalyse: Markér med pilesymboler pa tegningen fortegn for & og ¢

i de omrader, som F' og G inddeler planen i, og godtggr hvilke punkter, der er ustabile.
(¢) Bestem Jacobi-matricen J(z,y), sporet tr (J(x,y)) og determinanten det (J(x,y)).
Kan man udfra dette og Liapunovs ssetninger (sml. side 265-266 eller @ 32 og 34) konklu-
dere, at der er et lokalt asymptotisk stabilt ligeveegtspunkt? Liapunov—funktioner gnskes

ikke indraget i undersggelserne!
(d) Bestem et lokalt sadelpunkt.

OPGAVE 3 (15 %). Betragt differensligningen
(*) 2xt—|—2_2$t—|—1 —|—.’L't:O ; tZO,l, .

(a) Bestem den fuldsteendige lgsning til ().
(b) Bestem lgsningen til (*) med zo = 1 og z1 = 1, og udregn veerdierne x2, x3 0og 4.
(c) Afggr, om ligningen (x) er stabil.

Opgaveszttet fortsaztter pa nzste side



DIFFERENTIALLIGNINGER OG OPTIMAL KONTROLTEORI Side 3 af 3
Jurt 2001

OPGAVE 4 (20 %). I denne opgave er T 20 1n 2. Betragt variationsproblemet

(Min) /0 (2(t)* + 2t%2(t) + @ (t)*)dt

med begyndelsesverdibetingelsen x(0) = —2 og enhver af folgende slutverdibetingelser:
x(T) = =T?, x(T) frieller x(T) > -T2

(a) Bestem Euler—ligningen (EL) og dens lgsninger, der opfylder begyndelsesvaerdibetin-
gelsen z(0) = —2.

(b) Lgs problemet (Min), nér slutvaerdibetingelsen er x(T) = —T72.

(c) Lgs problemet (Min), nar slutveerdibetingelsen er z(T") fri.

(d) Lgs problemet (Min), nar slutvaerdibetingelsen er x(T) > —T72.

OPGAVE 5 (30 %). Betragt det optimale kontrolproblem

(Max) /0 (—2ta(t) — u(t)?)dt

nar & = 2u, z(0) =1, z(2) friogu e [—1,1].

(a) Begrund, at Hamiltonfunktionen er konkav. Man kan uden yderligere kommentarer
antage, at det drejer sig om en szedvanlig Hamiltonfunktion (dvs. med py = 1).

Antag, at (x,u) er et tilladt par, der lgser (Max).

b) Opstil maksimumprincippets ngdvendige betingelser.

c) Bestem den adjungerede funktion p: [0,2] — R.

e) Bestem funktionen z.

(

(

(d) Bestem kontrolfunktionen w.
(

(f

)
)

Skitsér graferne for z, u og p. Begrund, at de lgser problemet (Max).



