Copenhagen Business School
Eksamen ved HA(mat.), maj 2013

Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prove.

Opgavesettet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der vegtes ens ved bedgmmelsen.

Alle skriftlige hjelpemidler er tilladte og opgaven afleveres pa gennemslagspapir eller ud-
printes. Eksamen afholdes med CBS-computere, som kan benyttes som lommeregner. Egen
lommeregner ma medbringes, dog uden kommunikationsmodul. USB eller lignende ma ikke
medbringes. Der er adgang til S-drevet (personlige CBS-drev), men der er ikke adgang til Learn.

Ved vurderingen laegges der vaegt pa, at resultaterne fremtraeder klart og praecist, og at de er
begrundede, med argumenter eller med ngjagtige henvisninger til undervisningsmaterialet. Der
kan henvises til leerebogen [S] (Sydsater, Bind I1), eller til ugesedlerne.

Opgave 1

Betragt for et reelt tal « den inhomogene differentialligning,
i —(2a—3)x —ax = (2a—3)sint — (a+1) cost.
(a) Vis, at funktionen x = cosr er en partikuler lgsning.
(b) For hvilke veerdier af a er ligningen asymptotisk stabil?
(c) Bestem den generelle lgsning til den tilsvarende homogene ligning.
(d) Angivdenlgsningx = x(¢) til den inhomogene ligning, som opfylder x (0) = 0, x(0) = %

Opgave 2
Betragt fglgende differentialligningssystem:
i = f(x ), fley) =x(L—x* =),
: hvor
y=2g(x,y), g(x,y):y(4—x2—y2).

Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfglgende spargsmal.
(a) Bestem systemets ligevaegtspunkter (=stationere tilstande).

(b) Skitser paen tegning de to nul-kurver, altsa dels kurverne hvor £ (x, y) = 0, dels kurverne
hvor g(x, y) = 0. Angiv med pilesymboler (feks. t ,} ,t_, .1, osv.) fortegnene for
x 0g y i de omrader, som planen deles i af nul-kurverne. Du ma gerne indskraenke
undersggelsen til farste kvadrant: x > 0, y > 0.

(c) Lad D vere omradet i xy-planen bestemt ved x > 0,y > 0,1 < x2 4 y2 < 4. Lad
(x(1), y(t)) veere en lgsningskurve, som opfylder, at (x(0), y(0)) € D. Begrund, at
(x(1), y(t)) € D fort > 0, og undersgg lgsningskurven for r — oo.

(d) Bestem Jacobi-matricen,

af of
J(x,y) = (g_g §§>,

dx 9
og undersgg stabilitetsforholdene i ligeveaegtspunkterne i farste kvadrant.
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Opgave 3

Betragt falgende variationsproblem, hvor a er en reel konstant:
2
(min) / (8tx + atx? + t?xx + tx2) dt,
1

med begyndelsesbetingelsen x (1) = 0 og x(2) fri.
(@) Opstil Eulerligningen.
(b) Gar rede for, at hvis a > 1, sa vil en funktion x = x(¢), der tilfredsstiller Eulerligningen
og begyndelsesbetingelsen og transversalitetsbetingelsen, ogsa lzse minimeringsopgaven.
(c) Fora = 1kanEulerligningen reduceres til %(l)&) = 4¢. Bestem den fuldsteendige lgsning
til denne ligning.
(d) Opstil transversalitetsbetingelsen (stadig for a = 1), og lgs minimeringsopgaven.

Opgave 4

Betragt falgende differensligningssystem:

1 1
Xt4+1 = Xy — 5)Y +_9
*) ' T2 Y forr=0.12,....

Yi+1 :%xt - %)’t — 7
(@) Lad (x;, y;) veere lgsningen bestemt ved xg = 0, yop = 0. Bestem (x1, y1) 0g (x2, y2).
(b) Afger, om differensligningssystemet er asymptotisk stabilt.
(c) Begrund, at for et vilkarligt par (x;, y;) af falger, der lgser systemet, eksisterer graense-
vaerdierne lim;_, o, x; 0g lim;_,  y;.
(d) Bestem de to graenseveardier i ().

Opgave 5

Betragt faglgende problem om optimal kontrol:
(max) /2 (2xsint — fu?)dt for0<u <1, % =u, x0) ==L, x(%)fri,
0
eller, udfarligt:

maksimer /7(2x(t)sinr —u®? drfor0 <ut) <1, ¥(t) = u(t), x(0) = =, x(%) fri.
0

Antag, at (x, u) er et tilladt par af funktioner, som lgser problemet.
(@) Opskriv Hamiltonfunktionen og de betingelser, som ifalge maksimumprincippet geelder
for funktionerne x = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den adjungerede funktion).
(b) Bestem funktionen p(z), og begrund, at p(z) er strengt aftagende i intervallet 0 < ¢ < 7,

T

og at det eneste tal ¢* i intervallet, for hvilket p(t*) = 1, ert* = 7.
(c) Bestem derefter funktionerne x (), u(t).
(d) Begrund, at funktionen u = u(t) bestemt i (c) er den optimale kontrol.



