Handelshgj skolen i Kgbenhavn
Eksamen ved HA(mat.), juli-august 2002

Differentialligninger og optimal kontrolteori

4 timers skriftlig prave.

Opgavesatet fylder 2 sider og bestar af 5 opgaver, der vaggtes ens ved bedgmmelsen. Alle
skriftlige hjadpemidler samt lommeregner ma benyttes. Ved vurderingen laagges der vaggt pa,
at resultaterne fremtraader klart og preecist, og at de er begrundede, med argumenter eller med
ngj agtige henvisninger til undervisningsmaterialet. Der kan henvisestil laaebogen [S] (Sydsader,
Bind Il), eller til ugesedlerne.

Opgavel
Betragt falgende differentialligning:
1
¥ = X+ b fort > O.
t(t+1)

(a) Bestem den fuldstaandige l@sning til ligningen.
(b) Bestem den l@sning x(¢) til ligningen, som opfylder x(1) = 1.

Opgave 2
Betragt falgende differentialligningssystem:

X = f(x,y), flx,y) = (x —4y)(x + 4y),
: Vor P
y=2gx,y), g(x,y) =17 — x* — y“°.
Der gnskes en faseplansanalyse i form af svar pa de efterfelgende spargsmal.
() Bestem systemets ligevaaggtspunkter (=stationage tilstande).

(b) Skitser pa en tegning kurven, hvor f(x, y) = 0, og kurven, hvor g(x, y) = 0. Angiv
med pilesymboler (L., _1, osv.) fortegnene for x og y i de omrader, som planen delesi
af deto kurver.

(c) Skitser banen for en kurve, der begynder i (4, 2) og hvis forlgb er i overensstemmelse
med fortegnsbestemmelsernei (b).

(d) Bestem Jacobi-matricen,
of df
f(x,y>=(g_; N )

ox ay

og undersgg stabilitetsforholdenei ligevasgtspunkterne.
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Opgave 3
Betragt folgende inhomogene differensligning:

(*) X[+2—X[+]_+X[:1, t=0,1,2,....

() Bestem den generellelagsning til den homogene differendigning, der svarer til (*).

(b) Betragt den lgsning x; til den inhomogene ligning (*), som opfylder xo = 1, x; = —1.
Angiv elementet x1000 | falgen.

(c) Afgar, om differendigningen (*) er stabil.

(d) Vis, a enhver lgsning x; til (*) er en begraanset falge.

Opgave4
Betragt f@lgende variationsproblem:

1
(min)/ (tx —tx +x2) dt, forx(0)=0o0gx(1) > 2
0

() Opstil Eulerligningen og transversalitetsbetingel sen svarende til problemet.

(b) Angiv den fuldstaandige l@sning til Eulerligningen.

(c) Bestem den funktionx = x(¢), som |lgser Eulerligningen, randbetingel serne og transver-
salitetsbetingel sen.

(d) Ger redefor, at funktionen fra (c) l@ser variationsproblemet.

Opgave5
Betragt falgende problem om optimal kontrol, med skrotvaerdifunktion:

—X(Z)Z 2 .
(max) 2 +/(x+u)dt foro<u<l x=—-u+2t x(0 =1,
0
eller, udferligt:
. —x(2)? 2 -
maksimer +/ (x() +u(®))dr forO<u@) <1, x(t) = —u()+ 2, x(0) = 1.
0

() Antag, at (x, u) er et tilladt par, som lgser problemet. Opstil de betingelser, som ifglge
maks mumprincippet gadder for funktionernex = x(¢), u = u(t) og p = p(t) (p er den
adjungerede funktion).

(b) Bestem de funktioner x, u 0og p, som opfylder betingelsernei (@) og bibetingel serne.

(c) Begrund, at funktionen u = u(t) bestemt i (b) er den optimale kontrol.



