K@BENHAVNS UNIVERSITETS INSTITUT FOR MATEMATISKE FAG
HANDELSH@JSKOLEN I K@BENHAVN
Side 1 af 3

MATEMATISK ANALYSE OG STATISK OPTIMERING
December 1999

ANTAL OPGAVER OG VAEGTNING. Der er seks opgaver: 1,2,...,6. Hver af disse bestar
af et antal delopgaver: (a), (b),..., som hver veegtes med 5% :

Opgave nummer 1 2 3 4 5 6
Antal delopgaver 3 2 2 3 5 5
Opgavens vaegt  15% 10% 10% 15% 25% 25%

SAMARBEJDE. Opgaverne kan lgses i grupper bestaende af hgjst tre deltagere, der alle
skal deltage i eksamenen. Hver deltager skal individuelt indskrive sin besvarelse.

ERKLERING. Pa besvarelsens forste side skal der veere enten en underskrevet erklaering
om samarbejde med hver samarbejdspartners fulde navn eller en underskrevet erklering
om, at besvarelsen er helt selvstaendigt udarbejdet.

BESVARELSEN ma hgjst fylde 20 standardsider (ud over ovennaevnte erkleering). Den skal
vaere tydelig, og den skal bade vaere rimelig kort og indeholde udfgrlige begrundelser.

HENVISNINGER. Der laegges veegt pa, at der gives henvisninger, nar der benyttes et
resultat fra noterne (angiv side), ugesedlerne (angiv nummer) eller bogen (dvs. Sydsaeter
bind 2; angiv side eller resultatets navn eller nummer).

REKKEFQLGE OG NY SIDE. Besvar de seks opgaver i reekkefplge: 1,2,...,6. Start
hver opgave pa en ny side. Besvar delspgrgsmalene inden for hver opgave i raekkefglge:

(a), (b), ...

ANTAL KOPIER. Besvarelsen afleveres i to kopier.

Opgaveszttet starter pa nzste side
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OpGAVE 1 (15 %).

(a) Bestem maengden A af reelle tal a > 0, s raekken > >~ | a™/n? er konvergent, samtidig
med at reekken Y 7 | a”/n er divergent.

(b) Bestem maengden B af reelle tal b > 0, sa reekken > | nb" er konvergent, samtidig
med at reekken > 7 (Inn)™b™ er divergent.

(c) Lad (x,,) og (yn) veere to folger af positive reelle tal, og betragt meengden C' af reelle
tal ¢ > 0, sa reekken > 7 | 2,c™ er konvergent, samtidig med at reekken Y 7 | y,c” er
divergent. Begrund, at C er et interval (eventuelt tomt), altsa at der for alle ¢;,co € C
ogceRmed ¢y <c< e gaelder c e C.

OPGAVE 2 (10 %).
(a) Lgs ligningen 22 —2z+4=0 i C. Angiv summen og produktet af lgsningerne.

(b) Bestem en polynomiumsligning i C af lavest mulig grad, med reelle koefficienter og
med 1, 2+ 7 og 1 + 2i som lgsninger. Afggr, om 1 + ¢ er lgsning til denne ligning.

OPGAVE 3 (10 %). Lad der veere givet en folge g1, g2, - - ., gm, - - . af kontinuerte funktioner
gm: R — R. Betragt maengden

W2 eR | gi(2) < ga(a) <+ < gmla) < -}

(a) Bevis, at der for enhver konvergent talfslge (z,) med alle z,, € W gelder, at ogsa
graensevaerdien tilhgrer W.

(b) Begrund, at W er lukket.

OPGAVE 4 (15 %). Betragt funktionen f: R? — R givet ved f(z,y) dof 23 — 30 — y for

(x,1y) € R? samt niveaukurven No & {(z,y) € R?| f(x,y) = 2} svarende til niveauet 2.
Lad M> betegne maengden af punkter (a,b) € No, sa niveaukurven N i et passende
abent rektangel om (a, b) definerer x som en C'—funktion ¢ af y, sml. ogsa US.

(a) Skitsér N3 . Begrund, at punktet (—1,0) tilhgrer Ny, men ikke My .
(b) Bestem maengden M .
(c) Bestem v’(b) for ethvert (a,b) € My .

Opgaveszttet fortszttes pad naste side
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OPGAVE 5 (25 %). Betragt maengden
S {(a,y) €R?[2” —y<log ~1<y<0}.

(a) Skitsér maengden S. Begrund, at den er lukket, og at den er kompakt.

(b) Afgor for ethvert (z,y) € S, om FB (dvs. FgringsBetingelsen [Sydseeter 2, s. 210],
sml. ogsa U12) for ulighederne 22 —y <1, y <0 og —y < 1 er opfyldt i (z,y).

For ethvert a € R er funktionen f,: S — R givet ved f,(z,y) dof 2% +ay? for (x,y) € S,
og man betragter det ikke-linesere problem:

Maksimér f,(z,y) nar (x,y) € S.

(c)&(d) Afggr for ethvert a € R samt for ethvert (z,y) € S, hvori FB er opfyldt, om
(z,y) er et muligt maksimumspunkt for f, ifslge KTNB (dvs. Kuhn—Tuckers Ngdvendige
Betingelser [Sydsaeter 2, s. 210], sml. ogsa Ul1).

(e) Begrund for ethvert a € R, at f, har et maksimumspunkt i S, og angiv dette og
maksimumsvaerdien.

OPGAVE 6 (25 %). Betragt det generelle linesere program:

(P) Maksimér 3xy + 5xq
under bibetingelserne x1 + 1o <1, 21 + 222 <1, 1 + 225 <0, —21 — 22 <0
og ingen fortegnskrav.

(a) Opstil det duale program (P’). Begrund, at det er pa kanonisk form.

(b) Afger hvilket af Dualitetsseetningens fire tilfeelde, der omfatter (P) og (P’).
(c) Bestem samtlige tilladte basislgsninger til det duale program (P’).

(d) Lgs det duale program (P’).

(e) Los det oprindelige program (P).

Med venlig hilsen
Hans-Bjgrn Foxby



