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Matematik F

Opgaver til besvarelse i 4 timer

Alle szdvanlige hjzlpemidler, sdsom bgger, noter, notater og lommeregnere, kan
medbringes.

Sattet omfatter ialt 5 opgaver og er pa 3 sider. Af opgaverne 4 og 5 méa kun
én afleveres til bedgmmelse. Opgave 4 er daekket af pensum for undervisningen
i 1997/98, mens opgave 5 er deekket af pensum for de foregdende &r. Det er valgfrit
for den enkelte studerende hvilken en af opgaverne der afleveres. De to opgaver vil
blive vaegtet ens ved bedgmmelsen. Besvarelsen vil igvrigt ved bedgmmelsen blive
helhedsvurderet.

Opgave 1 For n =1,2,... lader vi

fu(z) == z € C\{1}.

_
(z = 1)’
a) Gor rede for at hver af funktionerne f,, er analytisk (holomorf) i definitionsomrédet.

b) Angiv en raekkeudvikling for f; i en omegn af 0. Hvad er konvergensradius af den
fundne rakke?

¢) Find ordenen af polen i z =1 for hver funktion f,.

Lad K (0,r) betegne cirklen med centrum i 0 og radius r, orienteret mod uret.

d) Udregn
/ fn(2)dz,
K(0,r)

for r < 1 og for r > 1, for ethvert helt tal n > 1.

Opgave 2 Betragt Hilbertrummet ¢2(N). For vilkarligt element x := (z1, T3, ..., Zp,...) €

?2(N) definerer vi

2 3 n+1
Ax = (IiL‘l, T2 ——Tn; )

a) Ggr rede for at afbildningen x ~AX er en begraenset linezer operator pa £2(N).
b) Vis at ||A]| = 2.
c) Vis at hvert tal af formen %L er en egenveerdi for A.

n

d) Gor rede for at A er selvadjungeret.

(opgavesattet fortsaettes pa s. 2)



Opgave 3 Lad f betegne den 27m-periodiske funktion, der pa intervallet [—m, 7] er

givet ved f(z) = (7% — 22). Det oplyses at Fourierrackken for f er

1 n+1

12 Z sinnx

a) Giv en kort begrundelse for at Fourierrseekken er en sin-rackke?
b) Angiv en uendelig rackke, der er lgsning til problemet
0?u  0%u
W 82f0r$€]07r[t>0

med randbetingelserne

u(z,0) = z(7? — 1?), %(w,O) =0, z €0,7]
u(0,t) = u(m,t) =0, t > 0.

c¢) Lgs, ogsa pé uendelig rackke-form, varmeledningsproblemet

ou  0%*u

i a2for:v€]07r[t>0

med randbetingelserne

,0) = z(n? — 22), z € [0,7]
,t) =u(mt) =0, t>0.

£ £
S &

Af opgaverne 4 og 5 ma kun én afleveres til bedgmmelse. Opgave 4 er dekket af
pensum for undervisningen i 1997/98, mens opgave 5 er dekket af pensum for de
foregidende ar. Det er valgfrit for den enkelte studerende hvilken en af opgaverne der
afleveres.
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Opgave 4 Lad funktionen f veere defineret ved f(z) := . Det oplyses at den

Fouriertransformerede

1 * —ilweT
flw) = = / @

w?

af fer flw)=e 7.
Betragt ligningen

f*(y”_y):\/2_7rf,

hvor * betegner foldning, og hvor y := y(x) er en kompleks funktion, defineret pa R.

a) Idet det forudsaettes at y har en Fouriertransformeret 7, skal du ved Fouriertrans-
formation af ovenstaende ligning opskrive en ligning for 7.

b) Gor rede for at

eZu)ﬂ?dw

y(x):_\/ﬂ/_oo1+w2

(opgavesattet fortsaettes pa s. 3)



Af opgaverne 4 og 5 méd kun én afleveres til bedgmmelse. Opgave 4 er dekket af
pensum for undervisningen i 1997/98, mens opgave 5 er dekket af pensum for de
foregaende dr. Det er valgfrit for den enkelte studerende hvilken en af opgaverne der
afleveres.

Opgave 5 Betragt differentialligningen
22%y" + (x — 222)y’ — zy = 0.

a) Godtggr, at z = 0 er et regulsert singuleert punkt.
b) Gor rede for, at der findes to linesert uathaengige lgsninger 4, og yo af form

. 9] 9]

5 n n

Y1 =1x2 E anZ Y2 = 5 bz,
n=0 n=0

hvor potensraekkerne Y27\ anz™ og Y o> byz™ har positiv konvergensradius. Bestem
rekursionsformler for koefficienterne ag,a1,... og bg,b1,... i hver af de to potens-
raekker.

(opgavesaettet er slut)



