Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 2000

Matematik F1

Opgavesat til besvarelse i 4 timer. Saettet bestar af 4 opgaver. Alle sseedvanlige hjaelpe-
midler, dvs. bgger, notater og lommeregnere kan benyttes.

De stillede opgaver vaegtes tilnsermelsesvis ens.

Opgave 1

Lad den komplekse funktion f veere givet ved

fe) =S

e sin 2
22 2241

a) Angiv den stgrste delmzengde af C, hvori f er analytisk, og bestem de punkter,
hvori f har en pol, samt ordenen af polerne.

b) Begrund, at f har en potensrzekkefremstilling

Z an(z—1)"

i en omegn af 1, og bestem rackkens konvergensradius.
c) Beregn koefficienterne ag, a1 og as i potensraekken i b).

d) Bestem vaerdien af integralerne

% f(z)dz og 7{ f(z)dz,
c(?) c(3)

hvor C(r) betegner cirklen med centrum i 1 og radius r, orienteret mod uret.

Opgave 2

For en vilkérlig folge © = (21,22, ..., 2y, ...) tilhgrende Hilbert rummet ¢2(N) szettes
2 22 23 2"

le,ﬁmg,%xg,...,ﬁxm...).

a) Gor rede for, at der herved defineres en begraenset linezer operator pa £2(N).

b) Vis, at folgen a = (272,271,272 ..., 275 ...) tilhgrer £2(N) og beregn ||a|| og
| Aal|, hvor || - || betegner normen i £2(N).

Az = (

c) Vis, at % er egenveerdi for A og find to tilhgrende linesert uathsengige egenvek-
torer.

d) Gor rede for, at A er selvadjungeret.
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Opgave 3
Betragt fglgende anden ordens linezere differentialligning

2(2-2)y" — (2+2)y +y=0.

a) Godtger, at 0 er et singulsert punkt for denne differentialligning. Opstil indeks-
ligningen og bestem dens rgdder.

b) Bestem en ikke triviel lgsning y angivet pa formen

y(r) =a" Z anx",
n=0

hvor potensraekken har positiv konvergensradius. Bestem raekkens konvergensra-
dius.

c) Angiv et eksplicit udtryk for lgsningen fundet under b) ved at bestemme summen
af potensrackken.

Opgave 4
Lad funktionen f : [0, 7] — R vaere givet ved

f(z) =|sin2z|, z€]0,n].

a) Skitsér grafen for den ulige periodiske udvidelse af f med periode 27 i intervallet
[—3m, 37].
b) Gor rede for, at Fourier sinus-raekken for f er

§¢~_ (=™t .
- nzz:o Gn-1)@n13) sin(2n + 1)z .

c) Gor rede for, at ovennaevnte raekke er konvergent i alle punkter = € R og bestem
reekkens sum for hvert x € R.

d) Angiv lgsningen u til problemet

ou 0%u
— =3— 0 t>0
ot 922 <z <m, >

u(z,0) =|sin2z|, 0<z<m
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0

pa rakkeform.



