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MATEMATIK B

FYSIK-GEOFYSIK-OPGIVELSER

Opgaver til besvarelse i 4 timer.

Hjzlpemidler er tilladt.

Opgave 1

Udnyt Laplacetransformationen til at bestemme en funktion x = x(t)

defineret for t 2 0 sdeldes, at det for alle t > 0 gelder, at

5 t
x'(t) = 5 x(t) - J x(t)dr,
0
og sdledes, at
Loox(t) _
lim o - 4.
too e
Opgave 2

I denne opgave betegner L2 Hilbertrummet af funktioner definerede

pa [0,o[, for hvilke normkvadratet
2 < 2
x| =J 1x(t) | 2at
0
er endeligt. For n = 0,1,2,... betegner mn funktionen
op(t) = tPe™" ;> 0.

Desuden betegner X0 funktionen givet ved

xo(t) = e : t > 0.

(opgaven fortsattes)
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(opgave 2 fortsat)

I det fglgende er det tilladt uden bevis at benytte formlen

k+1

«© - y
J Keotge - KL . 2 0,1,2,..., o> 0.
0 o

Gpr rede for, at Xy 09 alle funktionerne @i n=20,1,2,...

ligger i Hilbertrummet L2. Bestem samtlige indre produkter

0’1,2’.0-

<x0,wn> : n

o9
0,1,2,.-., m=0,1,2,...

<wn,wm> ;n

Ger rede for, at der findes entydigt bestemte konstanter &g, BO

o9 Y sdledes, at det for ethvert andet sat af konstanter o, B

og Yy galder, at on-y0|l< on—wl, hvor Yo ©9 Y betegner

funktionerne
(£) = (a.+B.t+y.t2)e T ; t >0
Yo 0*Po* Yo" T 7 2 Fr
y(t) = (o + Bt+ \(tz)e't ; £ >0

Vis, at ag. BO o9 Y, er entydigt bestemt ved ligningssystemet

%ao v 180 * o * 3

%“0 ¥ %Bo + 5V = % '

1% * %Bo * %Yo - 5 -
Bestem Qg BO o9 Yy

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 3

I denne opgave betegner L2 samme Hilbertrum som i opgave 2.

Med T betegnes afbildningen af L? ind i sig selv, som til

enhver funktion x € L2 lader svare funktionen y givet ved

0 for 0 <t < 1,
y(t) = {

x(t) for 1 < t

Gpr rede for, at T er en begranset linear operator, og bestem

dens norm.

Er T selvadjungeret? Er T uniter? Er T idempotent?

Find oP(T).
Vis, at der for enhver funktion y € L2 findes en entydigt be-

stemt funktion x € L2 saledes, at Tx-2x = y; bestem denne

funktion x.

Opgave 4
De n stokastiske variable X1,X2,...,Xn opfylder ulighederne

0 <Xy $X5 8 vv & X Den simultane ta@thedsfunktion for
X1,X2,...,Xn er

=X

n
f(x1,x2,...,xn) = e ; 0 < x

Er X'erne uafhangige?

Definer nye stokastiske variable Y1,Y2,..
Yo o= Xy, Yy = KymXg, Y3o= Xg=Xp, ..., Y = X oK g .

Bestem den simultane fordeling for Y1,Y2,...,Yn

Er Y'erne uafhengige?

Bestem de marginale fordelinger hgrende til Y1,Y2,...,Yn

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 5

For enhver verdi af parametersattet (t,a), som tilhgrer mengden
®@ = {(ta)lt >0, a >0},

betragtes funktionen f(x|t,a) givet ved

aet %% for 0 < x < t,

f(xit,a) =
0 ellers.

Eftervis, at for alle (t,o0) € C) er f(xlt,a) en tethedsfunk-

tion.

. Der foreligger fglgende stikprgve af stegrrelse 5 fra

(f(xltl(x))(t’a) E@

2 r . 003 4 0.7 7 10 r 5

Hvilken Qardi har likelihoodfunktionen L(t,a) i et punkt
(t,o) € ® med t <10 ?

Bestem et fuldstendigt udtryk for likelihoodfunktionen.
Bestem maksimum-likelihoodestimatoren af (t,a).

Vejledning: Man kan f.eks. fgrst lgse den simplere opgave at

bestemme maksimum-likelihoodestimatoren for t under forudsat-

ning af, at « har en fast, kendt verdi.






