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Opgave til besvarelse i 4 timer.

Hjalpemidler er tilladt.

Opgave nr. 1

Funktionen f givet ved

2

£(x) = (n-lxl—xz) ; -7 <X <
har Fourierrakken
4 o
%3 - 21 i% cos 2nx .
n

Dette kraves ikke bevist.

Udnyt dette resultat til at beregne summen
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og til at bevise, at
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Opgave nr. 2

En funktion defineret pa [0,o[ har den LaplaCetransformerede'

4 z° -1

Bestem funktionen.

Opgavesattet fortseattes
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Opgave nr. 3.

Med 22 betegnes Hilbertrummet af komplekse fglger
2 s 2
X = (x1,x2,...) med ||x]] = Z1|an < o,

Med T betegnes operatoren pa 22 defineret ved
T(x1,x2,x3,x4,...) = (0,x2-x1,x3-x2,x4-x3,...) .

Find punktspektret for T.

Afggr, hvilke af punkterne 0,1 og -1, der tilhgrer spek-

tret for T.

Bem®rk. Eksaminanden kan va&lge mellem nedenstaende opgaver nr. 4A

og 4B.

Opgave nr. 4A

En kortbunke bestdr af 52 kort. Af disse anses de 20 for gun-
stige (nemlig alle esser, billedkort og tiere).

Der udtages to kort efter fglgende regler.

Pprst trzkkes to kort tilfeldigt fra bunken. Bunken indeholder

herefter 50 kort.
Er begge de fgrst udtrukne kort ugunstige, byttes de med to

tilfeldigt udtrukne kort fra bunken (der altsa indeholder 50 kort

ved denne udtrakning).

(Opgaven fortsattes)
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(opgave 47 fortsat)
Er ét af de fgrst udtrukne kort ugunstigt, byttes det med
et tilfaldigt udtrukket kort fra bunken.
Er begge de fgrst udtrukne kort gunstige, beholdes disse.
Beregn sandsynlighederne for f¢lgendé 6 handelser:
Begge fgrst udtrukne kort er ugunstige.
Af de fgrst udtrukne kort er &t gunstigt og &t ugunstigt.
Begge fgrst udtrukne kort er gunstige.

Begge slutkort (d.v.s. de to kort, man har i handen efter

en eventuel ombytning) er ugunstige.
Det ene slutkort er gunstigt, det andet ugunstigt.

Begge slutkort er gunstige.

Opgave nr. 4B

Et radioaktivt praparat studeres. Levetiden for hvert enkelt
atom, d.v.s. ventetiden til atomet undergar en kerneomdannelse,
antages at vare eksponentialfordelt med parameter A .

Halveringstiden T% defineres ved,'at sandsynligheden for,
at et atom omdannes inden tid T% , er lig med sandsynligheden
for, at atomet omdannes efter tid T% . .

(1) Bevis, at

(Opgaven fortsattes)
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(opgave 4B fortsat)

| Det antages i resten af opgaven, at prazparatet bestdr af

'?_2N atomer, hvpr N ef et stort tal’(af st@rrelsesordenen
Avogadros tal, altséd ca. 1023). Med X1,X2,---,X2N betegnes leve-
tiderne for de enkelte atomer. Det antages, at disse stokastiske
variable er uafhangige og, som allerede navnt, at de er eksponen-
tialfordelte med parameter A .

Definer tidspunkterne for radioaktive omdannelser

t1,t2,---,t2N_1 ,t2N som de stokastiske variable

t1 = mindste af X1,X2,w-',X2N,

t2 = nastmindste af X1,X2,---,X2N,
t2N-1 = n@ststgrste af X1,X2,---,X2N ’
t2N = st@grste af X1,X2,---,X2N.

(ii) Bevis, at t1 er eksponentialfordelt med parameter

2N'A .

(iii) Definer ventetiderne v1,v2,---,v2N ved

Vi T B Vo T T Eett Yoy T Ean T taned
og vis, at ventetiderne er uafhangige og at v, er eksponential-
fordelt med parameter (2N-k+1) «X ; k =1,2,++¢,2N.
Vejledning. Man kan f.eks. udnytte, at den simultane teat-

heds funktion for t1,t2,---,t2N er givet ved .

_ AN ~A(E,+t 4o et ) P
g(t1,t2;' 'ltzN) = (2N)! A e 1 2 2N ; 0<t1 <t2< <t2N

(denne formel kraves ikke bevist).

(Opgaven fortsattes)




Kgbenhavns Universitet 5.
Naturvidenskabelig embedseksamen, sommeren 1981

Matematik B, fysik-geofysik.

(opgave 4B fortsat)

(iv) Den stokastiske halveringstid defineres som tN.

Bevis, at

_ -1 1 1 1
E(ty) = A (m M 7 R m)

og

2 ~2( 1 1 1
o (t.) = A ( + o0t )
N (N+1) 2 (N+2) 2 (2m) 2/

v(v) Idet summerne, der optrader i (iv), opfattes som middel-

summer for visse integraler, skal man udregne omtrentlige vardier

2
for E(tN) og o (tN).

Opgave nr. 5

Der udtages en stikpr¢ve af stgrrelse 1 fra en fordeling.

Med H betegnes hypotesen, at stikprgven er fra en normeret

0
normalfordeling, og med H, betegnes hypotesen, at stikprgven

er fra en eksponentialfordeling med parameter 1 .

Eftervis, at sadvel testet med forkastelsesomrade

C, = {x€ Rix > 2}

som testet med forkastelsesomrade

}

Nl w

C,={x € RIO0O < x < % eller x >

“er bedste tests af nulhypotesen HO mod den alternative hypotese

H1.

Beregn niveau og styrke for begge tests (bemark, at dette

spprgsmdl kan besvares uafhengigt af det fgrste spgrgsmal) .






