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MATEMATIZK 6.
Alle hjelpemidler er tilladt.

Besvarelsen betragtes som fuldstwndig, hvis 5 af nedensta-

ende 6 opgaver er korrekt besvarede.

Opgave nr. 1.
Lad der vare givet et Hilbertrum H og en afbildning
£f:No H, s8 at || £(n) || =1 og ( £(n) | £(m) ) = O for n og
me N, n4m. Lad, for n € N, v, € ﬁ:&"kH,H) vare operatoren:

g~ Vg = 31( g | £(v) ) £(a + v).
=

Undersgg for den ligelige, den starke, og den svage topo-
logi pa ¢§€og for hver af fglgerne (Vn), ne N, og (Vn*), ne N,

om fglgen har en granseverdi i den pagmldende topoiogi.

Opgave nr. 2.

Et komplekst tal A kaldes en nzsten-egenvaerdi for operato-
ren A p& Hilbertrummet H, hvis inf{ || (A - NE)f || | £ € D(4),
£ =11}-=o.

Vis, at for A €3€(H,H) er mangden af nzsten-egenvardier
for A en kompakt delmmngde af { A€ T | IN < |l & ] .

Vis, at for en (begraznset eller ubegraznset) selv-adjunge-
ret operator A falder mzngden af nzsten—-egenvardier for A sam-

men med spektret for A.

(fortszttes)



2

(fortsat)

Opgave nr. 3.

En vektor £ i et Hilbertrum H siges at vere separerende
for en ma&ngde M af operatorer pa H, hvis f tilhgrer definitions~-
omradet for hver af operatorerne i M, og hvis A € M, B € M,

A # B medfgrer Af # Bf.

Lad p vare et positivt mil pa X, H = Li(R,C), A, den til-
svarende multiplikationsoperator, M = § aoE + a1Ap + eee t anAE
n € N, 8 yeessd € R } = mazngden af polynomier med reelle koef-
ficienter af Ap’ og I et kompakt interval c R.

For hvilke positive ma&l p p& R gmlder det, at X1 (den ka-

rakteristiske funktion for I) er separerende for M?

Opgave nr. L.
Hvad siger I. Bendixson's sztning om integralkurverne til
det autonome differentialligningssystem

% = y° + xzy, ¥ = x° + xy°

i omegnen af det singulare punkt (0,0). Vis, at den rette linie
med ligningen y = x er den eneste banekurve for lgsninger gen-
nem (0,0). Undersg¢gg, om ligningen har andre singulare punkter

og gdr i bekrazftende fald rede for singularitetens art.

Opgave nr, 5,

Angiv for den partielle differentialligning

2 _ 2 _ _ 02 _ 02
P pq +29” +2=0, p=3% a4=33

den l¢gsning, som svarer til begyndelsesvardierne

2
XxX=u, y=0, z2=2u", p=~L4u, q = 3u,

(fortszttes)



(fortsat)

Opgave nr. 6,

Om afbildningerne f,8:]=coseo] ind i R samt om den ved

P(x) = /Xf< )ae

o -
definerende afbildning F:]-w,e[ ind i R antages, at

1) f og g er kontinuerte.

2) vx 4 0 (F(-x) = -F(x) A g(-x) = -g(x) A xg(x) > 0).

3) Der findes reelle tal ays 0py shledes at 0 < ay < aps
og s@ledes at F er negativ pa ]O,a1[ og strengt vok-
sende pa [a1,a2]-

Vi antager nu, at differentialligningen

(1) X + £(x)x + g(x) =0
har en lgsning ¢:[t1,t2] ind i R, som tilfredsstiller betingel-
serne

1) ¢ er positiv pa ]t1,t2[ og ¢(t1) = ¢(t2) = 0.

2) 3te Jty,t,0 (p(t) = ays Dp(t) = 0).

3) Dp(ty) > -Dp(ty).

Vis, at (1) har netop én periodisk lgsning, som ikke er

identisk O, og hvis maksimumsvardi er < oo e
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Rettelse til skriftlige opgaver

i matematik 6,

I opgave nr, 5 =ndres de opgivne udgangsbetingelser til

felgende:

2
x. =u, y.=1, Z, = 20 + 3u + 1, Py = du + 3, 4, =



