
AKTUAREKSAMEN, EKSAJffiN I STATISTIK

OG NATURVIDENSKABELIG EMBEDSEKSAMEN

VED KWBENHAVNS UNIVERSITET

1,del. Den skriftlige pr~ve.

Sommer 1973

Sandsynlighedsregning og teoretisk statistik I

Matematik 5

(4 timer)

1.

En kasse indeholder n sedler, der er nurmnereret fortl¢bende 1,2, •.. ,n.

en stikpr~ve pa k > 1 sedler udtages uden tilbagelregning, og man noterer det

st~rste tal S og det mindste tal M, man har observeret,pa de sedler, der er

udtrukket, samt differencen D = S - M.

Vis, at

og
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1 < m < s ~ n.

1 < d ~ n-l(

(

2.

Lad T og U vrere indbyrdes uafhrengige ekspopentielt fordelte stokastiske variable

med middelvrerdi A-I og ~-l henholdsvis.
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A. Vis, at X = min(T,U) og Y = I{T < U} er indbyrdes uafhmngige og find

fordelingen af X og fordelingen af Y.

Vi skal nu anvende disse resultater pa f~lg~nde situation: Vi betragter en popu-

lation pa N individer, for eksempel mrengden af ugifte mrend. En mand kan for-

lade denne population af to grunde, enten ved at d~ el1er ved at blive gift.

Lad nu T betegne den tid det tager, inden han d~r, og U den tid det tager

inden han bliver gift.

Hvis vi observerer et individ gennem tiden,kan vi observere,nar han forlader

populationen og hvilken grund. Det viI sige,vi kan observere X = min(U,T) og

Y = I{T < U}, men vi kender ikke vrerdien af U og T selv.

Antag nu, at T og U er stokastiske variable, der er uafhrengige eksponentielt

fordelte som angivet ovenfor, og at vi har observeret

n individer. gennem tiden,og derved faet de indbyrdes uafhrengige observationer

B. Opstil likelihoodfunktion for parametrene(A,~) pa grundlag af de obser-

, X ,Y )og find maksimaliseringsesti
n n

c.

D.

verede vrerdier af (X1,Y1,
A A

matoren A for A og ~ for ~.

A

Vis, at A konvergerer i sandsynligheden med ~.

A -1
Vis, at A er asymptotisk normalt fordelt med parametre (A,n A(A + ~))

3.

En celIe kan i l~bet af 1 uge blive til X celler, hvor V~ antager, at X er

geometrisk fordelt, det vil sige

(

(1)

hvor 0 < q < 1.

n-l
p{X = n} = (1 - q) q, n 1,2, .. ,
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A. Find den karakteristiske f unk t i.on for- X og benyt dette til at finde EX

samt VX.

Antag nu, at hver af cellerne i l~bet af n~ste uge viI formere sig pa samme

made saledes, at hvis X = n, vi! antal1et af eeller efter 2 uger v~re

(2)

hvor Xl' ••• ,Xn, er indbyrdes uafhrengige stokastiske variable med samme

fordeling givet ved (1).

Man skriver ogsa definitionen (2) pa formen

X
Z = E ~.

k=l

B. Find den karakteristiske funktion for Z og benyt dette til at finde

P{Z = n}, n = 1,2,

samt EZ.

Efter m ugers forl~b er antallet af celler vokset til Z •
m

c. Vis, at den,karakteristiske funktion for Z er givet ved
m

m it
q e

1 - (l_qm)e i t

itZ.. m
Ee . = ---=---------(3)

og benyt dette til at finde EZ samt gr;.ensefordelingen af
m

y =
m

Z
m

for m ... 0).

(
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Antag nU,at q er en ukendt parameter, oS· at vi har observeret Z efter en
m

uges forl;b.

D. Benyt· (3) til at finde P{Z = n}, n = 1,2, .•• og udnyt dette til af finde
m

maksimaliseringsestimatoren for q,og vis at denne er konsistent for


