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1,del. Den skriftlige préve.

Sommer 1973

Sandsynlighedsregning og teoretisk statistik I

Matematik_S

(4 timer)

En kasse indeholder n sedler, der er nummereret fortlg¢bende 1,2, ... ,n.
. en stikprgve pa k > 1 sedler udtages uden tilbagelagning, og man noterer det
stgrste tal S og det mindste tal M, man har observeret,pd de sedler, der er

udtrukket, samt differencen D = S - M.

Vis, at . é -m-1
( k-2 )
P{S =s, M =m} = (E) », l<m<szgn
°8 d -1
k -2
P{D=d} = (n -d) - , 1<dgn-1.
(x)
.2.

Lad T og U vere indbyrdes uafhangige eksponentielt fordelte stokastiske variable

med middelvardi A“I og u—l henholdsvis.
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A. Vis, at X = min(T,U) og Y = I{T < U} er indbyrdes uafhzngige og find

fordelingen af X og fordelingen af Y.

Vi skal nu anvende disse resultater pd fe¢lgende situation: Vi betragter en popu-
lation pd N individer, for eksempel mengden af ugifte m@nd. En mand kan for-
lade denne population af to grunde, enten ved at d¢ eller ved at blive gift.

Lad nu T betegne den tid det tager, inden han d¢r, og U den tid det tager

inden han bliver gift.

Hvis vi observerer et individ gennem tiden,kan vi observere,nar han forlader

populationen og hvilken grund. Det vil sige,vi kan observere X = min(U,T) og

Y = I{T < U}, men vi kender ikke vardien af U og T selv.

Antag nu, at T og U er stokastiske variable, der er uafhangige eksponentielt
fordelte o som angivet ovenfor, og at vi har observeret

n individer gennem tiden,og derved fdet de indbyrdes uafhamgige observationer

(Xl,Yl), cee (Xn,Yn).

~B. Opstil likelihoodfunktion for parametrene (A,u) pa grundlag af de obser-

verede vardier af (Xl’Yl’ e Xn,Yn) og find maksimaliseringsesti~—
A A
matoren A for A og u for u. ‘

A
C. Vis, at XA konvergerer i sandsynligheden med A.

A
D. Vis, at A er asymptotisk normalt fordelt med parametre (A,n 1A(A + )

3.

En celle kan i l¢bet af 1 uge blive til X celler, hvor vi antager, at X er

geometrisk fordelt, det vil sige
(1L CPi{X = n} = (1 - q)n—l q, n = 1,2, ...

hvor 0 < q < 1.




A. Find den karakteristiske funktion for X og benyt dette til at finde EX
samt VX.

Antag nu, at hver af cellerne i lgbet af neste uge vil formere sig pad samme

mdde sdledes, at hvis X = n, vil antallet af celler efter 2 uger vare

(2) Z =X+ ,.. +X

hvor X., ... ,X_, er indbyrdes uafhangige stokastiske variable med samme
1 *“n

fordeling givet ved (1).

' Man skriver ogsa definitiomen (2) p& formen

X
Z= I Xk'

B. Find den karakteristiske funktion for Z og benyt dette til at finde
P{Z =n}, n=1,2, ...
samt EZ.

Efter m ugers forl¢b er antallet af celler vokset til Zm.

C. Vis, at den -karakteristiske funktion for Zm er givet ved

ith m eit
(3) Fe U= 9 =
1 - (1-¢™Me*

og benyt dette til at finde EZm samt graznsefordelingen af

for m = o,




Antag nu,at q er en ukendt parameter, og at vi har observeret Zm efter en

uges forlgb.

D. Benyt (3) til at finde P{Zm =n}, n=1,2,... og udnyt dette til af finde

maksimaliseringsestimatoren for q,og vis at denne er konsistent for




