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Matematik 3 MI (efterarspensum)

Opgaver til besvarelse i 3 timer.
Opgavesattet bestir af én stilopgave og tre opgaver og er pa 2 sider.

De fgrste 90 minutter er uden hjelpemidler, de sidste 90 minutter med alle seedvanlige
hjeelpemidler. Efter 90 minutter indsamles besvarelsen af Stilopgaven.

Stilopgave (uden hjslpemidler)
(i) Definér, hvad man forstar ved at (X, B) er et Borelrum.
(ii) Lad &£ veere en broleegning pa maengden X. Vis, at der findes en mindste Borel-

struktur pa X, der indeholder £.
(iii) Lad nu (X1, B1) og (X2, B,) veere Borelrum og lad &, henholdsvis &, veere frem-

bringersystemer for henholdsvis By og By : 0(&1) = B1,0(&) = B2. Antag, at X; € &

og at Xq € &,.
Definér produkt Borelstrukturen By ® By og vis, at &1 X & er et frembringersystem for

B ® Bs.
(iv) Bevis seetningen om at produkt-malelige maengder har malelige sektioner (formulér

fgrst resultatet praecist).

Opgave 1 (med hjzlpemidler)

Lad X vere vaere en maengde. For en broleegning A pa X defineres en relation (“sekvi-
valens modulo A”) ved

r=y(modA) & VAecA: 1) =1a(y).

(i) Bevis, at &kvivalens modulo A er en akvivalensrelation.

(ii) Lad B veere en Borelstruktur pa X, som er frembragt af brolaegningen £ : B = ¢(£).
Bevis, at for punkter z og y i X galder, at £ = y (mod B), hvis og kun hvis ¢ = y (mod £).

(iii) Bevis, at en tzelleligt frembragt og separerende Borelstruktur er tzelleligt separe-

rende.

Opgave 2 (med hj=lpemidler)
I denne opgave betegner X enhedskvadratet i R* : X = [0,1] x [0,1] udstyret med ‘
den naturlige Borelstruktur samt det to-dimensionale Lebesguemal. Med f betegnes
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funktionen, der er defineret pd X ved, for (s,#) € X, at sefte

0 hvis s = t eller enten s eller £ er 0
1.
f(S,t): 'ﬁthS0<3<t

1
~ — hvis 0 <t <s.
L]

Undersgg, om f er integrabel.

Opgave 3 (med hjzlpemidler)

Lad g veere et sandsynlighedsmél pd Borelstrukturen (X,B) og lad f vare en ikke-

negativ integrabel funktion defineret p4 X. Betegn med ¢ det ubestemte integral af f
m.h.t. g, dvs. ¢ er malet givet ved

o(4) = [ sius AcB

(i) Vis, at [ %dap < 1. Vejledning. Vis farst, at ({f = 0}) = 0 og udregn derefter
['F - Lr>oyde.
(i) Vis ved et eksempel, at integralet

J jdi kan veere strengt mindre end 1. Vejledning.
Man kan f.eks. lade p veere Lebesguemalet pa [0, 1].




