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Matematik 3 MI (efterarspensum)

Opgaver til besvarelse i 3 timer.
Opgavesattet er pa 2 sider og bestar af én stilopgave og fire opgaver.

De forste 90 minutter er uden hjselpemidler, de sidste 90 minutter med alle ssedvanlige
hjeelpemidler. Efter 90 minutter indsamles besvarelsen af Stilopgaven.

Stilopgave (uden hjselpemidler)

Lad (X1, By, 1) og (Xa, Ba, pa) vaere o-endelige malrum. Bevis, at der findes et enty-
digt bestemt produktmal p af 11 og po defineret pa produkt o-algebraen B; ® Bs.

Opgave 1 (med hjzlpemidler)

Lad ¢ : [0,1] — [0, 1] veere en kontinuert strengt voksende funktion af [0, 1] pa [0, 1] (sa-
ledes ma (0) = 0 og (1) = 1) og lad som szedvanlig ¢! betegne den omvendte (inverse)
funktion. Lad p betegne Lebesguemalet pa ([0, 1], B([0,1])) og lad n betegne billedmalet
af p under afbildningen ¢, ligeledes defineret pa Borelstrukturen ([0, 1], B([0,1)). Beregn

folgende integral
/ o tdn.

Opgave 2 (med hjzlpemidler)

Antag, at malet ¢ = (X, B, ¢) har teetheden f m.h.t. malet p = (X,B,pu). Lad A
betegne mangden
A={zx e X | f(x) > 0}

og lad 1 betegne restriktionen af p til A.
Bevis, at n har teethed m.h.t. ¢ og bestem en tilhgrende teethedsfunktion.
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Opgave 3 (med hjzlpemidler)

Bestem
. o0 cos(\/1+x2/n)d$.
n—oo [_ 1 + 33‘2

Du skal argumentere omhyggeligt for hvert skridt.

Opgave 4 (med hjzlpemidler)

For hver Borelmaengde E i R saettes
w(E) = / t2dt
E

(hvor [ ---dt som sadvanlig betyder integration m.h.t. Lebesguemalet).
(i) Gor rede for at p er et mal pa (R, B(R)).
(ii) Bestem [ fdu, hvor f: R — R er givet ved

1 hvis —5 <z <0,
fx)=< 2 hvis 0<2 <7,
0 hvis x < =5, eller hvis x > 7.



