3MI-eksamen — Forarspensum, vinter 1999-2000

Opgaver til besvarelse i 3 timer.

Opgavesettet er pa 2 sider og bestar af 7 opgaver.

De fgrste 90 minutter er uden hjeelpemidler, de sidste 90 minutter er med alle seedvanlige
hjeelpemidler. Efter 90 minutter indsamles besvarelsen af stilopgaven (Opgave 1). Opgave
1 veegtes med 90 point, og de gvrige opgaver (Opgave 2 ~ 7) vaegtes med tilsammen 90

~ point.

Opgave 1 — stilopgave (90 point)
Integral med reel parameter

For at komme godt i gang med opgaven kridtes banen op: Lad (X, E, i) veere et malrum,
lad I veere et interval pa R, og lad f: X x I — C vare en funktion, hvorom det galder,
at snitfunktionerne f* tilhgrer L(X,E, ) for alle ¢ i I. Husk at f*(z) = f(z,t). Seet

P)= [ fdu= [ fetiu), tel

Formuler og bevis en sa@tning, som udtaler sig om kontinuitet af F' (Seetning 4.26).

Formuler og bevis en seetning, som udtaler sig om differentiabilitet af F', og hvori et udtryk
for den afledede F' gives (Seetning 4.28).

Opgave 2 (10 point) Lad E vere mangden af punkter (z,y) € R?, for hvilke enten z
eller y er rational. Vis at E er en Borel delmaengde af R?, og bestem ma(E), hvor my er

Lebesguemalet pa R2.

Opgave 3 (20 point) Lad f: R — R vere en kontinuert funktion. For hvert naturligt tal

n saet
f(z),  hvis |f(z)] <n,
fa(z) = ¢ n, hvis f(z) > n,
—n, hvis f(z) < —n.

(i) Begrund at f, er malelig for alle naturlige tal n.
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(ii) Vis at f er integrabel mht. Lebesguemalet m pa R hvis

(1) sup/ | fu] dm < oo.
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(iii) Undersgg om man omvendt kan slutte at (1) geelder, hvis det vides, at f er integrabel.

Opgave 4 (15 point) Set
A={(z,y) eR*|0 <z <y<n/2} CR?
og lad f: R? — R veere givet ved

_ Jcos(y)/y,  hvis (z,y) € A,
fey) = {0, hvis (z,y) € R?\ A

Ggr omhyggeligt rede for, at

[ sy dmates) = [ ([ 1) dm)dm() )= [[([ Fen)dmip)ime),
og beregn derneest integralet.
Opgave 5 (15 point) Vis at

1M$ y 1 2)[* dz)'*
[ L) < 5 ([ 1100 )

for alle f € £3([0,1],m).

Opgave 6 (10 point) Ggr omhyggeligt rede for, at

. o0 z2+1
lim cos (

)e_”dac = 1.

Opgave 7 (20 point) Lad p veare tellemilet pa Z, lad som sadvanligt m vere Le-
besguemalet pa R, og seet

E={(t,n) eRXZ||t|+ In| <2}.
(i) Ggr rede for, at E tilhgrer produkt c-algebraen B(R) ® P(%Z).
(ii) Bestem snittet E™ for alle n € Z.

(iii) Bestem (m ® p)(E), hvor m @ p er produktmalet pa R x Z.




