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Matematik 3MA

Opgavesa til besvarelsei |gbet af 2 dage.

Opgaverne skal besvares selvstaandigt af hver eksaminand uden hjadp fra andre personer (mens
brug af fagb@ger, egne noter o.l. er tilladt).

Opgavesadtet udleveres den 22. juni frakl. 9 pa Matematisk Instituts kontor, og besvarelsen
afleveres sammesteds senest den 23. juni kl. 16, dateret og underskrevet af eksaminanden.

Det er ikke ngdvendigt at gentage hele opgaveteksten i besvarel sen.

Opgave 1

Lad — som sasdvanlig —y, betegne en funktioni C3’(R) med egenskaberne:
0<x<1
x(X) =0forx¢]—22|
x(X) =1forxe[-1,1].

Definer
x(x—3) , x<?
kn(X)=<¢ 1 , 2<x<6
x(x—6) , 5<x
forn=1,2,3,---.

1° Gear rede for, a xn er en veldefineret funktion i C(R) for hvert ni N. Vis, at funk-
tionsfalgen (e "«n)neny Konvergerer mod 0i C3'(R).

2° Vis, at der ikke findes nogen distribution u pa R med den egenskab, at restriktionen af u til
10, <[ er distributionen givet ved den lokalt integrable funktion x — ex pa |0, oo,

Opgave 2

Lad n € N vage givet. For en vilkarlig funktion ¢ pa R" defineres @ = Sp ved ¢(x) = ¢(—Xx),
x€R". Forui 2'(R") definerestived t(p) = u(), ¢ € C5 (R"). For p € C5(R") ogu € D'(R")
sadtesux @ = @xu. Tilsvarendesatesux @ = @xufor g € S(R") ogui S(R"). For f i Ly joc(R")
betegnes den tilsvarende distribution paR" ved At eller f.
1° Ger redefor, at (0*Af)Y = (—9)*Ay for f kontinuert pAR" og o. € (NU{O})". Vis, at for
ui 2'(R") erdi £'(R") med stette supp (U) = —supp (u).
2° Ger redefor, at for f kontinuert med kompakt stette paR" og o.i (NU{0})" og ¢ i C3'(R")
er distributionen @ x 0*A¢ givet ved funktionen (0%¢) * f i C3'(R"). Vis, at for ui £'(R")
og ¢ i CJ(R") er ¢ u givet ved en funktion, som vi ogsavil betegne ¢« u = ux @; vis, at
¢ — @ = U definerer en kontinuert afbildning af C5 (R") ind i C3'(R").
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Vis, at for ¢ i C5(R") ogvi D'(R") er (¢*V)(y) = v(y* (Ag)"), ¥ € CT(R"). Vis, at for
ue E'(R") og i SR er gxu(y) = Ag(y ), y € Cy (R").

Vis, at forue E'(R") og vi 2'(R") defineres ved (uxVv)(y) = v(y* ), y € C3(R"), en
distribution ux v i 2'(R"), foldningen af u og v, og at v — ux v definerer en kontinuert
linesar afbildning af 2/(R") indi 2'(R").

Vis, at forui Z'(R"),vi D'(R") og o i (NU{0})" er 0*(uxV) = (0%u) xv=ux (d*V).
Antag i dette spargsmal, at n= 1. Find for j i NU {0} foldningen af den j’te afledede af

distributionend: ¢ — ¢(0), ¢ € C3’(R), og distributionen svarendetil Heaviside funktionen
H = 1jgc-

Vis, at foruogvi E'(R") er uxvi Z'(R") med supp (uxVv) C supp (u) + supp (v), og at
Fourier transformering ferer foldning i produkt: F(uxVv) = F(u)F(v). (Det ma her gerne
benyttes, at for ui Z'(R") er Fu givet ved en funktion, som vi ogsa betegner Fu, i C*(R")).

Vis, at foruogvi Z'(R") ogwi 2/ (R") er (ux V) xW=ux* (VkW), 0g af &+ w = w.

Lad P(D) betegne en partiel differential operator med konstante koefficienter paAR". Antag,
at distributionen v paRR" er en fundamentall gsning, det vil sige, at P(D)(v) = 8. Vis, at hvis
f er endistribution paRR", og hvis f —eller v—har kompakt stette, sa er distributionen f xv
—éller v« f —enlasning u il ligningen P(D)u = f.

Opgave 3

Lad Q betegne {(x,y) € R? | X2 +y? < 1}. Betragt differential operatoren A paQ givet ved
Ap = —(1+cos?X) @l x — (1+ Sin?x+icos?y)@lj, + (2cosxsinx) ¢} + (i2cosysiny) ¢}, + ¢,
¢ € C3(Q).
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Vis, at H2(Q) er indeholdt i definitionsomrédet for den maksimale afsluttede realisation
Arax a ApalLa(Q), og at H2(Q) er indeholdt i definitionsomradet for den minimale afslut-
tede realisation Amin of A paLly(Q).

Vis, at sesquilinearformen

(0, ¥) = (Ao, ¥), 9,y € G5'(Q),
har en og kun én udvidelse til en begramset sesquilinearform pa H&(Q), og at denne form
er H3 (Q)-coerciv.
Vis, at H2~(Q) NH3(Q) er indeholdt i definitionsomrédet for den tilsvarende Lax-Milgram
operator A.

Vis, at for (a,b) iNRz, der opfylder |b| > 3a, er A— a—ib en bijektiv afbildning af defini-
tionsomradet for A paL(Q) med begraanset invers afbildning.



