Kgbenhavns Univer sitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommeren 1995

Matematik 3SMA

Opgavesa til besvarelsei |gbet af 2 dage.

Opgaverne skal besvares selvstaandigt af hver eksaminand uden hjadp fra andre personer (mens
brug af fagb@ger, egne notater o.l. er tilladt).

Opgavesadtet udleveres onsdag den 21. juni fra kl. 8.30 pa Matematisk Instituts kontor, og
besvarel sen afleveres sammesteds senest torsdag den 22. juni kl. 16.00, forsynet med eksami-
nandens underskrift, adresse og eventuelle telefonnummer.

Det er ikke ngdvendigt at gentage hele opgaveteksten i besvarel sen.

Opgave 1
Lad Q=]0,1[ x ]0, 1] C R?, og betragt den sesquilinesere form
a(u,v) = / (01Ud1V + d2Ud2V + Ud1V) dx1dXo.
Q

Lad H = L2(Q), Vo = H3(Q) og V1 = H1(Q), og lad ag henholdsvis a; betegne a defineret pa Vo
henholdsvis V;. Man betragter triplerne (H,Vo,a0) og (H,Vi,a1). 1° Vis, at ag er Vp-elliptisk
og at a; er Vi-coerciv, og ger rede for, at Lax-Milgrams satning kan anvendes pa triplerne
(H,Vo,a0) 0og (H,V1,a1). De derved definerede operatorer betegnes Ag og A;. (Vink. Man kan
vise, at (u,01u)H er rent imaginaa, nar u € C3'(Q).)

2° Vis, at Ag virker som —A — 9 i distributionsforstand, og at der for u € D(Ag) NC(Q) gadder,
at U‘aQ =0.

(Mink. Lad ug — ui H}(Q), ux € C3(Q). For et randpunkt x, der ikke er et hjarne, kan man ved
passende valg af beskagringsfunktion skagre Uy’ erne og u ned til en lille kugle-omegn By 5 NQog
vise, at u er 0 som Lo-funktion pa intervallet By 5 /2M0Q, ved uligheder som i Saetning 7.18.) 3°

Vis, at A; virker som —A — 91 i distributionsforstand, og at der for u € D(A;) NC?(Q) gadder, at
u opfylder visse farste ordens randbetingel ser pa kanterne af Q (de anskes bestemt). (Bemagk, at
Gauss og Green's formler gadder for Q, med stykkevis kontinuert definition af normalvektoren
ved randen.)

4° Vis, at Ag har sin numeriske vaardimaangde (og dermed sit spektrum) indeholdt i omradet
{AeC|RerL>2, |ImA|<VRe\}.

(Vink. Bemagk, at for u € Vo med |[ul|y = 1 er [Imag(u,u)| < ||D1u||, mens Reag(u,u) >
ID1u]|%.) 5° Undersgg beliggenheden af numerisk vaadimaengde (og spektrum) for Ag. (Man

bar i det mindste finde frem til en konveks maangde som i noternes Korollar 2.17. Man kan even-
tuelt forbedre dette til, at maangden kan erstattes med

{AeC|ReL> -3, |ImA|<+2Rer+1})
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Opgave 2

Lad £ betegne differential operatoren defineret ved

LU= —0dx(XdxU) + (X+ L)u= (14 x)[X(1— dx)ul,
for u e S'(R). 1° Find den operator £, som L fares over i ved Fourier transformation, altsa
L=7F"1LF.2° Vis, at funktionerne

1-ig)k
00 = gk K€,
opfylder R
Lok =2(k+1)gg
(altsa er egenfunktioner for £ med tilhgrende egenvaadier 2(k+ 1)), samt at {JrOkkez er et
ortonormalsystemi Lo(R).

3° Vis, at H(x)e * ved foldning med sig selv m gange giver
m
H(x)e " x---xH(X)e " = %H (x)e7*  (m-+ 1 faktorer).
4° Vis, a L har et system af egenfunktioner

fu(X) = ,‘F_lgk = px(X)H (x)e_x, k € Np,
harende til egenvaadier 2(k+ 1), hvor hvert py er et polynomium af grad k. Beregn py for k =
0,1,2. (Vink. Man kan for eksempel beregne # _1Fli§ og udnytte pkt. 3°.) 5° Vis, at yderligere
egenfunktioner for £ (med egenvaardier 2(—m+ 1)) fas ved at tage
ffm(X) = fmfl(—X), me N,

samt at hele systemet {+/2 f }kez Udger et ortonormalsystemi Lo(R). 6° Vis, at nér ¢ € S(R), er

Y. [(fo@)L,| < ClILO|IL,,

keNy
for en passende konstant C. (Vink. En hjadpende ulighed fas ved at anvende Bessels ulighed pa
Lo og bemaake, at (fx, Lo) = (LT, ¢).) 7° Vis, a A = Yycn, fi definerer en distributioni S'(RR)
ved forskriften .

(A,0) = lim |§6< fi, @),

og at denne har stette i [0, [ .[Til almindelig oplysning for |asseren naevnes, at systemet {+/2fy |

ke Np} paRR; er er envariant af det der ssadvanligvis kaldes Laguerre ortonormal systemet, og
at det er fuldstendigt i Lo(R,).]

Opgave 3

For ac R, sadtes
a

T X2+ al

fa(x) for xeR.
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Vis, at fa — 81 H(R) fora— 0+.



