Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 1999

Matematik 3 GT

Tre timers skriftlig prgve delvis med hjalpemidler.
Saettet er pa 2 sider og bestar af 4 opgaver.

De forste 90 minutter er uden hjalpemidler, de sidste 90 minutter med alle szedvanlige
hjaelpemidler: Forelaesningsnoter, bgger, notater, lommeregnere etc. Efter 90 minutter
indsamles besvarelsen af 1. del.

1. del uden hjselpemidler.

Opgave 1 (25 points)
Lad (M1, T1) og (Ms, T3) vaere to topologiske rum og lad f : My — M> veere en afbildning.

a) Definér, at f er kontinuert udtrykt ved systemerne 77, 75 af abne mangder.

b) Vis, at f er kontinuert hvis og kun hvis der om enhver afsluttet maengde F C Mo
geelder, at f~1(F) er afsluttet i M;.

c¢) Definér delrumstopologien T4 pa en delmaengde A C M;.

d) Antag, at My = F; U---U F,, hvor Fy,..., F, er afsluttede, og at f har en
kontinuert restriktion til hvert F;, dvs. for hvert ¢ = 1,...,n er restriktionen
f | F; : F; — M, kontinuert, idet F; er forsynet med delrumstopologien 7g,. Vis,
at f er kontinuert.

Opgave 2 (25 points)

Lad (M, T) vare et topologisk rum og lad 2o € M.

a) Definér begrebet en lgkke baseret i 2y og definér, at to lgkker f, g baseret i zq er
sti-homotope, i symboler f ~; g.

b) Definér sammensaetningen f * g af to lgkker f, g baseret i 2o og vis om lgkker
fyf' 9,9 baseret i zg, at hvis f ~, f' og g~ g saer fxg~y f' xg.

c¢) Definér fundamentalgruppen (M, xzo) idet der skal ggres rede for hvad ele-
menterne i m (M, xg) er, og hvorledes gruppekompositionen er defineret. Der
gnskes ikke bevis for den associative lov, men der gnskes (uden bevis) en an-
givelse af det neutrale element og det inverse til et givet element.

d) Lad M = {(z,y) € R? | 22 + y? < 1} med delrumstopologien fra R? og lad
zo = (0,0). Vis, at m (M, zo) = {1}.

JLK Opgave 2 fortsaettes pa side 2
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2. del med hjslpemidler.

Opgave 3 (25 points)

Lad R(*) betegne mzengden af reelle talfglger = (z,,) = (21,2, ...), som er 0 fra et vist
trin, der kan afhzenge af den enkelte folge. For hvert n = 1,2, ... defineres j, : R* — R(*)
ved jn((z1,...,25)) = (21, T2, ..., 25,0,0,...).
a) Vis, at card R(>®) = X,
b) Vis, at delmaengden Z(®) af fglger af hele tal, der er nul fra et vist trin, er
numerabel.

c¢) Lad R(®) vzre forsynet med finaltopologien 7 m.h.t. afbildningerne j, : R* —
R(°°) | idet R” har den szdvanlige topologi. Vis, at maengden

1
G = {(zn) € R | |z,| < = 1,2,...}
er aben, og at mangden

F={(z,) e R® | |z,] <=, n=12,...}

S|

er afsluttet i finaltopologien.

Opgave 4 (25 points)
Lad G betegne fglgende delmzengde af R3:
G = {(z1,72,23) | 0 < 2 + 23 < 2, 23 > x? + 23}

a) Vis, at G er aben og sammenhangende.
b) Vis, at afslutningen af G i R3 er givet ved
@ = {(.’L‘l,.’IJQ,.’L'g,) ‘ .’17% + 33% S 2, I3 2 IL‘% + .T%}

Definér de kontinuerte afbildninger j : R? — R3,p: G — R? ved

(21, 22) = ( 2), ) 1 2
J\T1,Z2) = \T1,T2,4), P\T1,T2,T3) = ) .
V3l + a3 /a2 + 2}

c¢) Gor rede for at 5(S') C G og p(G) C S?, idet som saedvanlig S* er enhedscirklen
iR,
St = {(x1,22) | 27 + 23 = 1}.

d) Vis, at poj | St er den identiske afbildning af S, og benyt dette til at vise, at G
ikke er enkeltsammenhaengende.



