Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinteren 1997-1998

Mat“ematik 3GT

Tre timers skriftlig prgve delvis med hjeelpemidler.

De forste 90 minutter er uden hjeelpemidler, de sidste 90 minutter med alle seedvanlige
hjeelpemidler: Foreleesningsnoter, bgger, notater, lommeregnere etc. Efter 90 minutter
indsamles besvarelsen af 1. del.

1. del uden hj=lpemidler.

Opgave 1 (25 points)

Lad (M, T) vere et topologisk rum.

a) Angiv definitionen af at et punkt 2 € M er et indre punkt i en delmaengde A C M
og definér det indre int A af A.

b) Vis, at int A er den stgrste abne delmaengde af A.
c) Vis, at der om delmengder A, B af M gelder

int (AN B) = int (A) Nint (B).

d) Definér produktet af to topologiske rum (M;,Ty), (M2, T;) og vis, at for A; C M,
A; C M, geelder
int (A1 X Az) = int (A]) X nt (AQ)

Opgave 2 (25 points)

Lad M vere en ikke tom meengde.

a) Definér begreberne et net i M og et filter pa M.

b) Formulér Zorns Lemma og udnyt det til at vise, at ethvert filter F pa M kan forfines
til et ultrafilter.

c) Bevis, at et filter F er et ultrafilter pa M, hvis og kun hvis der om enhver delmeengde
ACM gelder A € Feller (A € F.

d) Vis felgende Szetning: En afbildning f af et topologisk rum (M;,7;) ind i et topo-
logisk rum (Mo, 7T3) er kontinuert i z € My, hvis og kun hvis der om ethvert net (z;);¢;
pa M, gelder

lilen}l:l},' == lilérllf(xi) = f(z).
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2. del med hj=lpemidler.

Opgave 3 (30 points)

Produktrummet RY = {(zn)nen | 2n € R} forsynes med produkttopologien, altsa
initialtopologien for afbildningerne m¢ : RN — R, k € N, givet ved m¢((zn)nen) = k.

Lad K = [-1,1]N = {(z4) | Vn € N : |z,| < 1}, idet vi kort skriver (z,,) i stedet for
(Jjn)neN-

a) Vis, at K er kompakt.
b) Vis, at int K = ().
c¢) Lad (z,), (yn) veere to vilkarlige punkter i K. Vis, at der ved afbildningen (t) =

((1 = t)zn + tyn) defineres en sti ¢ : [0,1] = K fra (z,) til (yn), og vis, at K er en
sammenhangende delmangde.

d) Ger rede for, at K er et enkeltsammenheengende rum med delrumstopologien.

Opgave 4 (20 points)
Lad (M, T) veere et topologisk rum.

a) Vis, at hvis Ey,...,E, er ikke tomme sammenhangende delmeengder af M sa
ENEiy1 #0fori=1,...,n—1,saer E;U---UE, en sammenhangende delmzngde.

b) Vis, at hvis Ey,..., E, er kompakte delmengder af M, sa er E;U---U E,, kompakt.



