Kgbenhavns Universitet
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 1998

Matematik 3 GT

Tre timers skriftlig prgve delvis med hjalpemidler.

De forste 90 minutter er uden hjalpemidler, de sidste 90 minutter med alle szedvanlige
hjaelpemidler: Forelaesningsnoter, bgger, notater, lommeregnere etc. Efter 90 minutter
indsamles besvarelsen af 1. del.

1. del uden hjselpemidler.

Opgave 1 (25 points)

Lad (M, T) vare et topologisk rum.

a) Angiv definitionen af at et punkt z € M er et kontaktpunkt for en delmengde
A C M og definér afslutningen cl(A) af A. (cl(A) betegnes ogsa A).

b) Vis, at cl(A) er den mindste afsluttede maengde, som indeholder A.

c¢) Vis, at der om delmaengder A, B af M gaelder

cl(AU B) =cl(A) U cl(B).

d) Definér delrumstopologien T4 pa en delmangde A C M og vis, at der for en
delmaengde X C A galder

cla(X) = Ancl(X),

idet cls betegner afslutningen af X i delrummet (A4, T4).

Opgave 2 (25 points)

Lad (M, T) vare et topologisk rum og lad Cjs betegne maengden af kontinuerte af-
bildninger af M ind i sig selv.

a) Definér, at to afbildninger f,g € Cps er homotope, i symboler f ~ g, og vis, at
relationen homotop med (=) er en akvivalensrelation i Cpy.

b) Vis, at hvis f ~ f* og g ~ g* hvor f, f*, g,9* € Cp, sa gelder ogsa
gof=grof”.

25. november 1998/LK Opgave 2 fortsaettes pa side 2



Kgbenhavns Universitet Side 2
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet sommer 1998
Matematik 3 GT

c) Idet [f] betegner skvivalensklassen af de med f homotope afbildninger fra Cyy,
skal der ggres rede for, at formlen

[glo[fl=1lg0 f]

definerer en regneoperation (komposition) i meengden

Eum = {11 €Cu}

af eekvivalensklasser. Angiv et neutralt element ved regneoperationen.

d) I tilfseldet M = R med den sadvanlige topologi skal man bestemme antallet af
elementer i &g.

2. del med hjselpemidler.

Opgave 3 (30 points)

Lad f,g: R — R vare kontinuerte funktioner og antag, at f(z) < g(x) for alle z € R.
Definér maengden

M(f,g9) ={(z,y) eR® |z €R, f(z) <y<g(z)}

a) Vis, at M(f,g) er en aben delmangde af R2.
b) Vis, at afslutningen af M (f, g) er givet ved

cl(M(f,9)) ={(z,y) ER* |z € R, f(z) <y < g(x)}

c) Vis, at M(f,g) er ssmmenhzngende.
d) Vis, at randen af M(f, g) har 2 sammenhzngskomponenter og bestem disse.

Opgave 4 (20 points)

Lad (M, T) vere et kompakt topologisk rum og lad der vare givet et punkt zoy € M.
Lad f: M\ {zo} — R vere en funktion som antages kontinuert, nar M \ {zo} forsynes
med delrumstopologien fra M.

a) Vis, at hvis f har greenseveerdien a € R for z gaende mod z, altsa hvis
limg ., f(z) = a, sd er f begraenset.
(Der mindes om at lim,_,,, f(x) = a betyder

Ve > 03U € U(zo)Vx € U\ {zo} : |f(z) —a] <¢.)

b) Antag yderligere, at (M, T) er et Hausdorff rum. Vis, at delrummet M \ {zo} er
lokalkompakt.



