NAODeIIlavIls UNlversivel
Eksamen ved Det naturvidenskabelige Fakultet vinter 2001-2002

Matematik 3 GE

Skriftlig eksamen, 4 timer. Alle saeedvanlige hjelpemidler er tilladt. De tre opgaver
veaegtes tilnsermelsesvis som angivet.

Opgave 1 (teeller 15 %)

Betragt den parametriserede differentiable kurve

Bt) = ((2+1)%2,2-1)32,4t), —2<t<2.
1. Vis, at tangentvektoren 3'(¢) har konstant leengde, og angiv en parameterfremstilling
a(s) = B(t(s)) ved buelengden.

2. Lad p = B(0) = (2v/2,2v2,0). Bestem, i punktet p, enhedstangentvektoren t,
krumningen k£ og hovednormalvektoren n af kurven.

Opgave 2 (tzller 60 %)

Lad S = x(U) betegne den regulaere flade som er parametriseret ved
x(u,v) = ((2 — vsin g) sinu, (2 — vsin g) COS U, U COS g),

hvor (u,v) € U = (0,27) x (—1,1) C R%. Det antages kendt at x er en regulser flade-
parametrisering (S er en aben taet delmaengde af Mobius bandet). Fladen S udstyres
med orienteringen givet ved denne parametrisering.

1. Vis, at koefficienterne til den fgrste fundamentalform er givet ved

1
E:ZU2+(2—vsing)2, F=0, G=1

2. Betragt afbildningen f: S — S givet ved
f(x(u,v)) = x(2m — u, —v)

for (u,v) € S. Gor rede for at f er en diffeomorfi af S. Er f en isometri? (Svaret skal
begrundes).

3. Bestem matricen for differentialet df, af f i punktet p = x(m,0), med hensyn til
basisvektorerne x,,,x, (bemaerk, at f(p) = p). Er f orienteringsbevarende eller orienter-
ingsvendende? (Svaret skal begrundes).
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4. Lad
C ={x(u,v) |v=0} ={(z,y,2) € S| 2= 0}.

Bestem normalvektoren N (p) til S i ethvert punkt p € C. Vis, at
lim N(x(uw,0)) # lim N(x(u,0)),
u—0t u—27~

og benyt dette til at argumentere for at Mobius bandet ikke er orienterbart.
5. Det oplyses, at i punktet p = x(m,0) er
Xuu = (0,2,0), Xyp =(0,0,0), x4, =(—1,0,—3)
Beregn koefficienterne e, f, g til den anden fundamentalform i p, og udregn fladens krum-

ningsmal (Gauss krumning) i dette punkt. Benyt svaret til at argumentere for at der ikke
findes nogen isometri (bgjning), af en 4ben delmaengde af R? p4 en omegn af pi S.

6. Lad C vaere som ovenfor. Da er C en regulezer kurve i S. Bestem dens normalkrumning
kn i ethvert af dens punkter. Bestem ligeledes absolutveerdien |k,| af dens geodatiske
krumning i ethvert af dens punkter (med hensyn til en vilkarlig orientering af C).

Opgave 3 (teeller 25 %)

Betragt en omdrejningsflade S parametriseret ved

x(u,v) = (f(v) cosu, f(v)sinu, g(v))

hvor f(v) > 0, (f)2+ (¢')2 =1 og u € (up — 7, up + ) (det antages at (f(v),g(v)) er en
reguleer differentiabel kurve i R?).

Lad a(s) = x(u(s),v(s)) vaere en differentiabel kurve pa S, parametriseret ved bue-
leengde, og lad 0(s) veere en differentiabel bestemmelse af vinklen fra x, til o/(s) (i
orienteringen givet ved x).

1. Vis, at f(v(s))u'(s) = cosf(s) og v'(s) = sinf(s).

2. Vis, at den geodaetiske krumning af « er givet ved

__f'(v) /
kg = ) cosf + 6.
3. Antag, at sinf(s) # 0 for alle s. Vis, at
= _ (f(v) cosB)’
g f(v)sin® -

hvor / indikerer differentiation med hensyn til s. Vis, at Clairaut’s relation gaelder for «
hvis og kun hvis den er en geodaetisk kurve.

SLUT



