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Matematik 3GE

Opgaver til besvarelse i 3 timer.

Alle sadvanlige hjalpemidler er tilladte.

Saxttet bestar af 2 opgaver med tilsammen 9 sp¢rgsmal Hvert sp¢rgsmal tilleegges
samme vagt.

Opgave 1

Lad «a vere en simpel reguleer lukket plan kurve, som vi tzenker os beliggende i den
kopi af RZ, der svarer til planen P = {(z,y,2) | y = 1}. Med andre ord, a(s) =
(a1(s),1,a2(s)). Antag yderligere, at a er parametriseret ved kurveleengde. En del-
maengde S = S, af R® konstrueres nu som fglger: Gennem hvert punkt P pa kurven «

tegnes linien ¢t - OP, idet parameteren t dog indskraenkes til at ligge i )0,2[. S, defineres
da til at vaere foreningsmangden af disse punktmaengder for P genneml¢bende sporet af
a. Det antages yderligere, at krumningen af a aldrig bliver 0.
1° Vis, at S, er en reguler flade.
2° Udregn koefficienterne E, F, G til den fgrste fundamentalform for S med hensyn
til en parametrisering af typen
t-ag(s)
X(s,t) = t ,
t-as(s)
med definitionsmangderne for s og t passende indskranket.
3° Udregn koefficienterne til den anden fundamentalform samt hovedkrumningerne i

et punkt P pa kurven for hvilket OP er vinkelret pa tangenten til kurveni P (det
antages, at der findes sadanne punkter) og udtryk disse stgrrelser ved krumningen

af a samt leengden |0P[ af OP.

4° Antag nu, at definitionsomradet for X er stgrst muligt med hensyn til fgrstekoordi-
naten s. Bevis, at andenkoordinatkurverne t — X (s,t) altid er geodeter, hvor-
imod fgrstekoordinatkurverne s — X(s,t) aldrig er det, idet sidstneevnte ville
kraeve, at (a1(s), az(s)) og (&) (s), a4 (s)) var proportionale i hele definitionsmaeng-
den for kurven a.

5° Lad nu § vere en anden kurve i P af samme slags som «, og lad Sy betegne den
tilsvarende flade. Bevis, at S og Sp er diffeomorfe.

6° Lad C,, = {(z,1,2) | ’4 4 £ b., = 1} fremkomme som sporet af en simpel regulaer
4

lukket plan kurve v, (dette skal ikke bevises), og lad C,, = {(z,1,2) | % b4 L=
1} fremkomme som sporet af en tilsvarende kurve ;. Bevis, at S, og Sy, er
isometriske.
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Opgave 2

Lad S veere en reguler flade, lad U veere en aben delmeengde af R? og lad (u,v) —
X(u,v) € § veere en parametrisering af S defineret pa U. Gennem hele opgaven gelder,
at koefficienterne E, F, G til den fgrste fundamentalform for S, udregnet med hensyn til
(X,U), opfylder fglgende: E er kun en funktion af u, G er kun en funktion af v og F er
identisk nul.

1° Lad w(t) vaere et parallelt vektorfelt langs en parametriseret kurve X (u(t), v(t)).
Bevis, at vinklen mellem X, (u(t), v(t)) og w(t) er uafhengig af t.

92° Bevis, evt. under brug af 1° (men det kan ogsa bevises direkte), at Gauss-
krumningen K er identisk nul.

3° Bevis, evt. ved at betragte parametriseringer af R? af formen (u, v) = (p(u), ¥(v)),
at X(U) er lokalt isometrisk med RZ.






