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Matematik 3 GE

Opgavesat til besvarelse 1 lgbet af 29 timer.

Opgaverne skal besvares selvstzendigt af hver eksaminand uden hjelp fra andre personer
(mens brug af fagbgger, egne noter o.l. er tilladt).

Opgavesaettet udleveres den 7. juni kl. 10 pa Matematisk Institus kontor, og besvarelsen

afleveres sammesteds senest den 8. juni kl. 15, dateret og underskrevet af eksaminanden.

Hver opgave tildeles 25 points. Hver opgave indeholder 4 spgrgsmal, dog kan man udelade
det sidste spgrgsmal i to af opgaverne (efter eget valg).

Opgave 1

Pa torus T C R? betragtes tre lokale kort, (f,0),(f+,04) og (f—,0-), givet ved, re-
spektivt,
o f(0,0) = ((a+rsinf)cos ¢, (a+rsinf)sin¢,rcosh), O={(0,¢)|0<8,¢ <
27},
o fi(x1,22) = :1;1,:1;2,:&\/7“2 x? —I—:Jc2 —a)?), Or = {(21,22) | a—7r <

\/xf—l—xz <a+r}.

Som saedvanlig antages, at 0 < r < a. Observer ogsa en mindre zendring i forhold til

Opgave 78.
Pa S? betragtes ogsa tre lokale kort, (f, 0), (f~_|_, 0, ) og (f_, O_), definede ved
o f(é, 43) = (sinécosq;,sinésinqz,cosé), 0= {(é, q;) 10<f<7m0<¢<2r).
o felyrpe) = (yyz 2V = (07 +93), Oz ={(y1.y2) |0 < Vo +43 <1
En kontinuert afbildning F' : T — S? afbilder T N {(x1,22,23) € R® | 23 > 0} pa
S0 {(y1,y2,y3) € R® | y3 > 0}, og ligeledes afbilder F' meengden af punkter i T, hvor

r3 < 0, pa meengden af punkter i S?, hvor y3 < 0. Antag, at vi har fglgende lokale
udtryk:

(1) f__l oFof (x1,22)=

~ x/xz—l—xz—a
f+loFOf+($17$2):(y17y2): L > = > (71, 22).
T/ ] + x5

Nar vi nedenfor refererer til de lokale koordinater (y1,y2) betyder det, at vi benytter de

lokale kort ( fa, O~i) og tilsvarende for de andre lokale koordinater.
1°: Angiv F’(%) og F’(ai“) ved hjeelp af de lokale koordinater yi,ys 1 punktet
_Fof-i-(\;_v_\;_)esz
: Angiv F’( 5) 0g F’( ) ved hjelp af de lokale koordinater vy, y2 1 punktet mqg =
Fof(fr 117r) c 52
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3°: Lad fy : (41,92) — S? veere et lokalt kort pa S?, defineret for 0 < /9?7 + 92 < 1.

Antag, at fi( %) = ma, og at Jacobimatricen for koordinatskiftet mellem fi og fy
opfylder

Ay 9y1

5 0y 2 1
(2) (i i) :<—1 ! )

O 992 /) (g1,50)=(3,1)

Angiv F’(%) og F’(%) ved hjeelp af koordinaterne 1,92 1 (91,92) = (1, 2).

4°: Beskriv afbildningen F' ved hjelp af koordinaterne (6, ¢) pa T og koordinaterne
(0, ¢) pa S? og angiv preecist den delmaengde af O, hvor f~' o F o f er defineret. Bevis,
at F er en differentiabel afbildning fra T til S2.

L
27

Opgave 2

Lad (f,0) veere et lokalt kort pa en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M. Lad
g11, 921,12 OF ¢22 veere koeflicienterne til den forste fundamentalform. Det ma antages,
at M er en indlejret delmangfoldighed af R?, og at (f,0) er en af de seedvanlige lokale
parametriseringer (som i Definition I1.3.). Antag, at ¢12 er identisk nul. Lad de variable
i O veere betegnede med 1, 2. Antag, at koefficienterne kun er funktioner af x; (d.v.s.
g11(x1,22) = hi(x1) og g2a(w1,x2) = ha(xy) for visse funktioner hy, ha).

1°: Udregn alle Christoffelsymbolerne af fgrste og af den anden art ud fra (afledede
af) funktionerne ¢11, ga2.

2°: Bevis, at hvis «(t) = f(a1(f),22) er en reguler kurve langs en forste koordi-
natkurve, da er

(3) I(a'(t) = gua(a1(t), 22) - (21(1))*,

hvor, som saedvanligt, I betegner den fgrste fundamentalform.

3°: Nedskriv ligningerne som « in 2° skal opfylde for at veere en geodzet. Bevis, at de
er akvivalente med, at funktionen t — I(a'(t)) er konstant. Konkluder, at en kurve «
som 1 2° kan omparametriseres til at veere en geodaet.

4°: Antag nu, at g11(x1,22) = 2} og gaa(x1,22) = 2f. Antag, at O = {(z1,22) |
z1 > 0,29 > 0}. Anfor, og lgs, ligningerne for et parallelfelt langs andenkoordinatkurven

f(1,t).

Opgave 3

Betragt en 1-formw = P(x,y, z)de+Q(z, y, 2)dy+ R(x,y, 2)dz paR3. Lad v = (vy,vq,v3)
veere en enhedsvektor og v en vilkarlig vektor i R®. Lad L, = {0 +s-v|s € R} og lad
i betegne inklusionsafbildningen ¢ : L, ; — R?.

Opgave 3 fortsaettes pa side 3
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1°: Beskriv, hvorledes tangentrummet til ethvert punkt pa L, ; er udspeendt af den
ene vektor v. Bevis, at

(4) *w=(P-v1+ Q- v2+ R-v3)ds,

hvor ds er 1-formen pa L, 5, der antager veerdien 1 pa v i tangentrummet til hvert punkt
pgL Lv,i)-

2°: Lad a veere en reguleer kurve i R? saledes, at L, = {«(t) | t € I} er en 1-
dimensional indlejret delmangfoldighed. Det ma benyttes uden bevis, at («,I) er et
globalt kort pa L,. Generaliser 1° til dette tilfeelde.

Betragt afbildningen (x,y,z) > R? LN (u,v) = (e*x,e*y) € R% Lad a,b,c € C®(R?).
3°: Udregn F*(a(u,v)du 4 b(u,v)dv).
4°: Udregn F*(c(u,v)du A dv).

Opgave 4

Lad M vere en n-dimensional differentiabel mangfoldighed og lad X vere et vektorfelt
pa M. Lad (f,O) veere et lokalt kort pa M.
1°: Bevis, at hvis 1 disse koordinater X =3 " | ai(x)%, da er

(5) Vi=1,...,n:a;(x) = de;(X).

2°: Lad 4,7,k € {1,...,n} veere vilkarlige. Lad Y} = b% og Y5 = c% med b og ¢
vilkarlige C'*°-functioner pa f(O). Bestem

(6) Y1 (dei(Y2)).

3°: Lad w veere en vilkarlig 1-form pa M og lad Z;, Z, veere vilkarlige vektorfelter pa
M. Bevis, at

(7) dw(Zy1,Z2) = Z1(w(Z2)) — Za(w(Z1)) — w([Z1, Z2]).

4°: (Uafheengig af det foregaende) Betragt 2-formen dp A dg pa R? = {(p,q) | p og q €
R}. Lad ¢ € C°°(R?). Angiv eksplicit vektorfeltet &, for hvilket

(8) For alle vektorfelter Y on R*:  (dp A dq)(&y,Y ) = Y ().
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