
FLERE OPGAVER 131K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GEOpgaves�t til besvarelse i l�bet af 29 timer.Opgaverne skal besvares selvst�ndigt af hver eksaminand uden hj�lp fra andre personer(mens brug af fagb�ger, egne noter o.l. er tilladt).Opgaves�ttet udleveres den 8. juni kl. 10:00 p�a Matematisk Institus kontor, og besvarel-sen aeveres sammen med den udleverede \p�a tro og love" erkl�ring samme sted senestden 9. juni kl. 15:00, dateret og underskrevet af eksaminanden.Der er ialt 19 sp�rgsm�al. Alle sp�rgsm�al tildeles samme v�gt (6 14%). Det samlederesultat fremkommer som summen af de 16 bedste.Opgave 1Der betragtes en 2-dimensional Riemannsk mangfoldighed M samt et kort (f;O) p�adenne. Det antages, at O � f(x1; x2) 2 R2 j x1 > 0 og x2 > 0g, at (1; 1) 2 O samt atkoe�cienterne til den f�rste fundamentalform med hensyn til denne parametrisering ergivet vedg11(x1; x2) = �2(x2); g12(x1; x2) = g21(x1; x2) =  2(x1) og g22(x1; x2) = �2(x2);hvor x1 !  (x1) er en C1-funktion, der opfylder: 8x1 : 0 �j  (x1) j< 1 og x2 ! �(x2)er en C1-funktion, der opfylder: 8x2 : 1 � �(x2).1�: Find samtlige Christo�elsymboler b�ade af f�rste og af anden art (mht. (f;O)).2�: Find R1212. Begrund, at Riemanns krumningstensor derved er fuldst�ndig be-skrevet.3�: Antag her, at  (x1) er forskellig fra 0 for alle punkter (x1; x2) i O. Bevis, aten andenparameterkurve t ! f(a; t) netop er en geod�t hvis � (lokalt) er konstant,og at en f�rsteparameterkurve t ! f(t; b) er en geod�t s�afremt  (lokalt) har formen (x1) = �pcx1 + d, hvor konstanten c = �(b)�0(b).4�: Antag, at M med de angivne st�rrelser er en indlejret delmangfoldighed af R3.Antag, at i et punkt (x01; x02) er middelkrumningenH = 0 og v = 6�fx1�12�fx2 angiver enhovedretning med tilh�rende hovedkrumning k1 = 4. Angiv den anden hovedkrumningk2 og �nd c1; d1 2 R s�a den anden hovedretning ligger i retningen c1 � fx1 + d1 � fx2.5�: Antag nu, at � � 1, at  (x1) = cos(x1) og at j cos x1j 6= 1 p�a hele O. Betragtkurven � : t!f(e�t; e�t). Find l�ngden af et kurvestykke C fra �(0) til �(t1), hvor t1 > 0og C � f(O). (Brug evt. en passende substitution).Opgave 21�: Bevis, at M = f(x1; x2; x3; x4) 2 R4 j x1x4 � x2x3 = 1g er en indlejret delmang-foldighed af R4.1 . juni 1995/LK Opgave 2 forts�ttes p�a side 2



132 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 22�: Angiv eksplicit et atlas A best�aende af pr�cist to kort.3�: Lad N = f(y1; y2; y3; y4) 2 R4 j y21 � y22 + y23 � y24 = 1g. Bevis, at ogs�a dette eren indlejret delmangfoldighed af R4 og begrund, at ogs�a her �ndes et atlas best�aende afpr�cist 2 kort.4�: Bevis, at afbildningen M 3 (x1; x2; x3; x4) ! 12 (x1 + x4; x1 � x4; x2 � x3; x2 + x3)er en di�eomor� af M p�a N .5�: Vi betragter nu M som en indlejret Riemannsk delmangfoldighed af R4, hvor R4udstyres med metrikken h�rende til det s�dvanlige indre produkt hv;wi = v1w1+v2w2+v3w3+ v4w4. Find den f�rste fundamentalform p�a M , udtrykt ved hj�lp af kortene i detfundne atlas A. Opgave 3Lad V v�re et n-dimensionalt reelt vektorrum udstyret med et positivt de�nit indreprodukt h�; �i. Lad fe1; : : : ; eng v�re en orthonormal basis for V . De�ner et indre produktp�a Vr(V ) ved at s�ttehv1 ^ � � � ^ vr; w1 ^ � � � ^ wri = det(hvi; wji)og s�a udvide ved linearitet. (Det �nskes ikke bevist, at dette er velde�neret).1�: Bevis, at fei1 ^ � � � ^ eir j (i1; : : : ; ir) 2 Pnr g1udg�r en orthonormal basis.2�: Antag, at M er en indlejret orienteret 2-dimensional delmangfoldighed af R4. Ladfv1; v2g v�re en orthonormal basis for tangentrummet Tm(M) til et fast punkt m 2M .Bevis, at 2-formen !v1;v2 de�neret ved8w1; w2 2 Tm(M) : !v1;v2(w1; w2) = dethvi; wji = hv1; w1ihv2; w2i � hv1; w2ihv2; w1iop til et fortegn er lig med volumenformen p�a M i m.3�: Antag nu, at !v1;v2 faktisk er volumenformen i m. Lad i betegne inklusionsafbild-ningen i : M ,! R4. Lad endelig ! v�re en vilk�arlig 2-form p�a R4. Bevis, at(i�!)m = h!m; !v1;v2i � !v1;v2 :4�: Lad v1 = (x1; x2; x3; x4) og v2 = (y1; y2; y3; y4). Lad endelig !1 v�re 1-formen!1 = f1dx1 + f2dx2 + f3dx3 + f4dx41Se evt. side 96 i noterne Opgave 3 forts�ttes p�a side 3



FLERE OPGAVER 133K�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 3p�a R4, hvor fi 2 C1(R4) for i = 1; 2; 3; 4. Da er (i�d!1)m = c �!v1;v2. Bestem c i termeraf de givne st�rrelser x1; : : : ; x4; y1; : : : ; y4; f1; : : : ; f4.5� (Uafh�ngigt): Lad ~M v�re en n-dimensional di�erentiabel mangfoldighed og ladG : ~M ! RN v�re en di�erentiabel afbildning. Antag, at G( ~M ) � Q, hvor Q er enindlejret r-dimensional delmangfoldighed af RN. Lad ! v�re en (r+ s)-form p�a RN meds > 0. Bevis, at G�! = 0. Opgave 4Lad M v�re en 2-dimensional di�erentiabel mangfoldighed. Betragt to kort p�a M ,(f1; O1) og (f2; O2). Lad koordinaterne i O1 v�re beskrevne ved x1; x2 og koordinaternei O2 ved y1; y2. Antag, at Jacobi-matricen � @yi@xj �i;j h�rende til koordinatskiftet(x1; x2)! (f�12 � f1)(x1; x2) = (y1(x1; x2); y2(x1; x2));i et fast givet punkt (x01; x02) for hvilket m0 = f1(x01; x02) 2 f1(O1) \ f2(O2), er givet ved� @yi@xj �i;j = � 2 4�1 3� :1�: Vektorfeltet X har i punktet m0 = f1(x01; x02) f�lgende udseende med hensyn tilkortet (f1; O1): Xm0 = 5 @@x1 � 8 @@x2 :Angiv Xm0 ved hj�lp af kortet (f2; O2).2�: I lighed med det f�rste sp�rgsm�al �nskes f�lgende former i m0 udtrykt ved hj�lpaf (f2; O2): !1m0 = 30 � dx1 � 40 � dx2 og !2m0 = 200 � dx1 ^ dx2:3�: Det oplyses nu, at (f�12 � f1)(x1; x2) = (ex1+x22; x1x2):Angiv dy1; dy2; og dy1 ^ dy2 ved hj�lp af (x1; x2)-koordinaterne i f1(O1) \ f2(O2).4�: Der betragtes nu en di�erentiabel afbildning F fra M ind i en 2-dimensionalmangfoldighed N . Der betragtes et kort ( ~f ; ~O) p�a N , og koordinaterne i ~O betegnesz1; z2. Med m0 som tidligere antages nu, at F (m0) 2 ~f ( ~O). Videre antages, med Xm0som f�r, at F 0(Xm0 ) = 3 @@z1 + 6 @@z2 for alle  2 C1(N). Endelig antages, at Opgave 4 forts�ttes p�a side 4



134 FLERE OPGAVERK�benhavns UniversitetNaturvidenskabelig kandidateksamen, sommeren 1995Matematik 3 GE side 4F (f1(x01 � t; x02)) = ~f (z01 + t; z02 + 2t)for t tilstr�kkelig lille. Her er ~f (z01 ; z02) = F (m0). Bestem F 0( @@x1 � 2 � @@x2 ).
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