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Matematik 3 GE 

Opgaver til besvarelse i 3 timer. 

Srettet bestar af 4 opgaver med tilsammen 10 sp~rgsmal. En besvarelse anses kun for 
fuldstrendig, safremt samtlige 10 sp~rgsmai er korrekt besvarede. 

Opgave 1 

Lad 
X( u, v) = (3u + 4v, u- v, 3u2 

- 4v2 + u · v), ( u, v) E R
2

. 

1° Bevis, at S = X(R2 ) er en regulrer fl.ade og bestem koefficienterne til den f~rste 
fundamentalform i et vilkarligt punkt paS. 

2° Bestem koefficienterne til den anden fundamentalform og bevis, at alle punkter pa 

S er hyperbolske. 

3° De fire kurver Pll P2 ,/33 og P4 pa S bestemt ved 

Pt(t) = X(4- 4t, -3 + 3t) 

P2(t) = X(t, t) 

Pa(t) = X(1 + 4t, 1- 3t) 

P4(t) = X(5- t, -2- t) 

tE[0,1] 

t E [0, 1] 
t E [0,1] 

t E [0, 1] 

udg~r sideme i en firkant R4 paS. Bestem de ydre vinkler i hj~rneme af R4. 

4° Angiv integralet over R4 af Gauss-krumningen K. 

Opgave 2 

Las S vrere omdrejningsfl.aden der fremkommer ved rotation om z-aksen af en regulrer 

kurve C i xz-planen. Lad 

X = j( V) , Z = g( V) , a < V < b 

vrere en parametrisering af Cog antag, at f(v) > 0 samt (!')2 (v) + (g'?(v) = 1 for alle 

v E ]a, b[. Antag yderligere at 

og lad endelig u betegne drejningsvinklen omkring z-aksen. 
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side 2 

Vi betragter i denne opgave en generalisation ai begrebet loxodrom til S; d.v.s. reg
ulrere kurver paS, stadig kaldet loxodromer, der skrerer meridianerne u = konstant i en 
konstant vinkel f3. 

Lad 
X ( u, v) = (f ( v) cos u, f ( v) sin u, g( v)) 

med ( u, v) E U =]0, 27r[ X ]a, b[ vrere en sredvanlig parametrisering og lad 
a(t) = X(u(t)), v(t)) vrere en loxodrom i X(U). 

1° Bevis, at hvis a er parametriseret ved kurvelrengde, da er v' =cos f3. 

2° Antag at v' > 0 og at u' ~ 0 samt at a stadig er parametriseret ved kurvelrengde. 
Bevis, at den kovariant afledede ai vektorfeltet Xv langs a er givet ved 

(
sin/3/') . X J2 u. 

Opgave 3 

LadS vrere halvkeglen (fraregnet toppunktet) 

z = +kVx2 + y2 , (x, y) =f. (0, 0). 

Lad 2a (0 < 2a < 1r) vrere vinklen i toppunktet afkeglen (d.v.s. k = cotana). Antag at 
sina = 1; og lad pES. 

1° Hvor mange geodretiske kurver paS findes der, der skrerer sig selv i p? (Begrund 
svaret.) 

2° Lad PI, p2 , p3 vrere toppunkterne i en simpel trekant T C S og antag, at siderne 
fra Pl til P2 og fra P2 til pa er geodreter. Lad a : [so, s1] --+ S vrere den sidste side. 
Det antages, at a( so)= p3 , a(sl) = p1 samt at a(s) = a(s) => s = s. Det oplyses 
at de indre vinkler i T alle er i. Bestem integralet ai den geodretiske krumning 
ai a fra S0 til S1 , idet det oplyses, at a er parametriseret ved kurvelrengde og er 
positivt orienteret. 

Opgave 4 

Lad X ( 8, cp) = (sin( 8 · 1r) cos cp, sin( 8 · 1r) sin cp, cos( 8 · 1r)) vrere en parametrisering ai 
S = S 2

, defineret pa U = {(8, cp) I 0 < 8 < 1 og 0 < cp < 21r }. Pa X(U) defineres 
afbildningen F ved 

hvis p = X ( 8, cp) . 

Opgave 4 fortsrettes pa side 3 
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side 3 

1° Bevis, at F er en diffeomorfi af X(U) pa X(U) og bestem differentialet af F i 
punktet svarende til B = ! og <p = 1r. 

2° Det oplyses, at Fer restriktionen til X(U) af en differentiabel afbildning F: S
2 ~ 

S 2 bestemt ved, at 

F(sin(B · 1r), 0, cos(B · 1r)) = (sin(B3 
• 1r), 0, cos(B

3 
• 1r)) 

for 0 :::; B :::; 1. (Det fijnskes ikke bevist, at Fer differentiabel). Bestem differentialet 
dF af F i savel nordpolen PN = (0, 0, 1) som i sydpolen Ps = (0, 0, -1). 




