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Opgavesad til besvarelse ved hjemtagning fra onsdag den 24. januar kl. 10 til torsdag den 25.
januar kl. 15, 1996. Opgaverne skal besvaresaf hver eksaminand aene, uden hjadp fraandre per-

soner (mens brug af fagbager, noter og lignende er tilladt.) Besvarel sen dateres og underskrives
af eksaminanden, der derved erklagrer at have overholdt ovenstaende.

Opgave 1

Som naevnt i laarebogen defineres et topologisk rum X at vaae sammenhaangende, hvis det er
umuligt at dekomponere X = AU B som forening af abne, disjunkte, ikke tomme maangder A og
B.

1. Visat X er ssmmenhamngende hvis og kun hvis enhver kontinuert funktion
f: X — {0,1} er konstant.

2. Visat hvisY og Z (udstyret med den relative topologi) er ssmmenhaangende delmaangder af X,
sdledesat Y NZ # @, daer Y UZ et sammenhaangende rum (i den relative topologi).

3. Visat hvisX ogY er topologiske rum, saer for ethvert x i X maangden

Ye={(xy) e XxY|yeY},
udstyret med den relative topologi som delmaangde af produktrummet X x Y (med produkttopo-
logien), homeomorf med Y.

4. Visat hvisX ogY er ssmmenhangende topologiske rum, sa er ogsa X x Y sammenhamngende
(i produkttopol ogien).

Opgave 2a

Lad £~ betegne Banach rummet af begrasnsede, reelle talfaiger. Visat hvis2) er et lineaart under-
rum af et reelt normeret rum X, S%I\LH der til enhver operator T i B(Q),£*) findes en udvidelse T
I B(X,£7) (dvs. T |9 =T) med||T|| =|[[T].
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Opgave 2b

Lad T vageen linesa operator mellem Banach rum X og ). Antag at der for ethvert ¢ i 2)* findes
en konstant c(¢) sa
(Tx,@)| < co)IX|, xeX.

Visat T € B(%,9).

Opgave 3

Som bekendt siges to operatorer Sog T i B($)) at vege uniteat akvivalente, hvis der findes en
unitagr operator U paHilbertrummet §, sdledesat US= TU. Dette skrivesS~ T.

1. Visat S~ T medfarer |S| ~ |T|.

2. Visat hvis| som saadvanligt betegner enhedsoperatoren (Ix = x for ethvert xi ), safindes der
ingen operator T i B($) saT ~ T +1.

3. Visat relationen T ~ 3T kun er opfyldt for én eneste operator T i B($)).

4. Visat der findes en selvadjungeret, invertibel operator T i B($), T # |, som opfylder relationen
2| =T ~ T~ Vink: Lad {en|n € Z} vaareen orthonormal basisfor £ og definér U vedU &, = en1

for ethvertni Z. Vadg dernaest T som en passende diagonal operator. Start f.eks. med Teg = —ep.



