Kgbenhavns Universitet
Naturvidenskabelig kandidateksamen, vinteren 1992-93

Matematik 3 FU

Opgaveset til besvarelse ved hjemtagning fra torsdag 21. januar kl. 10 til fredag 22.
januar kl. 15, 1993.

Opgaverne skal besvares af hver eksaminand alene, uden hjalp fra andre personer (mens
brug af fagbgger, noter og lignende er tilladt.)

Besvarelsen dateres og underskrives af eksaminanden, der derved erklerer at have over-
holdt ovenstaende..

Opgave 1

Lad (X, 7) vare et kompakt Hausdorff rum med den egenskab at lukningen (= afslut-
ningen) af enhver dben delmangde er aben (dvs.: A € 7 medfgrer A~ € 7).
1. Vis at ethvert punkt i X har en omegnsbasis bestdende af maengder, som er bade abne
og lukkede.
2. Vis at der for enhver aben overdekning o af X findes en endelig aben overdackning p
af X, bestaende af parvis disjunkte mengder, siledes at enhver p-mzngde er indeholdt
i en o-mangde (dvs.: for ethvert A i p findeset Bio,sa A C B).
3. Vis at enhver kontinuert, reel funktion pa X kan tilneermes uniformt med en kontinuert
funktion, der kun antager endelig mange veerdier.

Opgave 2

P& den reelle akse R (med seedvanlig topologi) betragtes de tre vektorrum Cy(R), Co(R)
og C.(R) af kontinuerte, reelle funktioner, som henholdsvis er begraensede, gar mod 0i det
fjerne (vanish at infinity) og har kompakt stgtte. Vi har sdledes C;(R) C Co(R) C Cy(R),
~jvf. 1.7.6 og 2.1.14 i leerebogen. Endvidere betragtes den uniforme norm || || pa Cy(R),

givet ved

Iflleo = sup{|f(z)| |z € R}, fe€ Cs(R).
P& Cy(R) betragtes nu seminormstopologien 7 hidrgrende fra familien { my | ¢ € Co(R) }

af seminormer, hvor
me(f) = 1folleo , fe€Cy(R).

g — gen|loo — 0 for ethvert g i Co(R), og vis at C(R)

1. Angiv en fglge (e,) 1 C.(R), sa
er taet i Cy(R) i1 7-topologien.

2. Vis, f.eks. ved at anvende funktionerne f,(z) = nh(z +n), € R, n € N, hvor
h(z) = (1—|z]) V0, at der findes en falge (f,,) i C.(R), saledes at || frgllcc — O for ethvert
g 1 Cc(R), men der geelder ikke at f, — 0 i 7-topologien.
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3. For ethvert f i Cy(R) defineres My i B(Co(R)) ved Myg = fg, g € Co(R). Vis at
afbildningen f — Mj er en isometri af Banachrummet Cy(R) ind i B(Cy(R)).

4. Vis, f.eks. ved at udnytte spgrgsmal 3, at hvis (fn) er en folge i Ci(R), saledes at
fn — 0 i T-topologi, s& ma falgen (|| fnlloo) veere begraenset.

Opgave 3

P3 det komplekse Hilbertrum $) betragtes operatoren T' i B($)).
1. Vis at hvis T+ T™* > 0 sa geelder

I(T + Dzl 2 ||=ll og (T + Dell 2 (T = )|

for ethvert z 1 9.

9. Vis at hvis T + T* > 0 sa er T + I invertibel i B($)) og ||(T — I)(T + N1 <1

3. Antag nu omvendt at T + I er invertibel i B($)) og at [[(T — I)(T + )71 <1, og slut
heraf at T+ T* > 0.






