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Matematik 3 FU

Opgavesat til besvarelse i lgbet af mandag den 23. januar 1989.

Opgaverne skal besvares af hver eksaminand alene, uden hjelp fra andre personer (mens
brug af fagbgger, noter og lignende er tilladt).

Opgavesattet udleveres fra kl. 9.00 pa Matematisk Instituts kontor, E 103, og afleveres
sammesteds senest kl. 16.30.

Besvarelsen dateres og underskrives af eksaminanden, der derved erkleerer at have over-
holdt ovenstaende.

Opgave 1

Lad H vzre et Hilbertrum over C. En operator S € B(H) kaldes en orthogonal
spejling, hvis der findes to afsluttede underrum H; og H_, af H, sadan at H_,; er det
orthogonale komplement til H; og Shy = h; for h; € Hy og Shy = —h; for h, € H,.

Lad nu S € B(H) vare givet.

1° Vis, at folgende betingelser er sekvivalente:
a. S er en orthogonal spejling
b. S er selvadjungeret og uniteaer

c. Sernormal og S? =1
d.  1(1+S5) er en orthogonal projektion.

2° Antag, at S er en orthogonal spejling; vis, at 1 + S er kompakt, hvis og kun hvis
fixrummet H; for S har endelig dimension.

Opgave 2

Lad der vaere givet et lokalt kompakt rum T. Lad Co(T') betegne rummet af kontinuerte
begraensede funktioner f pa T med {t € T | |f(t)| 2 €} kompakt for hvert ¢ > 0; set
I fllo = sup{|f(t)| | t € T} for f € Co(T).

1° Lad h veere en kontinuert begrzenset funktion pa T vis, at produktet hf tilhgrer
Co(T) for enhver funktion f i Co(T); vis, at f +— hf definerer en operator M} €
B(Co(T)) med ||My|| = sup{|A(¢)| | t € T}

2° Lad k veere en funktion pa T'; antag, at kf € Co(T) for enhver funktion f € Co(T').
Vis, at k er kontinuert og begraenset.
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Opgave 3
Lad X veere et lokalt konvekst topologisk vektorrum over R. For A C X seettes

At = {(f,a) e X* xR |Va€ A: f(a) 2 a}.
For B C X* x R sattes
1B={ze X |VY(f,a)€e B: f(z) > a}.

Vis, at for en vilkdrlig delmeengde A af X er 4(A%) = ¢o(A), den mindste afsluttede
konvekse delmangde af X, der indeholder A.

Opgave 4

Lad X og Y vare topologiske vektorrum over R.
1° Vis, at hvis S er en kontinuert lineser afbildning af X ind i Y, sa er for enhver
begraenset delmangde B af X billedet S(B) en begreenset delmaengde af Y.

Antag nu, at topologien pa X er givet ved en metrik.

2° Vis, at hvis en delmaengde A af X ikke er en omegn af 0, sa findes der en fglge
T1,%2,...,Tn,... 1 X, sddan at z, ¢ nA for hvert n € N, og z, — 0 for n — co.

3° Lad A vere en delmaengde af X. Vis, at hvis der for enhver begrznset delmaengde
B af X findes k € N, sadan at B C kA, s er A en omegn af 0.

4° Vis, at en linezer afbildning S af X ind i Y er kontinuert, hvis enhver begraenset
delmeengde B af X har begrenset billede S(B)iY.






