Matematik 3NA, numerisk analyse.

Finite element metoden.

Studienaevnet for Matematik, Kgbenhavns Universitet, den 22. Juni 1999.
Seedvanlige hjeelpemidler er tilladt. Programmerbare lommeregnere og computere er ikke tilladt.
Alle delspgrgsmal vaegtes ens (10%).

En karakter gives forst efter at alle programmeringsprojekter er afleveret og godkendt.

Anvendte szetninger skal refereres ved navn eller evt. ved nummer i Brenner/Scott. De kan anvendes
uden bevis, men alle forudsaetninger skal vises.

1. del. Sobolev rum:
Lad Q veere et 3 dimensionalt domane med Lipschitz rand.

1: For hvilke heltallige, positive veerdier af k geelder £2°(Q2) 2 WF(Q)?
2: For hvilke heltallige, positive veerdier af k geelder £1(99) D WF(Q)?

2. del. Variations formulering af elliptiske randveserdiproblemer:
Lad Q =]0,1[3, og f € £?(Q). Vi skal betragte fglgende randvaerdiproblem:

(1) Find u € C*(Q) : —Au+u = fiQ og u|opg = 0.
Betragt ogsa felgende variationsproblem:
) Find u € H1(Q) : au, v) = F(v) Yo € X' (Q),
hvor a(u,v) = /Q(Vu - Vo + w)dadydz, F(v) = /vadmdydz.

[©] o]
Bemzerk at H(Q) = W3 (Q) = {v € W3(Q) : v|aq = 0}. Det oplyses endvidere, at begge normerne
o
defineret i opgave 3 nedenfor er normer for H!().

3: Vis at normerne defineret ved

(3) lujy = / Vu - Vudxdydz, llull1 = / (Vu - Vu +u?) dedydz
Q Q

O o
er kvivalente pa H1(Q) dvs. J¢,C € Ry (0 < ¢,C < 00): cluly < |Jullxs < Cluly Yu € HE(Q).
Hint: Brug Poincaré’s ulighed. (Husk at eftervise forudsaetningerne).

[©]
4: Vis at a : (H'(2))?2 — R er begraenset.

5: Vis at a : (7?11(9))2 — R er elliptisk (koerciv).

6: Vis at (2) har en entydig lgsning (eksistens og entydighed).
7: Vis at hvis u lgser (1), sa lgser u ogsa (2).

8: Vis at hvis u € C?(Q2) Igser (2), sa lgser u ogsa (1).

Betragt fglgende diskretisering af (2):
(4) Find 2 € VP(Q) : a(ub,v) = F(v) Yv € VE(Q) hvor
VE(Q) = {v €C°(Q) : v]on = 0, v]a, € Q(A)} og {Ax}is,
er en disjunkt inddeling af © i n® skvivalente kvadrater.
Bemeerk at Q) er rummet af tri-p’te grads polynomier.
9: Vis at (4) har en entydig lgsning for alle positive heltal p og n.

10: Vis for p = 1, at lgsningen ) til (4) konvergerer mod lgsningen u til (2), nar n — oo, forudsat
at u € H*(Q).

(Opgavesaettet er slut).



