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Opgave 1: Differensmetoder for sædvanlige differentialligninger.

a) Vis at

1

2h
{u(x + h)− u(x− h)} og

1

h2
{u(x + h)− 2u(x) + u(x− h)}

er anden ordens differens-tilnærmelser til henholdsvis u′ og u′′ for u : R → R,
u ∈ C∞(R). Det skal bevises at tilnærmelserne er af netop anden ordens præcision.

b) Brug differens-tilnærmelserne fra (a) til at konstruere differens-metoden med
konstant step-længde h for følgende rand-værdi-problem:

u′′(x) + x2u′(x) + u(x) = cos(x), for 0 ≤ x ≤ 1

u(0) = 0, u(1) = 1.

c) Opskriv matrix-lignings-systemet svarende til (b) for tilfældet h = 1/4.

Opgave 2: Polynomial interpolation.

a) Beregn funktions-udtryk for den kontinuerte, stykkevis polynomiale funktion f :
R → R, der er lineær p̊a [0, 1], kvadratisk p̊a [1, 3], og antager værdierne

f(0) = 0, f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 0.

b) Beregn funktions-udtryk for den kontinuert differentiable (C1), stykkevis polyno-
miale funktion g : R → R, der antager de samme værdier i punkterne 0, 1, 2 og 3
som f fra (a), og som er et polynomium af graden højst 2 i b̊ade [0, 1] og [1, 3].

Opgave 3: Newton’s metode.

Antag at funktionen f : R → R er to gange kontinuert differentiabel (C2), konveks,
og at f ′(x) < 0 for alle x. Antag ogs̊a at f(x) = 0 har en løsning.
Vis entydighed af en s̊adan løsning, og vis at Newton’s metode konvergerer mod
løsningen fra et vilk̊arligt startgæt x0 (global konvergens).

Opgave 4: Jacobi’s metode.

a) Anvend Jacobi’s metode p̊a det lineære ligningssystem Ax = b hvor

A =

 3 1 1
1 3 1
1 1 3

 , b =

 3
1
2

 .

Brug start-approximationen x0 = (1, 1, 1)T , og udfør to iterationer.

b) Bevis konvergens af Jacobi’s metode for problemet fra (a). Følgende resul-
tater kan benyttes uden bevis: En reel, symmetrisk n × n matrix H har n lineært
uafhængige egenvektorer, og de absolutte værdier af de tilhørende egenværdier er
højst lig med ‖H‖∞.

Opgave 5: Gauss kvadratur.
1



2

a) Vis at f(− 1√
3
) + f( 1√

3
) er en to-punkts Gauss kvadratur formel for

∫ 1

−1 f(x)dx.

b) Find den to-punkts Gauss kvadratur formel for integralet
∫ 1

0
f(x)dx.

(Opgavesættet er slut).


