Kgbenhavns Universitet
Naturvidenskabelig embedseksamen, sommer 1989

Matematik 3 AL

Opgaver til besvarelse i 3 timer.

Ingen hjalpemidler.

Til en fuldsteendig besvarelse kraeves 100 points.

Opgave 1 (40 points)
Der gnskes en redeggrelse for Sylows gruppesztninger og hovedpunkterne i beviserne for
disse.
Undersgg, om enhver gruppe af orden 500 er oplgselig.
Undersgg, om enhver gruppe af orden 600 er oplgselig.

Opgave 2 (40 points)

1) Lad Ly og Ly vaere endelige normale udvidelser af @) (opfattet som dellegemer af C).
Vis, at kompositet L1L, er en endelig normal udvidelse af ). (Benyt, at Ly og L er
spaltningslegemer for polynomier i Q[X].) Vis, at Gr(L; Ly/Q) er abelsk, hvis Gr(L,/Q)
og Gr(L,/Q) er abelske.

2) Lad M vare spaltningslegemet over @ for polynomiet X* — 2 og N spaltningslegemet
over () for polynomiet X* — 4X? + 2. Bestem Gr(M/Q) og Gr(N/Q). Bestem de
dellegemer af M (resp. N) hvis dimension over @Q er 2.

3) Bestem [M'N : Q).
4) Angiv et normalt dellegeme L af M sa [L: Q] =4 og Gr(L/Q) er abelsk.

5) Vis (f.eks. ved brug af 1)), at Gr(LN /Q) er abelsk. Bestem ordenen af kommutator-
gruppen for Gr(M N/Q).

Opgave 3 (40 points)
Lad f(X) = (X2+424)X (X -2)(X +2)(X —4)(X +4)+2 og lad M vzere spaltningslegemet
over @ for f(X).
1) Vis, at f(X) er irreducibelt 1 Q[X].
2) Vis, at f(X) har mindst 5 reelle rgdder. (Vink: Se pé fortegnene for f(—3), f(—1),
f(1) og £(3).)
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3) Vis, at f(X) har netop 5 reelle rgdder. (Benyt, at f®)(X) ikke har nogen reelle
rgdder.)

4) Bestem Gr(M/Q).

5) Vis, at intet irreducibelt nt¢-gradspolynomium i Q[X] har nogen rgdder 1 M, safremt
2<n<T.

6) Vis, at der findes et irreducibelt 14%¢_gradspolynomium i Q[X], hvis spaltningslegeme
over @ er M. (Godtggr, at Gr(M/Q) indeholder en undergruppe af indeks 14.)






