Kgbenhavns Universitet
Naturvidenskabelig embedseksamen, sommeren 1988

Matematik 3 AL

Opgaver til besvarelse i 3 timer.

Ingen hjeelpemidler.

Til en fuldsteendig besvarelse kraeves 100 points.

Opgave 1 (35 points)

Der gnskes en redeggrelse for beviset for, at det n*® cirkeldelingspolynomium F,(X) er
irreducibelt i Q[X]. (Det kan uden bevis benyttes, at F,,(X) har rationale koefficienter.)

Angiv F,(X) forn =1,2,3,4 og 5.

Endvidere gnskes - med bevis - angivet Galoisgruppen for det n*cirkeldelingslegeme @,
over Q).

Anfgr (uden bevis) Gauss’s seetning vedrgrende konstruktion af den regulaere n-kant med

passer og lineal.

Opgave 2 (45 points)

1) Lad f(X) veere et (ikke ngdvendigvis irreducibelt) n’¢gradspolynomium i Q[X]
med n forskellige rgdder a; . .., a,, og lad M vaere spaltningslegemet for f(X) over
Q. Vis, at Gr(M/Q) er isomorf med en undergruppe i den symmetriske gruppe
Sn. (Godtggr, at der til enhver automorfi i Gr(M/Q) svarer en permutation af

a1 ..., Oln.)

2) Angiv (paner isomorfi) 2-Sylowgrupperne i de symmetriske grupper Sy og Se.
(Godtggr og benyt, at Dy X Z, er isomorf med en undergruppe i Se.)

3) Lad Ly, resp. Lg, veere spaltningslegemet over @ for polynomiet X* — 2, resp.
X? + 3. Angiv Gr(L,/Q) og Gr(L3/Q). Bestem L; N L.

4) Lad N vere spaltningslegemet over @ for polynomiet (X* — 2)(X? + 3); bestem
[N : Q) og Gr(N/Q). (Anvend f.eks. 1) og 2).)

5) Angiv [Q(v/2, v/=3) : Q]. Lad 8 veere et tal for hvilket Q(8) = Q(v/2, vV=3).
Vis, at N er spaltningslegemet over @ for Irr (6, Q).

6) Besterm det mindste naturlige tal s for hvilket NV er spaltningslegemet over @ for
et 1 Q[X] irreducibelt s*®gradspolynomium. ’
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Opgave 3 (30 points)

1) Vis, at polynomiet f(X) = X% —6X+3 erirreducibelt i Q[X] og bestem Gr(M/Q),
hvor M er spaltningslegemet over Q for f(X).

2) Lad L/Q vere en normal udvidelse for hvilken Q S L € M. Vis, at [L: Q] = 1,2
eller 120.

3) Lad g(X) veere et irreducibelt 5t¢gradspolynomium i Q[X], der har en rod 1 M.
Vis, at M er spaltningslegemet for g(X) over Q. ‘






