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MATEMATIK 314 

Opgaver til besvarelse i 4 timer. 

Alle s~dvanlige hj~lpemidlet er tilladt. 

Opgave 1 

Lad Mm, Nn og !} vrere differentiable mangfoldigheder 

dimension henholdsvis m, n og 1, s~iledes at m = n + 1. 

Lad F : rfl -+ Nn og G : rfl -+ Ll vrere differentiable 

bildninger, sAledes at der for ethvert punkt p € M grelder: 

a) Differentialerne 

er begge surjektive. 

vektor da er 

af 

af-

1 . 
1°. Vis, at der for ethvert p E Mm findes en basis {Xp, •.. ,X~, 

n+1 n+i}· · . . XP , ..• ,Xp· for TPM med f~lgende egenskaber: 

i) {F*P(X~) , •.• ,F*P(X~)} er en basis for TF(p)N. 

ii) F (Xn+ 1) = = F (Xn+l) = 0 *P P ••. *P P . 
n+1 n+l 

iii) {G*P(Xp ) , ... ,G*P(XP )} er en basis for TG(p)L. 

2°. Antag nu, at bade N og L er orienterbare, og lad wN og 

vrere et volumen mal pa henholdsvis WL N og L. 

(Opgaves~ttet forts~ttes) 
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Opgave 2 

Lad 51 c E
2 og 5 2 c E

3 betegne enhedscirklen 51 

?.. 

og en-

hedskuglefladen · s 2 ,opfattet som delmangfoldighed i henholdsvis 

E
2 og E3

• Sa kan produktmangfoldigheden s1 MS 2 pa oplagt made 

betragtes som delmahgfoldighed i E5 = E2 ME 3 med inklusionsafbild­

ning I : S1 Ms 2 ~ E5 . 

Oet ses let, at der defineres en afbildning 

F = (F
1

,F2 } : E2
-+ 5 1 Ms 2 , · 

ved for (u
1

,u2 ) € E2 at srotte 

og 

E2 
-+ E5 er en immersion. 

Vis dern~st, at F E
2 

-+ 51 M5 2 er en immersion. 

2°. Lad M c s 1 ws 2 betegne billedm~ngden for F, dvs. M= F(E 2}. 

Vis sA,. at M~ F([0,2n]M[0,2n]}. 

Vis endvidere, at F afbilder [0,2n[M[0,2n[ bijektivt pa 

M, og at. F(O,u2} == F(2n, 2n-u2 } for u2 E [0,2n) og F(u
1

,o) = 

F(u1 ,2~} for u1 € [0~2n]. 

3°. Vis, at M kan gives struktur som en 2-dimensional, kompakt 

delmangfoldighed af S1 M5 2 , saledes at F definerer en immersion, 

der afbilder E2 surjektivt pa M. 

i~kstra 4°. (Sp~rgsmalet kan indga i bed~mmelsen, men er ikke et krav til 
sp~~~s- en fuldstrondig besvarelse af opgaven.) 

a I 
•nal 

Mangfoldigheden M2 er en kendt flade~ Hvilken? 

(Opgavesrettet forts~ttes) 
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Lad s1 betegne enhedscirklen i E2 udstyret rned s~dvanlig 

Riemann'sk metrik og orientering. Det er velkendt, qt der findes et 

entydigt bestemt differ~ntiabelt vektorfelt X 1 s 
pa s1 , saledes 

at er en positiv enhedsvektor i T s1 
p 

for ethvert 1 p E: s . X 1 (p) 
s 

Lad n 
1 

1s 
betegne det Riemann'ske volumen mal pa s1 • For ethvert 

p E: s g~lder sa n 
1 

(p) (X 
1 

(p) > = 1. 
5 s 

Lad nu Mn v~re en vilkarlig differentiabel mangfoldighed af 

dimension n > 2. 

1°. Lad a : s 1 ~M v~re en differentiabel afbildning. 

Vis sa, at der defineres en differentiabel afbildning 

a' s 1 ~ T(M), saledes at diagrammet 

kommuterer, ved fasts~ttelsen 

o.' (p) = a*P (X 1 (p)) 
s 

for 1 
p E: s . 

2°. Antag nu, at Mn er udstyret med en Riemann'sk rnetrik (.,.). 

Lad X v~re et differentiabelt vektorfelt pa M, og antag, at X 

er gradientfeltet for en differentiabel funktion f : M ~ E 1 rned 

hensyn ti 1 ( • , . ) . 

Vis sa, at der for enhver differentiabel afbildning a : 

g~lder, at 

J a* ( df) = 0 , 
s1 

(Opgaven forts~ttes) 
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4. 

idet a' : s 1 ~ T(M) er den differentiable afbildning defineret i 

spc;brgsmal 1°, OiJ (Xoa,a') : :3
1

-+ E
1 betegner funktionen defineret 

ved, at (Xoa,a')(p) = (X(a(p)), a.'(p))a.(p) for 1 
p E S • 

3°. Lad endelig ~ v~re et vilkarligt differentiabelt vektorfelt 

pa M, og antag, at 1 der findes en imbedding a : S -+ M, saledes 

at X(a(p)) =a.'(p) for alle p E s 1
• (En sadan imbedding a. kal-

des en lukket integralkurve for vektorfeltet X.) 

Vis sa, at X ikke kan v~re gradientfeltet for nogen differen­

tiabel funktion f :M-+ E1 , uanset valg af Riemann'sk metrik pa M. 

.Q.Egave 4. 

Lad B v~re en fast differentiabel mangfoldighed. Vi skal betrag-

te 1-dimensionale, differentiable vektorbundter over B, kart kaldet 

liniebundter over B. 

Lad ~ = (E(~),n~,B) og n = (E(n) ,nn,B) v~re et par af linie­

bundter over B. Ved fibervist at danne henholdsvis tensorprodukt og 

dualt vektorrum kan vi danne nye liniebundter over B,· nemlig 

B(~ Q n) = -1 -1 
U n~ (x) Q nn (x) 

xEB 
og E ( ~ * ) = U ( TI -

1 
( X) ) * 

xEB ~ 
I 

og hvor projektionerne og n~* er de oplagte afbildninger. 

~ ~ n kaldes tensorproduktet af ~ og n; ~* kaldes det duale bundt 

til ~. 

(Opgaven forts~ttes) 
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Der kr~ves, 1~~~ bevis for, at og ~· pa entydig made 

kan gives struktur som 1-dimensionale, differentiable vektorbundter 

(altsa liniebundter) over B, saledes at lokale tvc:ersnit i ~ e T1 

og ~*, dannet ud. fta differentiable lokale tv~rsnit 1 ~ · og n 

ved naturlige konstruktioner, selv bliver differentiable. 

I det £~lgende betegner E = (BxE1 , proj.,B) det trivielle li­

niebundt over B, og ~ betegner et vilkarligt liniebundt over B. 

Symbolet ~ mellem liniebundter betegner en bundt isomorfi. 

og 

og 

Lad· P(B) betegne mrengden af bundt isomorfiklasser af linie­

bundter over B, og lad (~] betegne elementet i P(B) defineret 

af liniebundtet ~ over B. 

3°. Vis, at der findes et veldefineret produkt 

Q t P(B)xP(B) ~ P(B) 1 

sAledes at -[~] 9 [n] ~ [~&n] for vilkarlige liniebundter t og 

n over B. 

4°. Vis, at P(B) udstyret med produktet Q 

e·n abelsk gruppe. 

fra sp~rgsmal 3° er 

:~kstra 5°. (Sp(l}rgsmalet kan indgll i bed(6mmelsen, men er ikke et krav til 
1p~rgs- en fuldstmndig besvarelse af opgaven.) 
mAl 

i .: ··--' 

Bestern den abelske gruppe 1 (P(S),G!>). 

----oOo----




