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MATEMATIK 314

Opgaver ©il besvarelse i 4 timer.

Alle sadvanlige hjalpemidler er tilladt.

Opgave 1

Lad M", N og Ll vaere differentiable mangfoldigheder af

dimerision henholdsvis m, n og 1, sdledes at m =n + 1.

Lad F : M" o NT og G : M o Ll vare differentiable af-
bildninger, s&ledes at der for ethvert punkt p € M galder:

a) Differentialerne

F*p H TPM - TF(p)N og G : T M quG(p)L

er begge surjektive.
b} Hvis béade 'F*p(XP) = 0 og G*p(xp) = 0 for en tangent-

vektor X T M, da er = 0.
o p € p a e Xp

1Y, vis, at der for ethvert p € M™ findes en basis {X;,...,xg '

'x“+1 . Xn+l} for 'T.M med fgplgende egenskaber:

p TP p
i) {F*p(x;),...,F*p(xg)} er en basis for TF(p)N'
ii) F*p(xg”) = .= F*p(xg”) = 0.
114) (6,5 (X ) oG (T ) er en basis for Tg)L.

20, Antag nu, at b&e N og L er orienterbare, og lad wy ©9

wy, vare et volumen md8l pd henholdsvis N og L.

Vis sa, at = F*(mN) A G*(wL) er et volumen mal pad M.

Wi

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 2

Lad S1 c E2 oy 5% < E3 betegne enhedscirklen s’ 0g en-

hedskuglefladen 82 opfattet som delmangfoldighed i henholdsvis
E2 bog E3 - sa kan produktmangfoldigheden S1x82 pd oplagt méde

betragtes som delmangfoldighed i E5 = E2xE3 med inklusionsafbild-

R ning I : stes? . B°.
Det ses let, at der defineres en afbildning

F o= (F,,F,) : g% . sts? .

ved for (u,,u,) € E° at satte
F,{u,,uy) = (cos u,, sin u,)

og

uq uf u1 o P
Fz(u1,u2) = (bos(ﬁf + uz)-cos 5 1 C€OS (Tf + uz)-sin — ¢sin Pg-+u20¢

;10. Vis fgrst, at IeF : E2 - E5 er en immersion.

'Vis dernast, at F : E2 > S1xS2 er en immersion.

20; Lad _M < S1xS2 betégne billedmangden for F, dvs. M= F(Ez).
Vig s&, at M = F([0,27]x[0,2n]). |
| Vis endvidere, at F afbilder [0,2r[x[0,2n[ bijektivt pa
M, og at F(0,u,) = F(2r, 2r-u,) for u, € [0,2r) og F(u,,0) =

F(u1,2w) for ui € [0,27].

3°., vis, at M kan gives struktur som en 2-dimensional, kompakt
delmangfoldighed af S1x82, sdledes at ¥ definerer en immersion,
der afbilder E2 surjektivt pa M.

ukstra 4°. (Spgrgsmilet kan indg& i bedgmmelsen, men er ikke et krawv Lil
wp¢*qs- en fuldstendig besvarelse ‘af opgaven.)

nal
Mangfoldigheden M° er en kendt flade. Hvilken?

(Opgavesattet fortsattes)
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Opgave 3

Lad S1 betegne enhedscirklen i E2 udstyret med saxdvanlig

Riemann'sk metrik og orientering. Det er velkendt, at der findes et

entydigt bestemt differentiabelt vektorfelt X 1 pa S1, ‘saledes

. S
at X 1(p) er en positiv enhedsvektor i TpS1 for ethvert p € S1
S
Lad ¢ 1 betegne det Riemann'ske volumen mal pa S1. For ethvert
S .
pes galder s& o (p)(X ,(p)) = 1.
S S

Lad nu M" vare en vilkirlig differentiabel mangfoldighed af

dimension n > 2.

1°. Lad ¢ : S1 -+ M vare en differentiabel afbildning.

Vis s&, at der defineres en differentiabel afbildning

1

a' : 8 - T(M), sdledes at diagrammet

kommuterer, ved fastsattelsen

a'(p) = a*p(XS1(p)) for p € st

2°. Antag nu, at M" er udstyret med en Riemann'sk metrik (.,.).

Lad X vare et differentiabelt vektorfelt pd4 M, og antag, at X

1

er gradientfeltet for en differentiabel funktion f : M - E med

hensyn til (.,.).

Vis sa, at der for enhver differentiabel afbildning o : S -

galder, at

j (Xoa,0')0 , = f o (df) = 0 ,
S1 S S1

(Opgaven fortsattes)
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A

idet o' : &' o T(M) er den differentiable afbildning defineret i
spyrgsmal 10, oy  (Xea,a') : 51 - E1 betegner funktionen defineret
ved, at (Xea,a') (p) = (X(a(p)), a'(p)) () for pes'.

3°. Lad endelig X vare et vilk&rligt differentiabelt vektorfelt

bé M, od antag, at der findes en imbedding o : S1 -+ M, séledes

at X(a(p)) = a‘(p) for alle p € st (En sddan imbedding o kal-

des en lukket integralkurve for vektorfeltet X.)

Vis sa, at X 1ikke kan vare gradientfeltet for nogen differen-

tiabel funktion £f : M > E1, uvanset valg af Riemann'sk metrik pa M.

Opgave 4.

Lad B vare en fast differentiabel mangfoldighed. Vi skal betrag-

te'1—dimensiona1e, differentiable vektorbundter over B, kort kaldet

liniebundter over -B.

Lad ¢ = (E(£),m,.,B) og n = (E(n),nn,B) vere et par af linie-

£
bundter over B. Ved fibervist at danne henholdsvis tensorprodukt og
dualt vektorrum kan vi danne nye liniebundter over B, nemlig

E@n = (E(EGn),nEQn,B) og £* = (E(g*),ng*,B), hvor

B(E@n) = U ng'1<x> @1 '(x) og E(£*) = U (r, V(x))* ,
XEB n x€B &

ogqg hvor projektionerne "F®n og “g* er de oplagte afbildninger.

£ ® n kaldes tensorproduktet af £ og n; £* kaldes det duale bundt

til ¢.

(Opgaven fortsattes)
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Der kraves ikke bevis for, at £E @ n og &E* pd entydig made
kan gives struktur som 1-dimensionale, differentiable vektorbundter
(alts& liniebundter) over B, s8ledes at lokale tversnit i § @ n
og £¥, dannét ud. fra differentiable lokale tvarsnit i & og
ved naturlige konstruktioner, selv bliver differentiable.
| I det fg@lgende betegner ¢ = (BxE1, proj.,B) det triVielle 1i-
niebundt over B, og' £ betegner et vilkarligt liniebundt over B.

Symbolet «~ mellem liniebundter betegner en bundt isomorfi.
710.’ Vis, at £ @ £* =~ ¢ og E¥ @ £ > ¢.
2°, wvis, at £ @ ¢ &~ ¢ og € @ E o £,

Lad - P(B) betegne mmngden‘af bundt isomorfiklasser af linie-
bundter over B, og lad ([f] betegne elementet i P(B) defineret

af liniebundtet ¢ over B.
3°. vis, at der findes et veldefineret produkt
® : P(B)xP(B) » P(B) ,

s8ledes at [£] Or[ﬁ] = [£®n] for vilkarlige liniebundter § og

n over B.

4°, vis, at P(B) udstyret med produktet @ fra spgrgsmil 3° er

en abelsk gruppei"

59, (Spprgsmdlet kan indgd i bedgmmelsen, men er ikke et krav til

ipprgs- en fuldstendig besvarelse af opgaven.)

mal

Bestem den abelske gruppe (P(S1),®).
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