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MATEMATIK 314

Opgaver til besvarelse i 4 timer.

Alle sadvanlige hjzlpemidler er tilladt.

Opgave 1.

Som sadvanligt definerer vi enheds-sfaren 82 som del-

mangfoldighed i det 3-dimensionale euklidiske rum: E3 ved
2 3, 3
$° = {x = (x,,%X,,%,) €EE° | £ x,”=1}.
1772773 i |
i=1

Punkter i produkt-mangfoldigheden Szxs2 angives sd ved

punktpar (x,y) € Szxsz, hvor x = (x1,x2,x3) og

y = (y1,y2,y3) er punkter pa Sz.

Definer den reelle funktion

F: Ssz2 - E1
3
ved F(x,y) = & X,¥4

1
1) vVvis, at P er differentiabel.

2) Lad V=F 1(0). Vis, at V # @.

1

3) vis, at F har rang 1 i ethvert punkt (x,y) € V.

Vink: Man kan f.eks. fgrst vise, at nar (x,y) € Vv, de-
finerer a(t) = (cost:x + sint-y,y), for t € E1, en diffe-
rentiabel kurve pi §2xs%, siledes at SLF(a(t))(0) # 0.

4) Vis, at V er en 3-dimensional, kompaké del—ﬁangfol-

dighed af Szxsz.

(opgaven fortsattes)
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(opgave 1 fortsat)

3 2 betegne ma&ngden af ordnede par af ortonor-
’
3 ° 3

male vektorer i E~, nadr E udstyres med sit sedvanlige in-

5) Lad V

dre produkt.

Vis, at Vv kan udstyres med differentiabel struktur

3,2
som en 3-dimensional, kompakt, differentiabel mangfoldighed.

Opgave 2.

Lad M vare en n-dimensional, differentiabel mangfoldig-
hed. Vi siger, at et del-atlas (P for den differentiable struk-

tur p& M er trivielt overlappende, sdfremt der for ethvert

par af kort x: D ¢ E" » M og y: E c E" 5 M fra ga med

x(D) n y(E) # @ gzlder, at differentialet

d(x-1§) -1 : " » E"
X

(p)

er den identiske afbildning pa E", altsa d(1_1§) -1 = Tgn s
. x (p)

for alle p € x(D) N y(E).

1) Antag, at M" har et trivielt overlappende del-atlas
for den differentiable struktur. Vis s&, at der findes n li-
neart uafhangige, differentiable vektorfelter X1,...,Xn_ pa
M, sdledes at Lie-produkterne [xi,xj] = 0 for alle i,j =
Treee,n.
2) Antag, at der findes en immersion F: M” 5 B, vis

s&, at M" har et trivielt overlappende del-atlas for den dif-

ferentiable struktur.

(opgavesattet fortsattes)
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Opgave_3.
4 . . 4
Betragt E med sadvanlige koordinater (u1,u2,u3,u4) € E
hgrende til koordinatsystemet x = 1E4 .

4 .
P4 F defineres nu en rakke differential former. Fgrst

defineres differential formen af grad 4,
w = du1 A du2 A du3 A du4 '

og dernest defineres fire differential former af grad 3 ved

successivt at udelade dui for i=1,2,3,4,
3 _ .
du2 A du3 A du4 w- = du1 A du2 A du4

w2 = du1 A du3 A du4 w4 = QU1 A du2 A du3

w)

Endeliy definerer vi differential formen af grad 1,

8 = u1du2 - u2du1 + u3du4 - u4du3 .

i-1 i
u,wo .

: . 4
1) Vis, at 6 A dg =2 « ¥ (-1) i

2) Vis, at der for ethvert p € E4 og ethvert sat af

tangentvektorer 21(p), Xz(P)' 23(p) € TbE4 galder, at

p (¥4 (P) ¥, (P) 3 (P) 1, (P)) = =1t (v (0) v,y (B) sv5 (P)) -

u
3) Betragt enheds-sfaren i E4,
3 g 4 o
s’ = {(u1,u2,u3,u4) € E | E u; < = 1},

med standard orientering og standard Riemann'sk metrik induce-

ret fra E4, og lad §Q betegne det Riemann'ske volumen mal

Ved at betragte Uysuy,ug,u, SO differentiable funktio-
ner pa S3 kan 6 opfattes som en differential form pé& 53.
Vis sa, at 86 A d6 = -2.Q.

(opgavesattet fortsattes)
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Opgave 4.

Lad M vare en differentiabel mangfoldighed, og lad
W = T*(M) vaere total rummet i det duale tangentbundt til M.

Lad W WM beﬁegne den sadvanlige projektion.

M:
Vi bemerker, at et punkt i W er en 1-form p € TEM

for et punkt p € M. Lad

1
Lo gpo> : T MxT*M E
*>m,pt p P

og

<-,->w : T WxT* W - E1

\I np np np

betegne de kanoniske biline®are parringer af et tangentrum med
sit duale rum.
1) Vis, at der for ethvert punkt "p € W defineres en

1-form w € T* W ved fastsattelsen
p 'p

<X , w_ > = <(m,,) (X )sn >
i W M * M
e Mp "Mp "o Np PP

for alle X €ET W.
e p

Antag nu for simpeltheds skyld, at M er 1-dimensional.
Lad x: D c E' » M vere et kort pd8 M med koordinaten
u € bDc E'. Svarende til x definerer vi kort x* pa& W,

X* pad T(W) og Xx* pd T*(W) ved fastsattelserne

x*: DxE' - W , x*¥(u,v) = v-du(u)
2

* (DxE1)xE - T(W), X*(u,v,t,s) tex*¥{u,v)+s.-x*(u,v)
= Zu v

2 ~
* 3 (DxE1)xE - T*(W),x*(u,v,t,s) t.du(u,v)+s.dv(u,v).

(Opgaven fortsattes)




K@BENHAVNS UNIVERSITET He
' Naturvidenskabelig embedseksamen, vinteren 1977-78

Matematik 314

(opgave 4 fortsat)

Tilordningen af 1-formen 0 € T; W, defineret i spgrgsmal

p
1), til ethvert punkt np € W definerer et tversnit w 1

bundtet af ydre 1-former over W.

2) Vvis, at w i kortet x* pda W har koordinatfrem-

stillingen

w(x*(u,v)) = v.du(u,v) .

3) vis, at w er en differential form af grad 1 pa W,
og bestem koordinatfremstillingen af dw i kortet x* pa W.

4) Beregn elementerne i 2x2-matricen

{dw(gl’g, x¥) dw (x¥%, 3(_{;)}
do(x¥, x¥) dw(x¥, x¥)° .

5) Vis, at der defineres en bundt isomorfi af <t(W) pa
T* (W) beskrevet ved det kommutative diagram

m
T(W) —— T* (W)

"W ®
W

hvor m er defineret ved fastsattelsen
m(X_ )(Y = dw (X Y
( n )( n ) w( .’ )

P p p p

for alle '“p € W og alle Xn ' Yn € Tn W .






