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Opgaver til besvarelse i 4 timer. 

Alle stedvanlige hj~lpemidler er tilladt. 

Opgave 1. 

Som s~dvanligt definerer vi enheds-sf~ren s 2 som del

mangfoldighed i det 3-dimensionale euklidiske rum· E3 ved 

3 2 
r x = 1}. 

i=1 i 

Punkter i produkt-mangfoldigheden s 2xs 2 angives sa ved 

punktpar (x,y) E s 2xs 2 , hvor x = (x 1 ,x2 ,x3 ) og 

y = (y1 ,y2 ,y3 ) er punkter pa s
2

. 

ved 

Definer den reelle funktion 

3 
F(x,y) = r x.y .. 

i=1 1 1 

1) Vis, at F er differentiabel. 

2) Lad V = F-1 (0). Vis, at V * 0. 

3) Vis, at F har rang 1 i ethvert punkt (x,y) € V. 

Vink: Man kan f.eks. f~rst vise, at nar (x,y) € V, de-

finerer a(t) = (cost•x + sint•y,y), for 

rentiabel kurve pa s 2 xs 2 , saledes at 

t € E1 , en diffe

d 
dtF(a(t))(O) *0. 

4) Vis~ at V er en 3-dimensional, kompakt del-mangfol

dighed af s 2xs 2 • 

(opgaven forts~ttes) 
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(opgave 1 fortsat) 

5) Lad v
3

,
2 

betegne IH.I!ngden af ordnede par af ortonor-

mal~ vektorer i E3 , nAr E3 udstyres med sit s~dvanlige in-

dre produkt. 

Vis, at v3 , 2 kan udstyres med differentiabel struktur 

som en 3-dimensional, kornpakt, differentiabel mangfoldighed. 

Opgave 2. 

Lad M v~re en n-dimensional, differentiabel rnangfoldig

hed. Vi siger, at et del-atlas ~ for den differentiable struk-

tur pa M er trivielt overlappende, sAfremt der for ethvert 

par af kort og n y: E c E -+ M fra ~ med 

~(D) 0 y(E) * 0 g~lder, at differentialet 

er den identiske afbildning pa altsa -1 
d (y ~) _ 1 = 1 En , 

~ (p) 
for alle p € ~(D) n y(E). 

1) Antag, at Mn har et trivielt overlappende del-atlas 

for den differentiable struktur. Vis sA, at der findes n li-

ne~rt uafh~ngige, differentiable vektorfelter 1 n 
X , ••• , X pA 

M, saledes at Lie-produkterne [Xi,Xj] = 0 for alle i,j = 

1, ... ,n. 

2) Antag, at der findes en immersion F: Mn-+ En. Vis 

sA, at Mn har et trivielt overlappende del-atlas for d~n dif-

ferentiable struktur. 

(opgaves~ttet forts~ttes) 
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Betragt E4 med s~dvanlige koordinater 

h~rende til koordinat.systemet ~ = 1E4 . 
4 

Pa E defineres nu en r~kke differential former. F~rst 

defineres differential formen af grad 4, 

og dern~st defineres fire differential former af grad 3 ved 

successivt at udelade du. 
~ 

for 

w1 = du 2 A du3 A du4 
2 w = du1 A du 3 A du4 

i = 1,2,3,4, 

Endel.ig definerer vi differential formen af grad 1, 

1 ) Vis, at e A de = 2 • 

2) Vis, at der for ethvert p E E4 og ethvert s~t af 
. 4 

tangentvektorer ~1 (p), ~2 (p), ~3 (p) E TPE g~lder, at 

3) Betragt enheds-sf~ren i E4 , 

= 1}, 

med standard orientering og standard Riemann'sk metrik induce

ret fra ~4 , og lad n betegne det Riemann'ske volumen mal 

pa s 3 . 

Ved at betragte u 1 ,u2 ,u3 ,u4 som differentiable funktio-

ner pa s 3 kan e opfattes som en differential form pa 
3 s . 

Vis sa, at 8 A d8 = -2·n. 

(opqaves~ttet fnr~R~ttPRl 
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Opgave 4. 

Lad M v~re en differentiabel mangfoldighed, og lad 

W = T* (M) v<Ere total rummet i det duale tangentbundt til M. 

Lad nM: W ~ M betegne den stEdvanlige projektion. 

Vi bem<Erker, at et punkt i W er en 1-form np E TPM 

for et punkt p E M. Lad 

og 

<•,•> : M,p 

<·,·>w : 
'np 

T MxT*M ~ E1 
p p 

I, 
betegne de kanoniske biline<Ere parringer af et tangentrum med 

sit duale rum. 

1 ) Vis, at der for ethvert punkt 

1~form w E T* W ved fasts<Ettelsen 
nP nP 

for alle 

An tag nu 

Lad x: 

u € D c: E 1 • -

ET. W. 
np 

for simpeltheds 

D c E
1 

~ M v<Ere 

Svarende til X -
"' 

skyld, at 

et kort pa 

definerer 

defineres en 

M er 1-dimensional. 

M med koordinaten 

vi kort x* 
0 w, pa 

x* 
.. T(W) og x* .. T* (W) ved fas ts~ttelserne pa pa 

x*: DxE1 
~ w ~* (u,v) = v·du(u) 

x*: (DxE 1 )xE 2 
~ T (W) , ~* (u,v,t,s) = t·~~(u,v)+s·~t(u,v) 

"' (DxE 1 )xE
2 "' 

x* = ~ T*(W) ,~*(u,v,t,s) = t·du(u,v)+s·dv(u,v). 

(Opgaven fortstEttes) 
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(opgave 4 fortsat) 

':J. 

Tilordningen af 1-formen w 
np 

E T~ W, defineret i sp~rgsmAl 
p 

1), til ethvert punkt np E W definerer et tvrersnit w i 
I 

bundtet af ydre 1-former over w. 

2) Vis, at w i kortet x* pa W har koordinatfrem-

stillingen 

w(!*(u,v)) = v•du(u,v) . 

3) Vis, at w er en differential form af grad 1 pa w, 

og bestem koordinatfremstillingen af dw i kortet x* 

4) Beregn elementerne i 2x2-matricen 

{
dw <!~, !t> 
dw(x*, x*) -v -u 

dw(x*, x*) 
-u -v } 

dw(~t, ~t> . 

0 pa W. 

5) Vis, at der defineres en bundt isomorfi af T(W) pa 

T*(W) beskrevet ved det kommutative diagram 

m 
T(W) - T* (W) 

"w~ /nw 
w 

hvor m er defineret ved fastsrettelsen 

for alle 

m ( x ) ( Y ) = dw (X , Yn ) 
np np np P 

n E w p og alle 

0 




