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M atematik 2SS

Opgaver til besvarelsei 3 timer tirsdag den 2. januar 1996.

Bemaakning. Ved bedgmmel sen vaagtes opgaverne i forholdet 40 : 30 : 30, saledes at Opgave 1
tillagyges starst vaagt.

Opgave 1

En urneindeholder padag 0 én hvid og én sort kugle. Hver af dagenenr. 1,2, 3, - - - udtraskkesom
morgenen en kugle tilfaddigt fra urnen, og den udtrukne kugle, sammen med endnu én kugle af
samme farve som den udtrukne, laggges strakstilbage i urnen. Med X, betegnes antallet af hvide,
og med Yy, antallet af sorte kugler i urnen padag n. Sdledes er Xo = Yo = 1 0g Xn + Y = n+ 2 for
n> 0. Vi indfarer betegnel sen Sfor den stokastiske variabel, der angiver tidspunktet, dvs. dagen,
hvor vi for fgrste gang traskker en sort kugle. At S= n betyder saledes, at Yo_1 =109 Y, = 2. Vi
sater S= oo safremt alle udtrukne kugler er hvide (Yx = 1 for allek > 0). (Tolkes sort som “ ded”,
kan man taanke pa S som dadstidspunktet eller, akvivalent, som levetiden). Bemaakning. Det kan

vage en notationsmaessig lettelse at indfare betegnelserne hy og s¢ for haandelserne hhv. “den
k’te dags morgen udtraskkes en hvid kugle” og “ den k' te dags morgen udtragkkes en sort kugle”.
Til illustration: Haandelsen hysphs betegner s haandelsen, at de farste udtraskninger resulterer i
at hhv. en hvid, en sort og en hvid kugle udtragkkes, jvf. figuren, der for denne situation viser
indholdet af urnen detrefarste dage (og dag 0). Bemaak i gvrigt, at i dettetilfedde har Svaardien
2.

(i). Bestem fordelingerne af Xo, X1, X2 0g Xs.

(ii). Svaret pa (i) tyder pa, at X, for hvert n er ligefordelt over de mulige vaadier, X, kan antage.
Bevis, at denne formodning er rigtig.

Vejledning. Beviset kan f.eks. fares ved induktion. Det kan ogsa feres mere direkte som felger:
Antag, at der pa dagene 1,2,---,n alt i alt udtragkkes v hvide kugler. Se pa de dage, hvor der
udtrakkes en hvid kugle. Pa hvor mange mader kan placeringen af disse “hvide’ dage vadges?
Tamk pa en fast placering af de v “hvide’dage — de resterende n— v dage er sa “sorte " dage
— 0g beregn sandsynligheden for, at de n farste udtraskninger netop forlgber som angivet ved
placeringen af de “hvide” og “sorte” dage. For en delvis, men naesten tilfredsstillende besvarelse
af denne del af opgaven, kan man ngjes med at se pa de to tilfadde, hvor de v dage enten er de v
farste eller dev sidste af dagene 1,2,--- ,n.
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(iii). Bevis, a for hvertn> 1, er P(S> n) = % og slut heraf, at P(S= ) = 0.

Vejledning. Anvend reglen om beregning af sandsynligheder ved approksimation udefra.
Bemaakninger. Selv om (ii) eventuelt ikke er besvaret, kan beregningen af P(S> n) let gen-
nemfares direkte. Man kan tolke resultatet vedrarende P(S = o) derhen, at sandsynligheden for
at opnaen uendelig lang levetid er 0.

(iv). Bevis, at E(S) = co.

Vgledning. Man kan enten anvende det farste resultat under (iii) direkte, eller man kan udnytte
detteresultat til farst at bestemme punktsandsynlighedernei S sfordeling. Bemeakning. Man kan

tolke resultatet derhen, at middellevetiden er uendelig.

Opgave 2

Med &1,&2, 0g &3 betegnes tre uafhaangige identisk fordelte stokastiske variable, der alle har
vagdieriintervallet |0, 1[. Denfadlesfordeling har teghedsfunktionenk(t) ; 0 <t < 1. Vi betegner
med X; den mindste, med X, den nasstmindste, og med X3 den sterste af &’ erne. (Med brug af
notation franoterne er Xy = &1y, Xo = () 09 X3 = &3)).

(i). Udtryk den simultane taghedsfunktion f = f(xg, o, x3) for (X1, X2, X3) ved hjadp af tagheds-
funktionen k.

Bemaarkning. Husk at anfare definitionsmaangden for den angivne funktion f.

(i1). Med Y1, Y2 0g Y3 betegnes de stokastiske variable, der er givet ud fra X’ erne ved ligningerne

X1
Yy =2t
1=3%

X2
Y, = 22
T %
Y3=X3.

Udtryk den simultane teghedsfunktion g = g(y1, Y2, Yy3) for (Y1,Y2,Y3) ved hjadp af taghedsfunk-
tionen k.

(iii). Vis, at safremt k(t) = 2t; 0 <t < 1, saer Y1,Y> og Y3 stokastisk uafhaangige, og bestem
fordelingerne for disse stokastiske variable.

(iv). Mon uafhaangighedsresultatet under (iii) gadder uanset teghedsfunktionen k? (Svaret skal
begrundes!).
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Opgave 3

Peter har et ssg med 48 kort, der udelukkende indeholder billedkort. Efter hans eget udsagn er
sadtet samlet ved at udtage alle billedkort fra 4 ssg kort. Hvis man skal tro Peter, indeholder
satet altsa 4 kort af hver af 12 mulige slags (Konge, Dame og Knaggt i de 4 farver >, O, & og

»).

En dag har Peter vaaret sammen med vennerne. Han indgik et vaaddemal, hvor hans gevinst afhang
af, om han efter at kortene var blandet kunne udtage et trumfkort

(dvs. en #). | alt prevede han 9 sadanne udtagninger. Efter hver udtagning blev det udtagne kort
lagt tilbage til de andre og kortene blev pany blandet.

Af de 9 udtagninger lykkedes det 4 gange for Peter at udtage et trumfkort. Kan man pa dette
grundlag opretholde en formodning, om at sadtet med kort er sammensat som Peter pastar? Ved
besvarel sen af spergsmalet skal man opstille en statistisk model, se paet relevant test i tilknytning
til spergsmalet, gennemfare beregningerne i tilknytning til det valgte test og endelig anfere en
konklusion.



